JIMHEAPHY ONEPATOPY U ®YHKIIMOHEJIE

JIMHEAPHU OIIEPATOPU

BAOATAK 1. Hedunummmo oneparop A : 4, — €,, p > 1, ca Az =y = (yn), © = (zp) € b,
“+o00

upu uemy je Yn = Y. gnTk, 1 E N, n
k=1

1/p

400 /400 p/q 11
o= Z Z]akn|q <400 3a —+-=1.
p q
k=1

Jokazaru ja je A orpaHUYeH JIMHEAPHU OIEPATOD ¥ OBOM IpocTopy U ja Baxu ||A| < a.
PEME®KE. JluneaprocT OBOT omepaTopa ce JIAKO MoKa3yje.

Heka je x = (x,) € £p, p > 1. Tana, 3a 1/p+ 1/q = 1, upumenom Xesjiepoe HejeIHAKOCTH
MMAMO

+o0 +o0 Ya /400 1/p +oo 1/q
|yn|<zakn|mk<(z|am|q) (zw) :(zmnw) ol men,
k=1 k=1 k=1 k=1

OJIAKJIE JIOOMjaMO

1
Yoo /p

+o0 1/p too p/q
(Zﬁmﬂ <222C2mmﬂ |z = oflz]),
n=1 n=1 k=1

5. ||z, < allel,, maje 4] < a. A

BAJIATAK 2. Jledurummumo oneparop A : by — lo ca Ar =y = (yp), © = (x,), npu gemy je

—+00

1 1
Yn = 2722*,{9%, n € N.

k=1
Joxkazaru jma je A orpaHuYeH JUHEAPHU ONepaTop y upoctopy fo u Hahu My HOpMY.

PEMIELE. 3anumumo y,, n € N, y obiauky

“+o00
. 1
Yn = Zakna:k, n €N, rmeje ap,= SR ke N.
k=1

Heka je o medpunucano kao y 3amarky 1 3a p = q¢ = 2, Tj.

“+o0o

Kakoje >, 1/4*™ =1/9 mojea = 1/3. IIpema 3amarky 1 cieau na je oneparop A orpanuden
k,n=1

u upurom je ||A]| < a=1/3.



OVYHKIIMOHAJIHA AHAJIN3A

Youumo jgame xo = (1/2")pen. Jlako pobujamo aa je

A |
|zoll = Zﬁ:ﬁa
n=1
+o0
ma xg € fo. Taga je y, = 2% 2% . Qik = 3 o n € N, ogakje mobujamo
k=1 :
= 1 1
Azgll = 2= 1. [|A=zol = =||zoll.
Ml = | S = g 4wl = ol
Cana smako Bugumo ma je ||Al| = sup H”fi}:ﬁ“ > ”ﬁiﬁ‘f'” = 1/3, mro ca Beh jpokaszamum naje
lzll<1
|Al| = 1/3. A

BAZIATAK 3. Heka je a € R u |a] < 1. Tlokasaru na je oneparop A : m — m nedunucan ca
Az =y = (yn), = = (x,), T1€ je

“+oc0
k
Yn = 5 a“Tpig, nEN,
k=1

JIUHeapaH u orpaHwdeH u Hahu || Al
PEME®BE. Jokaxumo ja 3a ¢ € m eaement y = Ax rakohe npunaga npocropy m. Heka je
x = () € m. Tama je

+o0 +00
Iyl = suplynl = sup|> aa i < sup 3 0¥z
neN neN =1 nENk 1

—+o00 i +o0 . |a|
< suplon] Y- 6] = ol 3 o] = 17 el < .
neN =1 k=1

OJTAKJIE 3aKJBYUIYJEMO Jia y € m | Jia je orepatop A orpanwded, Tj. 1a je

lal

1 All < .
(1) 41 < 5

JIuHeapHOCT ce OCTaB/ba 338 CAMOCTAJIHU DA,

Ompemumo HOpMy omepaTopa A. Pazmukosahemo npa coygaja.

Heka je 0 < a < 1. Yoummo esement zg = (1,1,...) € m. Jlako manasumo 1a je ||zg|| = 1.
W3 medwururmje oneparopa A mobujamo

+oo +oo
Axg = (Zak,Zak,..) ,

k=1 k=1
: R I = |al : :
ma je ||[Azgl| = | D" = > |a"| = . Kako je ||zg|| = 1, To je
k=1 k=1 1 — lal
2 Al = A > [[Aao]) = %
(2) [Al = sup [|Az| > || ﬂ?o\l—17|a|‘

flzfl=1
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U3 (1) u (2) pupextHo coueau ||A] = : |a!| .
—|a
Heka je cama —1 < a < 0. Yoummo 29 = (—1,1,—1,1,...) € m. Taza je ||z = 1 u
400 +o00 Yoo
Ax() = <Z (_1)k+1ak, Z (_1)kak7 z (—1)k+1ak, B ‘>7 A, je
k=1 k=1 =1
oo +o00 a
| Azo| max{Z( Yeak|, Z( Z| " el
k=1 k=1
OIaKJIE CJIeon
|al
’ Al > .
@ 41> oL
Ha ocuosy (1) u (3) nobujamo na je ||A] = : \a" g N
—|a

BAIATAK 4. Y mpocropy C[0, 1] nedunucan je maTerpasguu oneparop A ca

(Az)(#) = o(t) — /ltsaj(s) ds, 0<t<l.
0

Joxkazaru na je omeparop A orpanuueH, OWjeKTHBaH W JIMHEapaH y oBoMm mpocropy. Hahwu
ojropapajyhu unsepsnu oneparop A~! u mokasaTu ja je o Takohe orpaHIdeH.
PEHIE®BE. Younmo dyHKIM]y

(1) y(t) = a(t) — (/01 Sx(s)ds> t=a(t) —ct, 0<t<],

e je ¢, = fo sx(s)ds. Ako x € C[0,1] rana je dyrkumja y rakole esemenTt Tor npocropa, mna
je D(A) = C[0,1].
JluneapuocT onepaTopa A ce 0CTaB/ba 38 CAMOCTAJHE PaJ.

) 1 :
Kako je |c;| = ‘fol sx(s) ‘ fo s)|ds < ||z fo sds = ||xH, TO je

YOI < [2(8)] + lealt < HﬁfHJr [E41P

OJIAKJIE JTOOMjaMO

3 3
= <z y ] A <z ’
lyll = tgl[gwf]\y( < glell, = Azl < Sl
<3
2

3a ceako z € C[0,1]. Jakue, A je orpanuuen oneparop u Baxu || Al <
Jenmakoct (1) MoxkeMo 3amucaT y 001Ky

(2) z(t) =y(t) +ert, 0<t<1,

oIaKJIe MHOXKEmeM 00e cTpane ca t mw marerpamsemem Ha (0, 1) mako qobujamo na je ¢, = cy—i—% Cas

e je ¢y = fol ty(t) dt. Kopucrehu oy Besy, (2) moxkemo 3anucaru y ob/uKy

1
(3) 2(t) = y(t) + (;/0 1y (1) dt> t, yecp, 1.

3



OVYHKIIMOHAJIHA AHAJIN3A

Axo je y1(t) = ya(t) 3a cako t € [0,1], rana u3 jeguakocru (3) caemm x1(t) = xa(t), t € [0,1].
Haxite, omeparop A je unjektusan. Axko je y € C[0, 1] npousBosbra dyHKIWM]ja, Taga GyHKIHjA
x, nedunucana ca (3), upunaga upocropy C[0,1] u Baxwu y(t) = (Ax)(t), 0 <t < 1, 1j. A je
cupjekTuBHU ornepaTop. Tume cMo nokazasu ja je onepatop A 6ujekrusan ua npocropy C[0, 1].
U3 (3) caemm na je

3 7
< Syl = vl
lzll < Tyl + Zlyll = 21yl

7
Ipema Tome, ||A™1y|| < 1 lly|l, ma je A= orparuuen oneparop u Baxu ||A7| < 7/4. A
BAZATAK 5. ¥V mpocropy C[0, 1] mar je omeparop

1
(Az)(t) = z(t) — 3/0 t3 5% x(s) ds.

Jokazaru na je A smreapan orpanuden oneparop y npocropy C[0,1] u na je cupjexrusa.
PEMIEBE. Ocrakba ce 32 caMOCTAJHU PaJ. AN

BAZATAK 6. Heka je X = {z € C?[0,1] | (0) = z(1) = 0} u Y = C[0,1]. Jledbununmmo
omeparop A: X —Y ca Ax =2".

(a) Hokasaru na je omeparop A mHjekTHBaH.

(6) 3a mpomssospHO y € Y Heka je x(s) = fol K(s,t)y(t)dt, e je

[ —tl-s), 0<t<s,
’C(S’t)_{ —s(1—t), s<t<1.

Jokazaru ga x € X u ja je omeparop A cupjekTuBaH.

B) Jlokazatu ga mocroju omepatop A1 :Y — X.
(r) Mokasaru nma je ||[A71| < 1/8.

(1) Hahwu cBe dukche tauke oneparopa A.

PEIERBE. Jlako ce Buau ja je oneparop A suHeapaH.

a) Ilpernocrasumo ja 3a x1,z2 € X Baxu Ax; = Azy. Taga je zf = 2f, na je z1(s) =
x9(s)+c18+c2 3a cBako s € [0, 1]. Kako x1 u xo npunajajy npocropy X, to je z1(0) = z2(0) =0
ux1(l) =22(1) =0, ma je c; = cg =0, a Tume u x1(s) = x2(s) 3a crako s € [0,1]. TIpema
TOME, oreparop A je HHjeKTHUBaH.

(6) Kako je
1 S 1
x(s):/o IC(s,t)y(t)dt:/O (—t(l—s))y(t)dH—/S (—s(1 — 1)) y(t)dt
S 1
—(s— 1)/0 ty(t)dt—s/s (1=t yW)dt, 0<s<1,
To je !

1
ty(t)dt+ (s —1)sy(s) — / (I—=t)y(t)dt+ s(1 —s)y(s)

1
ty(t)dt/ (1—t)y(t)dt, 0<s<1.
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cse y € C[0,1]. Haxue,

Opasgne mako mobumjamo ma je x’(s) = sy(s) + (1 — s)y(s) = y(s) 3a
= z(1) = 0. Osa Tpu ycjosa

2" € C[0,1], ma = € C?[0,1]. Jlako ce Bumm ga Baxu u x(0)
obe3belhyjy ma z € X.

ITokazanm cmo ga 3a cBako y € Y mocroju x( fo t) dt TakBo na je (Az)(s) =
2" (s) = y(s), mro 3naum na je oneparop A CI/Ip_]eKTI/IBa,H

(8) Kaxo je oneparop A unjektuBaH (10Kazano y (a)) u cupjekrusad (mokazano y (6)), on
je GUjeKTUBAH, Ia cAMUM THM TIOCTOju MHBep3HE omepaTop A~ : Y — X nedunucan ca

1
(A7) (s) = x(s) = /0 K(s,t)y(t)dt, 0<s<1.
(r) Kaxo je

1
141 = loll = o | [ s, tat] < oo, [ G000

<l g, ([1- 0= oyar s+ [ -5t - o)
= ol g (=95 5 (1-3) s (5= %))

= Il goax, (5 - ) =141
0<s<1\2 2 8’

ma je ||A7Y] < 1/8.

(1) Axoje Ax =z Tazma, momro A~! mocroju, Baxu A 'Axr = A7 'z, 1j. 2 = A7\, ma je
lz|| = ||A™ || < ||z|/8, omaxme zakmydyjemo ma je ||z|| = 0, ma je m = = 0. Haxse, jemnaauna
Az = x nma jenurCcTBeHO pemene x = 0, Tj. HyJIa je jequna purcHA Tavka oneparopa A. A



OVYHKIIMOHAJIHA AHAJIN3A

JIMHEAPHE OYHKIMOHEJIE

BATATAK 1. Jloxazaru na je dpynkmuonena f : R? — R mara ca f(z) = 21 — 22, = = (21, 72),
JMHeapHa, U HempeKkuaHa u oapexuta || f|, axo je ma R? mara mopwma:

@ -l ©) [l
PrmEHBE. Heka cy ¢ = (71,22), ¥y = (y1,¥2) mpoussosbam BexTopu n3 R? u o, 3 € R mpon-
3BOJAHH CKaJiapu. Taja je

flax + By) = f((ax1 + By1, axs + By2)) = a(r1 — 22) + B(y1 — y2) = af(z) + Bf(y),

ma je f JIUHeapHO MPeCINKABAMGE.

(a) Kako je |f(x)] = |z1 — x| < |z1| + |22 = [|2z|l1, 3armyayjemo na je f menpexuma
dbyukmmonena u || f|| < 1. Heka je o = (1,0). Taga je ||zolli =1 u |f(x0)| = 1, onakie cienu
sa je || f]| = sup % > |J|£|(gﬁ:]co‘)‘|)| = 1, mrro ca nperxoaHoM Hejeauakonhy gaje || f]| = 1.

llell=1
(B) Baxwu nma je

(@) < faa] + [22] < 2max {[1], [22]} = 2/[2]|oo,

na je || f]] < 2. 3a Tauky xg = (1, —1) umamo sa je ||xollco = 1 u |f(x0)| = 2, omakie je || f]| = 2.
U3 ceera jmokazanor mobujamo aa je || f|| = 2. A
SATATAK 2. Tlokazarn gma cy dyukmuonese f,g: {1 — R mare ca:
(a) f(x) =21 — 234624, © = (2,) € L1,
+oo
(6) g(z) = > 2om,x = (wn) € &1

n=1
Ja00po pedurUCAHE, JIMHEADHE W HEIPEKUJIHE U OJIPEAUTH UM HOPMY.

PEWE®E. (a) [dobpa medunucanoct je odurie Ha, a JHHEAPHOCT CE JIAKO TIPOBEPABa, Ma Ce
OBO OCTaBJ/bA CTYIEHTY ja jokaxe. Kako je

|f(@)] < 21| + Jws] + 6] < 6(Jea| + Jas] + |ea]) <6 Ja| = 6]z,

cremm ja je ||f]] < 6. Yoummo mHu3 es = (0,0,0,1,0...). Jlako Hamazumo ma je |les]| = 1 m

|f(ea)| = 6, ma je | f|| = 6. Tlaxne, |f|| = 6.

(6) 3a mpomsBoJbaH BEKTOD T € {1 BaXKH

“+o00 “+o00
S [zl <3 ] < +ox.
n=1 n=1

+00
a pes Z Zoyn AICOJIyTHO KOHBeprupa. lakie, g je nobpo nedunucana dyakiuonesna. Jlune-

=1
ApHOCT Ce OCTaBJ/ba 34 CaMOCTa.JIHI/I pama.

Kako mocroju  lim Z Top, 300r HENPEKUIHOCTH AaICOJyTHE BPEIHOCTH, WMaMO
n~>+oo,C



JIMHEAPHY ONEPATOPY U ®YHKIIMOHEJIE

n n
lim :z%‘ = > xok|, ma je
n—toolp =y o k=1
—+00 n
x)| = g Top| = | lim E Tok hm g Tok
— n—>+ook 1

OO
< dim Z |zos| = Z} 2o | < ; |zk| = [|z].

IIpema Tome, g je HempekuaHa Gyaknuonesna u ||g|| < 1. Younmo enement eg = (0,1,0,...) € 41.
Jlako ce nobuja na je ||e2|| =1 u g(e2) = 1. Jlaxue, ||g|| = 1. A
3AIATAK 3. Jokazaru jia cy caesnehe byHKIIMOHEIE JIMHEAPHE W HENIPEKKJIHE U HAhu UM HOPMY:
(a) f(z) =21+ 22, v = (21,22,...) € lo;
+oo Ty
6) f(x)= —, x=(z1,22,...) € .
n=1 T
PEIMEWKE. [loka3 IMHEAPHOCTH Ce OCTABJ/ba CTYJIECHTHMA 38 CAMOCTAJHU PaJl.

(a) Axo mcropuCTHMO HejesHAKOCT M3Mely apuTMeTH4Ke M KBaJpaTHE CpeJuHe 3a Opojese
|z1| m |x2| mobujamo

x1)? + |22)?

= Vool + 222 < V2 Z\W V2||z,-

Tume cMo nokazamu 1a je || f|| < /2. Youumo mms zg = (1,1,0,0,...). Buaumo ma je ||zo| = V2,
na je xg € fo. Kako je |f(zo)| = |1+ 1| =2, 1o je

@) 2
fll= sup > =2,
1A= s Tl 2

Mpema Tome, || f| = V2.
(6) Iomrro je

+o0 +oo
@)= 35 <32 <Y fanl = ol
n=1 n=1
to je ||f|ll < 1. C apyre crpane, ako youumo uu3z 9 = (1,0,0,...), umamo ja z9p € ¢4 n
|f(zo)| = 1. Cnemn pma je || f[| > 1, maje | f[| =1. A



