
Linearni operatori i funkcionele

Linearni operatori

Zadatak 1. Definiximo operator A : `p → `p , p > 1, sa Ax = y = (yn), x = (xn) ∈ `p,

pri qemu je yn =
+∞∑
k=1

aknxk, n ∈ N, i

α =

+∞∑
n=1

(
+∞∑
k=1

|akn|q
)p/q

1/p

< +∞ za
1

p
+

1

q
= 1.

Dokazati da je A ograniqen linearni operator u ovom prostoru i da va�i ‖A‖ 6 α.

Rexe�e. Linearnost ovog operatora se lako pokazuje.

Neka je x = (xn) ∈ `p, p > 1. Tada, za 1/p+ 1/q = 1, primenom Helderove nejednakosti

imamo

|yn| 6
+∞∑
k=1

|akn||xk| 6

(
+∞∑
k=1

|akn|q
)1/q (+∞∑

k=1

|xk|p
)1/p

=

(
+∞∑
k=1

|akn|q
)1/q

‖x‖, n ∈ N,

odakle dobijamo

(
+∞∑
n=1

|yn|p
)1/p

6

+∞∑
n=1

(
+∞∑
k=1

|akn|q
)p/q

1/p

‖x‖ = α‖x‖,

tj. ‖Ax‖`p 6 α‖x‖`p , pa je ‖A‖ 6 α. 4

Zadatak 2. Definiximo operator A : `2 → `2 sa Ax = y = (yn), x = (xn), pri qemu je

yn =
1

2n

+∞∑
k=1

1

2k
xk, n ∈ N.

Dokazati da je A ograniqen linearni operator u prostoru `2 i na�i mu normu.

Rexe�e. Zapiximo yn, n ∈ N, u obliku

yn =
+∞∑
k=1

aknxk, n ∈ N, gde je akn =
1

2k+n
, k ∈ N.

Neka je α definisano kao u zadatku 1 za p = q = 2, tj.

α =

(
+∞∑
n=1

(
+∞∑
k=1

|akn|2
))1/2

.

Kako je
+∞∑
k,n=1

1/4k+n = 1/9, to je α = 1/3. Prema zadatku 1 sledi da je operator A ograniqen

i pritom je ‖A‖ 6 α = 1/3.
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Funkcionalna analiza

Uoqimo da	e x0 = (1/2n)n∈N . Lako dobijamo da je

‖x0‖ =

√√√√+∞∑
n=1

1

22n
=

1√
3
,

pa x0 ∈ `2. Tada je yn = 1
2n

+∞∑
k=1

1
2k
· 1
2k

=
1

3 · 2n
, n ∈ N, odakle dobijamo

‖Ax0‖ =

√√√√+∞∑
n=1

|yn|2 =
1

3
√
3
, tj. ‖Ax0‖ =

1

3
‖x0‖.

Sada lako vidimo da je ‖A‖ = sup
‖x‖61

‖Ax‖
‖x‖ > ‖Ax0‖

‖x0‖ = 1/3, xto sa ve� dokazanim daje

‖A‖ = 1/3. 4

Zadatak 3. Neka je a ∈ R i |a| < 1. Pokazati da je operator A : m → m definisan sa

Ax = y = (yn), x = (xn), gde je

yn =
+∞∑
k=1

akxn+k, n ∈ N,

linearan i ograniqen i na�i ‖A‖.
Rexe�e. Doka�imo da za x ∈ m element y = Ax tako�e pripada prostoru m. Neka je

x = (xn) ∈ m. Tada je

‖y‖ = sup
n∈N
|yn| = sup

n∈N

∣∣∣∣+∞∑
k=1

akxn+k

∣∣∣∣ 6 sup
n∈N

+∞∑
k=1

|ak||xn+k|

6 sup
n∈N
|xn|

+∞∑
k=1

|ak| = ‖x‖
+∞∑
k=1

|ak| = |a|
1− |a|

‖x‖ < +∞,

odakle zak	uqujemo da y ∈ m i da je operator A ograniqen, tj. da je

(1) ‖A‖ 6 |a|
1− |a|

.

Linearnost se ostav	a za samostalni rad.

Odredimo normu operatora A. Razlikova�emo dva sluqaja.
Neka je 0 6 a < 1. Uoqimo element x0 = (1, 1, . . .) ∈ m. Lako nalazimo da je ‖x0‖ = 1.

Iz definicije operatora A dobijamo

Ax0 =

(
+∞∑
k=1

ak,

+∞∑
k=1

ak, . . .

)
,

pa je ‖Ax0‖ =
∣∣∣∣+∞∑
k=1

ak
∣∣∣∣ = +∞∑

k=1

|ak| = |a|
1− |a|

. Kako je ‖x0‖ = 1, to je

(2) ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > ‖Ax0‖ =
|a|

1− |a|
.
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Linearni operatori i funkcionele

Iz (1) i (2) direktno sledi ‖A‖ = |a|
1− |a|

.

Neka je sada −1 < a < 0. Uoqimo x0 = (−1, 1,−1, 1, . . .) ∈ m. Tada je ‖x0‖ = 1 i

Ax0 =

(
+∞∑
k=1

(−1)k+1ak,
+∞∑
k=1

(−1)kak,
+∞∑
k=1

(−1)k+1ak, . . .

)
, pa je

‖Ax0‖ = max

{∣∣∣∣+∞∑
k=1

(−1)kak
∣∣∣∣, ∣∣∣∣+∞∑

k=1

(−1)k+1ak
∣∣∣∣
}

=

∣∣∣∣+∞∑
k=1

|a|k
∣∣∣∣ = +∞∑

k=1

|a|k =
|a|

1− |a|
,

odakle sledi

(3) ‖A‖ > |a|
1− |a|

.

Na osnovu (1) i (3) dobijamo da je ‖A‖ = |a|
1− |a|

. 4

Zadatak 4. U prostoru C[0, 1] definisan je integralni operator A sa

(Ax)(t) = x(t)−
∫ 1

0
tsx(s) ds, 0 6 t 6 1.

Dokazati da je operator A ograniqen, bijektivan i linearan u ovom prostoru. Na�i

odgovaraju�i inverzni operator A−1 i dokazati da je on tako�e ograniqen.

Rexe�e. Uoqimo funkciju

(1) y(t) = x(t)−
(∫ 1

0
sx(s)ds

)
t = x(t)− cxt, 0 6 t 6 1,

gde je cx =
∫ 1
0 s x(s) ds. Ako x ∈ C[0, 1] tada je funkcija y tako�e element tog prostora, pa

je D(A) = C[0, 1].
Linearnost operatora A se ostav	a za samostalni rad.

Kako je |cx| =
∣∣∣∫ 1

0 s x(s) ds
∣∣∣ 6 ∫ 1

0 s |x(s)| ds 6 ‖x‖
∫ 1
0 s ds =

1

2
‖x‖, to je

|y(t)| 6 |x(t)|+ |cx|t 6 ‖x‖+
t

2
‖x‖,

odakle dobijamo

‖y‖ = max
t∈[0,1]

|y(t)| 6 3

2
‖x‖, tj. ‖Ax‖ 6 3

2
‖x‖,

za svako x ∈ C[0, 1]. Dakle, A je ograniqen operator i va�i ‖A‖ 6 3

2
.

Jednakost (1) mo�emo zapisati u obliku

(2) x(t) = y(t) + cxt, 0 6 t 6 1,

odakle mno�e�em obe strane sa t i integra	e�em na (0, 1) lako dobijamo da je cx = cy+
1
3 cx,

gde je cy =
∫ 1
0 ty(t) dt. Koriste�i ovu vezu, (2) mo�emo zapisati u obliku

(3) x(t) = y(t) +

(
3

2

∫ 1

0
ty(t) dt

)
t, y ∈ C[0, 1].
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Funkcionalna analiza

Ako je y1(t) = y2(t) za svako t ∈ [0, 1], tada iz jednakosti (3) sledi x1(t) = x2(t), t ∈ [0, 1].
Dakle, operator A je injektivan. Ako je y ∈ C[0, 1] proizvo	na funkcija, tada funkcija
x, definisana sa (3), pripada prostoru C[0, 1] i va�i y(t) = (Ax)(t), 0 6 t 6 1, tj. A je

sirjektivni operator. Time smo pokazali da je operator A bijektivan na prostoru C[0, 1].
Iz (3) sledi da je

‖x‖ 6 ‖y‖+ 3

4
‖y‖ = 7

4
‖y‖.

Prema tome, ‖A−1y‖ 6 7

4
‖y‖, pa je A−1 ograniqen operator i va�i ‖A−1‖ 6 7/4. 4

Zadatak 5. U prostoru C[0, 1] dat je operator

(Ax)(t) = x(t)− 3

∫ 1

0
t3 s2 x(s) ds.

Dokazati da je A linearan ograniqen operator u prostoru C[0, 1] i da je sirjektivan.

Rexe�e. Ostav	a se za samostalni rad. 4

Zadatak 6. Neka je X = {x ∈ C2[0, 1] | x(0) = x(1) = 0} i Y = C[0, 1]. Definiximo

operator A : X → Y sa Ax = x′′.
(a) Dokazati da je operator A injektivan.

(b) Za proizvo	no y ∈ Y neka je x(s) =
∫ 1
0 K(s, t) y(t) dt, gde je

K(s, t) =
{
−t(1− s), 0 6 t 6 s,
−s(1− t), s 6 t 6 1.

Dokazati da x ∈ X i da je operator A sirjektivan.

(v) Dokazati da postoji operator A−1 : Y → X.

(g) Dokazati da je ‖A−1‖ 6 1/8.
(d) Na�i sve fiksne taqke operatora A.

Rexe�e. Lako se vidi da je operator A linearan.

(a) Pretpostavimo da za x1, x2 ∈ X va�i Ax1 = Ax2. Tada je x′′1 = x′′2, pa je x1(s) =
x2(s)+c1s+c2 za svako s ∈ [0, 1]. Kako x1 i x2 pripadaju prostoru X, to je x1(0) = x2(0) = 0
i x1(1) = x2(1) = 0, pa je c1 = c2 = 0, a time i x1(s) = x2(s) za svako s ∈ [0, 1]. Prema

tome, operator A je injektivan.

(b) Kako je

x(s) =

∫ 1

0
K(s, t) y(t) dt =

∫ s

0
(−t(1− s))y(t) dt+

∫ 1

s
(−s(1− t)) y(t)dt

= (s− 1)

∫ s

0
t y(t)dt− s

∫ 1

s
(1− t) y(t)dt, 0 6 s 6 1,

to je 1

x′(s) =

∫ s

0
t y(t) dt+ (s− 1)s y(s)−

∫ 1

s
(1− t) y(t) dt+ s(1− s) y(s)

=

∫ s

0
t y(t) dt−

∫ 1

s
(1− t) y(t) dt, 0 6 s 6 1.

1

(
g1(s)∫
g2(s)

f(t)dt

)′

s

= g′1(s)f (g1(s))− g′2(s)f (g2(s))

4



Linearni operatori i funkcionele

Odavde lako dobijamo da je x′′(s) = sy(s) + (1 − s)y(s) = y(s) za sve y ∈ C[0, 1]. Dakle,

x′′ ∈ C[0, 1], pa x ∈ C2[0, 1]. Lako se vidi da va�i i x(0) = x(1) = 0. Ova tri uslova

obezbe�uju da x ∈ X.

Pokazali smo da za svako y ∈ Y postoji x(s) =
∫ 1
0 K(s, t) y(t) dt takvo da je (Ax)(s) =

x′′(s) = y(s), xto znaqi da je operator A sirjektivan.

(v) Kako je operator A injektivan (dokazano u (a)) i sirjektivan (dokazano u (b)), on

je bijektivan, pa samim tim postoji inverzni operator A−1 : Y → X definisan sa

(A−1y)(s) = x(s) =

∫ 1

0
K(s, t)y(t)dt, 0 6 s 6 1.

(g) Kako je

‖A−1y‖ = ‖x‖ = max
06 s61

∣∣∣∣∫ 1

0
K(s, t)y(t)dt

∣∣∣∣ 6 max
06 s61

∫ 1

0

∣∣K(s, t)y(t)∣∣dt
6 ‖y‖ max

06 s61

(∫ s

0
| − t(1− s)|dt+

∫ 1

s
| − s(1− t)|dt

)
= ‖y‖ max

06 s61

(
(1− s)s

2

2
+ s

(
1− 1

2

)
− s

(
s− s2

2

))
= ‖y‖ max

06 s61

(
s

2
− s2

2

)
=
‖y‖
8
,

pa je ‖A−1‖ 6 1/8.
(d) Ako je Ax = x tada, poxto A−1 postoji, va�i A−1Ax = A−1x, tj. x = A−1x, pa je

‖x‖ = ‖A−1x‖ 6 ‖x‖/8, odakle zak	uqujemo da je ‖x‖ = 0, pa je i x = 0. Dakle, jednaqina
Ax = x ima jedinstveno rexe�e x = 0, tj. nula je jedina fiksna taqka operatora A. 4
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Linearne funkcionele

Zadatak 1. Dokazati da je funkcionela f : R2 → R data sa f(x) = x1 − x2, x = (x1, x2),
linearna i neprekidna i odrediti ‖f‖, ako je na R2 data norma:

(a) ‖ · ‖1; (b) ‖ · ‖∞.
Rexe�e. Neka su x = (x1, x2), y = (y1, y2) proizvo	ni vektori iz R2 i α, β ∈ R proi-

zvo	ni skalari. Tada je

f(αx+ βy) = f((αx1 + βy1, αx2 + βy2)) = α(x1 − x2) + β(y1 − y2) = αf(x) + βf(y),

pa je f linearno preslikava�e.

(a) Kako je |f(x)| = |x1 − x2| 6 |x1| + |x2| = ‖x‖1, zak	uqujemo da je f neprekidna

funkcionela i ‖f‖ 6 1. Neka je x0 = (1, 0). Tada je ‖x0‖1 = 1 i |f(x0)| = 1, odakle sledi

da je ‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)|
‖x‖ > |f(x0)|

‖x0‖ = 1, xto sa prethodnom nejednakox�u daje ‖f‖ = 1.

(v) Va�i da je

|f(x)| 6 |x1|+ |x2| 6 2max {|x1|, |x2|} = 2‖x‖∞,

pa je ‖f‖ 6 2. Za taqku x0 = (1,−1) imamo da je ‖x0‖∞ = 1 i |f(x0)| = 2, odakle je ‖f‖ > 2.
Iz svega dokazanog dobijamo da je ‖f‖ = 2. 4
Zadatak 2. Pokazati da su funkcionele f, g : `1 → R date sa:

(a) f(x) = 2x1 − x3 + 6x4, x = (xn) ∈ `1,

(b) g(x) =
+∞∑
n=1

x2n,x = (xn) ∈ `1

dobro definisane, linearne i neprekidne i odrediti im normu.

Rexe�e. (a) Dobra definisanost je oqigledna, a linearnost se lako proverava, pa se

ovo ostav	a studentu da doka�e. Kako je

|f(x)| 6 2|x1|+ |x3|+ 6|x4| 6 6(|x1|+ |x3|+ |x4|) 6 6
+∞∑
k=1

|xk| = 6‖x‖,

sledi da je ‖f‖ 6 6. Uoqimo niz e4 = (0, 0, 0, 1, 0 . . .). Lako nalazimo da je ‖e4‖ = 1 i

|f(e4)| = 6, pa je ‖f‖ > 6. Dakle, ‖f‖ = 6.

(b) Za proizvo	an vektor x ∈ `1 va�i

+∞∑
n=1

|x2n| 6
+∞∑
n=1

|xn| < +∞,

pa red
+∞∑
n=1

x2n apsolutno konvergira. Dakle, g je dobro definisana funkcionela. Line-

arnost se ostav	a za samostalni rad.

Kako postoji lim
n→+∞

n∑
k=1

x2k, zbog neprekidnosti apsolutne vrednosti, imamo
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lim
n→+∞

∣∣∣ n∑
k=1

x2k

∣∣∣ = ∣∣∣ lim
n→+∞

n∑
k=1

x2k

∣∣∣, pa je
|g(x)| =

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x2n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
n→+∞

n∑
k=1

x2k

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ n∑
k=1

x2k

∣∣∣∣
6 lim

n→+∞

n∑
k=1

|x2k| =
+∞∑
k=1

|x2k| 6
+∞∑
k=1

|xk| = ‖x‖.

Prema tome, g je neprekidna funkcionela i ‖g‖ 6 1. Uoqimo element e2 = (0, 1, 0, . . .) ∈ `1.
Lako se dobija da je ‖e2‖ = 1 i g(e2) = 1. Dakle, ‖g‖ = 1. 4
Zadatak 3. Dokazati da su slede�e funkcionele linearne i neprekidne i na�i im normu:

(a) f(x) = x1 + x2, x = (x1, x2, . . .) ∈ `2;

(b) f(x) =
+∞∑
n=1

xn
n
, x = (x1, x2, . . .) ∈ `1.

Rexe�e. Dokaz linearnosti se ostav	a studentima za samostalni rad.

(a) Ako iskoristimo nejednakost izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine za brojeve

|x1| i |x2| dobijamo

|f(x)| = |x1 + x2| 6 |x1|+ |x2| 6 2

√
|x1|2 + |x2|2

2

=
√
2
√
|x1|2 + |x2|2 6

√
2

√√√√+∞∑
k=1

|xk|2 =
√
2 ‖x‖`2 .

Time smo pokazali da je ‖f‖ 6
√
2. Uoqimo niz x0 = (1, 1, 0, 0, . . .). Vidimo da je ‖x0‖ =

√
2,

pa je x0 ∈ `2. Kako je |f(x0)| = |1 + 1| = 2, to je

‖f‖ = sup
x∈`2\{0}

|f(x)|
‖x‖

>
2√
2
=
√
2 .

Prema tome, ‖f‖ =
√
2.

(b) Poxto je

|f(x)| =
∣∣∣∣+∞∑
n=1

xn
n

∣∣∣∣ 6 +∞∑
n=1

∣∣∣xn
n

∣∣∣ 6 +∞∑
n=1

|xn| = ‖x‖,

to je ‖f‖ 6 1. S druge strane, ako uoqimo niz x0 = (1, 0, 0, . . .), imamo da x0 ∈ `1 i

|f(x0)| = 1. Sledi da je ‖f‖ > 1, pa je ‖f‖ = 1. 4
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