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Glava 1

Indukcija i dedukcija

�Glavna sredstva pomo}u kojih se otkrivaju istine u matematici su
indukcija i analogija.�

Laplace

�U teoriji brojeva ~esto se doga|a da se zbog nekog neo~ekivanog sre}nog
slu~aja pomo}u indukcije pojave najelegantnije nove istine.�

Gauss

Me|u na~inima zakqu~ivawa imisaonim postupcima u nauci va`no
mesto zauzimaju indukcija i wena suprotnost dedukcija. Matematika je
deduktivna nauka, a matematika u nastajawu je eksperimentalna induk-
tivna nauka. Sami metodi razlikuju se po ciqevima: ciq indukcije je
op{te, a ciq dedukcije je pojedina~no i posebno.

Re~ dedukcija poti~e odlatinske re~i deduction{to zna~iizvo|ewe,
dok re~ indukcija poti~e od latinske re~i inductio{to zna~i uvo|ewe,
navo|ewe, pobu|ivawe. Deduktivni na~in razmi{qawa bazira se na
pronala`ewu op{tih re{ewa pomo}u kojih re{avamo pojedina~ne pro-
bleme. Za razliku od dedukcije, indukcija je zakqu~ivawe kojim se iz
stavova koji se odnose na ograni~en broj pojedina~nih slu~ajeva iste
vrste izvodi jedan op{ti stav, tj. stav koji se odnosi na sve slu~ajeve
te vrste. Ovakav metod zakqu~ivawa tako|e se naziva i nepotpuna ili
empirijska indukcija. Pomo}u we se mo`e do}i kako do ta~nih tako i
do neta~nih zakqu~aka (ili do zakqu~aka koji su ta~ni samo za odre|en
broj slu~ajeva). Uprkos tome, indukcija je izuzetno zna~ajna u ekspe-
rimentalnim prirodnim naukama. Nepotpuna indukcija u matematici
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4 1.1. INDUKCIJA

omogu}ava da se otkrije neka ~iwenica, koju zatim treba i dokazati,
npr. koriste}i matemati~ku indukciju.

Metodmatemati~keindukcije je posebanmetodmatemati~kog dokazi-
vawa koji nam ne dozvoqava da donosimo zakqu~ke o op{tem pravilu
na osnovu pojedina~nih slu~ajeva, bez odre|enih dokaza. Zna~aj sin-
teze indukcija-dedukcija je dobro formulisao ruski matemati~ar A. J.
Hinčin (1894− 1959) ~ija misao glasi:
�Onaj koji praktikuje indukciju ne odevaju}i se u formalna pravila
(tj. ne vr{e}i wenu sintezu sa deduktivnom formom), prestaje da bude
matemati~ar; on se bavi empirijskim uop{tavawem bez ikakve veze sa
matemati~kom naukom. Obratno, vr{e}i dedukciju neoplo|enu induk-
tivnim sadr`ajem, matemati~ar prestaje da stvara zato {to bez
elementarne indukcije, tj. bez dobijawa op{tih zakqu~aka na osnovu
pojedina~nog materijala, nema i ne mo`e biti nau~nog stvarala{tva.
Nauka po~iwe tamo gde po prvi put sre}emo uop{tewe.�

1.1 Indukcija

Empirijska indukcija se sastoji u posmatrawu ili eksperimentisawu,
i koristi se naj~e{}e u prirodnim naukama. Ovakvo rasu|ivawe ima
svoju primenu i u matematici jer je pomo}u wega otkriveno, a kasnije
dokazano vi{e va`nih stavova, ali ponekad mo`e dovesti i do formu-
lacija tvr|ewa za koje se pokazuje da su pogre{na. Tako je npr. fran-
cuski matemati~arPjer Ferma posmatraju}i brojeve pn = 22n

+1 koji su
prosti za n = 1, 2, 3, 4, izveo pretpostavku da su svi brojevi oblika 22n

prosti. Kasnije je utvr|eno da je broj 225
+1 deqiv sa 641, a isto tako da

su i pn slo`eni brojevi za n = 6, . . . , 23. Tako|e, posmatraju}i brojeve
31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 33333331 koji su prosti, mogli
bismo da do|emo do zakqu~ka da su svi brojevi oblika 333 . . . 31 prosti.
Me|utim, slede}i broj u nizu nije prost broj, 333333331 = 17·19607843.

Empirijskom indukcijom, kao {to je ve} re~eno, mogu se naslu-
titi neke formule (jednakosti, nejednakosti i sli~no) koje zavise od
prirodnog broja n, ali nam zato metod matemati~ke indukcije omogu}u-
je da u mnogim slu~ajevima utvrdimo da li je postavqena hipoteza ta~na
ili nije.

Pojam indukcija ima slede}a tri osnovna svojstva.
1) Indukcija je jedan od na~ina zakqu~ivawa kojim se iz dva ili
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vi{e pojedina~nih iskaza dobija novi op{ti iskaz. Kra}e re~eno,
indukcija je rasu|ivawe od pojedina~nog ka op{tem. To je misaoni
postupak kojim se stvaraju generalizacije.

PRIMER 1.1. Pojedina~na tvr|ewa. Prava se~e kru`nicu u najvi{e dve
ta~ke. Prava se~e elipsu u najvi{e dve ta~ke. Prava se~e parabolu u
najvi{e dve ta~ke. Prava se~e hiperbolu u najvi{e dve ta~ke.
Op{te tvr|ewe. Prava se~e krive drugog reda u najvi{e dve ta~ke. ♦

2) Indukcija je metod istra`ivawa kojim se pri prou~avawu nekog
skupa objekata posmatraju posebni objekti iz tog skupa i utvr|uju wi-
hova zajedni~ka svojstva koja se zatim pripisuju celom skupu. Usko
je povezana sa konkretizacijom, specijalizacijom, analogijom i genera-
lizacijom. Bez obzira nawenu verovatnosnu prirodu, indukcija je jedan
od najva`nijih postupaka u nauci.

Poka`imo na jednom primeru kako bi trebalo primeniti induk-
ciju kao metod koji u~enike uvodi u istra`iva~ki rad i omogu}uje im
otkrivawe �novih� matemati~kih istina.

PRIMER 1.2. Prou~avaju}i brojeve ~esto dolazimo do neobi~nih odnosa
me|u wima. Takvi su i slede}i prikazi kvadrata nekih prirodnih brojeva.

32 = 1 + 3 + 5 32 = 13 + 23

52 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 52 = 1 · 2 · 3 · 4 + 1

62 = 13 + 23 + 33

192 = 3 · 4 · 5 · 6 + 1

Uo~avaju}i jednakosti 32 = 13 + 23 i 62 = 13 + 23 + 33 mo`emo da
se zapitamo postoji li veza izme|u zbira kubova i kvadrata prirodnih
brojeva. Pogledajmo, sada, vi{e specijalnih slu~ajeva.

13 = 12

13 + 23 = 9 = 32

13 + 23 + 33 = 36 = 62

13 + 23 + 33 + 43 = 100 = 102

13 + 23 + 33 + 43 + 53 = 225 = 152

13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63 = 441 = 212

Nakon ovog razmatrawa mo`emo formulisati prvu generalizaciju.
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Zbir kubova prvih n prirodnih brojeva jednak je kvadratu prirodnog
broja.

Pogledajmo pa`qivije osnove na levoj i desnoj strani. Wihovu vezu
lako je uo~iti.

1 = 1
1 + 2 = 3
1 + 2 + 3 = 6
1 + 2 + 3 + 4 = 10
1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21

Do{li smo do druge generalizacije.
Za svaki prirodni broj n va`i jednakost

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2.

Jednakost se dokazuje primenom principa matemati~ke indukcije. Zvu~i
paradoksalno, ali to je jedan deduktivni postupak. ♦

3)Indukcija je na~in izlagawa u nastavnom procesu kada se od mawe
op{tih tvr|ewa dolazi do op{tijih tvr|ewa. Predstavqamo shematski
prikaz induktivnog zakqu~ivawa.

Neka je S = {a1, a2, a3, . . .} skup svih mogu}ih posebnih slu~ajeva
takvih da za svaki od wih neko svojstvo s mo`e biti istinito ili
neistinito. Pretpostavimo da je u k slu~ajeva svojstvo s istinito, tj. da
va`i s(a1), s(a2), . . . , s(ak). Tada se induktivno zakqu~ivawe sprovodi
po shemi

s(a1), s(a2), . . . , s(ak) ⇒ (∀x)s(x).

PRIMER 1.3. Induktivne definicije su stepenovawe, aritmeti~ki niz,
geometrijski niz, Fibona~ijev niz i dr.

Mnogo je sadr`aja u {kolskoj matematici za ~iju je obradu potreban
i za razvoj u~enikovog mi{qewa va`an induktivni postupak. Me|u
takvim sadr`ajima posebno se ubrajaju razna pravila, zakoni, formule
i teoreme, pogotovo ako se oni strogo ne izvode ili ne dokazuju.
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1.1.1 Potpuna indukcija

Ako jeS kona~an skup koji sadr`i k posebnih slu~ajeva a1, a2, . . . , ak

i za sve wih je ispitana vaqanost svojstva s, onda je zakqu~ak izveden na
taj na~in ispravan. Oblik zakqu~ivawa koji se zasniva na razmatrawu
svih pojedina~nih i posebnih iskaza ili slu~ajeva naziva se potpuna
indukcija.

PRIMER 1.4. Odrediti broj prostih brojeva me|u prvih 20 prirodnih
brojeva.
Skup S koji treba posmatrati ima 20 elemenata, pa se lako mogu ispi-
tati svi slu~ajevi i ustanoviti koji su od posmatranih brojeva prosti.
Dakle, me|u prvih 20 prirodnih brojeva ima 8 prostih brojeva. ♦

Potpuna indukcija se retko primewuje jer se ~esto radi o velikom
broju pojedina~nih slu~ajeva. Ako je broj slu~ajeva beskona~an, primena
potpune indukcije je gotovo nemogu}a. Ponekad je ipak mogu}e da se skup
od beskona~no mnogo slu~ajeva razvrsta na kona~no mnogo podskupova,
a zatim se sprovedu razmatrawa i izvedu zakqu~ci u svakom od tih
podskupova.

PRIMER 1.5. Ispitajmo da li se kvadrat prirodnog broja mo`e zavr{a-
vati cifrom 8.

Kako ima beskona~no mnogo prirodnih brojeva, jasno je da ne mo`emo
ispitati sve pojedina~ne slu~ajeve. Razvrstajmo sve prirodne brojeve
u podskupove prema posledwim ciframa. Na taj na~in dobijamo deset
podskupova. Daqe, ispitajmo koje su posqedwe cifre kvadrata prirodnih
brojeva. Npr. ako se broj zavr{ava cifrom 0 i wegov kvadrat zavr{ava sa
0, ako se broj zavr{ava cifrom 1 i wegov kvadrat zavr{ava se sa 1, ako se
broj zavr{ava cifrom 2, wegov kvadrat zavr{ava se sa 4 itd.

Ispitivawem svih slu~ajeva, dobijamo da se kvadrat prirodnog broja
ne mo`e zavr{avati cifrom 8.

1.1.2 Nepotpuna indukcija

Ako skupS ima vi{e elemenata od k posebnih slu~ajeva a1, a2, . . . , ak

za koje je ispitana vaqanost svojstva s, onda zakqu~ak izveden prema ve}
datoj shemi nije pouzdano istinit ve} samo verovatno istinit. Oblik
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zakqu~ivawa koji se zasniva na razmatrawu jednog ili vi{e, ali ne
svih, pojedina~nih i posebnih iskaza ili slu~ajeva naziva se nepotpuna
indukcija.

Zakqu~ak izveden nepotpunom indukcijom mo`e, dakle, biti neis-
tinit. Zato se nepotpuna indukcija kao metod istra`ivawa primewuje
vrlo oprezno. Me|utim, weno zna~ewe je u tome da se razmatrawem
posebnih slu~ajeva navodi na pomisao o postojawu neke zakonitosti i
ona poma`e da se postavi hipoteza o prirodi te zakonitosti. Jasno je da
to po~iwe posmatrawem i eksperimentom. Takva indukcija primewuje
se u eksperimentalnim naukama, ali je ona i u matematici bogat izvor
novih saznawa. Razlika je jedino u tome {to se u matematici dobijene
tvrdwe zatim strogo dokazuju.

U nastavi matematike treba biti oprezan pri primeni takvog ob-
lika zakqu~ivawa, ali ga ne treba izbegavati. Nastava matematike
u osnovnoj {koli prete`no je induktivna. Prednosti wene primene
su velike: ostvarivawe principa od lak{eg ka te`em, od jednostavnog
ka slo`enom, prou~avawe novih apstraktnih pojmova i izreka preko
posmatrawa i proveravawa, navo|ewe u~enika na nove pojmove, iskazi-
vawe novih tvrdwi i dr. Nove tvrdwe bi}e uverqivije ukoliko se u
indukciji posmatra ve}i broj posebnih slu~ajeva.

Primenom indukcije u~enici se navode na iskazivawe op{tih tvrd-
jewa.

1) Posmatrajmo sve sadr`aoce broja 9 koji su mawi od 200 i zbirove
wihovih cifara. To su brojevi 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99,
108, 117, 126, 135, 144, 153, 162, 171, 180, 189, 198, a zbirovi wihovih
cifara su 9 ili 18. Uo~avamo da su zbirovi cifara sadr`aoci broja 9.

Ako je prirodni broj deqiv sa 9, onda je i zbir wegovih cifara deqiv
sa 9.

2) Posmatrajmo prirodne brojeve 2007, 18999, 456237, 987654321
~iji su zbirovi cifara 9, 36, 27, 45 sadr`aoci broja 9. Deqewem
proveravamo da su i posmatrani brojevi deqivi sa 9.

Ako je zbir cifara prirodnog broja deqiv sa 9, onda je i taj prirodni
broj deqiv sa 9.

Ovo tvr|ewe nam omogu}uje br`e ispitivawe deqivosti prirodnih
brojeva sa 9 nego{to se to mo`e posti}i deqewem naro~ito kod velikih
brojeva.

Primena op{teg tvr|ewa na pojedina~an slu~aj je dedukcija!
Lo{a obrada nekog nastavnog sadr`aja ima za posledicu i lo{e
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znawe u~enika. U induktivnoj nastavi potreban je primeren broj po-
jedina~nih i posebnih slu~ajeva. U protivnom, izvedena tvr|ewa mogu
biti neuverqive, a ponekad i neta~ne. Primer takvog tvr|ewa je da se
visine trougla seku u jednoj ta~ki.

PRIMER 1.6. Da bismo ispitali odnos visina u trouglu, moramo posma-
trati tri posebna slu~aja: o{trougli, pravougli i tupougli trougao.
Dolazimo do slede}ih induktivnih zakqu~aka.

Ako je trougao o{trougli, visine trougla seku se u jednoj ta~ki koja
je unutar trougla.

Ako je trougao pravougli, visine trougla seku se u jednoj ta~ki i ta
je ta~ka teme pravog ugla.

Ako je trougao tupougli, visine trougla se ne seku, ali se u jednoj
ta~ki seku prave koje sadr`e visine i ta ta~ka je izvan trougla.

Na osnovu ovih iskaza izvodi se slede}e op{te tvr|ewe.
Prave koje sadr`e visine trougla seku se u jednoj ta~ki O. Ta~ka O

naziva se ortocentar trougla.

1.2 Dedukcija

Dedukcija je oblik zakqu~ivawa pri kome se od jednog op{teg iskaza
ili jednogposebnogilipojedina~nogiskaza dobija novi, mawe uop{ten,
poseban ili pojedina~ni sud. Dakle, kod deduktivnog zakqu~ivawa
kre}emo od op{tih saznawa i izvodimo istinite ~iwenice o nekom
konkretnom slu~aju.

Deduktivno zakqu~ivawe ima tri oblika.
1) Zakqu~ivawe od uop{tenog tvr|ewa ka mawe op{tem ili pojed-

ina~nom tvr|ewu. Npr. ako su a i b uzajamno prosti brojevi, onda je
najve}i zajedni~ki delilac tih brojeva 1, tj. va`i D(a, b) = 1 (op{te
tvr|ewe); D(37, 7) = 1 (pojedina~no tvr|ewe). Iz ovih iskaza izvodi se
pojedina~no tvr|ewe: 37 i 5 su uzajamno prosti brojevi.

2) Zakqu~ivawe od pojedina~nog ka posebnom. Npr. broj 2 je prost
broj (pojedina~no tvr|ewe); broj2 je prirodanbroj (pojedina~no tvr|ewe);
neki prirodni brojevi su prosti brojevi (posebno tvr|ewe).

3) Zakqu~ivawe od op{teg tvr|ewa ka op{tem. Npr. svi parni
brojevi deqivi su sa 2 (op{te tvr|ewe); nijedan neparan broj nije deqiv
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sa 2 (op{te tvr|ewe); nijedan paran broj nije istovremeno i neparan
(op{te tvr|ewe).

Navodimo primer zadatka u kome se primewuje deduktivan na~in
zakqu~ivawa.

PRIMER 1.7. Ako je hipotenuza pravouglogtrougla du`ine5cm, a du`ina
katete 3cm, koliko iznosi du`ina druge katete?

Dedukcija u matematici je strogo logi~ki zasnovan metod dokazi-
vawa. U dana{we vreme se dedukcija zasniva na nekom sistemu aksioma.
Zato se deduktivni metod naziva jo{ i aksiomatski metod.

Primerdedukcije jematemati~kaindukcija. Naziv je pomaloparadok-
salan, ali znamo da se metod matemati~ke indukcije zasniva na jednoj
aksiomi.

Euklid. U �Elementima� aksiome, definicije i teoreme ni`u se
pravilno i primereno, tako da ~ine savr{en logi~ki deduktivni sis-
tem. Napo~etku �Elemenata�Euklid daje pregled potrebnih definicija
i polaznih tvr|ewa geometrije, tvr|ewa koje se smatraju istinitim i
koje se ne dokazuju, podeqenih u dva skupa.

Polazna tvr|ewa prvog skupa karakteri{u op{ta svojstva veli~ina
i nazivaju se aksiome. Ima ih 9. Takva su na primer slede}a tvr|ewa.

Celina je ve}a od dela. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake
stvari, i celine su jednake. Za svaka dva pozitivna realna broja a i b
postoji takav prirodan broj n da je na > b (Arhimedova aksioma).

Polazna tvr|ewa drugog skupa imaju ~isto geometrijski karakter
i nazivaju se postulati. Ima ih 5. Zatim se na temequ aksioma i
postulata putem logi~kog zakqu~ivawa izvode i dokazuju teoreme i
postupno izgra|uje cela geometrija ravni. Postulat obi~no izra`ava
neki uslov koji treba da zadovoqi neki pojam ili neki odnos me|u
pojmovima. Navodimo pet Euklidovih postulata.

Od svake ta~ke do svake ta~ke mo`e se povu}i prava linija.
Ograni~ena prava mo`e se biti produ`ena u svom pravcu neprekidno.
Iz svakog centra sa svakim rastojawem mo`e se opisati krug.
Svi pravi uglovi me|usobno su jednaki.
Ako jedna prava sa drugim dvema obrazuje sa iste strane dva un-

utra{wa ugla ~iji je zbir mawi od dva prava ugla, te dve prave, beskrajno
produ`ene seku se i to sa one strane sa koje su ovi uglovi mawi od dva
prava ugla.
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Posebno zna~ewe i va`nost ima 5. postulat, poznat u kao Eukli-
dova aksioma o paralelnim pravama. Zapravo, ona govori o tome kada
dve prave a i b jedne ravni nisu paralelne. U uxbenicima 5. postu-
lat iskazuje se i primewuje u slede}em ekvivalentnom i jednostavnijem
obliku.

Kroz ta~ku van prave mo`e se povu}i ta~no jedna prava paralelna sa
tom pravom.

Pomo}u 5. postulata dokazuju se mnoge teoreme elementarne ge-
ometrije. Me|u wima su i tvr|ewa koja su mu ekvivalentna. Osim
gorweg, evo jo{ nekih ekvivalenata 5. postulata.

U ravni postoji bar jedan pravougaonik, tj. ~etvorougao sa ~etiri
prava ugla.

Zbir uglova u trouglu jednak je 180◦.
Postoje dva sli~na, a nepodudarna trougla.
Za svake tri ta~ke koje ne le`e na jednoj pravoj postoji jedinstvena

kru`nica koja prolazi kroz te ta~ke.
Lobačevski, Bolyai, Gauss. Sve do XIX veka niko nije sumwao u

to da su svi Euklidovi postulati apsolutne i postojane istine i da je
euklidska geometrija jedini geometrijski sistem.

Da euklidska geometrija nije jedini geometrijski sistem otkrio je
javnosti1826. godineruskimatemati~arLoba~evski (17921856)izlo`i-
v{i na zasedawuFizi~ko-matemati~kog fakuteta Univerziteta u Kaza-
wu svoj rad �Kratko izlagawe osnova geometrije sa strogim dokazom
teorema o paralelnim pravama�. Taj dan smatra se danom ro|ewa novog
geometrijskog sistema, tzv. neeuklidske geometrije.

On je pitawe paralelnih prava re{io na taj na~in da je Euklidov 5.
postulat zamenio novom aksiomom o paralelnim pravama koja glasi:

Kroz ta~ku van prave u ravni prolaze dve prave koje su paralelne tom
pravom.

Na temeqima ove aksiome i ostalih aksioma, Loba~evski izgra|uje
novi geometrijski sistem koji je on nazvao imaginarnom geometrijom.
Gauss (1777-1856) je toj geometriji dao naziv neeuklidska geometrija.
Danas se ona jo{ naziva geometrija Loba~evskog ili hiperboli~ka ge-
ometrija. Ravan u kojoj je ispuwen uslov Loba~evskog naziva se ra-
van Loba~evskog ili hiperboli~ka ravan. Stvaraju}i novu geometriju,
Loba~evski je napravio prekretnicu u razvoju geometrije i izveo pravu
revoluciju u matemati~kom, pa i u celokupnom qudskom mi{qewu. Od
stranih matemati~ara nove ideje mogli su u to vreme potpuno da shvate i
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cene samo Gauss i Bolyai (1802-1860), jer su i sami do{li na pomisao o
postojawu neeuklidske geometrije. Gauss je osnovne ideje neeuklidske
geometrije imao razra|ene ve} 1824. godine, ali se zarekao da za `ivota
ne}e dopustiti wihovo objavqivawe, budu}i da �... ve}ina qudi nema
uop{te pravi osje}aj za to, o ~emu se tu radi�. Bolyai je do svojih
rezultata do{ao 1825. godine, ali ih je objavio tek 1832. godine kao
dodatak, � Appendix�, uxbeniku elementarne i vi{e matematike svoga
oca Farkasa.

Peano. Aksiomatizacija aritmetike izgra|ena je dosta kasnije od
aksiomatizacije geometrije. To je 1891. godine u~inio Peano (1858-
1932). Peanove aksiome prirodnih brojeva se koriste za definiciju
prirodnog broja. Wegov deduktivni sistem aritmetike temeqi se na
tri osnovna pojma: prirodnom broju, prirodnom broju 1 i sledbeniku.

Prirodnim brojevima nazivaju se elementi svakog nepraznog skupa
N u kome postoji relacija biti sledbenik koja zadovoqava slede}e ak-
siome.

(P1) 1 je prirodan broj.

(P2) Sledbenik svakog prirodnog broja je prirodan broj.

(P3) Nikoja dva prirodna broja nemaju istog sledbenika.

(P4) 1 nije sledbenik nijednog prirodnog broja.

(P5) Neka je M bilo koji podskup skupa prirodnih brojeva koji ima
svojstvo damupripada broj 1i sledbenik svakogwegovog elementa.
Tada je M = N .

Ova svojstva prirodnih brojeva su jednostavna i o~igledna. Sva
teorija prirodnih brojeva proizilazi iz gorwih pet aksioma. Posebnu
ulogu ima aksioma (P5). Ona je ne{to slo`enija i koristi se za dokazi-
vawe teorema i rekurzivno definisawe funkcija sa skupa N u neki
neprazni skup. Danas se ta aksioma naziva aksioma matemati~ke induk-
cije.

Nastava matematike u ni`im razredima osnovne {kole je prete`no
induktivna. Vi{e se koriste konkretni i o~igledni dokazi, koji
ne dokazuju toliko, koliko uveravaju u istinitost tvr|ewa. Deduk-
cija i deduktivni na~in mi{qewa i dokazivawa sprovode se posle
konkretizacije i indukcije na vi{im nivoima nastave matematike i
obrazovawa u~enika, gde se dedukcija oblikuje u poseban na~inizlagawa
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matemati~kih sadr`aja kako u uxbenicima, tako i u nastavnom procesu.
Me|utim, iako je matematika deduktivna nauka, {kolska matematika
ne izgra|uje se ni u jednom razredu kao strog deduktivni sistem, ve}
ostaje u okvirima modela. Ovo pogotovo va`i za nastavu matematike u
osnovnoj {koli. Mnoga tvr|ewa se obra|uju bez dokaza.

U{kolskoj matematici aksiome imaju va`nu ulogu u nastavnom pro-
cesu, ali se upotrebqavaju samo onoliko, koliko je potrebno da nastava
matematike bude u skladu sa principima nauke i primerena uzrastu i
matemati~kim sposobnostima u~enika.



Glava 2

Analogija

�Glavna sredstva pomo}u kojih se otkrivaju istine u matematici su
indukcija i analogija.�

Laplace

�Matemati~ar je ~ovek koji zna da na|e analogije me|u tvr|ewima,
boqi matemati~ar je onaj koji pronalazi analogije me|u dokazima, a

najboqi matemati~ar je onaj koji uo~ava analogije teorija, no mo`e se
zamisliti i onaj koji me|u analogijama vidi analogije.�

Banach

Re~ analogija poti~e od gr~ke re~ianalogia{to zna~i sklad, pravil-
nost, odnos, podudarnost, srodnost. Analogija je vrsta sli~nosti, ali
treba naglasiti da nije svaka sli~nost analogija. Osim sli~nosti za
analogiju je potrebna i podudarnost objekata u odre|enim odnosima.

Zakqu~ivawepoanalogiji jemisaonipostupakprikome se iz opa`a-
wa da se dva objekta podudaraju u odre|enom broju svojstava ili odnosa
izvodi zakqu~ak da se oni podudaraju i u drugim svojstvima ili odno-
sima koji se kod jednog objekta nisu uo~ili.

Shematski prikaz: Objekat A ima svojstva s1, s2, . . . , sk−1, sk, dok
objekat B ima svojstva p1, p2, . . . , pk−1. Svojstva p1, p2, . . . , pk−1 su
analogna svojstvima s1, s2, . . . , sk−1. Zakqu~ujemo da objekatB ima svo-
jstvo pk.

O~igledno je da zakqu~ivawe po analogiji nije strogo, jer iz po-
dudarawa objekata u nekim svojstvima ne mora da sledi wihovo podu-

14
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darawe i u drugim svojstvima, pa nas takvo zakqu~ivawe mo`e odvesti
i do sasvim neta~nih zakqu~aka. Bez obzira na to, analogija je jako
va`no sredstvo zakqu~ivawa.

Osniva~ ove metode je Leonhard Euler. Nave{}emo tri wegove poz-
nate analogije ~ije je prou~avawe najboqi na~in da se mladi matemati-
~ari uvedu u istra`iva~ki rad.

1) �Mala analogija�. Jacob Bernoulli nije mogao da odredi vrdnost
sume 1 + 1

4 + 1
9 + · · · + 1

n2 + · · · , pa je javno postavio problem. Pro-
blem je privukao Euler-a i on ga je re{io prelaskom sa kona~nog ka
beskona~nom. Uveo je jedna~inu beskona~nog stepena i na wu prime-
nio svojstva algebarskih jedna~ina kona~nog stepena i tako dobio da je
tra`ena suma π2

6 . Ovaj postupaknije bioispravan (strogomatemati~ki),
pa je samim tim kritikovan od strane drugih matemati~ara. Me|utim,
Euler je verovao u svoje otkri}e (wegove brojne provere ukazivale na
ta~nost rezultata), a onda je primenom analogije do{ao do strogog
dokaza.

2) �Velika analogija�. Zbir unutra{wih uglova n-tougla jednak je
(n− 2)π. Da li va`i ne{to analogno za poliedre? Euler prou~ava ovaj
problem u dva svoja nau~na rada. Poku{aji sa zbirom diedara i zbirom
prostornih uglova ne daju rezultate. Kao posledwu mogu}nost posmatra
zbir svih uglova

∑
α strana, proverava taj zbir na nizu poliedara i

za wega i broj temena E poliedra postavqa hipotezu
∑

α = 2πE − 4π.
Sa druge strane, dokazuje da kod poliedra za

∑
α, broj ivica K i broj

strana F va`i jednakost
∑

α = 2π(K−F ). Posledica ovih jednakosti
je nova hipoteza koja se danas naziva Ojlerova formula i glasi

E −K + F = 2.

3) Godine 1738. Euler re{ava jedna~ine ~etvrtog stepena

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

analogno Viete-ovom na~inu re{avawa jedna~ina tre}eg stepena

x3 + ax2 + bx + c = 0.
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2.1 Analogija u nastavi matematike

Nastavnik ~esto tokom ~asa govori: sli~no se izvodi, analogno
se dobija, na isti na~in se dokazuje, trouglovi su podudarni, ovo je
sli~an zadatak prethodnom, sada mo`emo ponoviti opisani postupak, i
sl. Takvim na~inom govora nastavnik ukazuje u~enicima na analogiju i
ona postaje va`no sredstvo povezivawa i lak{eg savladavawa nastavnog
gradiva, pa samim tim i sredstvo razvijawa stvarala~kog mi{qewa i
kreativnosti u~enika. Pri re{avawu nekog problema u~enici se us-
meravaju na razmatrawe nekog bliskog, srodnog problema i opona{awe
postupka re{avawa. U nekim te`im slu~ajevima mo`e da uka`e na smer
kojim treba da se nastavi re{avawe zadataka. U geometriji se mogu na}i
mnoge analogije. Prelaz iz ravni u prostor, iz planimetrije u stere-
ometriju primenom analogije mo`e da obogati znawe u~enika, ~esto
bez velikog truda. Postoje tri smera primene analogije: uo~avawem
analognih objekata, otkrivawem analognih svojstava i sprovo|ewem
analognih postupaka.

A) ANALOGNI OBJEKTI

Matematika prou~ava veliki broj objekata koji su prema odre|enoj
srodnosti i unutra{woj strukturi razvrstani u skupove: brojevi, rela-
cije, funkcije, jedna~ine, grupe, poligoni, poliedri, obrtna tela, ravni,
determinante, matrice i dr. Mogu da se prou~avaju objekti iz istog
skupa ili iz razli~itih skupova koji su vrlo srodni. Takvi su na
primer izomorfni objekti. Upoznavawe u~enika sa analogijom mo`e
da po~ne otkrivawem analognih objekata. Najjednostavniji primer
analognih objekata su du` i trougao. Analogija ne mora da bude jed-
nozna~na (neki objekat mo`e da ima vi{e analogana).

PRIMER 2.1. Likovi i tela.

1◦ Trougao i tetraedar. Trougao je najjednostavniji poligon, odre|en
je najmawim brojem nekolinearnih ta~aka u ravni i ome|en sa tri
du`i. Tetraedar je najjednostavniji poliedar, odre|en je najmawim
brojem nekomplanarnih ta~aka u prostoru i ome|en je sa ~etiri
trougla.

2◦ Jednakostrani~ni trougao i pravilan tetraedar.
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3◦ Pravougaonik i kvadar. Pravougaonik: naspramne stranice su par-
alelne, naspramne stranice su podudarne, susedne stranice su nor-
malne. Kvadar: naspramne strane su paralelne, naspramne strane
su podudarne, susedne strane su normalne.

4◦ Kvadrat i kocka.

5◦ Paralelogram i paralelopiped.

6◦ Krug i lopta.

7◦ Kru`nica i sfera.

PRIMER 2.2. Pravougli trougao mo`emo posmatrati na tri razli~ita
na~ina, pa se samim tim razlikuju i wegovi prostorni analogani.

1◦ Ako posmatramo pravougli trougao kao polovinu pravougaonika,
wegov analogan }e biti polovina kvadra, tj. uspravna trostrana
prizma kojoj je osnovica pravougli trougao.

2◦ Ako posmatramo pravougli trougao kao trougao kome su stranice
iz jednog temena normalne, wegov analogan }e biti tetraedar kome
su ivice iz jednog temena me|usobno normalne.

3◦ Ako posmatramo pravougli trougao kao trougao ~ije dve normalne
stranice ~ine otvorenu izlomqenu liniju, wegov analogan }e biti
tetraedar ~ije tri me|usobno normalne ivice ~ine otvorenu iz-
lomqenu liniju, tj. tetraedar ome|en pravouglim trouglovima.

B) ANALOGNA SVOJSTVA

Analogija nam poma`e da naslutimo kakvo bi svojstvo mogao imati
neki objekat ako wegov jednostavniji analogan ima odre|eno svojstvo.

PRIMER 2.3. Za pravilo (ab)2 = a2b2 analogije su (abc)2 = a2b2c2, (abcd)2 =
a2b2c2d2, jer je (abc)2 = (ab)2c2 = a2b2c2, (abcd)2 = (abc)2d2 = a2b2c2d2,
itd.
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PRIMER 2.4. Poznato je da za re{ewa x1 i x2 kvadratne jedna~ine

ax2 + bx + c = 0

va`e Vietove formule

x1 + x2 = − b

a
, x1x2 =

c

a
.

Primenom analogije zakqu~ujemo da bi za re{ewa x1, x2 i x3 kubne
jedna~ine ax3 + bx2 + cx + d = 0 mogle da va`e Vieteove formule

x1 + x2 + x3 = − b

a
, x1x2 + x1x3 + x2x3 =

c

a
, x1x2x3 = −d

a
.

PRIMER 2.5. Trougao od svih mnogouglova ima najvi{e svojstava, ali ne
treba o~ekivati da svako svojstvo trougla ima svoj prostorni analogan.
Na to nam ukazuje slede}a analogija:

Prave kojim pripadaju visine trougla seku se u jednoj ta~ki.
Prave kojim pripadaju visine tetraedra seku se u jednoj ta~ki.

Drugo tvr|ewe dobijeno analogijom nije istinito za svaki tetraedar.

V) ANALOGNI POSTUPCI

^esto se u nastavi matematike mo`e uo~iti izvesna sli~nost me|u
postupcima preno{ewa i dokazivawa svojstava. Nave{}emo neke pri-
mere koji ukazuju koliko je va`na primena analogije u nastavnom pro-
cesu. Nastavno gradivo se tako povezuje, predavawe pojednostavquje,
odre|eno ranije usvojeno gradivo se ponovo obnavqa i utvr|uje, a novo
gradivo br`e savladava.

PRIMER 2.6. 1◦ Dokazi tvr|ewa da je svaka ta~ka simetrale du`i
podjednako udaqena od wenih krajeva i svaka ta~ka simetrale ugla
podjednako udaqena od wegovih kraka su analogni.

2◦ Formule h = a
√

3
2 i h =

√
4b2−a2

2 za du`ine visina jednakos-
trani~nog i jednakokrakog trougla, d = a

√
2 i d =

√
a2 + b2 za

du`ine dijagonala kvadrata i pravougaonika, d = a
√

3 i d =√
a2 + b2 + c2 za du`ine dijagonala kocke i kvadra analogno se

izvode.
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3◦ Na~in izvo|ewa Vieteovih formula za kvadratnu jedna~inu mo`e
se preneti na izvo|ewe formula za kubnu jedna~inu.

4◦ Prilikom obrade kvadratne funkcije f(x) = ax2, a 6= 0, obrada
slu~aja a < 0 je analogna obradi slu~aja a > 0.

5◦ Prva jednakost a sinβ = b sinα sinusne teoreme za trougao ABC
izvodi se pomo}u visine iz temena C i trigonometrije pravouglog
trougla. Analogno se izvodi druga jednakost b sin γ = c sinβ, a iz
dobijenih jednakosti i cela teorema.

Analogija omogu}ava nastavniku stalne izmene nastavnih oblika i
metoda u ciqu postizawa {to boqih rezultata pri usvajawu nastavnog
gradiva.

PRIMER 2.7. Re{iti sistem jedna~ina: (abc 6= 0)

1)

y + z = a,

x + z = b,

x + y = c;

2)

yz

y + z
=

1
a
,

xz

x + z
=

1
b
,

xy

x + y
=

1
c
;

3)

x2z2 + x2y2 = axyz,

y2z2 + y2x2 = bxyz,

z2y2 + z2x2 = cxyz.

Na prvi pogled postoji izvesna sli~nost me|u sistemima ali se prava
sli~nost vidi tek pri wihovom re{avawu. Prvi sistem je linearan i
lako se re{ava dok se re{avawe druga dva brzo svodi na re{avawe prvog
sistema.


