JIMHEAPHE ®YHKIIAOHEJIE. ALLJYHI‘OBAHI/I OIIEPATOPH

JIMHEAPHE OYHKIMOHEJIE

BAIATAK 1. Heka cy tj ¢dburcupaHe Tauke cermMeHTa [a,b|] U ¢ TPOU3BOJLHU peasHu OGpojeBu
3a k=1,...,n, n € N. JlokazaTu na je

n

fl@) =" cpa(ty)

k=1

orpanuuena jsiuHeapta dyukiuonesna va Cla, b] u uzpaaynaru || f||.
PEMEKE. 3a npoussosmue x,y € Cla,b| u o, € K Baxu

flax+By) = e (az+By)(te) = Y ex (az(tr) + By(tr))
k=1 k=1
=a cxlty) + B cnylte) = af (@) + Bf(y),
k=1 k=1

na je f smnaeapra dyunkmmonena Ha Cla, b].
ITomTo je

[f(2)] =

> crx(ty)
k=1

n n n
<Y lelle(to)l < max 2(0)] 3 lex| = ll2ll Y leal
k=1 = k=1 k=1

n

o je [Ifl < X2 fexl-

k=1
Heka je dynkumja xo taksa ma je xo(ty) = sgneg, k = 1,2,...,n, Ha [a,to] u [tn,d] y3-
MMa KOHCTAHTHE BDPEJIHOCTH SEN Cy M SN Cp, PECIIEKTUBHO, & HA CBAKOM CEIMEHTY [tk,tri1] je
JmHeapHa. JIako ce Buam jia je dbyHKIMja To HELIPEKKUHA HA CErMEHTY [a, b].
Kaxko je ||zg|| = max |zg(t)| =1 m
je llzoll = max o)

tx

n n n

[f(o)l =D crsgner| = > lel| =) lexl,
k=1 k=1 k=1
TO je
n
£l = sup |f(@)] = |f(zo)l = lexl.
lzll=1 k=1
n
Hpema Tome, || f[| = > [cxl- A

k=1

SAJATAK 2. Ucnuratu jga jm cy cienehe pyHKIMOHEE JIMHEAPHE W OTPAHUYEHE Y MTPOCTOPY
C[0, 1] u ako jecy ofpeuTH HUXOBE HOPME:
1

(a) f(z)= szv(t) sin t dt;
©) 1) = Jatet ds
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(8) f(x) :Ji“’(to);
(r) flz)= gfw a(t) dt;

() Je) = [ Vie ()

PEMEWKE. (a) Oumrnenno je mocmarpana dbyHKIUoOHe a f juHeapHa u e)MHUCAHA HA, TIEJIOM
C[0,1]. Kako je

1 1 1
()] = / :v(t)sintdt‘g/ \:n(t)|\sint\dt<||:c!/ (sint| dt = ]| (1 — cos 1),
0 0 0

To je ||f|| < 1—cosl.
Ba xo(t) =1, t € [0,1], mmamo ||zo]| = 1 u f(z0) = fol sint dt = 1—cos 1, ojjakJsie HEIOCPEIHO
jpobujamo na je ||f]] =1 —cosl.

(6) Oyuxumonena f je nuHeapHa (nokasaru!) u Baxku'

|mm=M?m#ﬂ<Aﬁwmwwzéﬂmwzmu

ma je || f]| < 1. Younmo dbyuxmmjy xo(t) = e~ %, t € [0,1]. Jlako ce aobmja ||zo|| = 1w f(x0) = 1,
a Tume u || f|| > 1, ma 3akmyayjemo ma je || f]| = 1.

(8) Ocrasiba ce CTYJEHTY 33 CAMOCTAJHU PaJl.

(r) OcraBsba ce CTYJIEHTY 3a CAMOCTAJHU Pajl.

(n) Jlako ce jokasyje ja je jara pyHKIMOHE A JuHEapHA. Y BOjehu cMeHy u = 2 umamo

ﬂ@h{ﬁﬂﬁufw4zﬁﬁﬂfwﬂmm

1 ! 1/4 1 ! 1/4 2
</\w¢wawwu<mw/u-MM—mw
2 J, 2 0 3

onakse 3akmpyayjemo | f| < 2/3.
Ba zo(t) =1, t €[0,1], nmamo ||zo|| = 1 u f(zo) = 2/3, omakse HemocpeHO A0OHjAMO 1A je
171 =2/3. A

Lett — cost +isint = |e”} =+/cos2t+sin?t=1
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AﬂJYHFOBAHI/I OIIEPATOPU

SATATAK 1. Axo cy A m B yuurapuu onepaTopu y XumdbepToBoM mpoctopy H, mokazaru ma je
AB Takolje yaurtapan onieparop. Ucnuraru 3a koje spegroctr A € K je omepatop A\A yHuTapaH.
PEWE®E. Ako cy A u B yuurapuau oneparopu taja A, B € L(H) u Baxxu AA* = A*A =
u BB* = B*B = . Tlomro je AB € L(H) nedwunucan, nocroju u oneparop (AB)* = B*A* ¢
L(H). Kako je

[ = AA* = AIA* = ABB*A* = (AB)(B*A*) = (AB)(AB)*

I = B*B=B*IB = B*A*AB = (AB)*(AB),

“MaMo 113 je onepatop AB yHuTapaH.
Oneparop AA, A € K, je orpamuuen jep je || AA| = [A|[|A4]. Kako je norpebuo ma Baxu

AA)AA)* = VA (AA) =1, 1. |\PAA* = [\PA*A =1,

10 je |A|? = 1, onmoco |\ = 1.
Jakie, oneparop AA je yaurapan ako u caMo ako je [A| = 1. A

SATATAK 2. Axo cy A u B camoajynrosanu oneparopu y Xuibeprosom npocropy H, nokazarn
ma cy oneparopu A + B u A", n € N, takohe camoaajyarosanu omeparopu y npocropy H.
Wcnuratu y KoM caydajy he oneparop AB 6uTH caM0oajyHIOBaH.

PEE®HE. Kako cy A u B camMoaijyHTOBaHT OTIEPaTOPH TO je

(A+B)*=A"+ B*= A+ B,

(AN = (A A = A" A" = A A= A"

OaBae 3akmpyayjemMo na cy u oneparopu A + B u A™ Ttakobe camoa [jyHrOBaHH.
Kako je (AB)* = B*A* = BA, 10 je oneparop AB camMOaJjyHroBaH aKO U CaMO aKO Onepa-
Topu A u B MeljycobHO KOMYTHPA]y. A

3AJATAK 3. Jlokasaru ja 3a camoajyarosan omeparop A # 0 y Xwmibeprosom npocropy H
omeparop AA je Takolje caM0aIjyHrOBaH aKO M CaMO aKO je CKaJiap A peajiaH.

PEIMEWBE. 3a mpomssosman ckagap A u3 K omeparop AA je muneapan y mpoctopy H. Kaxko je
orneparop A # 0 camMoaJjyHTOBaH, jeTHAKOCT

(AM)* = XA* =24 = \A

hie BaskuTH axko u camo ako je A = \. Jakie, A je camoasjynrosan omeparop y upocropy H
aKO M CaMO aKo je \ peaJaH Opoj. A

3AJATAK 4. Heka ¢y Hi v Ho yHWTapHU mpocTopu HaJj ucTuM mnojseMm ckajapa K. Jlokazaru
na je omeparop V : Hy — Hj m3omerpuuan ako u camo ako Baxu (Vz,Vy) = (x,y) 3a 6mio
KOju map Bekropa x,y € Hj.
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PEMERE. IIpernocrasumo na 3a ceako x,y € Hy Baxn (Vx,Vy) = (x,y). CuenujasnHo, ako je
r =y pobujamo na je |[Vz|? = ||z||?, Tj. |Vz| = ||z|. Jdakme, V je msomerpmaan omepatop.

O6patHo, TpermoctaBuMo fa je V : H; — Ho mpou3BO/baH M30METPUUIAH OmepaTop. Tasa
3a CBakKoO x,y € H; Baxn

WVall = ll=ll, [Vyll=lyll, (Ve+Vy,Ve+Vy) =(z+y,z+y)
Kaxo je
(@ +y, 2 +y) = (o2) + (z,y) + y.2) + () = 2] + o y) + (@y) + vl
OJTHOCHO
(%) (@ +y,x +y) = zl* + 2 Re(z, y) + |lyll”,
nobujamo 11a je
IVl* +2 Re(Va, Vy) + [Vyl* = [l2]* + 2 Re(z, y) + [ly]|*.

N3 mocienme jeTHAKOCTH 3aKJbydyjeMO

(1) Re(Vz,Vy) = Re(r,y), =,y € Hi.

3a K = R gobujamo ma je (Vz,Vy) = (x,y), mrro je tpebasno mokazaru. Ako je K = C, Tama y
(%) craBumo ix ymecto x u mobujamo

(2) Im(Va,Vy) = Im(z,y), =,y € H.
U3 (1) u (2) 3akmyuyjemo na je (Va,Vy) = (x,y), =,y € H. A

S3AIATAK 5. Jlokazaru ja je orpanudeH JuHeapaH omeparop V y XuubeproBoMm mpoctopy H
M30METPUYIAH aKO M CaMO aKO BaxKu jexmakoct V*V = [.
PEMERE. IIpernocraBumo na je V m3omerpmuan omepatop. Ha ocHoBY 3amaTka 4 mMaMo fma je

(1) (Va,Vy) = (z,y), =,y € H,
ma je
(2) (2, V*(Vy)) =(z,y), wxyeH,

onaknae ciequ V*(Vy) =y, ye€ H, 1j. VV =1

Axo mpernoctasumo 1a je V*V = I, menocpemuo mobujamo (2), a u3 (2) gobujamo (1), na Ha
OCHOBY 3371aTKa 4, nMaMo 73 je V m3omerputdan ornepatop. A
3ATATAK 6. Heka je A mpousBosbaH OTpaHINYEH JIMHEAPHU OMEPATOp ¥ XUIOEPTOBOM MPOCTOPY
H. JToxazaru jna Baxcn R(A)L = N (A*).
PEmE®BE. Kako je N(A) = {z| Az = 0} w R(A)* = {y|(Az,y) = 0}, 10 y € R(A)* ako n
camo ako je (Az,y) =0 3a cBako = € H. Jemnakocr (x, A*y) = (Ax,y) =0, © € H, Baxu ako
u camo ako je A*y = 0, 1j. y € N(A*). Iakne, y € R(A)* ako u camo ako y € N(A*), na je
R(A)T = N(A%). A



