
Linearne funkcionele. Adjungovani operatori

Linearne funkcionele

Zadatak 1. Neka su tk fiksirane taqke segmenta [a, b] i ck proizvo	ni realni brojevi

za k = 1, . . . , n, n ∈ N. Dokazati da je

f(x) =
n∑

k=1

ckx(tk)

ograniqena linearna funkcionela na C[a, b] i izraqunati ‖f‖.
Rexe�e. Za proizvo	ne x, y ∈ C[a, b] i α, β ∈ K va�i

f(αx+ βy) =
n∑

k=1

ck (αx+ β y)(tk) =
n∑

k=1

ck (αx(tk) + β y(tk))

= α
n∑

k=1

ck x(tk) + β
n∑

k=1

ck y(tk) = αf(x) + βf(y),

pa je f linearna funkcionela na C[a, b].
Poxto je

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ck x(tk)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

|ck| |x(tk)| 6 max
a6t6b

|x(t)|
n∑

k=1

|ck| = ‖x‖
n∑

k=1

|ck|,

to je ‖f‖ 6
n∑

k=1

|ck|.

Neka je funkcija x0 takva da je x0(tk) = sgn ck, k = 1, 2, . . . , n, na [a, t0] i [tn, b] uz-
ima konstantne vrednosti sgn c0 i sgn cn, respektivno, a na svakom segmentu [tk, tk+1] je
linearna. Lako se vidi da je funkcija x0 neprekidna na segmentu [a, b].

Kako je ‖x0‖ = max
a6t6b

|x0(t)| = 1 i

|f(x0)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ck sgn ck

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

|ck|

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

|ck|,

to je

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| > |f(x0)| =
n∑

k=1

|ck|.

Prema tome, ‖f‖ =
n∑

k=1

|ck|. 4

Zadatak 2. Ispitati da li su slede�e funkcionele linearne i ograniqene u prostoru

C[0, 1] i ako jesu odrediti �ihove norme:

(a) f(x) =
1∫
0

x(t) sin t dt;

(b) f(x) =
1∫
0

x(t)eit dt;

1
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(v) f(x) = x′(t0);

(g) f(x) =
1∫
0

t−1/3 x(t) dt;

(d) f(x) =
1∫
0

√
t x
(
t2
)
dt.

Rexe�e. (a) Oqigledno je posmatrana funkcionela f linearna i definisana na celom

C[0, 1]. Kako je

|f(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
x(t) sin t dt

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|x(t)|| sin t| dt 6 ‖x‖

∫ 1

0
| sin t| dt = ‖x‖(1− cos 1),

to je ‖f‖ 6 1− cos 1.
Za x0(t) = 1, t ∈ [0, 1], imamo ‖x0‖ = 1 i f(x0) =

∫ 1
0 sin t dt = 1−cos 1, odakle neposredno

dobijamo da je ‖f‖ = 1− cos 1.
(b) Funkcionela f je linearna (dokazati!) i va�i1

|f(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
x(t)eitdt

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|x(t)|

∣∣eit∣∣ dt = ∫ 1

0
|x(t)|dt = ‖x‖,

pa je ‖f‖ 6 1. Uoqimo funkciju x0(t) = e−it, t ∈ [0, 1]. Lako se dobija ‖x0‖ = 1 i f(x0) = 1,
a time i ‖f‖ > 1, pa zak	uqujemo da je ‖f‖ = 1.

(v) Ostav	a se studentu za samostalni rad.

(g) Ostav	a se studentu za samostalni rad.

(d) Lako se dokazuje da je data funkcionela linearna. Uvode�i smenu u = t2 imamo

|f(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

√
t x
(
t2
)
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣12
∫ 1

0
u−1/4 x(u)du

∣∣∣∣
6

1

2

∫ 1

0

∣∣∣u−1/4∣∣∣ |x(u)| du 6
1

2
‖x‖

∫ 1

0
u−1/4du =

2

3
‖x‖,

odakle zak	uqujemo ‖f‖ 6 2/3.
Za x0(t) = 1, t ∈ [0, 1], imamo ‖x0‖ = 1 i f(x0) = 2/3, odakle neposredno dobijamo da je

‖f‖ = 2/3. 4

1eit = cos t+ i sin t ⇒
∣∣eit∣∣ =√cos2 t+ sin2 t = 1
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Adjungovani operatori

Zadatak 1. Ako su A i B unitarni operatori u Hilbertovom prostoru H, dokazati da je

AB tako�e unitaran operator. Ispitati za koje vrednosti λ ∈ K je operator λA unitaran.

Rexe�e. Ako su A i B unitarni operatori tada A,B ∈ L(H) i va�i AA∗ = A∗A = I
i BB∗ = B∗B = I. Poxto je AB ∈ L(H) definisan, postoji i operator (AB)∗ = B∗A∗ ∈
L(H). Kako je

I = AA∗ = AIA∗ = ABB∗A∗ = (AB)(B∗A∗) = (AB)(AB)∗

i

I = B∗B = B∗IB = B∗A∗AB = (AB)∗(AB),

imamo da je operator AB unitaran.

Operator λA, λ ∈ K, je ograniqen jer je ‖λA‖ = |λ|‖A‖. Kako je potrebno da va�i

(λA)(λA)∗ = (λA)∗(λA) = I, tj. |λ|2AA∗ = |λ|2A∗A = I,

to je |λ|2 = 1, odnosno |λ| = 1.
Dakle, operator λA je unitaran ako i samo ako je |λ| = 1. 4

Zadatak 2. Ako su A i B samoadjungovani operatori u Hilbertovom prostoruH, dokazati

da su operatori A + B i An, n ∈ N, tako�e samoadjungovani operatori u prostoru H.

Ispitati u kom sluqaju �e operator AB biti samoadjungovan.

Rexe�e. Kako su A i B samoadjungovani operatori to je

(A+B)∗ = A∗ +B∗ = A+B,

i

(An)∗ = (A · · ·A)∗ = A∗ · · ·A∗ = A · · ·A = An.

Odavde zak	uqujemo da su i operatori A+B i An tako�e samoadjungovani.

Kako je (AB)∗ = B∗A∗ = BA, to je operator AB samoadjungovan ako i samo ako opera-

tori A i B me�usobno komutiraju. 4

Zadatak 3. Dokazati da za samoadjungovan operator A 6= 0 u Hilbertovom prostoru H
operator λA je tako�e samoadjungovan ako i samo ako je skalar λ realan.

Rexe�e. Za proizvo	an skalar λ iz K operator λA je linearan u prostoru H. Kako je

operator A 6= 0 samoadjungovan, jednakost

(λA)∗ = λA∗ = λA = λA

�e va�iti ako i samo ako je λ = λ. Dakle, λA je samoadjungovan operator u prostoru H
ako i samo ako je λ realan broj. 4

Zadatak 4. Neka su H1 i H2 unitarni prostori nad istim po	em skalara K. Dokazati
da je operator V : H1 → H2 izometriqan ako i samo ako va�i 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉 za bilo

koji par vektora x, y ∈ H1.
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Rexe�e. Pretpostavimo da za svako x, y ∈ H1 va�i 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉. Specijalno, ako je
x = y dobijamo da je ‖V x‖2 = ‖x‖2, tj. ‖V x‖ = ‖x‖. Dakle, V je izometriqan operator.

Obratno, pretpostavimo da je V : H1 → H2 proizvo	an izometriqan operator. Tada

za svako x, y ∈ H1 va�i

‖V x‖ = ‖x‖, ‖V y‖ = ‖y‖, 〈V x+ V y, V x+ V y〉 = 〈x+ y, x+ y〉.

Kako je

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2,

odnosno

(∗) 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2,

dobijamo da je

‖V x‖2 + 2 Re〈V x, V y〉+ ‖V y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2.

Iz posled�e jednakosti zak	uqujemo

(1) Re〈V x, V y〉 = Re〈x, y〉, x, y ∈ H1.

Za K = R dobijamo da je 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉, xto je trebalo dokazati. Ako je K = C, tada u
(∗) stavimo ix umesto x i dobijamo

(2) Im〈V x, V y〉 = Im〈x, y〉, x, y ∈ H1.

Iz (1) i (2) zak	uqujemo da je 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ H1. 4

Zadatak 5. Dokazati da je ograniqen linearan operator V u Hilbertovom prostoru H
izometriqan ako i samo ako va�i jednakost V ∗V = I.
Rexe�e. Pretpostavimo da je V izometriqan operator. Na osnovu zadatka 4 imamo da je

(1) 〈V x, V y〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ H,

pa je

(2) 〈x, V ∗(V y)〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ H,

odakle sledi V ∗(V y) = y, y ∈ H, tj. V ∗V = I.
Ako pretpostavimo da je V ∗V = I, neposredno dobijamo (2), a iz (2) dobijamo (1), pa na

osnovu zadatka 4, imamo da je V izometriqan operator. 4
Zadatak 6. Neka je A proizvo	an ograniqen linearni operator u Hilbertovom prostoru

H. Dokazati da va�i R(A)⊥ = N (A∗).
Rexe�e. Kako je N (A) = {x |Ax = 0} i R(A)⊥ = {y | 〈Ax, y〉 = 0}, to y ∈ R(A)⊥ ako i

samo ako je 〈Ax, y〉 = 0 za svako x ∈ H. Jednakost 〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉 = 0, x ∈ H, va�i ako

i samo ako je A∗y = 0, tj. y ∈ N (A∗). Dakle, y ∈ R(A)⊥ ako i samo ako y ∈ N (A∗), pa je

R(A)⊥ = N (A∗). 4
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