
MERA NA σ-ALGEBRI I LEBEGOVA MERA

MERA. SPOQNA MERA

ZADATAK 1. Neka je X proizvoqan skup, (an) niz elemenata iz X , a (αn) niz takav da je αn > 0
ili αn = +∞, n ∈ N. Dokazati da je sa µ(A) =

∑
an∈A

αn definisana mera na P(X).

RE[EWE. Potrebno je dokazati da je ovako definisana funkcija µ nenegativna, σ-aditivna i
da je µ(∅) = 0.

(i) O~igledno je µ(∅) =
∑

an∈∅
αn = 0.

(ii) Za svaki skup A ∈ P(X) o~igledno va`i µ(A) =
∑

an∈A

αn > 0.

(iii) Neka je A =
+∞⋃
k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅, i 6= j. Tada je

µ(A) =
∑

an∈A

αn =
+∞∑

k=1

∑

an∈Ak

αn =
+∞∑

k=1

µ(Ak).

Na osnovu (i), (ii) i (iii) zakqu~ujemo da je µ mera na P(X). 4

ZADATAK 2. Neka je X beskona~an neprebrojiv skup i neka je

P = {E ⊆ X | card(E) 6 ℵ0 Y card(X \ E) 6 ℵ0}.

Na P je zadata funkcija µ na slede}i na~in:

µ(E) =
{

0, card(E) 6 ℵ0,
1, card(X \ E) 6 ℵ0.

Dokazati da je µ mera na P .
RE[EWE. Na osnovu definicije funkcije µ je µ(∅) = 0 i µ(E) > 0 za svaki skup E ∈ P .

Doka`imo jo{ da je funkcija µ σ-aditivna. Neka je En ∈ P , n ∈ N, Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j.

Tada
+∞⋃
n=1

En ∈ P .
Pretpostavimo najpre da je card(En) 6 ℵ0 za svako n ∈ N. Tada je µ(En) = 0, n ∈ N. Kako

je prebrojiva unija prebrojivih skupova prebrojiv skup, to je card
(

+∞⋃
n=1

En

)
6 ℵ0, odnosno,

µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
= 0. Kako je i

+∞∑
n=1

µ(En) =
+∞∑
n=1

0 = 0, va`i µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ(En).

Ako postoji neki prirodan brojn0 takav da je card (X \ En0) 6 ℵ0, tada je brojn0 jedinstven,
jer za svako drugo n ∈ N va`i En ∩ En0 = ∅, pa iz En ⊆ X \ En0 , sledi da je card(En) 6 ℵ0

za svako n 6= n0. Kako je X \
+∞⋃
n=1

En =
+∞⋂
n=1

X \En ⊆ X \ En0 , to je card
(

X \
+∞⋃
n=1

En

)
6 ℵ0,

pa je µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
= 1. S druge strane,

+∞∑

n=1

µ(En) = µ(En0) +
∑

n 6=n0

µ(En) = 1 +
∑

n 6=n0

0 = 1,
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pa i u ovom slu~aju va`i µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ(En).

Dakle, data funkcija µ jeste mera na P . 4

ZADATAK 3. Ako je A ⊆ Rk, tada je m(A) = 0 ako i samo ako je m∗(A) = 0. Dokazati.
RE[EWE. Ako je m(A) = 0, tada na osnovu definicije mere imamo m(A) = m∗(A) = 0. Ostaje
da poka`emo da iz m∗(A) = 0 sledi m(A) = 0. Doka`imo da je A m∗-merqiv, tj. da va`i

(∗) m∗(B) > m∗(A ∩B) + m∗ (
A ∩BC

)
, za svako B ⊆ Rk.

Kako je A ∩B ⊆ A i A ∩BC ⊆ A, a m∗ monotona funkcija, sledi

0 6 m∗(A ∩B) 6 m∗(A) = 0 i 0 6 m∗ (
A ∩BC

)
6 m∗(A) = 0,

pa zakqu~ujemo da je m∗(A ∩ B) = m∗ (
A ∩BC

)
= 0, tj. (∗) postaje m∗(B) > 0, B ⊆ Rk, {to

uvek va`i. Dakle, A jeste m∗-merliv, pa sledi i da je m(A) = m∗(A) = 0. 4

ZADATAK 4. Dokazati da je Kantorov skup F mere nula.
RE[EWE. Uo~imo skup F ′ = [0, 1] \ F . Skup F ′ je prebrojiva unuja disjunktnih intervala: 1
du`ine 1/3

([
1
3 , 2

3

])
, 2 du`ine 1/32

([
1
9 , 2

9

]
i

[
7
9 , 8

9

])
, . . ., 2n−1 du`ine 1/3n, itd. Prema tome,

skup F ′ je merqiv i

m(F ′) =
1
3

+ 2 · 1
32

+ 4 · 1
33

+ · · ·+ 2n−1 · 1
3n

+ . . .

=
∞∑

n=1

2n−1 · 1
3n

=
1
3

∞∑

n=1

(
2
3

)n−1

=
1
3
· 1
1− 2

3

= 1.

Kako je F ∩ F ′ = ∅ i F ∪ F ′ = [0, 1], sledi

m(F ) = m([0, 1])−m(F ′) = 1− 1 = 0.

4
NAPOMENA. Kantorov skup je primer neprebrojivog skupa mere nula.

ZADATAK 5. Neka je skup A ⊆ R2 dobijen tako {to je iz kvadrata [0, 1] × [0, 1] prvo izba~en
kvadrat

(
1
3 , 2

3

) × (
1
3 , 2

3

)
, a zatim su iz preostalih 8 kvadrata izba~eni centralni otvoreni

kvadrati stranice 1/9, i ovaj proces nastavqen u beskona~nost. Odrediti meru skupa A.
RE[EWE. Ostavaqa se studentu za samostalni rad. 4

ZADATAK 6. Elementi skupa A ⊆ R su svi brojevi iz intervala [0, 1] u ~ijem decimalnom zapisu
u~estvuje cifra 3. Na}i meru skupa A.
RE[EWE. Neka je A1 skup svih brojeva intervala [0, 1] kod kojih je prva decimala 3, tj. A1 =
[0.3, 0.4), A2 skup svih brojeva intervala [0, 1] kod kojih je druga decimala 3 i A1 ∩ A2 = ∅,
tj. A2 = [0.03, 0.04) ∪ [0.13, 0.14) ∪ [0.23, 0.24) ∪ [0.43, 0.44) ∪ · · · ∪ [0.93, 0.94), A3 skup svih
brojeva intervala [0, 1] kod kojih je tre}a decimala 3 iA3 ∩A1 = A3 ∩A2 = ∅, itd., An, n > 3,
n ∈ N, skup svih brojeva kod kojih je n−ta decimala jednaka 3 i An je disjunktan sa svim Ak,
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k = 1, . . . , n − 1. Tada je A =
+∞⋃
n=1

An, dakle, prebrojiva unija disjunktnih intervala, pa je
merqiv skup. Kako je

m(A1) =
1
10

, m(A2) = 9 · 1
102

, . . . , m(An) = 9n−1 · 1
10n

, . . . ,

sledi

m(A) = m

(
+∞⋃

n=1

An

)
=

+∞∑

n=1

m(An) =
+∞∑

n=1

9n−1 · 1
10n

=
1
10
· 1
1− 9

10

= 1.

4

ZADATAK 7. Neka su A i B merqivi podskupovi segmenta [0, 1] takvi da je m(A) + m(B) > 1.
Dokazati da je tada m(A ∩B) > 0.
RE[EWE. Na osnovu osobina mere i ~iwenice da je A∩B = C(CA∪CB) (komplement se uzima
u odnosu na interval [0, 1]) va`i

m(A ∩B) = m(C(CA ∪CB)) = 1−m(CA ∪CB)
> 1− (m(CA) + m(CB)) = 1− (1−m(A) + 1−m(B))
= m(A) + m(B)− 1.

Kako je m(A) + m(B) > 1, sledi da je m(A ∩B) > 0. 4

ZADATAK 8. Neka je f : R → R neprekidna funkcija. Izra~unati meru skupa
G = {(x, y) ∈ R2 | y = f(x)}.
RE[EWE. Skup G je zatvoren u R2, pa je stoga merqiv. Mo`emo ga predstaviti kao uniju svojih
kona~nih podskupova, tj. G =

+∞⋃
n=−∞

Gn, pri ~emu je Gn = G ∩ ([n, n + 1]× R) (slika 1).
Po{to je funkcija f neprekidna na R, neprekidna je i na svakom zatvorenom intervalu

[n, n + 1], n ∈ Z, odakle sledi da je na svakom od tih intervala uniformno neprekidna, tj.

(∀ε>0)(∃δ(ε)>0)(∀x1, x2∈ [n, n + 1]) |x1 − x2|<δ(ε)⇒ |f(x1)−f(x2)|< ε.

Tada za svako ε > 0 postoji kona~an pokriva~ kompaktnog skupa [n, n + 1], ~iji su ele-
menti dijametra maweg od δ(ε), pa mo`emo uo~iti kona~no mnogo ta~aka Ai(xi, f(xi)) ∈ Gn,
i = 0, 1, . . . , sn, takvih da za sve i = 0, 1, . . . , sn − 1 va`i |f(xi+1)− f(xi)| < ε (slika 2).

Slika 1. Slika 2.
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Neka je Bi = G ∩ ([xi, xi+1] × R]), i = 0, 1, . . . , sn − 1. Tada je m(Bi) < ε(xi+1 − xi),

i = 0, 1, . . . , sn − 1. Kako je Gn =
sn−1⋃
i=0

Bi dobijamo da je

m(Gn) =
sn−1∑

i=0

m(Bi) < ε

sn−1∑

i=0

(xi+1 − xi) = ε(n + 1− n) = ε.

Dakle, za svako ε > 0 i svako n ∈ Z va`i m(Gn) < ε, pa zakqu~ujemo da je m(Gn) = 0, n ∈ Z.
Prema tome, m(G) = m

(
+∞⋃

n=−∞
Gn

)
=

+∞∑
n=−∞

m(Gn) = 0. 4
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MERQIVE FUNKCIJE

ZADATAK 1. Ako su f i g merqive funkcije na skupu E dokazati da su skupovi
E(f < g) = {x ∈ E | f(x) < g(x)}, E(f 6 g), E(f > g), E(f > g) i E(f = g) merqivi.
RE[EWE. Za svako x ∈ E za koje va`i f(x) < g(x) postoji q ∈ Q takav da je
f(x) < q < g(x). Iz merqivosti funkcija f i g sledi da su skupovi E(f < q) i E(q < g)
merqivi, a kako je

E(f < g) =
⋃

q∈Q
(E(f < q) ∩ E(g > q))

sledi da je E(f < g) merqiv skup.
Analogno se dokazuje da je E(f > g) merqiv skup, dok merqivost ostala tri skupa sledi iz

~iwenica da je

E(f 6 g) = E \ E(f > g), E(f > g) = E \E(f < g),
E(f = g) = E(f 6 g) ∩ E(f > g).

4

ZADATAK 2. Ako je funkcija f3 merqiva na skupu E, dokazati da je tada i funkcija f merqiva
na E.
RE[EWE. Ako je funkcija f3 je merqiva, tada je za svako c ∈ R skup {x ∈ E | (f(x))3 > c}
merqiv. Obratno, kako je

{x ∈ E | (f(x))3 > c} = {x ∈ E | f(x) > 3
√

c},

sledi da je funkcija f merqiva. 4

ZADATAK 3. Pokazati da ako je f2 merqiva funkcija, funkcija f ne mora biti merqiva.
RE[EWE. Nave{}emo primer funkcije koja nije merqiva, dok wen kvadrat jeste merqiva
funkcija. Neka je A neki nemerqiv podskup od R. Defini{imo funkciju f sa

f(x) =
{

1, x ∈ A,
−1, x ∈ CA.

Kako je {x ∈ R | f(x) > 0} = A nemerqiv skup, sledi da f nije merqiva funkcija, dok je
(f(x))2 = 1 za svako x ∈ R, pa je funkcija f2 o~igledno merqiva. 4
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