MEPA HA 0-AJITEBPU U JIEBETOBA MEPA

MEPA. CIIOJbHA MEPA

3ANIATAK 1. Heka je X mpousBobaH ckyI, (a,) Hu3 edeMenata u3 X, a (o) HU3 Takas aa je ay, > 0
Wi o, = +00, n € N. Jlokazatu na je ca pu(A) = >, «p nedunucana mepa na P(X).
an€A
PELIERE. IloTpebHO je mokasaTu 1a je oBako neduHucana GyHKIHjA (& HCHeTaTHBHA, 0-aJUTHBHA U
na je u(2) = 0.
(1) Ounrnenno je (@) = >, a, =0.

an€d
(71) 3a caku ckyn A € P(X) ounrnenno Baxu pu(A) = > ay = 0.
+o00 anEA
(t3i) Hexkaje A= |J Ak, AiNA; =0, i# j. Tanaje
k=1
+oo +o0o
FUTE SYTE 5B SRS SR
an€A k=1an€Ay k=1
Ha ocnoBy (4), (#¢) u (4i7) 3akibydyjemo na je 1 mepa Ha P(X). A

3AJIATAK 2. Heka je X GeckoHauaH HEMPeOPOJUB CKYIT U HEKA j&
P={FE CX|card(F) <Rg Y card(X \ E) < Rp}.
Ha P je 3amara dbynkiuja ¢ Ha cnefehu HaunH:

[ 0, card(E) < Ry,
k) = { 1, card(X \ E) < Ro.

Jokazatu na je p Mepa Ha P.
PELLEWE. Ha octoBy nepununuje pynxuuje 1 je 1(2) = 0u p(F) > 0 3a cBaku ckyn E € P.
JloxaskuMo jou n1a je pyHknuja i o-aautuBHa. Hekaje B, € P, n € N, E;NE; = &, i # j.
+oo
Tama |J E, € P.

n=1

IMperniocTaBumo Hajipe aa je card(E,) < X 3a ceako n € N. Tana je u(E,) = 0, n € N. Kako
“+oo

je mpedpojuBa yHuja NpeGpojuBUX CKyIoBa npedpojuB cKym, To je card ( U En> < Np, 0jIHOCHO,
n=1

“+00

+o0o . +o0 +oo +o00
,u(U En> =0. Kakojen >, pu(E,) = > 0=0, Baxnu ,u(U En> = > u(En).
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Axo nocToju Heku ipupoaan 6poj ng takas aaje card (X \ Ey,) < Ng, Tajga je 6poj ng jeqMHCTBEH,
jep 3a cBako apyro n € N saxu E, N E,, =@, nan3 E, C X \ E,,, cremn na je card(E,) < Ny
+o00 +o00o +oo
3a cBako 1 # ng. Kakoje X\ |J En = [ X\ E, C X\ E,,, 10 je card(X\ U En> < N,
n=1 1 1

n= n=

+00
naje [ < U En> = 1. C gpyre crpane,
n=1

ZM(EH) = M(Eno) + Z w(En) =1+ Z 0=1,

n=1 n#no n#ng

1



DYHKIIMOHAITHA AHAJI3A

+o00o +oo
4 U 'y OBOM CIIy4ajy BaxKu [ ( U En> = > u(Ey).
n=1 n=1

Haxire, nata pyHkimja 4 jecre mepa Ha P. A

3AJIATAK 3. Axo je A C R¥ tana je m(A) = 0 axo u camo axo je m*(A) = 0. JTokazaru.
PEHIEEBE. Ako je m(A) = 0, taga na ocuoy gedununuje mepe umamo m(A) = m*(A) = 0. Ocraje
na nokaxeMo fa u3 m*(A) = 0 ciemu m(A) = 0. JToxkaxumo na je A m*-MepsbuB, Tj. 1a BaKH

(%) m*(B) > m*(ANB) +m* (AN BC) ,  3acsako B C R
Kakoje ANBC Au AN B¢ C A, am* MOHOTOHA (DYHKITH]A, CITETH
0<m"(ANB)<m (A) =0 u 0<m" (AﬂBC) <m*(A) =0,

na 3aksbyuyjemo aa je m*(AN B) = m* (AN BY) = 0, 1j. (*) nocraje m*(B) > 0, B C R*, mrro
yBek Baxu. Jlakie, A jecre m*-mepnus, na ciueau u ja je m(A) = m*(A) = 0. A

3AJIATAK 4. okazaru jia je Kantopos ckyn F' Mepe HyJIa.
PEHEWBE. Vounmo ckyn F/ = [0,1] \ F. Ckyn F” je npebpojusa yHyja IMCjyHKTHMX MHTepBana: 1
nyxkune 1/3 ([%, %D, 2 ayxune 1/32 ([%, %] n [%, %]), ooy 2771 nyxame 1/3", utn. Ilpema Towme,
ckyn F” je Mepsbus u
1 1 1 1
F)=-4+92. — 4 4.— 4 ...qp9n"1 —
m(F") 3 + 3 + 3 + + 30
~1

:fp%Lizlm 2\ _L1 _t

2 3" 3 3 31—

n=1

Kakoje FNF' =@ u FUF' =[0,1], cnenn

m(F) =m([0,1]) —m(F) =1—1=0.

HADNOMEHA. Kantopos ckyt je mpuMep HepeOpojuBOT CKyIla Mepe HyJa.

3AJIATAK 5. Hexa je ckynm A C R? no6ujen Tako mro je u3 xsaapara [0, 1] x [0, 1] npso u3bauen
KBaJpat (%, %) X (%, %), a4 3aTUM Cy U3 MpeocTanux 8 KBagpaTa M30a4eH! IEHTPAJHA OTBOPEHU
kBajipaTu crpanuiie 1/9, n 0Baj mpoliec HacTaBbeH y Geckonaunoct. Oapeautu mMepy ckyna A.

PEIEKE. OcTtaBalba ce CTYICHTY 3a CAMOCTAIHU Pajl. A

3AJIATAK 6. Enementu ckyna A C R cy cBu 6pojeu u3 unrepsaia [0, 1] y unjeM aenumaanoM 3aucy
yuecTByje mudpa 3. Hahu Mepy ckyma A.

PELLEWE. Heka je A; ckym cBux 6pojesa unrepsana [0, 1] ko kxojux je mpsa menuMana 3, 1j. A; =
[0.3,0.4), A2 ckyn cBux 6pojesa unrepsana [0, 1] ko kojux je apyra genumana 3 u Ay N Ay = &,
1j. A2 = [0.03,0.04) U [0.13,0.14) U [0.23,0.24) U [0.43,0.44) U --- U [0.93,0.94), A3 ckym cBuX
Opojesa unrepsana [0, 1] ko kojux je rpeha genmmana 3u AN Ay = AsNAg = &, uta., A,, n > 3,
n € N, ckym ¢BuX 6pojeBa KOI KOjHX je n—Ta AeluMala jenHaka 3 u A, je OUCjyHKTaH ca cBuM Ay,
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+o00o
kE=1,....n—1. Tamaje A= |J A,, nakie, npedbpojusa yHuja JUCJyHKTHUX MHTEPBAJA, 11 je
n=1
MepJbuB ckym. Kaxko je
1 1 L1
m(Al):TO,m(AZ):gr(p,,m(An):gn 'W»--'v

ciaean

+o0 +o0 +00 - 1 1 1
m(A) =m | |JAn | =) m4,)=> 9 Tr 1 T -

9
n=1 n=1 n=1 10

A

3ANIATAK 7. Heka cy A u B MepspuBH nojackynosu cermenta [0, 1] Taksu ga je m(A) + m(B) > 1.
Hoxaszatu na je tama m(A N B) > 0.

PELEWE. Ha ocHoBy oco6una Mepe u untbenmile aa je AN B = C(CAUCB) (KOMILIEMENT ce y3uMa
y ojHocy Ha untepsai [0, 1]) Baku

m(ANB) =m(C(CAUCB)) =1—-m(CAUCB)
>1—(m(CA)+m(CB))=1—-(1-m(A)+1—m(B))
=m(A) +m(B) — 1.

Kako je m(A) +m(B) > 1, cnenu ma je m(AN B) > 0. A

3ANATAK 8. Heka je f : R — R wuenpekwana ¢ynkimja.  VspauyHatu Mepy CKyma

G={(z,y) R’ |y = f(a)}.

PEIERE. Ckyn G je 3atBopen y R?, ma je crora MepsbuB. MOKeMO T'a IIPEeICTABATH KAO YHHU]Y CBOJHX

KOHAUHUX MOJCKYNOBa, Tj. G = +Ljo Gp, ipu uemy je G, = G N ([n,n + 1] x R) (cmuxa 1).
IMomro je ¢pynkimja [ Hempekuiina Ha R, HempekuaHa je M HA CBAKOM 3aTBOPEHOM HMHTEPBAIY

[n,n + 1], n € Z, opakiie cieu jia je Ha CBAKOM O] THX UHTEPBajia YHU(POPMHO HENPEKUJIHA, Tj.

(Ve>0)(30(e) >0)(Vay,z2 € [n,n+ 1]) |[x1 — 22| <(e) = | f(z1)— f(z2)| < €.
Tama 3a cBako € > (0 IOCTOjM KOHAayaH MOKpMBa4y KOMIIAKTHOT cKyma [n,m + 1], umju cy ene-
MEHTH JIMjaMETPa Marber o1 0(€), a MOKEMO YOUUTH KOHa4HO MHOro Tavaka A;(z;, f(z;)) € Gy,

i=0,1,...,8y, TakBux na3acsei = 0,1,...,s, — 1 Baxu |f(x;11) — f(x;)| < € (cnuka 2).

Y
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/ ap i
r1..n n-+1 T
Crnuxka 1. Crnuka 2.
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Heka je B; = G N ([xg,xip1] X R]), ¢ = 0,1,...,8, — 1. Tanma je m(B;) < e(xit1 — x5),
Sn—1
i=0,1,...,s, — 1. Kakoje G, = |J B; nobujamo na je
i=0

1=

Sn—1 sn—1
m(Gy) = Z m(B;) < € Z (ig1 —x) =e(n+1—n)=¢.
i=0 i=0

Maxe, 3a cBako € > 0 u cBako n € Z Baxu m(Gy,) < €, na 3akbyuyjeMo fa je m(Gy) = 0,n € Z.

+o00 “+o00
U Gn>: S m(Gy) =0, A

n=—oo

ITpema tome, m(G) =m (
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MEPJHLUBE ®YHKLIWUIE

3AJIATAK 1.  Ako ¢y f m g Mep/buBe OyHKIHMje Ha cKymy F mokazatm na Cy CKYIOBH
E(f <g)={zc E| f(z) <g(x)}, E(f <g), E(f > g), E(f =2 g) u E(f = g) vepsbusn,
PENEERE. 3a cako = € FE 3a koje Baxu f(zr) < g(z) nocroju ¢ € Q TtakaB ma je
f(x) < q < g(x). U3 mepmpuBocTH pyukimja f u g cneau ga cy ckynosu E(f < q) m E(q < g)
MEPJBUBH, & KaKo je
E(f<g) =] (E(f <qnE(g>q)
q€Q

cnemu na je E(f < g) MepibuB CKyIL.

Amnasorno ce nokasyje na je E(f > g) MepJbUB CKyII, IOK MEPJBUBOCT OCTajla TPU CKYIIa CIEIN U3
YUHLEHUIA A4 je

E(f<g)=E\E(f>g), E(f>9)=E\E(f<y),
E(f=9)=E(f<g)NE(f 2>9)
A
3AJIATAK 2. Ako je dyHkimja f3 MepsbuBa Ha ckymy F, qokasaTy 1a je Taga u ¢yHKUHja f MepbUBa
Ha E.

PELIEIE. Ako je ¢pynkmmja f° je MeprsuBa, Tama je 3a cBako ¢ € R ckyn {x € E | (f(2))? > ¢}
MepspuB. OOpaTHO, KAKoO je

{z€B|(f(2))’>c}={z € E| f(z) > Vc},

cren fia je GpyHkImja f MepspbuBa. A

3AZIATAK 3. TlokasaTu ma ako je f2 MepsbuBa (GyHKIMja, pyHKIHja f He MOpa GUTH MepsbUBa.
PEHEKE. Hasenrthemo npuMep ¢yHKIMje Koja HHMje MepJbUBA, JIOK HEH KBAJpaT jecTe MepihuBa
¢dyuknuja. Heka je A Heku neMepibuB noackyn o R. dedunumumo dyukmujy f ca

1, x€A,
f(a:)—{ -1, z e CA.

Kako je {z € R | f(z) > 0} = A nemepsbus ckym, ciean fa f Huje MepsbuBa (YHKIHMja, JOK je
(f(x))? = 13acBako = € R, na je byukumja f2 ounrienso MepsbuBa. A




