
Glava 3

Teorija grafova

3.1 Uvod

Teorija grafova je matemati~ka disciplina ~ija je primena danas

veoma zna~ajna u ra~unarstvu, teoriji elektri~nih kola, teoriji si-

stema automatskog upravqawa, teoriji kona~nih automata, operaci-

onim istra`ivawima, teoriji pouzdanog prenosa informacija, kao i u

hemiji, ekonomskim naukama, sociologiji, biologiji i dr. Osim toga,

teorija grafova se primewuje i u drugim matemati~kim disciplinama,

npr. u teoriji skupova, topologiji, teoriji igara i linearnom pro-

gramirawu. Prvim rezultatom iz teorije grafova smatra se Ojlerovo

re{eweproblemakenigsber{kihmostovaiz 1736. godine, o kome }e biti

re~i kasnije. Dugo nakon toga, teorija grafova je bila skup nepovezanih,

uglavnom pomo}nih i sporadi~nih tvr|ewa u tada ve} afirmisanim

matemati~kim disciplinama, kao {to su algebra, geometrija i ana-

liza. Rezultati te vrste su uglavnom oscilovali izme|u �ozbiqne�

i rekreativne matematike. Trenutkom zasnivawa teorije grafova kao

samostalne matemati~ke discipline smatra se objavqivawe Kenigove1

monografije 1936. godine, kada je termin graf u{ao u op{tu upotrebu.

Ovaj termin je prvi upotrebio matemati~ar Silvester2 u svom radu iz

1878. godine. Kenig je u svojoj monografiji naveo svega 110 do tada

objavqenih radova u kojima se termin graf eksplicitno pojavquje.

Me|u wihovim autorima bili su poznati nau~nici poput Kirhofa3,

1 Dénes König (1884�1944), ma|arski matemati~ar
2 James Joseph Sylvester (1814�1897), engleski matemati~ar
3 Gustav Robert Kirhhoff (1824�1887), nema~ki fizi~ar
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Kejlija4 i Kuratovskog5. Od tada graf postaje op{teprihva}en pojam,

pa su jezikom teorije grafova postavqani i re{avani brojni zani-

mqivi problemi. U 60-tim godinama pro{log veka po~iwe sna`an

razvoj istra`ivawa u teoriji grafova i wenim primenama koji traje

do danas. Neobi~no intenzivan razvoj i veliku popularnost teorija

grafova je do`ivela zahvaquju}i, pre svega, naglom razvoju modernih

informacionih tehnologija. Osim toga, jasna geometrijska predstava

koju graf sadr`i i koja je bliska intuitivnom shvatawu osobina i veza

objekata predstavqenih grafom, doprinela je{irokom spektru primene

grafova. S druge strane, grafovi postaju univerzalno matemati~ko

sredstvo kojim je mogu}e opisati i modelirati najrazli~itije, i sasvim

apstraktne matemati~ke strukture.

3.2 Grafovi

Definicija 3.1. Neka je V neprazan skup i ρ ⊆ V × V binarna relacija

skupa V . Ure|en par G = (V, ρ) se naziva graf. Elementi skupa V su

~vorovi grafa, a elementi skupa ρ grane grafa.

Graf se mo`e geometrijski predstaviti crte`om u ravni, pri ~emu

~vorove grafa v1, v2, . . . , vn ∈ V predstavqamo proizvoqnim, me|u-

sobno razli~itim ta~kama u ravni, a grane grafa linijama koje povezuju

odgovaraju}e ~vorove. Ako (vi, vj) ∈ ρ, tada ta~ke koje odgovaraju

~vorovima vi i vj spajamo neprekidnom glatkom linijom orijentisanom

na crte`u strelicom od vi ka vj . Ako (vi, vj) ̸∈ ρ, tada ~vorovi vi i vj
na crte`u nisu direktno povezani.

Slika 3.1

Ako (vi, vj) ∈ ρ i (vj , vi) ∈ ρ, gde su vi i vj proizvoqni ~vorovi grafa,
tada se na crte`u ponekad ne povla~e dve linije izme|u ~vorova vi i

4 Arthur Cayley (1821�1895), engleski matemati~ar
5 Kazimierz Kuratowsky (1896�1980), poqski matemati~ar
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vj , ve} se jedinstvena linija dvostrano orijenti{e ili se uop{te ne

orijenti{e. Grana koja povezuje ~vor sa samim sobom naziva se petqa.

PRIMER 3.1. Graf G = (V, ρ), gde je V = {v1, v2, v3, v4} i ρ = {(v1, v3),
(v1, v4), (v2, v1), (v3, v1), (v3, v2), (v3, v3), (v3, v4)}, predstavqen je na sli-
ci 3.1 na tri ekvivalentna na~ina.

Definicija 3.2. Graf G = (V, ρ) je simetri~an ili neorijentisan ako i
samo ako je ρ simetri~na relacija.

Kod neorijentisanih grafova sve grane su dvostrano orijentisane,

odnosno neorijentisane, zbog ~ega se pri predstavqawu ovakvih grafo-

va crte`om odgovaraju}e strelice izostavqaju.

Definicija 3.3. Graf G = (V, ρ) je antisimetri~an ili orijentisan

ako i samo ako je ρ antisimetri~na relacija.

Slika 3.2

PRIMER 3.2. Na slici 3.2 a) i 3.2 b) prikazan je jedan neorijentisan,

odnosno orijentisan graf, respektivno. S obzirom na to da petqa

povezuje ~vor sa samim sobom, wena orijentacija nema zna~aja, zbog ~ega

je uobi~ajeno da se kod petqe strelica na crte`u izostavqa.

Postoje grafovi koji nisu ni orijentisani ni neorijentisani, kakav

je graf predstavqen na slici 3.1. Ako pri predstavqawu grafa ne

zamewujemo svaki par grana suprotne orijentacije jednom neorijenti-

sanom granom, tada se odgovaraju}i graf naziva digraf. Takav je, na

primer, graf predstavqen na slici 3.1 a). Orijentisane i neorijenti-

sane grafove mo`emo tako|e shvatiti kao digrafove. Naime, orijenti-

sani grafovi su digrafovi kod kojih ne postoji nijedan par razli~itih

~vorova spojenih sa dve grane suprotne orijentacije, dok su neorijen-

tisani grafovi digrafovi kod kojih ne postoji nijedan par razli~itih

~vorova spojenih ta~no jednom orijentisanom granom.
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Geometrijska predstava, odnosno crte` grafa, sugeri{e da je mogu}e

definisati grafove kod kojih izme|u dva ~vora postoji vi{e od jedne

grane iste orijentacije (tzv. vi{estruke grane). Takvi grafovi se nazi-

vaju multigrafovi. Oni mogu sadr`ati i vi{estruke petqe. Na slici

3.2 v) je prikazan jedan multigraf. Preciznije, multigraf se mo`e

definisati na slede}i na~in.

Definicija 3.4. Neka je V neprazan skup i E jedna familija elemenata

skupa V × V . Ure|en par G = (V,E) naziva se multigraf, pri ~emu

su elementi skupa V ~vorovi multigrafa, a elementi familije E grane

multigrafa.

Graf je specijalan slu~aj multigrafa. Pojam orijentisanog, odno-

sno neorijentisanog multigrafa, defini{u se analogno odgovaraju}im

pojmovima kod grafova.

Proizvoqan graf G = (V, ρ) se ~esto ozna~ava sa G = (V,E), gde
je E skup ure|enih parova elemenata skupa V , tj. skup grana. Dakle,

graf je zadat ako je poznat wegov skup ~vorova i skup grana. U slu~aju

neorijentisanog grafa G koristi se ista oznaka G = (V,E), pri ~emu
je sada E skup neure|enih parova elemenata iz skupa V , odnosno skup

neorijentisanih (dvostrano orijentisanih) grana.

Grafovi (multigrafovi) mogu biti kona~ni ili beskona~ni, zavi-

sno od toga da li je skup ~vorova V kona~an ili beskona~an.

U okviru ove kwige }emo, ako druga~ije ne naglasimo, pod pojmom

graf podrazumevati kona~an, neorijentisan graf bez petqi i vi{estru-

kih grana. Takvi grafovi se u literaturi ~esto sre}u pod nazivom

prosti grafovi.

Na slici 3.3 dat je graf G = (V,E), gde je V = {v1, v2, v3, v4} i

E = {{v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v3, v4}}.

Slika 3.3
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Broj ~vorova grafa G zove se red grafa i ozna~ava se sa n, dok se

broj grana ozna~ava sam. Uobi~ajeno je da se grana {v, w}, gde su v i w
~vorovi grafa G, ozna~ava sa vw.

Ako je e = vw grana grafaG, tada za granu e ka`emo da spaja ~vorove
v i w, a za ove ~vorove ka`emo da su susedni. Osim toga, ka`emo da je

grana e incidentna ili susedna ~vorovima v iw, kao i da su ~vorovi v i
w incidentni grani e = vw. Skup svih ~vorova grafaG koji su susedni

~voru v ozna~ava se saNG(v) (ili kra}e saN(v)) i zove se susedstvo ili
okolina ~vora v. Za sve grane grafa G koje su incidentne istom ~voru

ka`emo da su susedne grane. Ako je neki ~vor jedna od krajwih ta~aka

izvesne grane, ka`e se da se ta grana sti~e u ovom ~voru. Stepen ~vora

v u grafu G = (V,E), u oznaci dG(v) (ili kra}e d(v)), je broj wegovih
suseda, tj. dG(v) = |NG(v)|. Stepen ~vora se mo`e definisati i kao broj
grana koje se sti~u u tom ~voru. U slu~aju da ~vor ima petqu, tada je wen

doprinos stepenu ~vora jednak 2 (po drugoj konvenciji doprinos petqe

stepenu ~vora je 1).

U slu~aju digrafa, ako grana e spaja ~vorove v i w i orijentisana

je od v ka w, ka`e se da ova grana izlazi iz ~vora v, a ulazi u ~vor w.
Osim toga, ka`e se i da je ~vor v po~etni, a ~vor w zavr{ni ~vor grane

e = vw. U digrafu se za svaki ~vor defini{e wegov ulazni stepen, kao

broj grana koje ulaze u taj ~vor, odnosno izlazni stepen, kao broj grana

koje izlaze iz tog ~vora. Petqa se ovde smatra i ulaznom i izlaznom

granom za odgovaraju}i ~vor.

Minimalan i maksimalan stepen grafa G = (V,E), u oznaci δ(G) i
∆(G), respektivno, defini{u se sa

δ(G) = min
v∈V

dG(v), ∆(G) = max
v∈V

dG(v).

^vor stepena 0 grafa G zove se izolovani ~vor, dok se ~vor stepena

1 zove vise}i ~vor ili list.

Zbir stepena svih ~vorova grafa jednak je dvostrukom broju grana,

jer svaka grana doprinosi zbiru stepena ~vorova dva puta - po jedanput

za svaki krajwi ~vor grane. Dakle, va`i slede}a teorema.

Teorema 3.1. U proizvoqnom grafuG = (V,E), pri ~emu je |E| = m, va`i

(3.1)
∑
v∈V

dG(v) = 2m.

Posledica 3.1. U proizvoqnom grafu je broj ~vorova neparnog stepena

paran.



GLAVA 3. TEORIJA GRAFOVA 73

Dokaz. Ukoliko proizvoqan graf G sadr`i neparan broj ~vorova

neparnog stepena, tada je zbir
∑

v∈V dG(v) neparan broj, suprotno tvr-
|ewu teoreme 3.1.

Posledica 3.1 je u literaturi poznata kao teorema o rukovawu:

U svakom dru{tvu je broj osoba koje su se rukovale neparan broj puta

paran.

Ovde osobe iz dru{tva predstavqaju ~vorove grafa, pri ~emu izme|u

dva ~vora postoji grana ukoliko su se odgovaraju}e osobe rukovale.

PRIMER 3.3. Dokazatida u svakom grafupostoje dva ~voraistog stepena.

Re{ewe. Kako za stepen d proizvoqnog ~vora v iz grafa G sa n
~vorova va`i da je 0 6 d 6 n − 1, zakqu~ujemo da ako su stepeni svih

~vorova u grafu razli~iti, tada brojevi 0, 1, . . . , n − 1 predstavqaju

stepene ~vorova tog grafa. Me|utim, ovo je nemogu}e, jer sa jedne strane

postoji izolovan ~vor (stepena 0), a sa druge strane strane ~vor stepena
n− 1 susedan sa svim preostalim ~vorovima u grafu. △

3.3 Stepeni ~vorova i grafi~ki nizovi

Grafu G = (V,E) sa skupom ~vorova V = {v1, v2, . . . , vn} mo`e se

pridru`iti niz stepena wegovih ~vorova (d1, d2, . . . , dn), pri ~emu je

di = d(vi), i = 1, 2, . . . , n, i ~vorovi grafa su ozna~eni tako da su

wihovi stepeni dati u nerastu}em ili neopadaju}em poretku, tj. va`i

da je n−1 > d1 > d2 > · · · > dn > 0 ili 0 6 d1 6 d2 6 · · · 6 dn 6 n−1.

Obrnuto ne mora da va`i, tj. ako je (d1, d2, . . . , dn) proizvoqan ne-

opadaju}i ili nerastu}i niz celih brojeva, ne mora da postoji graf

~iji su to stepeni ~vorova. Za niz celih brojeva (d1, d2, . . . , dn) ka`emo
da je grafi~ki niz ako postoji graf G = (V,E) ~iji je to niz stepena

~vorova. Slede}e tvr|ewe, koje su nezavisno jedan od drugog dokazali

Havel6 i Hakimi7, omogu}ava da se odredi koji su nizovi grafi~ki.

Teorema 3.2. Niz celih brojeva (d1, d2, . . . , dn), takav da je n− 1 > d1 >
d2 > · · · > dn > 0, je grafi~ki ako i samo ako je niz

(d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn)

grafi~ki.

6 Vacláv Havel, ~e{ki matemati~ar
7 Seifollah Louis Hakimi (1932�2005), iransko-ameri~ki matemati~ar
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Dokaz. Uvedimo oznake

D = (d1, d2, . . . , dn), D′ = (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn).

Pretpostavimo da je niz D′ grafi~ki. Tada postoji graf G′ =
(V ′, E′) sa skupom ~vorova V ′ = {v2, v3, . . . , vn}, takav da je dG′(v2) =
d2 − 1, dG′(v3) = d3 − 1, . . . , dG′(vd1+1) = dd1+1 − 1, dG′(vd1+2) =
dd1+2, . . . , dG′(vn) = dn. Dodavawem novog ~vora v1 i novih grana v1v2,
v1v3, . . . , v1vd1+1 dobija se graf G ~iji je niz stepena ~vorova upravo

niz D, odakle proizilazi da je D grafi~ki niz.

Obratno, pretpostavimo da je D grafi~ki niz. Odatle sledi da po-

stoji bar jedan graf sa skupom ~vorova V = V (G) = {v1, v2, . . . , vn} i
nizom stepena ~vorova D, tj. graf u kome je d(vi) = di, i = 1, 2, . . . , n.
Ozna~imo sa G onaj od tih grafova u kome ~vor v1 ima najvi{e suseda
iz skupa S = {v2, v3, . . . , vd1+1}, tj. onaj graf za koji je broj |NG(v1)∩S|
maksimalan. Dokaza}emo da je NG(v1) = S.

Pretpostavimo da je NG(v1) ̸= S. Tada postoji ~vor vi, 2 6 i 6
d1 + 1, takav da v1vi ̸∈ E(G). Kako je d(v1) = d1, postoji ~vor vj ,
d1 + 2 6 j 6 n, takav da v1vj ∈ E(G). S obzirom na to da je i < j iD je

nerastu}i niz, sledi da je di = dG(vi) > dj = dG(vj). Kako v1vi ̸∈ E(G)
i v1vj ∈ E(G), zakqu~ujemo da postoji ~vor vk, takav da v1vk ∈ E(G) i
vjvk ̸∈ E(G). Neka jeG1 graf dobijen od grafaG uklawawem grana v1vj
i vivk i dodavawem novih grana v1vi i vjvk. Prema konstrukciji grafa
G1 zakqu~ujemo da je wegov niz stepena ~vorova tako|e nizD, pri ~emu

je |NG1(v1) ∩ S| = |NG(v1) ∩ S| + 1, {to je kontradikcija sa izborom

grafa G. Dakle, va`i da je NG(v1) = S. Neka je daqe G′ graf dobijen

od grafa G uklawawem ~vora v1, zajedno sa svim granama incidentnim

sa v1. Tada je G
′ graf sa nizom stepena ~vorova D′, odakle sledi da je

D′ grafi~ki niz.

PRIMER 3.4. Utvrditi da li je niz (5, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 1, 1) grafi~ki.

Re{ewe.Prema teoremi 3.2 nizD = (5, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 1, 1) je grafi~ki
ako i samo ako je niz D′ = (4, 3, 3, 2, 1, 2, 1, 1) grafi~ki. Kako niz D′

sadr`i pet neparnih brojeva, prema posledici 3.1 on nije grafi~ki, pa

nije grafi~ki ni niz D. △

3.4 Izomorfizam grafova

Definicija 3.5. Dva grafa G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) su izomorfna
ako postoji bijekcija f : V1 → V2 koja odr`ava osobinu susednosti
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~vorova, tj.

(∀v, w ∈ V1) (vw ∈ E1 ⇔ f(v)f(w) ∈ E2) .

Preslikavawe f zove se izomorfizam, a ~iwenicu da su grafovi G1 i

G2 izomorfni ozna~avamo sa G1
∼= G2.

Slika 3.4

PRIMER 3.5. GrafoviG1 iG2 sa slike 3.4 su izomorfni, a odgovaraju}i

izomorfizam je preslikavawe

f =

(
v1 v2 · · · v6
v′1 v′2 · · · v′6

)
.

Relacija izomorfnosti dva grafa je refleksivna, simetri~na i

tranzitivna, odnosno predstavqa relaciju ekvivalencije u skupu svih

grafova, pa je mo`emo proglasiti za jednakost grafova. Prema tome,

grafovi su jednaki ako i samo ako su izomorfni.

Iz definicije izomorfnosti dva grafa proizilazi da su izomorfni

grafovi u stvari isti grafovi, ali razli~ito predstavqeni, odnosno

nacrtani. Problem izomorfizma grafova je veoma te`ak i do danas

nije prona|en odgovaraju}i algoritam za wegovo re{avawe koji bi bio

zna~ajno razli~it od neposrednog proveravawa.

S obzirom na to da izomorfni grafovi imaju istu strukturu, mo`e-

mo uvesti jo{ jednu va`nu definiciju.

Definicija 3.6. Funkcija i, definisana na skupu grafova, se naziva in-
varijanta grafova ako za svaka dva izomorfna grafa G1 i G2 va`i da je

i(G1) = i(G2).
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Invarijante grafova zavise od strukture grafa, a ne od na~ina na

koji je graf ozna~en. Postoji puno invarijanti grafova, kao{to su broj

~vorova u grafu, broj grana u grafu, broj ~vorova stepena 1, niz ste-
pena ~vorova (sortiran u neopadaju}i poredak), itd. One predstavqaju

glavni predmet prou~avawa teorije grafova, a mogu se, izme|u ostalog,

koristiti prilikom provere da li su odgovaraju}i grafovi izomorfni.

3.5 Podgrafovi

Definicija 3.7. Neka su G = (V,E) i G′ = (V ′, E′) dva grafa. Graf G′

je podgraf grafa G, u oznaci G′ ⊆ G, ako i samo ako je V ′ ⊆ V i E′ ⊆ E.
Ako je V ′ = V , za grafG′ se ka`e da je razapiwu}i (pokrivaju}i) podgraf
grafaG. Ka`emo da je grafG′ indukovani podgraf grafaG ako jeV ′ ⊆ V
i E′ = E ∩ V ′ × V ′, tj. graf G′ sadr`i sve grane grafa G ~iji su krajwi

~vorovi u V ′. U tom slu~aju ka`e se da je graf G′ indukovan skupom V ′ i
ozna~ava se sa G′ = G[V ′].

Prema prethodnoj definiciji, indukovani podgraf datog grafa G
se dobija tako {to se uo~i neki podskup V ′ skupa ~vorova V grafa G,
a zatim se iz grafa G udaqe svi ostali ~vorovi, kao i grane koje su

susedne udaqenim ~vorovima. Na taj na~in u indukovanom podgrafu

ostaju samo grane koje povezuju me|usobno ~vorove iz V ′. Ako je V ′ ̸= V ,
ka`e se da je G′ pravi indukovani podgraf grafa G.

Slika 3.5

PRIMER 3.6. Na slici 3.5 prikazan je grafG, wegov podgrafH , razapi-

wu}i podgraf H1 i indukovani podgraf H2. Podgraf H2 je indukovan

skupom ~vorova {v1, v2, v3, v5}.

Ako je e grana grafa G, tada je graf G− e podgraf grafa G dobijen

izG izostavqawem grane e. Analogno,G−{e1, . . . , ek} je podgraf grafa
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G dobijen iz G izostavqawem grana e1, . . . , ek. Ako je v ~vor grafa G,
tada je G− v indukovani podgraf grafa G dobijen iz G izostavqawem

~vora v i svih grana grafa G koje su incidentne ~voru v. Analogno,

graf G − {v1, . . . , vk} je indukovani podgraf grafa G dobijen iz G
izostavqawem ~vorova v1, . . . , vk, kao i svih grana incidentnih bilo

kome od wih. Ovi pojmovi ilustrovani su na slici 3.6.

Slika 3.6

3.6 Povezanost grafa

Definicija 3.8. Niz grana v0v1, v1v2, . . . , vk−1vk grafaG (ili kra}eW =
v0v1v2 . . . vk−1vk ) zove se{etwa du`ine k u grafuG. ^vor v0 je po~etni,
a ~vor vk zavr{ni ~vor {etwe, dok su ~vorovi v1, . . . , vk−1 unutra{wi

~vorovi {etwe. [etwa sa po~etnim ~vorom v0 i zavr{nim ~vorom vk
zove se (v0 − vk)-{etwa i ka`e se da spaja ~vorove v0 i vk. [etwa

W ′ = vivi+1 . . . vj−1vj (0 6 i < j 6 k) predstavqa deo {etweW izme|u

~vorova vi i vj i ozna~ava se saW
′ = W [vi, vj ].

[etwa definisana na prethodni na~in dozvoqava ponavqawe ~vo-

rova i grana.

Definicija 3.9. [etwa W = v0v1 . . . vk ~ije su sve grane razli~ite,

naziva se staza du`ine k. [etwa W ~iji su svi ~vorovi razli~iti

naziva se put (otvoreni put ) du`ine k.

U grafu G, predstavqenom na slici 3.7, v1v3v2v4v5v3v1v2 je jedna

(v1− v2)-{etwa du`ine 7, v1v3v4v5v1v2 je jedna (v1− v2)-staza du`ine 5,
dok je v1v3v2v4v5 jedan (v1 − v5)-put du`ine 4.

[etwa ili staza W = v0v1v2 . . . vk−1vk je zatvorena ako je v0 = vk.
[etwa u kojoj su svi ~vorovi v0, v1, . . . , vk me|osobno razli~iti, osim
po~etnog i krajweg ~vora koji se poklapaju, zove se kontura (zatvoreni

put ili ciklus).
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Slika 3.7

Kontura je parna ako sadr`i paran broj grana, odnosno neparna, u

suprotnom slu~aju.

U grafu G, predstavqenom na slici 3.7, v1v2v3v4v5v3v1 je jedna

zatvorena {etwa du`ine 6, a v1v2v3v4v5v1 je kontura du`ine 5.

Definicija 3.10. Graf G je povezan ako se svaka dva wegova ~vora mogu

povezati putem. U suprotnom, graf je nepovezan.

Nepovezan graf se sastoji od dva ili vi{e odvojenih delova koji

se nazivaju komponente povezanosti (ili kra}e, komponente) grafa.

Komponenta povezanosti grafa kojoj pripada neki ~vor v je podgraf

obrazovan skupom svih onih ~vorova koji se mogu spojiti putem sa

~vorom v, ukqu~uju}i tu i ~vor v. Broj komponenti povezanosti grafa
G ozna~ava se sa ω(G). Iz definicije povezanosti grafa sledi da je

graf povezan ako i samo ako ima samo jednu komponentu povezanosti.

Ako su G1, . . . , Gk (k > 2) komponente povezanosti grafa G, tada je
V (Gi) ∩ V (Gj) = ∅, i, j = 1, . . . , k, i ̸= j, i pritom va`i da je V (G) =
V (G1) ∪ · · · ∪ V (Gk) i E(G) = E(G1) ∪ · · · ∪ E(Gk).

Definicija 3.11. Podgraf G1 grafa G je maksimalan u odnosu na neku

osobinu, ako on ima tu osobinu, a wu nema nijedan od podgrafova grafa

G u kojima se G1 sadr`i kao pravi podgraf.

Uz ovakvu terminologiju, komponente povezanosti grafa G su we-

govi maksimalni povezani podgrafovi.

PRIMER 3.7. Graf G1, prikazan na slici 3.8, je povezan, dok je graf G2

nepovezan i sastoji se od sedam komponenti povezanosti.



GLAVA 3. TEORIJA GRAFOVA 79

Slika 3.8

U vezi sa pitawem povezanosti grafova interesantni su i slede}i

pojmovi.

Definicija 3.12. Artikulacioni (vezivni) ~vor grafa je ~vor ~ijim se

udaqavawem iz grafa pove}ava broj komponenti povezanosti grafa.

Most grafa je grana ~ijim se udaqavawem iz grafa pove}ava broj

komponenti povezanosti grafa. Grana koja je incidentna sa ~vorom

stepena 1 naziva se vise}a grana.

Svaka vise}a grana predstavqa most grafa. Krajevi svakog mosta,

koji nije vise}a grana, su artikulacioni ~vorovi. Ako je most i vise}a

grana grafa (sa vi{e od dva ~vora), tada je ta~no jedan od wegovih

krajwih ~vorova artikulacioni ~vor.

PRIMER 3.8. Za graf na slici 3.9 sa a,m, v ozna~eni su, redom, artiku-
lacioni ~vorovi, mostovi i vise}e grane.

Slika 3.9

Definicija 3.13. Neka je G = (V,E) povezan graf. Rastojawe dG(u, v)
(ili d(u, v)) dva ~vora u, v ∈ V je du`ina najkra}eg puta izme|u u i v
u grafu G. Ekscentricitet ecc(u) ~vora u ∈ V je najve}e rastojawe

od ~vora u do svih ostalih ~vorova u grafu, tj. ecc(u) = max
v∈V

dG(u, v).

Dijametar D(G) grafa G je najve}i ekscentricitet, odnosno D(G) =
max
u∈V

ecc(u), dok je radijus r(G) grafa G najmawi ekscentricitet, tj.

r(G) = min
u∈V

ecc(u).
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U slu~aju da graf G nije povezan, rastojawe izme|u ~vorova mo`e

se definisati za svaki par ~vorova iz iste komponente povezanosti

na na~in opisan u prethodnoj definiciji. Za ~vorove u i v iz ra-

zli~itih komponenti povezanosti grafa G, uzima se, po konvenciji,

da je dG(u, v) = ∞. U tom slu~aju su i dijametar i radijus grafa G
nedefinisani, odnosno, po konvenciji se uzima da su i oni jednaki∞.

3.7 Neke posebne klase grafova

Me|u brojnim grafovima pojedini su, zbog svojih specifi~nih oso-

bina, dobili posebna imena. U ovom odeqku navodimo nekoliko takvih

vrsta (klasa) grafova.

Definicija 3.14. Graf G ~iji su svi ~vorovi stepena r zove se regularan
graf stepena r (ili r-regularan graf ).

PRIMER 3.9. Nekoliko regularnih grafova stepena 3 predstavqeno je

na slici 3.10.

Slika 3.10

Iz jednakosti (3.1) sledi da regularan graf stepena r ima m =
1
2nr grana, odakle zakqu~ujemo da je potreban uslov za egzistenciju

regularnih grafova stepena r sa n ~vorova da bar jedan od brojeva n i r
bude paran.

Posebno su interesantni regularni grafovi stepena dva.

Definicija 3.15. Povezan regularan graf stepena dva zove se kontura

(ili ciklus). Kontura sa n ~vorova ozna~ava se sa Cn.

Kona~an regularan graf stepena 2 ima za komponente povezanosti
konture. Ovo ne va`i za beskona~ne grafove. Suprotan primer je graf

~iji ~vorovi odgovaraju celobrojnim ta~akama brojne ose, a susedni su

samo oni ~vorovi ~ije je me|usobno rastojawe (po osi) jednako 1.
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Slika 3.11

PRIMER 3.10. KontureC3, C4, C5, C6 iC7 prikazane su na slici 3.11. Za

neke od kontura ~esto se upotrebqavaju i nazivi iz geometrije (trougao,

~etvorougao, petougao, . . . ).

Definicija 3.16. Graf ~ija su svaka dva ~vora susedna zove se kompletan

ili potpun graf. Kompletan graf sa n ~vorova ozna~ava se saKn.

Kompletan graf Kn je regularan graf stepena n − 1 i ima m =
n(n− 1)

2
=

(
n

2

)
grana.

PRIMER 3.11. Na slici 3.12 prikazani su kompletni grafovi K1, K2,

K3,K4 iK5.

Slika 3.12

Definicija 3.17. Prazan graf je graf u kome ne postoji nijedan par

susednih ~vorova, tj. sastoji se samo od izolovanih ~vorova. Prazan graf

je 0-regularan graf.

Definicija 3.18. Bipartitan graf G = (V,E) je graf ~iji se skup

~vorova V mo`e razbiti na dva disjunktna skupa X i Y, tako da svaka
grana e ∈ E spaja neki ~vor iz skupa X sa nekim ~vorom iz skupa Y.
Skupovi X i Y nazivaju se partitivni skupovi (ili klase).
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Definicija 3.19. Kompletan bipartitan graf (ili bikompletan graf )
je bipartitan graf kod koga je svaki ~vor prvog skupa (klase) susedan sa
svakim ~vorom drugog skupa (klase). Ako partitivni skupovi sadr`e r
i s ~vorova, respektivno, tada se kompletan bipartitan graf ozna~ava

saKr,s.

Bikompletni grafovi se nazivaju jo{ i potpuni bihromatski gra-

fovi. Kompletan bipartitan graf K1,n−1 zove se zvezda. Zvezda sa n
~vorova ozna~ava se i sa Sn.

PRIMER 3.12. Na slici 3.13 prikazan je kompletan bipartitan graf

K3,3 i zvezda S6 = K1,5.

Slika 3.13

Definicija 3.20. k-partitan graf je graf ~iji se skup ~vorova mo`e

razbiti na k me|usobno disjunktnih skupova (koji se nazivaju klase ili
partitivni skupovi), tako da svaka grana spaja dva ~vora koja pripadaju
razli~itim partitivnim skupovima. Kompletan k-partitan graf (ili
k-kompletan graf ) je k-partitan graf, takav da su svaka dva ~vora iz
razli~itih partitivnih skupova povezana granom, a nijedna grana ne

povezuje ~vorove iz istog partitivnog skupa. Ako partitivni skupovi

sadr`e redom n1, n2, . . . , nk ~vorova, tada se kompletan k-partitan
graf ozna~ava saKn1,n2,...,nk

.

3.8 ^vorna i granska povezanost

Definicija 3.21. Za skup ~vorova U ⊆ V ka`emo da je razdvajaju}i skup

~vorova ili ~vorni separator grafaG = (V,E) ako grafG−U ima vi{e

od jedne komponente povezanosti.

Svaki grafrazli~it od kompletnog grafa sadr`i~vorni separator.

Naime, ako je graf nepovezan, tada je U = ∅. Ako je G ̸= Kn povezan
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graf, tada postoje dva nesusedna ~vora v i w u grafu G, odakle sledi da
je skup U = V − {v, w} razdvajaju}i skup ~vorova u grafu G, jer je graf
G− U nepovezan (sastoji se od dva izolovana ~vora v i w).

Definicija 3.22. ^vorna povezanost (ili kra}e povezanost) κ(G) grafa
G (G ̸= Kn) je minimalan broj ~vorova ~ijim uklawawem iz grafa nastaje
nepovezan ili trivijalan graf (tj. grafK1 koji se sastoji samo od jednog

izolovanog ~vora), odnosno

κ(G) = min |U |,

gde je U ~vorni separator grafa G.

Kompletan graf Kn ne sadr`i nijedan razdvajaju}i skup ~vorova,

ali se udaqavawem n− 1 ~vorova svodi na trivijalan graf K1, odakle

sledi da je κ(Kn) = n−1. Prema definiciji ~vorne povezanosti grafa
va`i da je κ(G) = 0 ako i samo ako je graf G nepovezan graf ili je

G ∼= K1, dok je κ(G) = 1 ako i samo ako G je povezan graf sa bar jednim

artikulacionim ~vorom ili je G ∼= K2.

Definicija 3.23. Graf G je ~vorno k-povezan (ili kra}e k-povezan) ako
je κ(G) > k, tj. ako ostaje povezan nakon uklawawa bilo kojih ℓ ~vorova,
gde je ℓ < k.

Graf sa bar jednom granom je 1-povezan ako i samo ako je povezan.

2-povezani grafovi ne sadr`e artikulacione ~vorove, a wihova kara-

kterizacija }e biti data u nastavku.

Menger8 je 1927. godine dokazao da je povezanost grafa u vezi sa

brojem disjunktnih puteva koji spajaju razli~ite ~vorove grafa. Da

bismo izlo`ili wegov rezultat, definisa}emo nekoliko neophodnih

pojmova.

Definicija 3.24. Dva puta koji povezuju ~vorove u i v su ~vorno di-

sjunktna (tj. disjunktna u odnosu na ~vorove) ako osim ~vorova u i v
nemaju drugih zajedni~kih ~vorova.

Definicija 3.25. Za skup S ⊆ V ka`e se da razdvaja ~vorove u i v grafa
G = (V,E) ako ovi ~vorovi pripadaju razli~itim komponentama pove-

zanosti grafa G− S.

8 Karl Menger (1902�1985), austrijsko-ameri~ki matemati~ar
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Sada }emo izlo`iti Mengerovu teoremu, koja predstavqa jedan od

fundamentalnih rezultata teorije grafova. Dokaz ove teoreme, zbog

op{irnosti, ne}e biti naveden.

Teorema 3.3. (Menger) Najmawi broj ~vorova koji razdvaja nesusedne

~vorove u i v jednak je najve}em broju disjunktnih (u− v)-puteva.

Koriste}i Mengerovu teoremu, Vitni9 je 1932. godine dokazao sle-

de}e tvr|ewe, koje tako|e navodimo bez dokaza.

Teorema 3.4. Netrivijalan graf je (~vorno) k-povezan ako i samo ako za
svaka dva razli~ita ~vora u i v postoji bar k disjunktnih (u−v)-puteva
u grafu G.

Specijalan slu~aj ove teoreme (za k = 2) je slede}i rezultat kojim

se daje karakterizacija 2-povezanih grafova.

Posledica 3.2. Graf sa n (n > 3) ~vorova je 2-povezan ako i samo ako
svaka dva wegova ~vora le`e na konturi.

Kompletno uop{tewe teoreme 3.4, koje navodimo bez dokaza, dokazao

je Dirak10 1960. godine.

Teorema 3.5. Ako je G k-povezan graf (k > 2), tada svakih k ~vorova

grafa G le`e na konturi.

Prethodno uvedeni pojmovi defini{u se i polaze}i od grana grafa.

Definicija 3.26. Za skup grana F ⊆ E ka`emo da je razdvajaju}i skup

grana ili granski separator grafa G = (V,E) ako graf G− F ima vi{e

od jedne komponente povezanosti.

Svaki netrivijalan graf (tj. graf razli~it od K1) ima granski

separator. U slu~aju nepovezanog grafa va`i da je F = ∅, dok je kod

povezanog netrivijalnog grafa G skup svih grana F incidentnih sa

datim ~vorom v jedan granski separator grafaG, jer jeG−F nepovezan

graf sa izolovanim ~vorom v.

Definicija 3.27. Granska povezanost κ1(G) netrivijalnog grafa G je

minimalan broj grana ~ijim uklawawem iz grafa nastaje nepovezan ili

trivijalan graf, odnosno

κ1(G) = min |F |,

gde je F granski separator grafa G.

9 Hassler Whitney (1907�1989), ameri~ki matemati~ar
10 Gabriel Andrew Dirac (1925�1984), ma|arsko-britanski matemati~ar
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Prema definiciji granske povezanosti grafa va`i da je κ1(G) = 0
ako i samo ako jeG nepovezan ili trivijalan graf, dok je κ1(G) = 1 ako
i samo ako je G povezan graf koji sadr`i bar jedan most.

Definicija 3.28. Graf G je granski k-povezan ako je κ1(G) > k, tj. ako
ostaje povezan nakon uklawawa bilo kojih ℓ grana, gde je ℓ < k.

Vitni je 1932. godine dokazao slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.6. Za svaki graf G va`e nejednakosti

(3.2) κ(G) 6 κ1(G) 6 δ(G),

gde je δ(G) minimalan stepen ~vora u grafu G.

Dokaz. Ako je G nepovezan ili trivijalan graf K1, tada je κ(G) =
κ1(G) = δ(G) i nejednakosti (3.2) va`e.

Pretpostavimo da je G povezan graf sa bar dva ~vora.

Dokaz druge nejednakosti u (3.2) proizilazi iz ~iwenice da se uda-

qavawem δ(G) grana susednih ~voru minimalnog stepena sigurno dobija
nepovezan graf.

Doka`imo prvu nejednakost u (3.2). Polaze}i od proizvoqnog skupa

od κ1(G) grana ~ijim udaqavawem graf postaje nepovezan, mo`e se

odabrati najvi{e κ1(G) ~vorova (za svaku udaqenu granu po jedan kra-
jwi ~vor) ~ije udaqavawe iz grafa tako|e obezbe|uje da je rezultuju}i

graf nepovezan, odakle sledi da je κ(G) 6 κ1(G).

PRIMER 3.13. Za graf G sa slike 3.14 va`i da je κ(G) = 2, κ1(G) = 3,
δ(G) = 4. Odgovaraju}i ~vorni i granski separatori su U = {u, v} i
F = {e1, e2, e3}.

Slika 3.14
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3.9 Grafovi i matrice

Grafu G sa skupom ~vorova V = {v1, v2, ..., vn} i skupom grana E =
{e1, e2, ..., em} mogu se pridru`iti razli~ite matrice. Nave{}emo neke
od wih koje se naj~e{}e primewuju.

Matrica incidencije ~vorova i grana grafa G je n × m matrica

R(G) = (rij), definisana sa

rij =

{
1, ako je ~vor vi incidentan sa granom ej ,
0, u suprotnom slu~aju.

Broj jedinica u i-toj vrsti ove matrice jednak je broju grana inci-

dentnih sa ~vorom vi, tj. wegovom stepenu d(vi), i = 1, 2, . . . , n. S druge

strane, u svakoj koloni se nalaze po ta~no dve jedinice, {to odgovara

~iwenici da je svaka grana incidentna sa dva ~vora.

Koriste se i op{tije matrice incidencije, ~iji su elementi, osim

0 i 1, i drugi brojevi. U slu~aju orijentisanih grafova ili digrafova

koristi se matrica incidencije ~vorova i grana S(G) = (sij) sa ele-
mentima −1, 0, 1, koja se defini{e sa

sij =


1, ako grana ej izlazi iz ~vora vi,

−1, ako grana ej ulazi u ~vor vi,
0, ako vi i ej nisu susedni elementi.

Matrica susedstva grafa G je n× n matrica A(G) = (aij), defini-
sana sa

aij =

{
1, ako su ~vorovi vi i vj susedni,
0, u suprotnom slu~aju.

Matrica susedstvaA neorijentisanog grafa je simetri~na matrica,

tj.A = AT , pri ~emu je broj jedinica u i-toj vrsti (i i-toj koloni) jednak
d(vi). Na glavnoj dijagonali (u slu~aju grafa bez petqi) nalaze se nule.
Regularni grafovi stepena r imaju matricu susedstva u ~ijoj se svakoj
vrsti i svakoj koloni nalazi ta~no r jedinica. Matrica susedstva

kompletnih grafova ima na glavnoj dijagonali elemente jednake nuli,

dok su svi ostali elementi matrice jednaki 1.

Za matricu susedstva A = (aij) orijentisanog grafa va`i

aij = 1 ⇒ aji = 0, i, j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j.
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Slika 3.15

Za graf G sa slike 3.15 matrica incidencije ~vorova i grana, odnosno

matrica susedstva je

R(G) =


1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1

 , A(G) =


0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

 .

Teorema 3.7. Neka je A = (aij) matrica susedstva proizvoqnog grafa G

~iji su ~vorovi v1, v2, . . . , vn. Element a
(k)
ij iz i-te vrste i j-te kolone

matriceAk jednak je broju razli~itih (vi−vj)-{etwi du`ine k u grafu
G.

Dokaz. Dokaz izvodimo matemati~kom indukcijom po k. Za k = 1
teorema je ta~na na osnovu definicije matrice susedstva A.

Pretpostavimo da teorema va`i za k = s > 1.

Po definiciji matri~nog mno`ewa, element na poziciji (i, j) u
matrici As+1 = A ·As jednak je

a
(s+1)
ij = ai1a

(s)
1j + ai2a

(s)
2j + · · ·+ aina

(s)
nj .

Neka su vt1 , vt2 , . . . , vtℓ ~vorovi do kojih semo`e do}iiz ~vora vi{etwom
du`ine 1. Tada je

(3.3)
a
(s+1)
ij = ait1a

(s)
t1j

+ ait2a
(s)
t2j

+ · · ·+ aitℓa
(s)
tℓj

= a
(s)
t1j

+ a
(s)
t2j

+ · · ·+ a
(s)
tℓj

.

Po induktivnoj pretpostavci a
(s)
tpj
, p = 1, 2, . . . , ℓ, predstavqa broj

(vtp − vj)-{etwi du`ine s, a to je istovremeno i broj (vi − vj)-{etwi
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Slika 3.16

du`ine s + 1 koje prolaze kroz ~vor vtp . Sumirawem ovakvih izraza

za svako tp dobija se broj svih (vi − vj)-{etwi du`ine s + 1, tj. izraz
(3.3).

Izomorfni grafovi mogu imati razli~ite matrice susedstva. Na

slici 3.16 su predstavqena dva izomorfna grafaG1 iG2 (tj. jedan graf

sa dve razli~ite numeracije) ~ije su matrice susedstva A1 i A2 date sa

A1 =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , A2 =

 0 0 1
0 0 1
1 1 0

 .

S obzirom na to da su izomorfni grafovi u stvari isti grafovi, samo

razli~ito predstavqeni, i imaju}i u vidu definiciju matrice sused-

stva, zakqu~ujemo da se matrice susedstva izomorfnih grafova mogu

dobiti jedna iz druge odgovaraju}im permutovawem vrsta i kolona, pri

~emu je bitno da se ista permutacija primewuje i na vrste i na kolone.

Da bismo formulisali uslov izomorfnosti grafova ~ije su matrice

susedstva A1 i A2, potrebno je uvesti pojam permutacione matrice.

Definicija 3.29. Permutaciona matrica je kvadratna matrica koja u

svakoj vrsti i svakoj koloni ima ta~no jedan element jednak 1, a svi

ostali elementi matrice su jednaki 0.

Ako se matrica A pomno`i (zdesna) permutacionom matricom P ,
dobija se matrica koja nastaje permutovawem kolona matrice A, dok se
mno`ewem (sleva) matrice A matricom P T dobija matrica koja nastaje

permutovawem vrsta matrice A istom permutacijom. Kako je permuta-

ciona matrica P ortogonalna matrica, tj. P−1 = P T , sledi da }e dva

grafa G1 i G2 biti izomorfna ako wihove matrice susedstva A1 i

A2 zadovoqavaju relaciju A2 = P−1A1P , gde je P neka permutaciona

matrica.
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PRIMER 3.14. Za matrice susedstva A1 i A2 grafova sa slike 3.16 va`i

relacija A2 = P−1A1P , gde je P permutaciona matrica

P =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

3.10 Operacije sa grafovima

Nad jednim ili vi{e grafova mogu se vr{iti razne operacije ~iji

je rezultat tako|e neki graf.

Definisa}emo jednu unarnu i nekoliko binarnih operacija.

3.10.1 Komplement grafa

Najpre }emo definisati operaciju komplementirawa grafa koja je

unarna operacija.

Definicija 3.30. Komplement G grafa G je graf ~iji se skup ~vorova

poklapa sa skupom ~vorova grafaG, pri ~emu su dva ~vora susedna uG ako

i samo ako ti ~vorovi nisu susedni u G.

Iz definicije sledi da je (G) = G, tj. komplement komplementa je
polazni graf. Komplement kompletnog grafa Kn je prazan graf, zbog

~ega se on ozna~ava saKn.

PRIMER 3.15. Na slici 3.17 prikazan je jedan par uzajamno komple-

mentarnih grafova.

Slika 3.17

Matrica susedstva A grafa G mo`e se izraziti pomo}u matrice

susedstva A grafa G. Naime, prema definiciji komplementa grafa,
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va`i da je A = J − A − I , gde je sa J ozna~ena matrica ~iji su svi

elementi jednaki 1, a I = In je jedini~na matrica odgovaraju}eg reda.

Teorema 3.8. Ako je G nepovezan graf, tada je wegov komplement G
povezan, tj. bar jedan od grafova G i G je povezan graf.

Dokaz. Potrebno je dokazati da su u grafu G proizvoqna dva ~vora

v i w povezana putem. Kako je graf G nepovezan, on ima bar dve kompo-

nente povezanosti.

U dokazu razlikujemo dva slu~aja.

Ako ~vorovi v iw pripadaju razli~itimkomponentama povezanosti

grafa G, tada su oni susedni u grafu G, tj. povezani su putem du`ine 1.

Ako ~vorovi v i w pripadaju istoj komponenti povezanosti grafa

G, tada postoji ~vor u koji ne pripada toj komponenti povezanosti.

Na osnovu definicije komplementa, ~vor u je u grafu G susedan sa

~vorovima v i w, odakle sledi da su ~vorovi v i w povezani putem

du`ine 2 u grafu G.

Definicija 3.31. Graf G je samokomplementaran ako i samo ako je

izomorfan svom komplementu G.

Graf K1 je trivijalan primer samokomplementarnog grafa. Jo{

neki primeri samokomplementarnih grafova dati su na slici 3.18.

Slika 3.18

Za samokomplementarne grafove va`i slede}a teorema.

Teorema 3.9. Ako je G samokomplementaran graf sa n ~vorova, tada je

n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡ 1 (mod 4).
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Dokaz. Neka je G graf sa n ~vorova i m grana. Kako je G ∼= G,
komplementG tako|e ima n ~vorova im grana. Objediwavawem skupova

grana grafova G i G dobija se kompletan graf, pa je 2m = n(n−1)
2 .

Odavde je n(n − 1) = 4m, tj. 4|n(n − 1). Kako su n − 1 i n uzastopni

prirodni brojevi, ta~no jedan od wih je neparan i uzajamno prost sa

brojem 4. Odavde sledi da 4|n ili 4|n − 1, tj. n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡
1 (mod 4).

3.10.2 Unija i potpuni proizvod grafova

Definisa}emo dve binarne operacije nad grafovima � uniju i pot-

puni proizvod grafova.

Definicija 3.32. Neka su G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) dva grafa ~iji
su skupovi ~vorova V1 i V2 disjunktni. Unija G1 ∪G2 grafova G1 i G2 je

graf G = (V,E), takav da je V = V1 ∪ V2 i E = E1 ∪ E2.

Prema prethodnoj definiciji sledi da je graf unija svojih kompo-

nenti povezanosti.

Definicija 3.33. Potpuni proizvodG1▽G2 grafovaG1 iG2 je graf koji

se dobija od grafa G1 ∪G2 tako {to se svaki ~vor iz G1 pove`e granom

sa svakim ~vorom iz G2.

Ako saA1 iA2 ozna~imo matrice susedstva grafovaG1 iG2, redom,

tada se, pri pogodnoj numeraciji ~vorova, matrice susedstva grafova

G1 ∪G2 i G1▽G2 mogu predstaviti u obliku[
A1 O
O A2

]
,

[
A1 J
JT A2

]
,

gde su O i J nula matrica i matrica ~iji su svi elementi jednaki 1

(odgovaraju}eg reda), respektivno.

Imaju}i u vidu definiciju komplementa grafa, kao i prethodne

definicije, neposredno se zakqu~uje da va`i

G1 ∪G2 = G1▽G2, G1▽G2 = G1 ∪G2.

3.11 Stabla

Stabla predstavqaju jednu od najjednostavnijih, ali istovremeno i

najva`nijih klasa grafova. Stabla su posebno zna~ajna zbog svoje ra-

znovrsne primene u elektrotehnici, ra~unarstvu, fizici, hemiji, itd.
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3.11.1 Definicija i osobine stabala

Definicija 3.34. Povezan graf koji ne sadr`i konture kao podgrafove

naziva se stablo ili drvo. Nepovezan graf bez kontura naziva se {uma.

Komponente povezanosti {ume su stabla. Uobi~ajena oznaka za sta-

blo je T . Stablo je netrivijalno ako ima vi{e od jednog ~vora, u su-

protnom je trivijalno. U nastavku }emo razmatrati samo netrivijalna

stabla i tu ~iwenicu ne}emo posebno isticati.

Definicija 3.35. Stablo u kome nijedan ~vor nema stepen ve}i od dva

naziva se put. Put sa n ~vorova ozna~ava se sa Pn.

PRIMER 3.16. Na slici 3.19 prikazani su putevi sa najvi{e {est ~vo-

rova.

Slika 3.19

Podsetimo se da se stablo sa n ~vorova koje sadr`i n − 1 ~vorova
stepena 1 naziva zvezda i ozna~ava sa Sn = K1,n−1.

Na slici 3.20 prikazana su sva neizomorfna stabla sa najvi{e {est

~vorova. Graf K1 je jedino stablo sa jednim ~vorom. To stablo je

trivijalno stablo. Tako|e, postoje jedinstvena stabla sa dva i tri

~vora. To su P2(∼= S2) i P3(∼= S3). Sa porastom broja ~vorova, broj

razli~itih stabala naglo raste. Stabla sa n ~vorova dobijaju se od

stabala sa n − 1 ~vorova dodavawem jednog ~vora i jedne grane na sve

mogu}e na~ine, iskqu~uju}i ve} dobijena izomorfna stabla.

Najva`nije osobine stabala su izlo`ene u slede}im teoremama.

Teorema 3.10. Svaka dva ~vora stabla povezana su jedinstvenim putem.

Dokaz. Neka su u i v dva proizvoqna ~vora stabla T . Kako je stablo
povezan graf, ~vorovi u i v su povezani putem u stablu T . Doka`imo da
je ovaj put jedinstven. Ako u stablu T postoje dva razli~ita (u−v)-puta,
P ′ i P ′′, tada postoji grana puta P ′ koja ne pripada putu P ′′. Neka je
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Slika 3.20

e = w1w2 prva grana puta P
′ (pri kretawu putem P ′ iz ~vora w1 u ~vor

w2) koja ne pripada putu P
′′ i neka je w′

2 prvi slede}i ~vor puta P
′ koji

istovremeno pripada i putu P ′′. Tada delovi puteva P ′ i P ′′ izme|u
~vorova w1 i w′

2 obrazuju konturu u stablu T , {to je u suprotnosti sa

definicijom stabla. Dakle, ~vorovi u i v povezani su jedinstvenim

putem u stablu T .

Teorema 3.11. 1◦ Stablo sadr`i bar dva ~vora stepena 1.
2◦ Ako je u ~vor stepena 1 stabla T , tada je graf T − u tako|e

stablo.

Dokaz. 1◦ Neka je T stablo i P = u1u2 . . . uk, k ≥ 2, najdu`i put u

stablu T . Dokaza}emo da su ~vorovi u1 i uk stepena 1. Pretpostavimo,
suprotno, da ~voru1, osimu2, ima bar jo{ jednog suseda v. Ako v /∈ V (P )
tada je vu1u2 . . . uk put u T du`i od P , {to je kontradikcija sa izborom
puta P . Ako v ∈ V (P ), tada je v = ui za neko i, 2 < i 6 k. Me|utim, tada

je u1u2 . . . uiu1 kontura u T , {to je kontradikcija sa ~iwenicom da je T
stablo. Dakle, ~vor u1 je stepena 1. Analogno se dokazuje da je i ~vor

uk stepena 1.

2◦ Doka`imo najpre da je graf T − u povezan, odnosno da za svaka

dva ~vora iz T −u postoji put koji ih spaja. Neka su u1 i u2 proizvoqni
~vorovi grafa T − u. Kako ~vorovi u1 i u2 pripadaju stablu T , prema
teoremi 3.10 postoji jedinstveni putP u T koji ih povezuje. Unutra{wi

~vorovi puta P su stepena najmawe 2, odakle sledi da su razli~iti od

~vora u. Dakle, put P pripada grafu T − u, pa zakqu~ujemo da je graf
T − u povezan. Kako stablo T ne sadr`i konture, ni wegov podgraf
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T − u ne sadr`i konture, odakle proizilazi da je T − u povezan graf

bez kontura, tj. stablo.

Teorema 3.12. Stablo sa n ~vorova ima n− 1 grana.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju ~vorova n.

Za n = 1 postoji samo trivijalno stablo K1 koje nema grana. Za

n = 2 postoji jedinstveno stablo P2 koje sadr`i ta~no jednu granu, pa

tvr|ewe va`i.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sva stabla sa mawe od n ~vorova

i posmatrajmo stablo T sa n ~vorova. Prema teoremi 3.11 stablo T
sadr`i ~vor u stepena 1, pri ~emu je graf T − u tako|e stablo sa n− 1
~vorova. Za stablo T − u prema induktivnoj pretpostavci va`i da je

|E(T − u)| = (n − 1) − 1 = n − 2. Kako je |E(T )| = |E(T − u)| + 1,
to je |E(T )| = n − 1, pa tvr|ewe va`i i za proizvoqno stablo sa n
~vorova.

Teorema 3.13. Svaki povezan graf sadr`i stablo kao pokrivaju}i (raza-
piwu}i) podgraf.

Dokaz. Ako je grafG stablo, dokaz je zavr{en. U suprotnom, grafG
sadr`i bar jednu konturu C. Neka je uv proizvoqna grana grafaG koja

pripada konturi C tog grafa. Tada u grafu G postoje najmawe dva puta

koji povezuju ~vorove u i v. Neka su to puteviQ′ iQ′′ = uv. Dokaza}emo
da je graf G − uv, dobijen udaqavawem grane uv iz grafa G, povezan.
Neka su w1 i w2 proizvoqni ~vorovi grafa G − uv. Ovi ~vorovi su u
grafu G povezani putem P . Ako grana uv ne pripada putu P , tada je P
put u grafuG−uv koji povezuje ~vorovew1 iw2. Ako grana uv pripada
putu P , tj. P = w1 . . . uv . . . w2, tada put P

′ +Q′ + P ′′ povezuje ~vorove
w1 i w2 u grafuG−uv, gde su P ′ = [w1, u] i P ′′ = [v, w2] delovi puta P .
Dakle, ako iz grafa G udaqimo proizvoqnu granu koja pripada nekoj

konturi tog grafa ne}emo naru{iti povezanost grafa. Ponavqawem

ovog postupka sve dok u grafu postoji neka kontura, na kraju se dobija

povezan graf bez kontura, tj. stablo. Dobijeno stablo je pokrivaju}i

podgraf polaznog grafa.

Neposredna posledica teorema 3.12 i 3.13 je slede}e tvr|ewe.

Posledica 3.3. Svaki povezan graf sa n ~vorova sadr`i najmawe n − 1
grana. Graf sa n ~vorova i mawe od n− 1 grana je nepovezan.

Teorema 3.14. Udaqavawem bilo koje grane iz stabla dobija se nepovezan

graf.
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Dokaz. Udaqavawem proizvoqne grane iz stabla sa n ~vorova dobija
se graf sa mawe od n−1 grana koji je prema posledici 3.3 nepovezan.

Teorema 3.15. Ako se u stablo ukqu~i nova grana izme|u nesusednih

~vorova dobija se graf koji sadr`i ta~no jednu konturu.

Dokaz. Prema teoremi 3.13, nesusedni ~vorovi izme|u kojih je ukqu-

~ena nova grana su u stablu povezani jedinstvenim putem, odakle sledi

da grane tog puta sa novom granom obrazuju konturu. Jedinstvenost

dobijene konture proizilazi iz jedinstvenosti puta izme|u uo~enih

nesusednih ~vorova.

PRIMER 3.17. Ako je (5, 4, 3, 2, 1, 1, . . . , 1) niz stepena ~vorova stabla,

odrediti koliko ima jedinica u tom nizu.

Re{ewe.Ozna~imo san im broj ~vorova, odnosno broj grana, posma-

tranog stabla. Kako jem = n−1, to je 2(n−1) = 5+4+3+2+(n−4) ·1,
odakle sledi da je n = 12, pa je tra`eni broj jedinica jednak 8. △

PRIMER 3.18. Koliko komponenti ima {uma sa 100 ~vorova i 90 grana?

Re{ewe. Neka je T {uma sa k = ω(T ) komponenti T1, T2, . . . , Tk i

ozna~imo sa ni broj ~vorova komponente Ti, i = 1, 2, . . . , k. Va`i da je

n1 + n2 + · · ·+ nk = 100. Kako je svaka komponenta {ume stablo, sledi
da je 90 = (n1 − 1) + (n2 − 1) + · · · + (nk − 1), tj. 90 = 100 − k, odakle
dobijamo da je broj komponenti {ume jednak 10. △

3.11.2 Korenska stabla

U raznim primenama su od posebnog zna~aja korenska stabla. Zna-

~ajna je wihova primena u ra~unarskim naukama, na primer, u orga-

nizaciji baza podataka, u kodirawu i dekodirawu nizova karaktera,

u teorijskom ra~unarstvu za prikazivawe matemati~kih formula itd.

Korenska stabla nalaze primenu i u botanici, kao i u genealogiji (za

prikazivawe rodbinskih odnosa u vidu porodi~nih stabala).

Definicija 3.36. Stablo u kome je jedan ~vor posebno izdvojen naziva se

korensko stablo, pri ~emu se izdvojeni ~vor naziva koren stabla.

Korensko stablo ozna~avamo kao ure|en par RT = (T, r), gde je T
stablo, a r wegov koren.
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Slika 3.21

Od jednog stabla mo`emo dobiti vi{e razli~itih korenskih sta-

bala, biraju}i razli~ite ~vorove za koren stabla. Na slici 3.22 pred-

stavqena su dva korenska stabla RT1 i RT2 dobijena od stabla T sa

slike 3.21, pri ~emu je u korenskom stablu RT1 za koren izabran ~vor

v3, dok je RT2 korensko stablo ~iji je koren ~vor v6 (koren je predsta-
vqen kao crni ~vor). Prema navedenoj konvenciji, ova stabla mo`emo

ozna~iti i sa RT1 = (T, v3), odnosno, RT2 = (T, v6).

Slika 3.22

Svaki ~vor v korenskog stabla RT = (T, r) povezan je jedinstvenim
putem sa korenom r tog stabla, odakle sledi da se ~vorovi korenskog

stabla mogu klasifikovati u odnosu na wihovo rastojawe od korena,

uvo|ewem pojma nivoa ~vora.

Definicija 3.37. Nivo ~vora v korenskog stabla RT = (T, r) je jednak
du`ini puta u stablu T od korena r do ~vora v, tj. rastojawu izme|u
~vorova r i v i ozna~ava se sa n(v). Najve}i nivo ~vora u korenskom stablu
naziva se visina korenskog stabla i ozna~ava se sa h.

Put od korena do svakog ~vora korenskog stabla je jedinstven, pa je

nivo svakog ~vora jednozna~no odre|en. Nivo korena jednak je 0, a nivoi
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susednih ~vorova se razlikuju za 1. Na taj na~in se, u odnosu na koren,

mo`e izvr{iti razbijawe skupa ~vorova V korenskog stabla na skupove

Vi, 0 6 i 6 h, pri ~emu je Vi skup ~vorova na rastojawu i od korena,

odnosno skup ~vorova koji pripadaju i-tom nivou. Dakle, skup ~vorova

V korenskog stabla mo`e se predstaviti kao V = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vh.

PRIMER 3.19. Nivoi korenskog stabla RT1 sa slike 3.22 prikazani su u

tabeli
~vor v3 v1 v4 v2 v5 v6 v7
nivo 0 1 1 1 2 2 2

,

a visina ovog stabla je h = 2.

Nivoi ~vorova korenskog stabla RT2 dati su u tabeli

~vor v6 v4 v5 v3 v7 v1 v2
nivo 0 1 2 2 2 3 3

,

a wegova visina je h = 3.

Pri geometrijskom predstavqawu korenskog stabla obi~no se svi

~vorovi istog nivoa nalaze na istoj visini, pri ~emu se ~vorovi ra-

zli~itihnivoapredstavqaju odozgonadole, prema svomrastu}emnivou.

Stabla RT1 i RT2 sa slike 3.22 su geometrijski predstavqena na pret-

hodno opisani na~in.

Korenska stabla nalaze primenu u genealogiji za formirawe poro-

di~nih stabala, zbog ~ega je uobi~ajeno da su u terminologiji vezanoj

za korenska stabla koriste genealo{ki pojmovi, odnosno nazivi odgo-

varaju}ih rodbinskih odnosa.

Definicija 3.38. Neka jeRT = (T, r) korensko stablo sa skupom ~vorova
V .

Ako su ~vorovi u, v ∈ V (T ) susedni i va`i da je n(u) = n(v) − 1,
ka`e se da je ~vor u roditeq ~vora v, a ~vor v je dete ~vora u.

Svaki ~vor iz V (T) koji nema decu naziva se list (ili terminalni,
odnosno zavr{ni ~vor). Svaki ~vor iz V (T ) koji nije list zove se unutra-

{wi ~vor stabla.

Preci ~vora v ∈ V (T ), koji nije koren, su svi ~vorovi razli~iti od v
koji pripadaju putu u stablu T od korena r do ~vora v. Potomci ~vora
v ∈ V (T ), koji nije list, su svi ~vorovi iz V (T ) koji imaju ~vor v kao

pretka.

Podstablo sa korenom v ∈ V (T ) korenskog stabla RT je podgraf

stabla RT indukovan ~vorom v i svim wegovim potomcima.



98 3.11. STABLA

PRIMER 3.20. Za korensko stablo RT1 sa slike 3.22 va`i:

• ~vor v3 je roditeq ~vorova v1, v2 i v4, odnosno ~vorovi v1, v2 i v4
su deca ~vora v3;

• listovi stabla RT1 su ~vorovi v1, v2, v5, v6, v7, a wegovi unutra-

{wi ~vorovi su v3 i v4;

• preci ~vora v6 su ~vorovi v3 i v4, a potomci ~vora v3 su ~vorovi
v1, v2, v4, v5, v6, v7;

• podstablo sa korenom v4 indukovano je ~vorovima v4, v5, v6, v7.

U zavisnosti od toga koliko dece mo`e imati svaki ~vor, korenska

stabla se mogu klasifikovati na slede}i na~in.

Definicija 3.39. Korensko stablo se naziva m-arno stablo ako i samo

ako svaki wegov unutra{wi ~vor ima najvi{e m dece. Za m = 2 odgo-

varaju}e stablo se naziva binarno stablo.

Striktno m-arno stablo je stablo ~iji svaki unutra{wi ~vor ima

ta~nom dece.

Potpuno m-arno stablo je striktno m-arno stablo kod koga svi

listovi imaju isti nivo.

PRIMER 3.21. Na slici 3.23 prikazana su tri stabla, od kojih je prvo 3-

arno stablo (ponekad se naziva i trinarno stablo), koje nije striktno,

drugo stablo je striktno 3-arno stablo, a tre}e je potpuno binarno

stablo.

Slika 3.23

U potpunom binarnom stablu na nivou i postoji ta~no 2i ~vorova,
odakle sledi da je broj ~vorova potpunog binarnog stabla visine h
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jednak

n = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2h = 2h+1 − 1,

pri ~emu je broj terminalnih ~vorova (listova) jednak 2h =
n+ 1

2
, dok

unutra{wih ~vorova ima 2h − 1 =
n− 1

2
.

Kod binarnih stabala ponekad je potrebno da se razlikuju deca

svakog unutra{weg ~vora i u skladu sa tim uvodi se pojam ure|enog sta-

bla u kome su deca svakog unutra{weg ~vora data u odre|enom poretku.

Slika 3.24

Definicija 3.40. Ure|eno binarno stablo B je binarno stablo u kome se

za svaki unutra{wi ~vor jedno wegovo dete smatra za levo, a drugo za

desno. U slu~aju da ~vor ima samo jedno dete, ono je ili levo ili desno

dete.

Levo podstablo unutra{weg ~vora v ure|enog binarnog stabla B je

podstablo stabla B sa korenom u levom detetu ~vora v.

Desno podstablo unutra{weg ~vora v ure|enog binarnog stabla B je

podstablo stabla B sa korenom u desnom detetu ~vora v.

PRIMER 3.22. U binarnom stablu B sa slike 3.24 ~vor v5 je levo dete, a
~vor v6 desno dete unutra{weg ~vora v3. ^vor v5 ima samo desno dete,
a to je ~vor v7. Levo podstablo ~vora v1 je podstablo sa korenom v2
indukovano ~vorovima v2 i v4. Desno podstablo ~vora v1 je podstablo
sa korenom v3 indukovano ~vorovima v3, v5, v6, v7.

PRIMER 3.23. Odreditikolikoimaure|enihbinarnih stabala sa ~etiri

~vora (ozna~ena sa v1, v2, v3, v4) kod kojih je ~vor v1 koren, ~vor v2 we-
govo dete, a ~vorovi v3 i v4 su deca ~vora v2.



100 3.11. STABLA

Re{ewe. Kako u ovom stablu ~vor v2 mo`e biti levo ili desno dete,
postoje dva binarna stabla sa tra`enim osobinama, i ona su prikazana

na slici 3.25. △

Slika 3.25

Korenskim stablima se predstavqaju razli~ite hijerarhijske stru-

kture, a posebno hijerarhijske strukture podataka u ra~unarstvu. Pri

tome naro~ito zna~ajnu ulogu imaju binarna stabla koja se, izme|u os-

talog, mogu koristiti pri prikazivawu algebarskih formula, u orga-

nizaciji skupa ure|enih podataka u ra~unaru, u kodirawu podataka itd.

Razmotri}emo primenu binarnih stabala u predstavqawu algebarskih

formula.

^esto se u ra~unarstvu jedna algebarska formula predstavqa u obli-

ku striktnog ure|enog binarnog stabla koje se formira na slede}i

na~in. Binarne operacije formule se prikazuju kao unutra{wi~vorovi

ovog stabla, dok wegovim listovima odgovaraju promenqive i kon-

stante formule. Za svaki unutra{wi ~vor va`i da wegovo levo pod-

stablo prikazuje levu podformulu, a desno podstablo prikazuje desnu

podformulu nad kojima se vr{ioperacija dodeqena ovom~voru. ^voro-

vi operacija maweg prioriteta imaju mawinivo, dok ~vorovi operacija

ve}eg prioriteta imaju ve}i nivo. Na taj na~in }e operacija najmaweg

prioriteta, tj. ona koja se posledwa izvr{ava prilikom izra~unavawa

formule, odgovarati korenu binarnog stabla. Da bi stablo koje se do-

dequje algebarskoj formuli bilo striktno, potrebno je da ona sadr`i

samo binarne operacije.

PRIMER 3.24. Algebarskuformulu 5·(a−3)+(b+c) : (4−d) predstaviti
pomo}u striktnog ure|enog binarnog stabla.

Re{ewe. Ovoj algebarskoj formuli odgovara ure|eno binarno sta-

blo prikazano na slici 3.26. Listovima stabla odgovaraju promenqive

i konstante algebarske formule, tj. simboli 5, a, 3, b, c, 4, d, dok su unu-
tra{wim ~vorovima dodeqeni simboli operacija formule. Korenu
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Slika 3.26

stabla odgovara operacija + koja je najni`eg prioriteta. Levo pod-

stablo korena odgovara podformuli 5·(a−3), a desno podstablo korena
odgovara podformuli (b+ c) : (4− d). △

Jedna algebarska formula se mo`e rekonstruisati na osnovu svog

binarnog stabla kori{}ewem nekog od algoritama za obilazak svih

~vorova binarnog stabla. Postoje tri standardna na~ina obilaska

~vorova �KLD,LKD iLDK. SlovaK, L, D su skra}enice od re~i koren,

levo i desno podstablo, pa nazivi ovih obilazaka ozna~avaju redosled

po kojima se oni vr{e. Na primer, kod KLD obilaska prvo obilazimo

koren stabla, zatim celo wegovo levo podstablo i na kraju celo wegovo

desno podstablo, pri ~emu pri obilasku svakog podstabla koristimo

isti KLD princip (slika 3.27).

Slika 3.27

PRIMER 3.25. Odrediti redosled obilaska ~vorova binarnog stabla

prikazanog na slici 3.26 pri KLD, LKD i LDK obilasku ovog stabla.

Re{ewe. Pri KLD obilasku ovog stabla, gde se prvo obilazi koren,

zatim levo podstablo i na kraju desno podstablo, redosled obilaska

~vorova je

+ · 5 − a 3 : + b c − 4 d.
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PriLKD obilasku ovog stabla, gde se prvo obilazi levo podstablo,

zatim koren i na kraju desno podstablo, redosled obilaska ~vorova je

5 · a − 3 + b + c : 4 − d.

Pri LDK obilasku ovog stabla, gde se prvo obilazi levo, zatim

desno podstablo, pa koren, redosled obilaska ~vorova je

5 a 3 − · b c + 4 d − : + .

△

3.12 Planarni grafovi

Definicija 3.41. Graf semo`e smestiti u ravan ako se mo`e nacrtati

u ravni tako da mu se grane ne seku, odnosno ako ga je mogu}e predstaviti

u ravni tako da zajedni~ka ta~ka dve grane mo`e biti samo ~vor grafa

koji predstavqa zajedni~ku krajwu ta~ku tih grana. Za graf ka`emo da

je planaran ako se mo`e smestiti u ravan.

Ako je planaran graf sme{ten u ravni, on deli ravan na vi{e

oblasti, od kojih je jedna beskona~na, a ostale su kona~ne. Svaka

kona~na oblast zove se okce ili }elija.

PRIMER 3.26. Graf K4, predstavqen na slici 3.28, je planaran i deli

ravan na oblasti f1, f2, f3, f4, pri ~emu je f4 spoqa{wa oblast, koja je
beskona~na (neograni~ena).

Slika 3.28

Primer planarnog grafa je graf pridru`en mre`i puteva, ako ne

postoje nadvo`waci ili saobra}ajne petqe. Postoje i razne tehni~ke

primene u kojima je potrebno da odgovaraju}i graf bude planaran.
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Osim sme{tawa grafova u ravni, mo`e se govoriti o sme{tawu

grafova i na nekoj drugoj povr{i, npr. sferi. U tom slu~aju se ~vorovi

grafa predstavqaju ta~kama na sferi, a grane lukovima krivih koje pri-

padaju sferi i koje osim ~vorova koje povezuju nemaju drugih zajedni~kih

ta~aka.

Graf G koji se mo`e smestiti u ravan, mo`e se smestiti i na sferu,

i obrnuto. Zaista, pretpostavimo da je graf mogu}e smestiti na sferu

S . Uo~imo proizvoqnu ta~ku A sfere S koja se ne poklapa ni sa jednim

~vorom grafa G, niti pripada nekoj grani ovog grafa. Ozna~imo sa B
dijametralno suprotnu ta~ku ta~ke A (slika 3.29). Neka je α tangentna

ravan sfere S kroz ta~ku B. Stereografska projekcija sfere na ravan

Slika 3.29

je preslikavawe πA : S \ {A} → α definisano sa πA(M) = M ′, gde je
M ′ ta~ka preseka prave MA i ravni α. Ovo preslikavawe je bijekcija
skupa ta~aka sfere bez ta~ke A, tj. skupa S \ {A}, na skup ta~aka ravni
α. Stereografska projekcija πA grafa G koji je sme{ten na sferi S
je planaran graf G′ sme{ten u ravni α. Analogno tvr|ewe va`i i u

obrnutom smeru, gde je odgovaraju}a bijekcija inverzno preslikavawe

π−1
A , koje slika planaran graf sme{ten u ravni α u graf sme{ten na

sferi S. Imaju}i u vidu prethodna razmatrawa, planaran graf se

nekad defini{e kao graf koji se mo`e smestiti u ravan ili na sferu.

Me|u najva`nije rezultate teorije grafova ubraja se Ojlerova teo-

rema za planarne grafove.

Teorema 3.16. (Ojler)Povezan planaran graf sa n ~vorova im grana deli

ravan na f = m− n+ 2 oblasti.

Dokaz. Dokaz izvodimo matemati~kom indukcijom po broju grana.
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Minimalan broj grana povezanog grafa sa n ~vorova je n−1 i takav
graf predstavqa stablo (teorema 3.12 i posledica 3.3). Stablo ne ogra-

ni~ava ni jednu kona~nu oblast, pa je f = 1. Kako je (n− 1)−n+2 = 1,
u ovom slu~aju va`i Ojlerova formula.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve povezane planarne grafove sa

mawe odm grana i posmatrajmo povezan planaran grafG sa n ~vorova i
m (m > n− 1) grana koji deli ravan na f oblasti. Kako jem > n, graf
G sadr`i bar jednu konturuC. Neka je e proizvoqna grana koja pripada
konturi C. Ova grana je grani~na za dve oblasti, pa wenim uklawawem

iz grafa od dve oblasti koje ona razdvaja nastaje jedna, odakle sledi da

graf G − e deli ravan na f − 1 oblasti. Kako grana e nije most, jer
pripada konturi, sledi da jeG− e povezan planaran graf sa n ~vorova,
m − 1 grana i f − 1 oblasti za koji prema induktivnoj pretpostavci

va`i Ojlerova formula, tj. f − 1 = (m− 1)−n+2, odakle dobijamo da
za graf G sam grana va`i f = m− n+ 2.

Jednostavno se dokazuje da va`i slede}e uop{teweOjleroveformule.

Teorema 3.17. Za planaran graf sa n ~vorova,m grana, f oblasti i ω(G)
komponenti povezanosti va`i jednakost f = m− n+ 1 + ω(G).

Ojlerova teorema ima brojne posledice. U nastavku }emo navesti

neke od wih.

Teorema 3.18. Ako je G povezan planaran graf sa n ~vorova i m grana u

kome najkra}a kontura ima du`inu g, tada jem 6 g(n− 2)

g − 2
.

Dokaz. Neka je f broj oblasti koje planaran graf G odre|uje u

ravni. Svaka oblast Oi, i = 1, 2, . . . , f , ograni~ena je, po pretpostavci,
sa najmawe g grana, tj. va`i da je |Oi| > g. Kako svaka grana pripada

dvema oblastima (tj. svaka grana se po dva puta pojavquje kao granica

oblasti, i to za istu oblast, ako je grana most, odnosno za dve razli~ite

oblasti, u suprotnom), va`i da je

2m =

f∑
i=1

|Oi| > g · f,

tj.

(3.4) f 6 2m

g
.
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Sa druge strane, kako je G planaran graf, prema Ojlerovoj teoremi

va`i da je 2 = n−m+ f , odakle, imaju}i u vidu (3.4), dobijamo

2 = n−m+ f 6 n−m+
2m

g
= n− m(g − 2)

g
,

tj.

m 6 g(n− 2)

g − 2
.

�

Posledica 3.4. U povezanom planarnom grafu postoji bar jedan ~vor ste-

pena maweg od 6, tj. za minimalni stepen ~vora δ va`i da je δ 6 5.

Dokaz. Neka je δ minimalan stepen ~vora povezanog planarnog grafa
G. Kako je svaka oblast koju graf G odre|uje u ravni ograni~ena sa

najmawe tri grane, dobijamo, primenom teoreme 3.18 (za g = 3)

n · δ 6
∑

v∈V (G)

d(v) = 2m 6 6n− 12,

tj.

δ 6 5.

�

Definicija 3.42. Planaran grafG je maksimalan ako dodavawem ma koje

nove grane prestaje da bude planaran, tj. graf G + uv je neplanaran za

svaki par nesusednih ~vorova u, v ∈ V (G).

Sve oblasti maksimalnog planarnog grafa (ukqu~uju}i i beskona-

~nu) su trouglovi, odakle, primenomteoreme 3.18 (za g = 3), zakqu~ujemo
da va`i slede}e tvr|ewe.

Posledica 3.5. Za svaki planaran graf sa n (n > 3) ~vorova i m grana

va`i da jem 6 3n− 6.

Posledica 3.6. GrafK5 (potpuni pentagraf ) nije planaran graf.

Dokaz. Pretpostavimo da je grafK5 planaran. Kako je n = 5 im =
10, primenom Ojlerove formule dobijamo da je f = m−n+2 = 7. Kako
je svaka oblast koju grafK5 odre|uje u ravni ograni~ena sa najmawe tri

grane, sledi da je 2m > 3f , tj. 20 > 21, {to je nemogu}e.

Posledica 3.7. GrafK3,3 (potpuni bitrigraf ) nije planaran graf.
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Dokaz. Pretpostavimo da je graf K3,3 planaran. Kako je n = 6 i

m = 9, primenom Ojlerove formule dobijamo da je f = m− n+ 2 = 5.
Svaka oblast koju graf K3,3 odre|uje u ravni ograni~ena je sa najmawe

~etiri grane, pa je 2m > 4f , tj. 18 > 20, {to je nemogu}e.

PRIMER 3.27. Grafovi K5 − e i K3,3 − e (e je proizvoqna grana ovih
grafova) su planarni, jer se mogu predstaviti u ravni tako da im se

grane ne seku (slika 3.30).

Slika 3.30

Svaki podgraf planarnog grafa je planaran, odakle sledi, imaju}i

u vidu posledice 3.6 i 3.7, da graf koji sadr`i neki od grafova K5

iliK3,3 kao podgraf nije planaran. O~igledno, svaki potpuni graf sa

vi{e od ~etiri ~vora je neplanaran.

Definicija 3.43. Potpodela grane e = uv grafa G vr{i se umetawem

novih ~vorova w1, w2, . . . , wk, k > 0, stepena 2 izme|u ~vorova u i v, tj.
zamenom grane e = uv putem uw1w2 . . . wkv. GrafG′ dobijen potpodelom
nekih grana grafa G, naziva se potpodela grafa G.

Slika 3.31

Prema definiciji potpodele i posledicama 3.6 i 3.7 sledi da graf

koji sadr`i potpodelu grafa K5 ili potpodelu grafa K3,3 (prikazane

na slici 3.31) nije planaran. Me|utim, va`i i obrnuto tvr|ewe. Ovaj
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zna~ajan rezultat, kojim su u potpunosti okarakterisani planarni

grafovi, dokazali su, nezavisno jedan od drugog, Pontrjagin11 1929.

godine i Kuratovski 1930. godine.

Teorema 3.19. (Pontrjagin�Kuratovski) Graf je planaran ako i samo

ako ne sadr`i kao podgraf ni graf K5, ni graf K3,3, ni neku wihovu

potpodelu.

Dokaz ove teoreme, koji se mo`e na}i u [25], je veoma slo`en, zbog
~ega ga ne}emo navoditi.

PRIMER 3.28. Dokazati da Petersenov12 graf, prikazan na slici 3.32

a), nije planaran.

Slika 3.32

Re{ewe. Dokaza}emo da Petersenov graf nije planaran na dva na~i-

na.

Prvi na~in. Uo~imo podgraf Petersenovog grafa dobijen izbaci-

vawem grana v2v3 i v6v9, prikazan na slici 3.32 b). Ovaj podgraf pred-

stavqa potpodelu potpunog bitrigrafa K3,3, pri ~emu crni ~vorovi

v1, v4, v10 ~ine jednu particiju skupa ~vorova grafa K3,3, beli ~vorovi

v5, v7, v8 ~ine drugu particiju, a preostali ~vorovi ~ine potpodelu

odgovaraju}ih grana. Prema teoremi 3.19 Petersenov graf nije pla-

naran.

Drugi na~in. Pretpostavimo da je Petersenov graf planaran. Kako

je n = 10 i m = 15, primenom Ojlerove formule dobijamo da je f =
m − n + 2 = 7. Svaka oblast koju Petersenov graf odre|uje u ravni

ograni~ena sa najmawe pet grana, odakle sledi da je 2m > 5f , odnosno
30 > 35, {to je nemogu}e. △

11 Lev Semenovich Pontryagin (1908�1988), ruski matemati~ar
12 Julius Petersen (1839�1910), danski matemati~ar
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PRIMER 3.29. Dokazati da je potreban uslov da grafG i wegov komple-

ment G budu planarni dat sa n2 − 13n + 24 6 0, gde je n, n > 3, broj
~vorova ovih grafova.

Re{ewe.Ozna~imo sam im broj grana grafovaG iG, respektivno.
Kako jem+m =

(
n
2

)
, sledi da je max{m,m} > 1

2

(
n
2

)
, odakle, na osnovu

posledice 3.5, sledi da je 1
2

(
n
2

)
6 3n− 6, odnosno n2 − 13n+ 24 6 0. △

3.12.1 Primena u geometriji

Svakom poliedru P mo`e se pridru`iti planaran graf G(P ) koji
se dobija kao wegova stereografska projekcija. Naime, poliedar P se

mo`e deformisati tako da se oko wega mo`e opisati sfera, pri ~emu

se ne mewa broj temena, ivica i strana poliedra. Ovaj postupak se

mo`e izvesti tako da se, nakon projektovawa temena i ivica poliedra

zracima iz centra sfere, na sferi dobija graf, koji odgovara poliedru,

~ije se grane ne seku, tj. graf koji je sme{ten na sferi. Stereografskom

projekcijom se dobijeni graf sa sfere projektuje na ravan koja dodiruje

sferu, pri ~emu je potrebno da se centar projekcije ne nalazi na nekoj

grani ili u nekom ~voru grafa sa sfere. Na taj na~in se u ravni dobija

planaran graf G(P ) ~iji je broj ~vorova, grana i oblasti jednak broju
temena, ivica i strana poliedra P , respektivno.

Obrnuto tvr|ewe ne va`i, tj. za proizvoqan povezan planaran graf

H ne mora da postoji poliedar P takav da jeG(P ) ∼= H . Naime, kako iz

svakog temena poliedra izlaze bar tri ivice, sledi da je δ(H) > 3 jedan
od potrebnih uslova da H bude pridru`eni graf nekog poliedra.

Neka jeG = G(P ) povezan planaran graf koji odgovara poliedru P .
Ozna~imo sa F,E i V skup strana, ivica i temena poliedra P , redom,
a sa f,m i n broj oblasti, grana i ~vorova grafa G, redom. Tada je

|F | = f , |E| = m, |V | = n. Na osnovu Ojlerove teoreme za planarne

grafove, va`i slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.20. Za svaki poliedar sa n temena, m ivica i f strana va`i

da je f −m+ n = 2.

Ako sa fk ozna~imo broj strana poliedra ograni~enih sa k ivica, a
sa nk broj temena poliedra iz kojih izlazi k ivica, k > 3, tada je

(3.5)
∑
k>3

kfk =
∑
k>3

knk = 2m.
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Na osnovu posledice 3.4 sledi da u svakom poliedru postoji teme iz

koga izlazi najvi{e 5ivica. Sli~no tvr|ewe va`ii za strane poliedra.

Teorema 3.21. Svaki poliedar sadr`i stranu ograni~enu mnogouglom

koji ima najvi{e 5 stranica.

Dokaz. Pretpostavimo da su sve strane poliedra ograni~ene mnogo-

uglovima koji imaju bar 6 stranica. Odavde sledi da je f3 = f4 = f5 = 0.
Iz (3.5) sledi da je

2m =
∑
k>6

kfk >
∑
k>6

6fk = 6
∑
k>6

fk = 6f,

odnosno

(3.6) f 6 1

3
m.

Sli~no, iz

2m =
∑
k>3

knk >
∑
k>3

3nk = 3
∑
k>3

nk = 3n,

dobijamo

(3.7) n 6 2

3
m.

Zamenom (3.6) i (3.7) u Ojlerovoj formuli f −m + n = 2, dobijamo
da jem = f +n− 2 6 1

3m+ 2
3m− 2, tj.m 6 m− 2, {to je nemogu}e.

Definicija 3.44. Pravilan poliedar iliPlatonovo telo je poliedar ~i-

je su sve strane me|usobno podudarni mnogouglovi i iz ~ijeg svakog temena

izlazi isti broj ivica.

Za pravilan poliedar va`i da je f = fs i n = nt, za neke s, t > 3.
Pravilnih polieadra ima pet i to je bilo poznato jo{ anti~kim mate-

mati~arima pre vi{e od 2000 godina. To su tetraedar, kocka (hek-

saedar), oktaedar, ikosaedar i dodekaedar (slika 3.33). Wihove stereo-

grafske projekcije prikazane su na slici 3.34.

Teorema 3.22. Postoji ta~no pet pravilnih poliedara.
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Slika 3.33

Dokaz. Neka je P pravilan poliedar i G(P ) wemu pridru`en pla-

naran graf. Tada je f −m + n = 2, odakle, koriste}i jednakosti (3.5),
dobijamo

−8 = 4m− 4f − 4n = 2m+ 2m− 4f − 4n

=
∑
k>3

kfk +
∑
k>3

knk − 4
∑
k>3

fk − 4
∑
k>3

nk

=
∑
k>3

(k − 4)fk +
∑
k>3

(k − 4)nk.

Kako je f = fs i n = nt, za neke s, t > 3, sledi da je

−8 = (s− 4)fs + (t− 4)nt.

Na osnovu posledice 3.4 i teoreme 3.21 va`i 3 6 s, t 6 5. Osim toga,
iz jednakosti (3.5) dobijamo da je sfs = tnt = 2m, odnosno sfs− tnt = 0.

Posmatrajmo sistem linearnih jedna~ina

(s− 4)fs + (t− 4)nt =− 8

sfs − tnt = 0
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Slika 3.34

po nepoznatim fs i nt, 3 6 s, t 6 5. Ovaj sistem je nemogu} za s = t = 4,
a ima re{ewe

fs =
−8t

t(s− 4) + s(t− 4)
, nt =

−8s

t(s− 4) + s(t− 4)
,

ako je s ̸= 4 ili t ̸= 4.

Dobijena re{ewa su pozitivna ako je t(s−4)+ s(t−4) < 0, odnosno
u slede}ih pet slu~ajeva.

1) Ako je s = t = 3, tada je f3 = n3 = 4 i poliedar P je tetraedar.

2) Ako je s = 3 i t = 4, tada je f3 = 8, n4 = 6 i poliedar P je

oktaedar.

3) Ako je s = 3 i t = 5, tada je f3 = 20, n5 = 12 i poliedar P je

ikosaedar.

4) Ako je s = 4 i t = 3, tada je f4 = 6, n3 = 8 i poliedar P je kocka

(heksaedar).

5) Ako je s = 5 i t = 3, tada je f5 = 12, n3 = 20 i poliedar P je

dodekaedar.

Koriste}i geometrijske argumente, lako se dokazuje da su ovo jedini

pravilni poliedri u svakom pojedina~nom slu~aju.

3.13 Bojewe grafova

Definicija 3.45. Graf se boji tako {to se svakom ~voru pridru`uje

neka boja, tj. svaki ~vor se boji jednom bojom. Graf je pravilno obojen ako
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su svaka dva susedna ~vora obojena razli~itim bojama. Pravilno bojewe

grafa u kojem je upotrebqeno k boja zove se k-bojewe.

Definicija 3.46. Hromatski brojχ(G) grafaG jednak je najmawem broju

boja potrebnih da se graf pravilno oboji. Ako je χ(G) = k, za graf G
ka`emo da je k-hromatski, a ako je χ(G) 6 k, ka`emo da je graf G
k-obojiv.

PRIMER 3.30. Va`i da je χ(Kn) = n, χ(Pn) = 2 (n > 2), χ(Cn) = 2, ako
je n paran broj, odnosno χ(Cn) = 3, u suprotnom. Ako je G bipartitan

graf, tada je G 2-obojiv graf, pri ~emu je χ(G) = 1 ako i samo ako

je G ∼= Kn (tj. G se sastoji samo od izolovanih ~vorova), dok je svaki

neprazan bipartitan graf 2-hromatski (ili bihromatski).

Skup svih ~vorova grafa obojenih istom bojom naziva se hromatska

klasa. Proizvoqna dva ~vora iz iste hromatske klase su nesusedna. Za

wih ka`emo da su nezavisni. Prema definiciji hromatskog broja, sledi

da je on jednak minimalnom broju disjunktnih podskupova (hromatskih

klasa) na koje se mo`e razbiti skup ~vorova grafa, tako da su ~vorovi

svakog podskupa nezavisni.

Slede}a dva tvr|ewa neposredno slede iz definicije hromatskog

broja.

Teorema 3.23. Ako je H podgraf grafa G, tada je χ(H) 6 χ(G).

Teorema 3.24. Ako su G1, G2, . . . , Gs, s > 1, komponente povezanosti
grafa G, tada je χ(G) = max

16i6s
χ(Gi).

Ako grafG sadr`i kao podgraf kompletan graf sa k ~vorova, tada je
χ(G) > k. Kompletni podgrafovi sa najve}im brojem ~vorova nazivaju

se klike grafa. Ako saK(G) ozna~imo broj ~vorova proizvoqne klike
grafa, tada je

χ(G) > K(G).

Navedena dowa granica za hromatski broj grafa mo`e biti dosta

gruba, tj. postoje grafovi bez trouglova (kod kojih je χ(G) = 2) sa
proizvoqno velikim hromatskim brojem.

Teorema 3.25. Za svaki prirodan broj k postoji k-hromatski graf koji ne

sadr`i trouglove.
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Dokaz. Dokaz izvodimomatemati~komindukcijompok. Zak = 1, 2, 3
tra`eni grafovi su redomK1,K2, C5 i za wih tvr|ewe va`i.

Neka je Gk k-hromatski graf (k > 3) koji ne sadr`i trouglove. Po-
kaza}emo da se ovaj graf mo`e transformisati u (k+1)-hromatski graf
Gk+1 koji tako|e ne sadr`i trouglove. Konstrukcija koju }emo navesti

poti~e od Misielskog13. Neka je

V (Gk) = {v1, v2, . . . , vn}, V (Gk+1) = V (Gk) ∪ {u, u1, u2, . . . , un},

gde suu, u1, u2, . . . , un novi ~vorovi, pri ~emu je ~voru susedan sa svakim
od ~vorova ui, i = 1, 2, . . . , n, dok je svaki ~vor ui susedan sa svim

susedima ~vora vi, i = 1, 2, . . . , n, kao i sa ~vorom u. Osim toga, sve

grane grafa Gk su sadr`ane u grafu Gk+1.

Na slici 3.35 je prikazan grafG4, poznat kao Gre~eov
14 graf, dobi-

jen opisanom konstrukcijom od grafaG3
∼= C5 koji je 3-hromatski graf

bez trouglova. Gre~eov graf je 4-hromatski i ne sadr`i trouglove.

Slika 3.35

Dokaza}emo da je graf Gk+1, dobijen opisanom konstrukcijom Mi-

sielskog, (k + 1)-hromatski graf bez trouglova.

Doka`imo najpre da je Gk+1 graf bez trouglova. Kako nikoja dva

~vora ui i uj nisu susedna, sledi da ~vor u ne pripada nijednom trouglu.
Po induktivnoj pretpostavci Gk je graf bez trouglova, pa prema kon-

strukciji grafa Gk+1 zakqu~ujemo da samo ~vorovi vi, vj i us (za neke
vrednosti i, j, s) mogu da obrazuju trougao u grafu Gk+1. U tom slu~aju,

prema konstrukciji grafa Gk+1, va`i da je i ̸= s, j ̸= s, vivj , vivs,

13 Jan Mycielski, poqsko-ameri~ki matemati~ar, ro|en 1932. godine
14 Herbert Grötzsch (1902�1993), nema~ki matemati~ar
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vjvs ∈ E(Gk), odakle proizilazi da ~vorovi vi, vj i vs obrazuju trougao
u grafu Gk, {to je nemogu}e.

Doka`imo sada da je grafGk+1 (k+1)-hromatski. Kako jeχ(Gk) = k,
sledi da postoji k-bojewe grafa Gk u kome je ~vor vi obojen bojom c(vi).
Pro{irimo ovo k-bojewe grafa Gk na (k + 1)-bojewe grafa Gk+1, tako

{to ~vor ui obojimo bojom c(vi), a ~vor u bojimo novom (k + 1)-om
bojom. Dobijeno bojewe je pravilno, jer uiuj ̸∈ E(G) i uivi ̸∈ E(G),
odakle sledi da je χ(Gk+1) 6 k + 1.

Doka`imo da je χ(Gk+1) > k. Dovoqno je dokazati da iz egzisten-

cije k-bojewa grafa Gk+1 sledi egzistencija (k − 1)-bojewa grafa Gk,

suprotno pretpostavci da je χ(Gk) = k.

Pretpostavimo da postoji pravilno k-bojewe grafa Gk+1. Ozna-

~imo ovo bojewe sa c. Imaju}i u vidu da uui ∈ E(Gk+1), sledi da je

c(u) ̸= c(ui), i = 1, 2, . . . , n. Kako je χ(Gk) = k, neki od ~vorova grafa
Gk obojeni su istom bojom kao ~vor u. Neka je H skup svih ~vorova vi
grafa Gk, takvih da je c(vi) = c(u). Uo~imo daqe bojewe c′ grafa Gk

u kome su svi ~vorovi iz skupa V (Gk) \ H obojeni istim bojama kao

pri bojewu c, dok svaki ~vor vi ∈ H dobija boju c′(vi) = c(ui). Na taj
na~in je dobijeno bojewe c′ grafa Gk u kome je upotrebqeno k − 1 boja.
Doka`imo da je c′ pravilno bojewe grafaGk. Pretpostavimo suprotno,

tj. da u grafu Gk postoje susedni ~vorovi vi i vj obojeni istom bojom

pri bojewu c′, odnosno da je c′(vi) = c′(vj). O~igledno, svaka dva susedna
~vora iz V (Gk) \H obojena su razli~itim bojama, a svaka dva ~vora iz

H su nesusedna. Odavde sledi da jedan od ~vorova vi, vj pripada skupu
V (Gk) \ H , dok drugi pripada skupu H . Neka je, na primer, vi ∈ H ,

vj ∈ V (Gk) \H . Kako je c′(vi) = c(ui) i c′(vj) = c(vj), zakqu~ujemo da je
c(ui) = c(vj). Prema konstrukciji grafaGk+1 sledi da suui i vj susedni
~vorovi u grafu Gk+1 koji su obojeni istom bojom pri bojewu c, odakle
proizilazi da bojewe c nije pravilno, suprotno pretpostavci. Dakle,
va`i da je χ(Gk+1) > k, {to zajedno sa χ(Gk+1) 6 k + 1 implicira da
je χ(Gk+1) = k + 1.

Posmatrawem stepena svih ~vorova grafa, odnosno maksimalnog

stepena∆, mo`e se dobiti jedna gorwa granica za hromatski broj grafa.

Teorema 3.26. Za hromatski broj χ(G) povezanog grafa G va`i

(3.8) χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Dokaz. Tvr|ewe dokazujemo matemati~kom indukcijom po broju ~vo-

rova n. Za n = 1 va`i da jeG ∼= K1, pa je∆(G) = 0, χ(G) = 1 i tvr|ewe
va`i.
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Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve grafove sa mawe od n ~vorova
i posmatrajmo grafG sa n ~vorova. Neka je v ∈ V (G) proizvoqan ~vor
grafa G i G′ = G − v. Prema induktivnoj pretpostavci va`i da je

χ(G′) 6 ∆(G′) + 1 6 ∆(G) + 1, odakle sledi da postoji (∆(G) + 1)-
bojewe grafa G′. Kako je dG(v) 6 ∆ < ∆(G) + 1, postoji bar jedna boja
kojom, pri ovom bojewu, nije obojen nijedan sused ~vora v. Ako ~vor v
obojimo tom bojom, dobijamo jedno (∆(G) + 1)-bojewe grafa G, odakle
sledi da je χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Neposredna posledica prethodne teoreme je da graf ~iji je hro-

matski broj jednak k obavezno sadr`i ~vor ~iji je stepen jednak najmawe
k− 1. Navedena gorwa granica (3.8) za hromatski broj grafa mo`e biti
dosta gruba. Na primer, za zvezdu Sn = K1,n−1 va`i da je∆(Sn) = n−1,
dok je χ(Sn) = 2. Me|utim, ova gorwa granica je najboqa mogu}a, u

smislu da za pojedine grafove va`i jednakost u relaciji (3.8). Za kon-

turu neparne du`ineC2k+1 je∆(C2k+1) = 2, a χ(C2k+1) = 3. Osim toga,

za kompletan graf Kn je ∆(Kn) = n − 1, dok je χ(Kn) = n. Bruks15 je
1941. godine dokazao da su to jedini grafovi za koje va`i jednakost u

relaciji (3.8). Naime, va`i slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.27. (Bruks) Ako jeG povezan graf koji nije ni neparna kontura

ni kompletan graf, tada je χ(G) 6 ∆(G).

Dokaz ove teoreme, koji se mo`e na}i u [25], izostavqamo zbog slo`eno-
sti.

Erde{16 i Lovas17 su uop{tili tvr|ewe teoreme 3.25 dokazav{i

slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.28. Za svaka dva prirodna broja k i ℓ, k > 2, ℓ > 3, postoji
k-hromatski graf u kome je du`ina najkra}e konture ve}a od ℓ.

3.13.1 Bihromatski grafovi

Uop{tem slu~aju, veza izme|u strukture grafa iwegovog hromatskog

broja je komplikovana. Me|utim, u slu~aju bihromatskih grafova, tj.

grafova koji se mogu obojiti sa dve boje, Kenig je dokazao da je ova veza

jednostavna i izra`ena slede}om teoremom.

15 Rowland Leonard Brooks (1916�1993), engleski matemati~ar
16 Paul Erdös (1913�1996), ma|arski matemati~ar
17 László Lovász, ma|arski matemati~ar, ro|en 1948. godine
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Teorema 3.29. (Kenig) Neprazan graf je bihromatski ako i samo ako ne

sadr`i kao podgraf nijednu konturu sa neparnim brojem ~vorova.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je G bihromatski graf. Ako G
sadr`i kao podgraf neparnu konturu C2k+1, tada je prema teoremi 3.23

χ(G) > χ(C2k+1) = 3, {to je suprotno pretpostavci.

Obratno, pretpostavimo da neprazan grafG ne sadr`i kao podgraf

nijednu neparnu konturu i doka`imo da je svaka netrivijalna kompo-

nenta (tj. komponenta razli~ita od K1) grafa G bihromatski graf. U

tom slu~aju je prema teoremi 3.24 i graf G bihromatski.

Neka jeH proizvoqna netrivijalna komponenta grafaGi v ∈ V (H)
proizvoqan ~vor. Neka su skupovi X,Y ⊆ V (H) definisani sa

X = {x ∈ V (H) | d(v, x) je paran broj} ,

Y = {y ∈ V (H) | d(v, y) je neparan broj} .
Kako je d(v, v) = 0, sledi da v ∈ X . Osim toga, kako je H netrivijalna

komponenta grafa G, sledi da je i Y ̸= ∅. SkupoviX i Y su disjunktni

i va`i da jeX∪Y = V (H). Dokaza}emo da svaka grana izE(H) povezuje
neki ~vor skupa X sa nekim ~vorom skupa Y , odakle sledi da je graf H
bipartitan (sa partitivnim skupovima X i Y ), a time i bihromatski
graf.

Pretpostavimo najpre da postoji grana w1w2 ∈ E(H), pri ~emu

w1, w2 ∈ X . Obele`imo sa P i Q, respektivno, najkra}i (v − w1)-
put i najkra}i (v − w2)-put. Prema definiciji skupa X , oba puta

su parne du`ine. Neka je, na primer, P = va1a2 . . . a2s−1w1 i Q =
vb1b2 . . . b2t−1w2, pri ~emu je s, t > 1. Neka je u posledwi zajedni~ki

~vor puteva P i Q, pri prolazu po wima iz ~vora v u ~vorove w1 i

w2, respektivno (mo`e biti i u = v). Pretpostavimo da je u ̸= v. U

tom slu~aju, ~vor u se poklapa sa nekim ~vorom ai, 1 6 i 6 2s − 1,
na putu P , odnosno sa nekim ~vorom bj , 1 6 j 6 2t − 1, na putu Q.
Pretpostavimo da je i > j i ozna~imo sa P ′, P ′′, Q′, Q′′ delove puteva P
iQ, takve da je P ′ = [v, ai], P

′′ = [ai, w1],Q
′ = [v, bj ],Q

′′ = [bj , w2]. Ako
sa d(P ) ozna~imo du`inu puta P , kako je i > j, sledi da je d(P ′) > d(Q′),
odnosno d(P ) = d(P ′)+d(P ′′) > d(Q′)+d(P ′′), odakle proizilazi da je
Q′+P ′′ kra}i (v−w1)-put od putaP , suprotno pretpostavci. Analogno
se pokazuje da ne mo`e biti ni i < j, odakle sledi da je i = j. Dakle,
u = ai = bi (slika 3.36).

Putevi P i Q su parne du`ine, odakle sledi da su du`ine puteva P ′′ =
[u,w1] iQ′′ = [u,w2] iste parnosti. Ako je C kontura koja se sastoji od
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Slika 3.36

putevaP ′′, Q′′ i granew1w2, tada je wena du`ina d(C) = d(P ′′)+d(Q′′)+
1, {to je neparan broj. Do istog zakqu~ka dolazimo i kada je u = v. U
tom slu~aju kontura C se sastoji od puteva P i Q i grane w1w2, pa je

tako|e neparne du`ine. Dakle, komponenta H sadr`i neparnu konturu

C, suprotno pretpostavci.

Sli~no se dokazuje da su svaka dva ~vora iz Y nesusedna, odakle

sledi da komponenta H sadr`i samo grane koje povezuju ~vorove iz

skupa X sa ~vorovima iz skupa Y , odnosno H je neprazan bipartitan,

tj. bihromatski graf.

3.13.2 Bojewe grana grafa

Osim bojewa ~vorova grafa, u teoriji grafova se susre}emo i sa

bojewem grana grafa, kao i bojewem i ~vorova i grana grafa. Pravilno

bojewe grafa se u ovim slu~ajevima defini{e analogno pravilnom bo-

jewu ~vorova grafa. Naime, bojewe grana grafa je pravilno ako su svake

dve susedne grane, tj. grane koje su incidentne istom ~voru, obojene

razli~itim bojama. Pri bojewu i ~vorova i grana grafa, re~ je o pra-

vilnom bojewu ako su svaka dva susedna ~vora i svake dve susedne grane

grafa obojeni razli~itim bojama, pri ~emu krajwi ~vor svake grane

mora imati boju koja se razlikuje od boje te grane. Me|utim, problem

bojewa grana, odnosno i ~vorova i grana grafa, mo`e se svesti na prob-

lem bojewa ~vorova, kao {to }e biti pokazano. U tom ciqu, uve{}emo

pojam grafa grana i totalnog grafa.

Definicija 3.47. Graf grana L(G) = (V1, E1) grafa G = (V,E) je graf
~iji su ~vorovi u uzajamno jednozna~noj korespondenciji sa granama grafa

G, pri ~emu su dva ~vora iz V1 susedna ako i samo ako su wima odgovaraju}e

grane iz E susedne.

Na slici 3.37 je prikazan graf G i wegov graf grana L(G).
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Slika 3.37

Definicija 3.48. Totalni graf T (G) = (V2, E2) grafa G = (V,E) je
graf ~iji su ~vorovi u uzajamno jednozna~noj korespondenciji sa ~vorovima

i granama skupa V ∪E, pri ~emu su dva ~vora iz V2 susedna ako i samo ako

su odgovaraju}i elementi iz V ∪ E susedni (ako su iz istog skupa) ili
incidentni (ako je jedan iz V , a drugi iz E).

Na slici 3.38 je prikazan graf G i wegov totalni graf T (G).

Slika 3.38

Problem pravilnog bojewa grana, odnosno i ~vorova i grana grafa

G svodi se na pravilno bojewe ~vorova wegovog grafa grana, odnosno

wegovog totalnog grafa, respektivno. Analogno hromatskom broju

grafa, defini{e se hromatski indeks grafa, u oznaci χ′(G), kao mi-

nimalan broj boja potrebnih da se grane grafa pravilno oboje. U

slu~aju bojewa i ~vorova i grana grafa defini{e se veli~ina χ′′(G)
kao minimalan broj boja potrebnih za pravilno bojewe i ~vorova i

grana grafa. Imaju}i u vidu vezu izme|u pravilnog bojewa grana grafa

i pravilnog bojewa ~vorova wegovog grafa grana, zakqu~ujemo da je

χ′(G) = χ(L(G)). Sli~no, u slu~aju bojewa i ~vorova i grana grafa,

imaju}i u vidu definiciju totalnog grafa, va`i da je χ′′(G) = χ(T (G)).
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3.13.3 Problem ~etiri boje

Jedan od najpoznatijih problema vezanih za bojewe grafova je pro-

blem ~etiri boje. Zamislimo u ravni (ili na sferi) geografsku kartu

na kojoj su ucrtane dr`ave, pri ~emu se teritorija svake dr`ave sastoji

samo od jedne regije na karti, a ne od vi{e nepovezanih podru~ja. Da

bismo razlikovali dr`ave, `elimo da ih obojimo tako da dr`ave sa

zajedni~kom granicom budu obojene razli~itim bojama. Problem se

sastoji u tome da se odredi minimalan broj boja potrebnih da se takva

geografska karta oboji na opisani na~in.

Problem je 1852. godine uo~io londonski student Gatri18, koji je bio

anga`ovan na bojewima karti londonskih okruga. Svaki okrug je, zbog

preglednosti, bio obojen posebnom bojom, pri ~emu su susedni okruzi

(pod susednim se podrazumevaju oni okruzi sa zajedni~kom granicom,

ali ne i oni koji imaju jednu ili vi{e izolovanih zajedni~kih ta~aka)

obojeni razli~itim bojama. Gatri je primetio da pri tim uslovima nije

bilo dovoqno mawe od ~etiri boje, dok je sa ~etiri boje bilo mogu}e

obojiti kartu na tra`eni na~in. Nametnulo se pitawe da li je i za

bojewe drugih karti, i to ne samo stvarnih, ve} svih karti sa navedenim

osobinama koje se mogu zamisliti, dovoqno ~etiri boje. Pomo} je

potra`io od De Morgana19, profesora matematike na Univerzitetu u

Londonu. Prvi pisani tekst o problemu ~etiri boje je pismo koje je

krajem 1852. godine De Morgan poslao Hamiltonu20, u kome je objasnio

problem i potra`io pomo}. Problem je postao poznat tek nakon De

Morganove smrti, 1878. godine, kada ga je Kejli izlo`io na sastanku

londonskog matemati~kog dru{tva, a nedugo zatim objavio prvi ~lanak

o wemu, i to u geografskom, a ne matemati~kom ~asopisu, u kome je

izlo`io te`inu problema i priznao da nije uspeo da ga re{i.

Prvi ozbiqan poku{aj re{avawa problema na~inio je Kempe21 1880.

godine, da bi deset godina kasnije, 1890. godine, Hivud22 otkrio gre{ku

u ovom dokazu. Me|utim, ni sam Hivud nije uspeo da re{i problem, ve}

je dokazao da se svaka mapa mo`e obojiti sa pet boja. Od tada je veliki

broj matemati~ara poku{avao da re{i problem, da bi tek 1976. godine

18 Francis Guthrie (1831�1899), ju`noafri~ki matemati~ar
19 Augustus De Morgan (1806�1871), britanski matemati~ar
20 William Rowan Hamilton (1805�1865), irski matemati~ar
21 Alfred Bray Kempe (1849�1922), britanski matemati~ar
22 Percy John Heawood (1861�1955), britanski matemati~ar
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to po{lo za rukom matemati~arima Apelu23, Hejkenu24 i Kohu25 i to

uz zna~ajnu pomo} ra~unara i kori{}ewe rezultata niza matemati~ara

koji su objavqivani u prethodnom periodu. Do danas nije poznato da

li je mogu}e re{iti ovaj problem bez upotrebe ra~unara.

Slika 3.39

Problem ~etiri boje mo`e se prevesti na jezik teorije grafova. U

tom ciqu, definisa}emo pojam mape ili karte.

Definicija 3.49. Mapa ili karta je povezan planaran graf koji nema

mostova, odnosno granski 2-povezan planaran graf.

Svakoj karti mo`e se pridru`iti jedan planaran graf, tako {to

se svakoj oblasti (regiji) na karti pridru`i po jedan ~vor grafa, pri

~emu su ~vorovi koji odgovaraju susednim regijama povezani granama

(slika 3.39). Pri tome, pod susednim regijama podrazumevamo one koje

imaju zajedni~ku grani~nu liniju, ali ne i one koje se dodiruju samo

u jednoj ta~ki. Na taj na~in se problem bojewa regija na karti svodi

na problem bojewa ~vorova planarnog grafa tako da nikoja dva susedna

~vora nemaju istu boju.

Problem ~etiri boje preveden na jezik teorije grafova glasi:

Dokazati da je svaki planaran graf 4-obojiv.

Hivud je dokazao da se svaka geografska karta mo`e obojiti sa pet

boja, odnosno dokazao je da va`i slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.30. Svaki planaran graf je 5-obojiv.

23 Kenneth Appel (1932�2013), ameri~ki matemati~ar
24 Wolfgang Haken, ameri~ki matemati~ar, ro|en 1928. godine
25 John Koch, ameri~ki matemati~ar
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Dokaz. Dokaz izvodimo matemati~kom indukcijom po broju ~vorova

n. Za svaki planaran graf sa n 6 5 ~vorova rezultat je trivijalan, jer
je svaki takav graf 5-obojiv.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve planarne grafove sa mawe

od n ~vorova i posmatrajmo planaran graf G sa n ~vorova. Na osnovu

posledice 3.4 planaran graf G sadr`i bar jedan ~vor stepena ne ve}eg

od 5. Neka je to ~vor v.

Slika 3.40

Pretpostavimo najpre da je ~vor v stepena maweg od 5. Udaqimo iz
grafa G ~vor v zajedno sa wemu susednim granama. Dobijeni graf je na

osnovu iduktivne pretpostvake 5-obojiv. Vratimo ~vor v nazad u graf.
Kako je za bojewe ~vorova susednih ~voru v potrebno najvi{e 4 boje,

sledi da ~vor v mo`emo obojiti jednom od preostalih boja.

Posmatrajmo sada slu~aj kada je ~vor v stepena 5. Neka su v1, v2, v3,
v4, v5 ~vorovi susedni ~voru v u grafuG. Prema posledici 3.6 ~vorovi
v1, v2, v3, v4, v5 ne obrazuju potpuni pentagraf K5 u grafu G, odakle
sledi da postoji bar jedan par ~vorova koji nije povezan granom. Neka

su to, na primer, ~vorovi v3 i v5. Uklonimo iz grafaG grane vv1, vv2 i
vv4, a zatim udaqimo i grane vv3 i vv5, a sve grane koje dolaze do ~vorova
v3 i v5 produ`imo do novog ~vora koji }emo ozna~iti sa v

′ (slika 3.40).
Time smo izbacili ~vorove v3 i v5 iz grafa G. Dobijeni graf G′ je po
induktivnoj pretpostavci 5-obijiv. Bojewe grafa G′ odre|uje i bojewe
grafa G. Naime, kako ~vorovi v3 i v5 nisu susedni, dobijaju boju ~vora
v′. Za bojewe ~vorova v1, v2 i v4 potrebne su najvi{e tri boje, odre|ene
bojewem grafa G′. Sada je za bojewe ~vora v potrebna jo{ jedna boja,

~ime je teorema dokazana.
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3.14 Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi

3.14.1 Ojlerovi grafovi

Jedan od najstarijih poznatih problema koji je u vezi sa grafovima

je tzv. problem kenigsber{kih mostova. Kroz nekada{wi pruski grad

Kenigsberg (dana{wi Kaliwingrad) proti~e reka Pregel, na kojoj se

nalaze dva ostrva, povezana me|usobno i sa obalama reke pomo}u sedam

mostova (slika 3.41).

Slika 3.41

Gra|ani Kenigsberga su poku{avali da odgovore na pitawe da li je

mogu}e obi}i svih sedam mostova, tako da svaki pre|u ta~no jedanput.

^uveni{vajcarski matemati~ar Ojler je 1736. godine dokazao da to nije

mogu}e i formulisao potrebne i dovoqne uslove da takav obilazak po-

stoji. Ojlerov rezultat se smatra prvim rezultatom, a time i po~etkom

teorije grafova. Ojler je svakoj obali i ostrvu pridru`io po jedan ~vor

grafa, dok su mostovi predstavqali grane izme|u wih. Na taj na~in

dobijen je jedan multigraf, predstavqen na slici 3.42.

Slika 3.42

Definicija 3.50. Ojlerova kontura grafa (multigrafa) G je zatvorena

staza koja sadr`i sve grane grafa G. Graf (multigraf) koji ima

Ojlerovu konturu naziva se Ojlerov graf (Ojlerov multigraf).
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Ojlerov put u grafu (multigrafu) G je staza koja koja sadr`i sve

grane izG (ne mora biti zatvorena). Graf (multigraf) koji imaOjlerov
put naziva se poluojlerov graf (poluojlerov multigraf).

U dokazu glavne teoreme o Ojlerovim grafovima koristi}emo sle-

de}e tvr|ewe.

Lema 3.1. Ako je stepen svakog ~vora grafa G ve}i od 1, tj. δ(G) > 2,
tada graf G sadr`i konturu.

Dokaz. Neka je P = v1v2 . . . vk najdu`i put u grafu G. ^vor v1 mo`e
biti susedan samo sa ~vorovima puta P , tj. N(v1) ⊆ V (P ), jer bi u

suprotnom u grafu G postojao du`i put od puta P . Kako je d(v1) > 2,
postoji ~vor vi, 3 6 i 6 k, takav da v1vi ∈ E(G), odakle sledi da je

v1v2 . . . viv1 kontura u G.

Odgovor na pitawe koji grafovi poseduju Ojlerovu konturu daje

slede}a teorema.

Teorema 3.31. (Ojler)Povezan multigraf sa bar jednom granom je Ojlerov

ako i samo ako je svaki wegov ~vor parnog stepena.

Dokaz. Neka je multigraf G Ojlerov. Ako se kre}emo po Ojlerovoj

konturimultigrafaG, onda uvek kada nekom granomdo|emo u neki ~vor,
koristimo drugu granu za napu{tawe tog ~vora. Kako moramo pro}i

kroz sve grane Ojlerove konture i vratiti se u po~etni ~vor, stepeni

svih ~vorova su parni.

Obratno, pretpostavimo da su stepeni svih ~vorova povezanog mul-

tigrafa G parni i doka`imo da G sadr`i Ojlerovu konturu. Dokaz

izvodimo matemati~kom indukcijom po broju granam.

Slika 3.43

Za povezani multigraf sa dve grane, predstavqen na slici 3.43,

tvr|ewe je ta~no. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za multigrafove sa

mawe od m grana i posmatrajmo povezan multigraf G sa m grana ~iji

su svi ~vorovi parnog stepena. Multigraf G je povezan, a stepeni svih

wegovih ~vorova su parni, odakle sledi da je δ(G) > 2, pa na osnovu
leme 3.1 postoji kontura C u G. Neka je G′ = G − E(C) multigraf
dobijen udaqavawem svih grana koje pripadaju konturiC izmultigrafa
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Slika 3.44

G (slika 3.44). Svi ~vorovi multigrafa G′ su tako|e parnog stepena.
Naime, ako v ∈ V (C), tada je dG′(v) = dG(v)− 2, dok za v ̸∈ V (C) va`i
da je dG′(v) = dG(v). Multigraf G′ ne mora biti povezan. Neka su

H1,H2, . . . , Ht komponente povezanosti multigrafa G
′, t > 1. Svaka od

komponenti Hi, 1 6 i 6 t, je povezan graf ~iji su svi ~vorovi parnog

stepena, pa prema induktivnoj pretpostavci sadr`i Ojlerovu konturu

(zatvorenu stazu) si. Osim toga, kako je multigraf G povezan, svaka od

zatvorenih staza s1, s2, . . . , st ima bar jedan zajedni~ki ~vor sa konturom
C. Sada se zatvorena Ojlerova staza multigrafa G formira tako {to

se, po~ev{i od proizvoqnog ~vora sa konture C, kre}emo po konturi,
i kad god nai|emo na neki ~vor u koji se nalazi na zatvorenoj stazi si
koju nismo obi{li, iz wega skrenemo i obi|emo celu stazu si, vratimo
se u ~vor u, a zatim nastavqamo obilazak kre}u}i se po konturi C, sa
potrebnim skretawima za ostale staze sj . Dakle, tvr|ewe je ta~no i za
multigraf sam grana koji zadovoqava uslove teoreme.

Posledica prethodne teoreme je slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.32. Povezan multigraf G sa bar jednom granom je poluojlerov

ako i samo ako sadr`i 0 ili 2 ~vora neparnog stepena.

Dokaz. Ako multigraf poseduje Ojlerov put, tj. zatvorenu Ojlerovu

stazu ili Ojlerovu stazu, tada analogno dokazu prvog dela prethodne

teoreme, zakqu~ujemo da je svaki wegov ~vor parnog stepena (u slu~aju

zatvorene Ojlerove staze), odnosno sadr`i dva ~vora (po~etni i krajwi)

neparnog stepena (u slu~aju postojawa Ojlerove staze).

Ako povezan netrivijalan multigrafG ima sve ~vorove parnog ste-

pena, tada prema prethodnoj teoremi sledi daG sadr`i zatvorenu Ojle-

rovu stazu, odakle proizilazi da je G Ojlerov, a time i poluojlerov
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graf.

PretpostavimodapovezanmultigrafGimadva ~voraui v neparnog
stepena. Neka je G′ multigraf dobijen od G dodavawem novog ~vora w
i grana uw i vw. Tada su svi ~vorovi povezanog multigrafa G′ parnog
stepena, pa on sadr`i zatvorenu Ojlerovu stazu s. Uklawawem ~vora w
iz G′ dobija se Ojlerova staza u multigrafu G koja polazi iz ~vora u i

zavr{ava se u ~voru v.

Napomena 3.1. Povezanost multigrafa predstavqa, osim u trivijalnim

slu~ajevima, potreban uslov za egzistenciju Ojlerove staze. Naime, od

nepovezanih multigrafova Ojlerovu stazu mogu eventualno imati samo

oni ~ije sve grane pripadaju jednoj komponenti.

PRIMER 3.31. Obilazak mostova u Kenigsbergu nije mogu}, jer odgo-

varaju}i graf, prikazan na slici 3.42, sadr`i 4 ~vora neparnog stepena,
pa prema prethodnoj teoremi on nije ni poluojlerov, a samim tim ni

Ojlerov.

PRIMER 3.32. Ako je u grafuG broj ~vorova neparnog stepena jednak 2k,
k > 1, dokazati da tada u grafuG postoji k staza, takvih da svaka grana
pripada jednoj od tih staza.

Re{ewe. Neka je G′ graf dobijen od grafa G dodavawem ~vora v
susednog sa svakim od 2k ~vorova neparnog stepena uG. Tada su u grafu
G′ stepeni svih ~vorova parni, pa prema Ojlerovoj teoremi u grafu G′

postoji zatvorena stazaC koja sadr`i sve grane grafaG′. Kako je stepen
~vora v jednak 2k, zatvorena stazaC se sastoji od k granski disjunktnih
zatvorenih staza C1, C2, . . . , Ck sa zajedni~kim ~vorom v. Udaqavawem
~vora v iz grafa G′, zajedno sa svim wemu incidentnim granama, svaka

od zatvorenih staza Ci se transformi{e u stazu Pi, 1 6 i 6 k, pri
~emu, imaju}i u vidu definiciju zatvorene staze C, svaka grana grafa
G pripada jednoj od tih staza. △

Ojlerove staze su zna~ajne za organizacije koje u velikim gradovima

raznose po{tu, napla}uju ra~une ili vr{e usluge po doma}instvima, jer

}e vr{ewe takvih poslova biti izvedeno najracionalnije ako se kroz

svaku ulicu pro|e ta~no jedanput. Jedan od najpoznatijih problema ove

vrste je problem kineskog po{tara. Naime, po{tar ujutru uzima pisma,

obilazi ulice u svom reonu i na kraju radnog vremena se vra}a u po{tu,

{to }e biti izvedeno najracionalnije ako kroz svaku ulicu pro|e ta~no

jedanput. Ovo je mogu}e samo ako je odgovaraju}i graf, pridru`en prob-

lemu, Ojlerov, dok se u ostalim slu~ajevima tra`i optimalno re{ewe

koje }e obezbediti da po{tar hoda {to je mawe mogu}e.
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Ojlerove staze pojavquju se i u zadacima tzv. rekreativne mate-

matike. Naime, ako je potrebno da se zadata figura u ravni, koja se

sastoji od izvesnog broja ta~aka (~vorova) i linija koje ih povezuju,

nacrta �u jednom potezu�, tj. bez podizawa olovke sa papira, tako da

se svakom linijom pre|e ta~no jedanput, dok je kroz ~vorove dozvoqe-

no prolaziti vi{e puta, to zna~i da treba nacrtati jednu Ojlerovu

stazu u datom grafu. Na slici 3.45 su predstavqene dve figure (koje

podse}aju na otvoreno i zatvoreno pismo), od kojih je prvu mogu}e, a

drugu nemogu}e nacrtati na opisani na~in.

Slika 3.45

3.14.2 Hamiltonovi grafovi

Pojam Hamiltonovih grafova vezuje se za poznatog irskog matema-

ti~ara Hamiltona. On je je 1857. godine predstavio zanimqivu igru

na dodekaedru, jednom od pet pravilnih poliedara sa 20 temena i 12
strana koje predstavqaju pravilne petouglove, pri ~emu se u svakom

temenu susti~u po tri strane. Temena dodekaedra Hamilton je obele`io

imenima 20 velikih gradova tog vremena, a ciq igre je bio da se obi|u

svi gradovi i vrati se u polazni grad. Pri tome, bilo je dozvoqeno kre-

tawe du` ivica dodekaedra, kroz svako teme (grad) dozvoqeno je pro}i

ta~no jednom, a put po~iwe i zavr{ava se u istom temenu (gradu). U ciqu

boqe preglednosti, umesto dodekaedra }emo posmatrati wegovu stere-

ografsku projekciju u ravni (slika 3.46). Tada se Hamiltonov �put oko

sveta� svodi na konturu koja prolazi kroz sve ~vorove tako dobijenog

grafa ta~no jedanput. Na slici je tra`ena kontura koja predstavqa

re{ewe Hamiltonovog problema predstavqena podebqanim linijama.

Zanimqiva je ~iwenica da je dve godine pre nego {to je Hamilton pred-

stavio svoju igru, britanski matemati~ar Kirkman26 postavio pro-

blem da se utvrdi da li je mogu}e u datom grafu poliedra prona}i

26 Thomas Kirkman (1806�1895), britanski matemati~ar
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konturu koja kroz svako teme prolazi ta~no jedanput. Dakle, iako je

Hamiltonova igra izazvala vi{e interesovawa za grafove kasnije na-

zvane Hamiltonovim grafovima, wih je prvi prou~avao Kirkman.

Slika 3.46

Definicija 3.51. Hamiltonova kontura u grafu je kontura (zatvoreni
put) koja sadr`i sve ~vorove grafa, a graf u kome postoji takva kontura

naziva se Hamiltonov graf.

Hamiltonov put u grafu je put koji sadr`i sve ~vorove grafa. Graf

koji ima Hamiltonov put naziva se poluhamiltonov graf.

Sli~nim problemima su se, i pre Hamiltona (i Kirkmana), bavili

mnogi matemati~ari. Najpoznatiji takav problem je problem kowi~kog

skoka (kow ili skaka~ je {ahovska figura), koji se mo`e formulisati

na slede}i na~in.

Da li je mogu}e skaka~em (kowem) obi}i sva poqa {ahovske table,

tako da se svako poqe obi|e ta~no jedanput?

Ekvivalentna, grafovska formulacija ovog problema glasi:

Da li u grafu pridru`enom skaka~u postoji Hamiltonov put?

Na slici 3.47 je prikazano jedno re{ewe problema kowi~kog skoka na

klasi~noj {ahovskoj tabli dimenzije 8 × 8. O ovom problemu postoji

obimna literatura. Ispitivana je egzistencija re{ewa na {ahovskim

tablama razli~itih dimenzija, kao i na~in konstrukcije i broj re{ewa.

Dokazano je da problem kowi~kog skoka ima re{ewe na svim pravouga-

onim tablama dimenzijem× n (m,n > 3), osim tabli 3× 3, 3× 5, 3× 6
i 4× 4.

Problem karakterizacije Hamiltonovih grafova je jedan od naj-

te`ih i jo{ uvek nere{enih problema teorije grafova. Za razliku
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Slika 3.47

od Ojlerovih (ili poluojlerovih) grafova, ~ija egzistencija zavisi

samo od stepena ~vorova, kod Hamiltonovih (ili poluhamiltonovih)

grafova to nije slu~aj. Na slici 3.48 su prikazana dva grafa sa po 16
~vorova i istim nizom stepena ~vorova (oba grafa su regularna, stepena

3). Prvi graf ima ne samoHamiltonov put, ve} iHamiltonovu konturu,
dok drugi graf ne poseduje Hamiltonov put.

Slika 3.48

PRIMER 3.33. Na}i primer grafa koji je:

(1) istovremeno Ojlerov i Hamiltonov;

(2) Hamiltonov, ali ne i Ojlerov;

(3) Ojlerov, ali ne i Hamiltonov;

(4) nije ni Ojlerov ni Hamiltonov.

Re{ewe. (1)KonturaCn je istovremeno Ojlerov i Hamiltonov graf.
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(2) Potpuni grafK4 nije Ojlerov, a jeste Hamiltonov graf.

(3)Potpuni bipartitan grafK2,3 jeste Ojlerov, a nije Hamiltonov

graf.

(4) Zvezda S4 = K1,3 nije ni Ojlerov ni Hamiltonov graf. △
U literaturi je formulisano vi{e potrebnih i vi{e dovoqnih

uslova da graf bude Hamiltonov, ali me|u wima ne postoji nijedan koji

je istovremeno i potreban i dovoqan. U nastavku }e biti izlo`eni

neki potrebni, odnosno dovoqni uslovi da graf bude Hamiltonov.

Teorema 3.33. Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki pravi neprazan

podskup S ⊂ V (G) va`i ω(G−S) ≤| S |, gde je sa ω(G−S) ozna~en broj
komponenti povezanosti grafa G− S.

Slika 3.49

Dokaz. Neka je C Hamiltonova kontura grafa G. Tada je V (G) =
V (C) i za svaki pravi neprazan podskup S skupa V (G) ispuweno je

ω(C − S) 6 |S|. Naime, uklawawem ~vorova iz skupa S, kontura C
se raspada na jedan ili vi{e disjunktnih puteva, ~iji broj nije ve}i

od broja elemenata skupa S, jer uklawawem svakog novog ~vora iz S
dobijamo nov put ako taj ~vor nije susedan u C sa nekim prethodno

izba~enim ~vorom. Jednakost u ovoj nejednakosti va`i samo u slu~aju

kada nikoja dva ~vora iz S nisu susedi u C i tada se kontura C raspada

na ta~no |S| disjunktnih puteva (slika 3.49).
S obzirom na to da jeE(C) ⊆ E(G), sledi da jeE(C−S) ⊆ E(G−S),

odakle proizilazi da je ω(G − S) 6 ω(C − S), jer se dodavawem novih

grana ne pove}ava broj komponenti grafa.

Imaju}i u vidu navedene nejednakosti zakqu~ujemo da je ω(G−S) 6
ω(C − S) 6 |S|, ~ime je tvr|ewe dokazano.
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Rezulatat naveden u teoremi 3.33 je ~esto pogodan pri dokazivawu

da dati graf nije Hamiltonov. Naime, potrebno je pogodno izabrati

podskup S ⊂ V (G), takav da je ω(G− S) > |S|.

PRIMER 3.34. Dokazati da Her{elov27 graf, prikazan na slici 3.50,

nije Hamiltonov.

Re{ewe.Ozna~imo posmatrani graf saG, a za skupS izaberimo skup

od 5 crnih ~vorova grafa G. Kako je G − S ∼= K6, to je ω(G − S) = 6,
pa graf G nije Hamiltonov. △

Slika 3.50

Uslov iz teoreme 3.33 nije i dovoqan uslov za Hamiltonove grafove.

Za Petersenov grafG, prikazan na slici 3.32 a), mo`e se pokazati da je
ω(G−S) 6 |S| za svaki pravi neprazan podskupS ⊂ V (G), a Petersenov
graf nije Hamiltonov.

Ukoliko u teoremi 3.33 posmatramo samo jedno~lane skupove S do-

bijamo slede}u posledicu.

Teorema 3.34. Svaki Hamiltonov graf je 2-povezan.

Obrnuto tvr|ewe i u ovom slu~aju ne va`i. Na primer, posmatrajmo

grafK2,3 koji je 2-povezan. Ako za skup S izaberemo partitivni skup sa

2 ~vora ovog grafa, tada jeK2,3−S ∼= K3, pa jeω(K2,3−S) = 3 > 2 = |S|,
odakle, prema teoremi 3.33, sledi da grafK2,3 nije Hamiltonov.

27 Alexander Stewart Herschel (1836�1907), britanski astronom
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Dovoqni uslovi za Hamiltonove grafove su mnogo brojniji od po-

trebnih. Najpoznatiji su Dirakov, Oreov28, kao i Bondijev29 i Hvata-

lov30.

Teorema 3.35. (Bondi, Hvatal) Neka je G graf sa n ~vorova, n > 3, i v i
w dva nesusedna ~vora u G, takva da je d(v) + d(w) > n. Tada je graf G
Hamiltonov ako i samo ako je graf G+ vw Hamiltonov.

Dokaz. Ako je graf G Hamiltonov, tada je o~igledno i graf G+ vw
Hamiltonov.

Obratno, pretpostavimo da je grafG+ vw Hamiltonov, dok grafG
to nije. Tada grana vw pripada Hamiltonovoj konturi grafa G + vw,
a graf G sadr`i Hamiltonov put koji povezuje ~vor v sa ~vorom w.
Neka su ~vorovi ovog puta ozna~eni redom sa v = v1, v2, . . . , vn = w.
Defini{imo skupove S, T ⊆ V (G) sa

S = {vk | vvk+1 ∈ E(G)} ,

T = {vk | vkw ∈ E(G)} .

Tada v = v1 ∈ S, vn−1 ∈ T i va`i da je |S| = d(v), |T | = d(w). Na

osnovu pretpostavke teoreme zakqu~ujemo da va`i nejednakost

(3.9) |S|+ |T | = d(v) + d(w) > n.

Kako w ̸∈ S ∪ T , to je |S ∪ T | < n, odakle, imaju}i u vidu (3.9), za-

kqu~ujemo da je S ∩ T ̸= ∅, tj. postoji ~vor vk ∈ S ∩ T . Dakle,

postoji ~vor vk, takav da vvk+1 ∈ E(G) i vkw ∈ E(G), pa graf G
sadr`i Hamiltonovu konturu vvk+1vk+2 . . . vn−1wvkvk−1 . . . v2v (slika

3.51), {to je suprotno pretpostavci da graf G nije Hamiltonov.

Slika 3.51

Posledica prethodne teoreme je slede}a Oreova teorema.

28 Øystein Ore (1899�1968), norve{ki matemati~ar
29 John Adrian Bondy, britansko-kanadski matemati~ar, ro|en 1944. godine
30 Václav Chvátal, ~e{ko-kanadski matemati~ar, ro|en 1946. godine
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Teorema 3.36. (Ore) Ako je G graf sa n, n > 3, ~vorova, takav da za

svaka dva nesusedna ~vora v i w va`i da je d(v) + d(w) > n, tada je G
Hamiltonov graf.

Dokaz. Dodaju}i grane izme|u nesusednih ~vorova grafa G (dokle

god u grafu G postoje nesusedni ~vorovi) i primewuju}i teoremu 3.35,

dobijamo da je grafGHamiltonov ako i samo ako je kompletan grafKn

Hamiltonov. Kako je kompletan grafKn Hamiltonov za n > 3, tvr|ewe
teoreme va`i.

Direktna posledica Oreove teoreme je Dirakova teorema.

Teorema 3.37. (Dirak) Ako je G graf sa n, n > 3, ~vorova, takav da je
d(v) > 1

2n za svaki ~vor v ∈ V (G), tada je G Hamiltonov graf.

PRIMER 3.35. Na dvoru kraqa Artura skupilo se 2n vitezova, od kojih

svaki me|u prisutnima ima najvi{e n − 1 neprijateqa. Dokazati da je
vitezove mogu}e rasporediti oko okruglog stola tako da nijedan vitez

ne sedi pored svog neprijateqa.

Re{ewe. Neka je svaki od 2n vitezova predstavqen jednim ~vorom

grafaG, pri ~emu su dva ~vora susedna uG ako i samo ako odgovaraju}i

vitezovi nisu neprijateqi. Kako svaki vitez ima najvi{e n− 1 nepri-
jateqa me|u prisutnima, sledi da je stepen svakog ~vora grafa G jednak

najmawe 2n− 1− (n− 1) = n, odakle, prema Dirakovoj teoremi, sledi
da u grafu G postoji Hamiltonova kontura koja odgovara tra`enom

rasporedu vitezova oko okruglog stola. △

PRIMER 3.36. Neka je G graf sa n ~vorova i m > n2 − 3n+ 6

2
grana.

Dokazati da graf G ima Hamiltonovu konturu.

Re{ewe. Kako je
n(n− 1)

2
− (n− 3) =

n2 − 3n+ 6

2
, graf G se mo`e

shvatiti kao delimi~ni graf kompletnog grafa Kn iz koga je udaqeno

ne vi{e od n− 3 grana. Za proizvoqna dva nesusedna ~vora vi i vj ovog
grafa va`i da je di + dj > 2(n− 2)− (n− 4) = n, odakle prema teoremi
Orea sledi da graf G ima Hamiltonovu konturu. △

Na kraju navodimo jo{ jedan va`an problem vezan za Hamiltonove

grafove. To je problem trgova~kog putnika koji glasi:

Dat je skup od n gradova koje trgova~ki putnik treba da obi|e po

jedanput, tako da put zavr{i u gradu iz koga je krenuo. Odrediti re-

dosled obilaska gradova pri kome su tro{kovi puta minimalni.
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U grafovskoj formulaciji ovog problema koriste se te`inski gra-

fovi, tj. grafovi kod kojih je svakoj grani dodeqena odre|ena te`ina

(u slu~aju problema trgova~kog putnika te`ina grane predstavqa tro-

{kove puta izme|u odgovaraju}ih gradova). Na jeziku teorije grafova

problem trgova~kog putnika glasi:

U zadatom te`inskom grafu odrediti Hamiltonovu konturu naj-

mawe te`ine.

Ovaj problem je zna~ajan u oblasti operacionih istra`ivawa, kao

i u teorijskom ra~unarstvu. Kako sam problem tra`ewa Hamiltonove

konture iziskuje dosta (ra~unarskog) vremena, prona|en je veliki broj

heuristika koje daju �pribli`no optimalno re{ewe�. Dokazano je da

problem trgova~kog putnika predstavqa tzv. NP-kompletan problem,
odnosno svi poznati algoritmi za wegovo re{avawe imaju eksponenci-

jalnu slo`enost.

3.15 Broj unutra{we i spoqa{we stabilnosti grafa

Definicija 3.52. Neka je G = (V,E) proizvoqan graf. Podskup S skupa

~vorova V zove se unutra{we stabilan ili nezavisan skup grafa G ako

su svaka dva ~vora iz S nesusedna u G, tj. za svaki par ~vorova v, w ∈ S
va`i vw ̸∈ E.

Prema prethodnoj definiciji sledi da podgraf G[S] grafa G in-

dukovan unutra{we stabilnim skupom S ne sadr`i nijednu granu, odno-

sno sastoji se samo od izolovanih ~vorova.

Definicija 3.53. Neka je S skup svih unutra{we stabilnih skupova

grafa G. Broj unutra{we stabilnosti α(G) grafa G defini{e se sa

α(G) = max
S∈S

|S|.

Skupovi S ∈ S za koje je |S| = α(G) nazivaju se maksimalni unutra{we
stabilni ili maksimalni nezavisni skupovi grafa G.

Maksimalan unutra{we stabilan skup grafa se mo`e dovesti u vezu

sa klikom grafa. Naime, ako je S maksimalan unutra{we stabilan skup

~vorova grafa G, tada su svaka dva ~vora iz S nesusedna u grafu G,



134 3.15. BROJ UNUTRA[WE I SPOQA[WE STABILNOSTI GRAFA

odnosno susedna u wegovom komplementu G, odakle, zbog maksimalno-
sti skupa S, sledi da ~vorovi iz S formiraju kliku (potpuni podgraf

sa maksimalnim brojem ~vorova) u G, pa va`i jednakost

α(G) = K(G).

Broj unutra{we stabilnosti α(G) grafa G se mo`e dovesti u vezu

i sa wegovim hromatskim brojem χ(G). Kako su pri pravilnom bo-

jewu grafa svi ~vorovi iste boje me|usobno nesusedni, oni obrazuju

unutra{we stabilan skup grafa, odakle sledi da broj ~vorova iste boje

nije ve}i od α(G). Pretpostavimo da grafG ima n ~vorova i ozna~imo
sa ni broj ~vorova obojenih i-tom bojom, i = 1, 2, . . . , χ(G). Tada je

ni 6 α(G) za svako i, a kako je
γ(G)∑
i=1

ni = n, to je

α(G)χ(G) > n,

tj.

(3.10) α(G) > n

χ(G)
.

Prema Bruksovoj proceni hromatskog broja (nejednakost (3.8)) va`i

da je χ(G) 6 ∆(G) + 1, gde je sa∆(G) ozna~en maksimalan stepen grafa
G. Kombinuju}i ovaj rezultat i nejednakost (3.10), zakqu~ujemo da va`i
slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.38. Za broj unutra{we stabilnosti α(G) grafa G va`i ne-

jednakost

α(G) > n

∆(G) + 1
.

Pojam unutra{we stabilnih skupova grafa se mo`e dovesti u vezu

sa nekim zanimqivim{ahovskim problemima. U tom ciqu, pokaza}emo

najpre kako se svakoj {ahovskoj figuri mo`e pridru`iti odgovaraju}i

graf. Svakom poqu {ahovske table pridru`uje se po jedan ~vor grafa,

pri ~emu su dva proizvoqna ~vora v i w ovog grafa spojena granom ako

i samo ako odgovaraju}a figura mo`e u jednom potezu da pre|e sa poqa

v na poqe w i obrnuto.

Polo`aj vi{e figura iste vrste na {ahovkoj tabli, pri kome se one

me|usobnonenapadaju, odgovara u grafupridru`enomtojfiguri jednom

unutra{we stabilnom skupu. Maksimalan broj figura iste vrste koje
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se mogu postaviti na {ahovsku tablu tako da se me|usobno ne napadaju

predstavqa broj unutra{we stabilnosti pridru`enog grafa.

Za {ahovsku figuru damu (kraqicu) na tabli dimenzije 8 × 8 broj
unutra{we stabilnosti pridru`enog grafa jednak je 8, dok je za proi-
zvoqnu tablu dimenzije n× n taj broj jednak n, za n > 4, odnosno 1, 1, 2
za n = 1, 2, 3, respektivno. Za topa, odnosno lovca, va`i da je α(G) = n,
odnosno α(G) = 2n− 2, na tabli dimenzije n× n.

U {ahovskoj literaturi poznat je problem osam dama objavqen 1848.

godine, koji glasi:

Na koliko se na~ina 8 dama mo`e postaviti na {ahovsku tablu

dimenzije 8× 8, tako da se me|usobno ne napadaju?

U grafovskoj interpretaciji ovaj problem glasi:

Koliko ima maksimalnih unutra{we stabilnih skupova u grafu pri-

dru`enom {ahovskoj figuri dami?

Problem osam dama re{io je Nauk31 1850. godine. Postoji ukupno

92 re{ewa, a jedno od re{ewa je prikazano na slici 3.52 a).

Slika 3.52

Problem razme{tawa dama nije re{en u op{tem slu~aju, kada se

umesto table dimenzije 8 × 8 posmatra proizvoqna tabla dimenzije

n× n.

Pojam unutra{we stabilnih skupova grafa ima, osim za re{avawe

{ahovskih problema, i druge razli~ite primene. Pomenu}emo vezu ovog

pojma i jednog problema iz teorije kodova koji ispravqaju gre{ke.

Posmatrajmo skup ure|enih n-torki oblika X = (x1, x2, . . . , xn),
pri ~emu xi ∈ {1, 2, . . . , b}. Ovakvih ure|enih n-torki ima bn. Dve

n-torke su me|usobne jednake ako i samo ako su im sve odgovaraju}e

31 Franz Nauck
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koordinate jednake. Ka`e se da su n-torke X = (x1, x2, . . . , xn) i Y =
(y1, y2, . . . , yn) na rastojawu d ako imaju ta~no d razli~itih koordinata
(ovakvo rastojawe n-torki naziva se Hemingovo32 rastojawe).

Kod kodovskog rastojawa d = 2ℓ+1 ima osobinu da ako se prilikom
preno{ewa proizvoqnen-torke koda kroz sistem veze pogre{no prenese
ne vi{e od ℓ koordinata n-torke, u prijemnom ure|aju se odgovaraju}a

n-torka mo`e rekonstruisati.

Jedan od va`nih problema u teoriji kodova koji ispravqaju gre{ke

je slede}i:

Koliko u datom skupu n-torki postoji n-torki ~ija me|usobna ra-
stojawa nisu mawa od d, tj. koliko n-torki sadr`i najve}i kod kodovskog

rastojawa d?

Ovaj problem se mo`e formulisati kao problem teorije grafova na

slede}i na~in. Ozna~imo sa Gnbℓ graf ~iji ~vorovi odgovaraju opisa-

nimn-torkama, pri ~emu su dva ~vora susedna ako i samo ako je rastojawe
odgovaraju}ih n-torki mawe od d = 2ℓ + 1. Broj ~vorova ovog grafa

jednak je bn. Kako postoji
(
n
k

)
(b − 1)k n-torki koje su na rastojawu k,

1 6 k 6 n, od svake n-torke, sledi da je svaki ~vor grafa susedan sa
2ℓ∑
k=1

(
n
k

)
(b− 1)k drugih ~vorova. Dakle, Gnbℓ je regularan graf.

Grafovska interpretacija postavqenog problem glasi:

Odrediti broj unutra{we stabilnosti grafa Gnbℓ.

Prou~avawe osobina grafa Gnbℓ je zna~ajno ne samo za navedeni, ve} i

za druge probleme teorije kodova koji ispravqaju gre{ke.

Osim unutra{we stabilnih skupova defini{u se i spoqa{we sta-

bilni skupovi grafa.

Definicija 3.54. Podskup T skupa ~vorova V grafa G = (V,E) naziva
se spoqa{we stabilan skup grafa G, ako iz svakog ~vora koji ne pripada
skupu T vodi bar jedna grana u neki od ~vorova iz T .

Definicija 3.55. Neka je T skup svih spoqa{we stabilnih skupova grafa

G. Broj spoqa{we stabilnosti β(G) grafa G defini{e se sa

β(G) = min
T∈T

|T |.

Skupovi T ∈ T za koje je |T | = β(G) nazivaju se minimalni spoqa{we
stabilni skupovi grafa G.

32 Richard Hamming (1915�1998), ameri~ki matemati~ar
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Pojam spoqa{we stabilnosti grafa se, sli~no pojmu unutra{we

stabilnosti grafa, dovodi u vezu sa {ahovskim problemom poznatim

kao problem pet dama koji glasi:

Koliko je najmawe dama potrebno postaviti na {ahovsku tablu da

bi sva poqa bila napadnuta, ako dama napada i poqe na kome se nalazi?

Za re{ewe postavqenog problema potrebno je najmawe pet dama.

Pokazano je da ima ukupno 4860 re{ewa, a jedno od wih je prikazano

na slici 3.52 b). Re{ewa problema pet dama predstavqaju minimalne

spoqa{we stabilne skupove u grafu pridru`enom {ahovskoj figuri

dami.

PRIMER 3.37. Neka ~vorovi v1, v2, . . . , vk, ~iji su stepeni d1, d2, . . . , dk,
respektivno, obrazuju spoqa{we stabilan skup u grafu sa n ~vorova.

Dokazati da va`i nejednakost

k +

k∑
i=1

di > n.

Re{ewe. Neka je T = {v1, v2, . . . , vk} spoqa{we stabilan skup u

grafu G = (V,E) sa n ~vorova. Po definiciji spoqa{we stabilnog

skupa, iz svakog ~vora skupa V \T vodi bar jedna grana u neki od ~vorova

iz T . Kako je |V \ T | = n − k, ovih grana ima bar n − k, odakle sledi
tra`ena nejednakost. △

Definicija 3.56. Podskup skupa ~vorova V grafa G = (V,E) koji je

istovremeno i unutra{we i spoqa{we stabilan skup grafa G naziva se

jezgro grafa.

Pojam jezgra grafa ima primenu u teoriji igara. Posmatrajmo jednu

igru na grafu koju igraju dva igra~a tako {to naizmeni~no biraju

~vorove grafa. Najpre se odredi jedan proizvoqan ~vor grafa, zatim

prvi igra~ bira neki od ~vorova do koga se mo`e sti}i granom iz

po~etnog ~vora, dok drugi igra~ bira neki od ~vorova do koga vodi

grana iz ~vora koji je izabrao prvi igra~, itd. Igru gubi onaj igra~

koji ne mo`e vi{e da izabere nijedan ~vor.

Slede}e tvr|ewe ukazuje na vezu izme|u strategije igrawa opisanih

igara i pojma jezgra grafa.

Teorema 3.39. Igra~ koji izabere ~vor iz jezgra grafa ne mo`e (pri pra-
vilnoj igri ) da izgubi.

Dokaz. Pretpostavimo da u igri u~estvuju dva igra~a, A i B, pri
~emu igru po~iwe igra~ A. Ako igra~ A izabere ~vor iz jezgra grafa,
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tada igra~ B mora da izabere ~vor van jezgra, jer je jezgro unutra{we

stabilan skup grafa. Kako je jezgro i spoqa{we stabilan skup, to iz

svakog ~vora van jezgra vodi bar jedna grana u neki od ~vorova iz jezgra,

pa igra~ A ponovo bira ~vor iz jezgra i situacija se ponavqa, odakle

sledi da igra~ A ne mo`e da izgubi igru.

Svaki graf ne mora da ima jezgro i jezgro ne mora biti jedinstveno.

Slika 3.53

PRIMER 3.38. U kutiji se nalazi 15 kuglica. Igra~i A i B uzimaju

naizmeni~no po jednu, dve ili tri kuglice. Igru gubi onaj igra~ koji

ne mo`e da uzme vi{e nijednu kuglicu kada do|e na red. Ko pobe|uje pri

pravilnoj igri?

Re{ewe. Igra se mo`e interpretirati kao igra na grafu sa slike

3.53. ^vorovi grafa su ozna~eni sa vi, i = 0, 1, 2, . . . , 15, tako da ~vor vi
odgovara stawu igre �u kutiji se nalazi i kuglica�. Igra~ koji izabere
~vor iz jezgra grafa (jezgro se sastoji od crnih ~vorova) dobija igru.△


