
LINEARNI OPERATORI

PROSTOR OGRANI^ENIH LINEARNIH PRESLIKAVAWA

Neka je (X, ‖ · ‖X) normiran prostor. Za proizvoqne operatore A,B ∈ L(X), kompozicija
operatora A i B, u oznaci A ◦B, defini{e se sa

(A ◦B)(x) = A(B(x)), x ∈ X.

Ako A,B ∈ L(X), tada A ◦B ∈ L(X). Zaista,

‖(A ◦B)(x)‖X = ‖A(B(x))‖X 6 ‖A‖ · ‖Bx‖X 6 ‖A‖ · ‖B‖ · ‖x‖X , x ∈ X,

pa je
‖A ◦B‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.

Na prethodnom predavawu smo dokazali da je (L(X, Y ), ‖ · ‖) normiran prostor. Prirodno je
da se pitamo da li je ili pod kojim uslovima je Banahov.

Pokaza}emo da je L(X, Y ) Banahov prostor u slu~aju kada je (Y, ‖ · ‖Y ) Banahov prostor.
Da bismo ovo pokazali, nave{}emo i dokazati dve pomo}ne leme.

LEMA 1. Neka je (Y, ‖ · ‖Y ) Banahov prostor i (An)n∈N Ko{ijev niz iz L(X, Y ). Tada za svako
x ∈ X postoji lim

n→+∞Anx = Ax i ako je preslikavawe A : X → Y dato sa A : x → Ax, tada je
A ∈ L(X,Y ).

DOKAZ. Niz (An)n∈N je Ko{ijev u L(X,Y ), tj. za svako ε > 0 postoji n0(ε) ∈ N da je

‖An −Am‖ < ε, n, m > n0(ε). (1)

Primetimo da za svako n,m ∈ N va`i

‖Anx−Amx‖Y 6 ‖An −Am‖ · ‖x‖X , x ∈ X. (2)

Koriste}i (1) i (2), za svako ε > 0 i svako x ∈ X postoji n0(ε, x) ∈ N da je

‖Anx−Amx‖Y < ε, n, m > n0(ε, x).

Dakle, niz (Anx)n∈N je Ko{ijev u Y , a kako je Y kompletan prostor, sledi da postoji lim
n→+∞Anx,

za svako x ∈ X . Neka je Ax = lim
n→+∞Anx, x ∈ X .

Za svako n ∈ N operator An je linearan, tj.

An(αx + βy) = αAnx + βAny, x, y ∈ X,α, β ∈ F,

pa pu{taju}i da n → +∞ dobijamo

A(αx + βy) = αAx + βAy, x, y ∈ X,α, β ∈ F,

odakle sledi linearnost operatora A.
Doka`imo jo{ ograni~enost operatora A. Koriste}i uslov da je niz (An)n∈N Ko{ijev u

L(X,Y ), iz nejednakosti
|‖An‖ − ‖Am‖| 6 ‖An −Am‖
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zakqu~ujemo da je niz (‖An‖)n∈N Ko{ijev u R. Svaki Ko{ijev niz je ograni~en, pa postoji
konstanta M > 0 da je

‖An‖ 6 M, n ∈ N. (3)

Za svako x ∈ X je
‖Anx‖Y 6 ‖An‖ · ‖x‖X ,

{to sa (3) daje
‖Anx‖Y 6 M‖x‖X , x ∈ X.

Neprekidnost norme nam obezbe|uje da je

‖Ax‖Y = ‖ lim
n→+∞Anx‖Y = lim

n→+∞ ‖Anx‖Y 6 M‖x‖X , x ∈ X,

odakle je ‖A‖ 6 M .
Na osnovu svega dokazanog zakqu~ujemo da A ∈ L(X, Y ). ¤

LEMA 2. Za preslikavawe A iz leme 1. va`i lim
n→+∞ ‖An −A‖ = 0.

DOKAZ. Niz (An)n∈N je Ko{ijev u L(X, Y ), tj. za svako ε > 0 postoji n0(ε) ∈ N da je

‖An −Am‖ <
ε

2
, n, m > n0(ε). (4)

Kako je
‖Anx−Amx‖Y 6 ‖An −Am‖ · ‖x‖X , x ∈ X,

koriste}i (4) dobijamo

‖Anx−Amx‖Y 6 ε

2
‖x‖X , x ∈ X, n,m > n0(ε). (5)

Pu{taju}i u (5) da m → +∞ dobijamo

‖Anx−Ax‖Y 6 ε

2
‖x‖X , x ∈ X,n > n0(ε).

Iz posledwe nejednakosti zakqu~ujemo da je ‖An −A‖ < ε, za svako n > n0(ε). ¤

Koriste}i leme 1. i 2. lako se izvodi slede}a teorema.

TEOREMA 1. Neka je (X, ‖ · ‖X) normiran i (Y, ‖ · ‖Y ) Banahov prostor. Tada je (L(X,Y ), ‖ · ‖)
Banahov prostor.

NAPOMENA. Primetimo da ako je Y = R ili Y = C, prostor L(X, Y ) je uvek Banahov i naziva
se dualni prostor prostora X i ozna~ava sa X ′.

U prethodnim lemama su se javqale dve razli~ite vrste konvergencija nizova operatora.
Definisa}emo ih i dati wihov me|usobni odnos.

2



LINEARNI OPERATORI

DEFINICIJA 1. Niz (An)n∈N iz L(X, Y ) ta~kasto konvergira ka A ∈ L(X, Y ) ako za svako
x ∈ X je

Ax = lim
n→+∞Anx.

Niz (An)n∈N iz L(X, Y ) konvergira po normi ka A ∈ L(X,Y ) ako je
lim

n→+∞ ‖An −A‖ = 0.

NAPOMENA. Iz nejednakosti
‖Anx−Ax‖Y 6 ‖An −A‖ · ‖x‖X , x ∈ X,

sledi da
lim

n→+∞ ‖An −A‖ = 0

povla~i da je
lim

n→+∞Anx = Ax, x ∈ X.

Dakle, iz konvergencije po normi sledi ta~kasta konvergencija. Obrnuto ne va`i u op{tem
slu~aju.
PRIMER 1. Neka je X = Y = `2 i An : `2 → `2, n ∈ N, linearna preslikavawa data sa

Anx = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .), x = (xn)n∈N ∈ `2.

Pokaza}emo da je:
1◦ lim

n→+∞ ‖Anx− Ix‖`2 = 0, x ∈ `2, gde je Ix = x, x ∈ `2;

2◦ ‖An − I‖ > 1, n ∈ N.
1◦ Prema definiciji operatora An, n ∈ N, sledi da je

‖Anx− Ix‖`2 = ‖(x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .)− (x1, x2, . . .)‖`2 =

√√√√
+∞∑

i=n+1

|xi|2. (6)

Kako x ∈ `2, to red
√

+∞∑
i=1

|xi|2 konvergira, pa ostatak konvergentnog reda
√

+∞∑
i=n+1

|xi|2 te`i 0

kad n → +∞. Iz (6) dobijamo
‖Anx− Ix‖`2 → 0, n → +∞.

Zakqu~ujemo da niz ograni~enih linearnih operatora (An)n∈N konvergira ta~kasto ka I .

2◦ Neka je en = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1 puta

, 1, 0, . . .), n ∈ N. Tada je ‖en‖`2 = 1 i

‖An − I‖ = sup
‖x‖`2

=1
‖Anx− Ix‖`2 > ‖An(en+1)− I(en+1)‖`2

= ‖(0, 0, 0, . . .)− en+1‖`2 = ‖en+1‖`2 = 1,

pa niz (An)n∈N ne konvergira po normi ka operatoru I . ♦

NAPOMENA. Uvedene definicije nam omogu}avaju da kra}e (druga~ije) iska`emo tvr|ewa data
u lemama 1. i 2.
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INVERZNI OPERATOR

Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) normirani prostori.
DEFINICIJA 2. Za linearni operator A : X → Y ka`emo da ima inverzni operator A−1 ako
postoji preslikavawe A−1 : R(A) → X , gde je R(A) = {Ax | x ∈ X}, takvo da je A−1(Ax) = x,
x ∈ X .

NAPOMENA. Primetimo da operator A ima inverzni ako je A injektivan, tj. �1-1“ operator.
TEOREMA 2. Ako linearni operator A : X → Y ima inverzni operator A−1 : R(A) → X , onda
je A−1 linearan operator na prostoruR(A).

DOKAZ. Prema pretpostavci, A−1 postoji, pa je A−1(Ax) = x, x ∈ X .
Neka je y ∈ R(A)proizvoqno. Tada postojix ∈ X takvo da jeAx = y, pa jeA−1(Ax) = A−1y,

tj x = A−1y. Zakqu~ujemo da je A(A−1y) = Ax = y, za svako y ∈ R(A).
Neka su y1, y2 ∈ R(A) i α, β ∈ F. Koriste}i linearnost operatora A i A−1(Ax) = x,

x ∈ X , va`i da je

A−1(αy1 + βy2) = A−1(αA(A−1y1) + βA(A−1y2)) = A−1(A(αA−1y1 + βA−1y2))

= αA−1y1 + βA−1y2,

odnosno A−1 je linearan operator. ¤

Slede}a teorema nam daje potrebne i dovoqne uslove za postojawe ograni~enog invernog
linearnog operatora A−1 : Y → X , gde A ∈ L(X, Y ).

TEOREMA 3. Neka su (X, ‖·‖X) i (Y, ‖·‖Y ) normirani prostori iA : X → Y linearan ograni~en
i �na� operator. Ako postoji m > 0 da je

‖Ax‖Y > m‖x‖X , x ∈ X, (7)

tada postoji A−1 ∈ L(Y, X).

DOKAZ. Dokaza}emo najpre da je A injektivno preslikavawe. Neka x1, x2 ∈ X i x1 6= x2.
Tada je ‖x1 − x2‖X > 0 i iz

‖Ax1 −Ax2‖Y = ‖A(x1 − x2)‖Y > m‖x1 − x2‖X > 0,

sledi da je Ax1 6= Ax2. Dakle, preslikavawe A je bijektivno (�na� po pretpostavci i dokazali
smo da je �1-1�) i zakqu~ujemo da postojiA−1 : Y → X koji je linearan na Y (videti teoremu 2.).
Doka`imo, jo{, da je A ograni~en operator. Zaista, ako u (7) umesto x stavimo A−1y, dobijamo

‖A(A−1y)‖Y > m‖A−1y‖X ,

tj. ‖y‖Y > m‖A−1y‖X , pa je
‖A−1y‖X 6 1

m
‖y‖Y , y ∈ Y.

Zakqu~ujemo da je A−1 ograni~en operator, pa samim tim A−1 ∈ L(Y, X). ¤

Za linearni operator A ∈ L(X) koji ima inverzni, od velikog je zna~aja da se A−1 izrazi u
obliku pogodnom za rad. Slede}a teorema nam daje dovoqne uslove za to.
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TEOREMA 4. Neka je X Banahov prostor i A ∈ L(X) takav da je ‖A‖ 6 q < 1. Tada I − A ima
inverzni operator, koji je ograni~en i va`i

(I −A)−1 =
+∞∑

n=0

An, A0 = I.

NAPOMENA. Dokaz ove teoreme ne}emo navoditi.

Ako A,B ∈ L(X) i postoje A−1, B−1 ∈ L(X), tada postoji (A ◦B)−1 ∈ L(X) i va`i

(A ◦B)−1 = B−1 ◦A−1.

Zaista,
(A ◦B)−1(A ◦B) = B−1(A−1(A ◦B)) = B−1 ◦B = I,

a ograni~enost sledi iz
‖B−1 ◦A−1‖ 6 ‖B−1‖ · ‖A−1‖.

VA@NE TEOREME FUNKCIONALNE ANALIZE

Slede}a teorema predstavqa jednu od najva`nijih teorema u funkcionalnoj analizi. Prin-
cip uniformne ograni~enosti govori o tome da familija ograni~enih linearnih operatora
na Banahovom prostoru, koja je uniformno ograni~ena za svaku pojedina~nu ta~ku, mora biti
uniformno ograni~ena u operatorskoj normi.

TEOREMA 5. (Princip uniformne ograni~enosti) Neka je (An)n∈N niz operatora iz L(X, Y )
gde je (X, ‖ · ‖X) Banahov prostor, a (Y, ‖ · ‖Y ) normiran prostor. Pretpostavimo da za svako
x ∈ X postoji Mx > 0 da va`i

sup
n∈N

‖Anx‖Y 6 Mx.

Tada postoji M > 0 da va`i sup
n∈N

‖An‖ 6 M .

POSLEDICA. Neka je (An)n∈N niz operatora iz L(X,Y ) gde je (X, ‖ · ‖X) Banahov prostor, a
(Y, ‖ · ‖Y ) normiran prostor. Ako postoji lim

n→+∞Anx, za svako x ∈ X , i ako je A : X → Y

definisano sa
Ax = lim

n→+∞Anx, x ∈ X,

tada A ∈ L(X, Y ).
DOKAZ. Kako je Ax = lim

n→+∞Anx, x ∈ X , sledi da je A : X → Y linearno preslikavawe jer
za sve x, y ∈ X i α, β ∈ F, va`i

A(αx + βy) = lim
n→+∞An(αx + βy) = lim

n→+∞(αAnx + βAny) = αAx + βAy.
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Doka`imo da je A ograni~en operator. Niz (Anx)n∈N konvergira za svako x ∈ X , pa sledi da
je sup

n∈N
‖Anx‖Y = Mx ∈ R. Na osnovu Principa uniformne ograni~enosti postoji M > 0 da je

‖An‖ 6 M za sve n ∈ N. Kako je

‖Ax‖Y = ‖ lim
n→+∞Anx‖Y = lim

n→+∞ ‖Anx‖Y 6 lim
n→+∞(‖An‖ · ‖x‖X) 6 M‖x‖X ,

odakle sledi da je ‖A‖ 6 M , pa je A ograni~en operator. ¤

^esto se koristi specijalan slu~ajPrincipa uniformneograni~enosti, poznatpodnazivom
Banah-[tajnhausova teorema. Ona je jako va`na i primenqiva u numeri~koj analizi i koristi
se kao glavni alat za pokazivawe da je dualni prostor od `p izomorfan sa `q gde je 1

p + 1
q = 1.

TEOREMA 6. (Banah-[tajnhausova teorema) Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) Banahovi prostori
i (An)n∈N niz iz L(X, Y ). Potreban i dovoqan uslov da za svako x ∈ X postoji lim

n→+∞Anx i da
je lim

n→+∞Anx = Ax, x ∈ X , iA ∈ L(X,Y ), jeste da postoji lim
n→+∞Anx za sve x ∈ D gde jeD gust

skup u X i da je ‖An‖ 6 M za sve n ∈ N gde je M > 0.

NAPOMENA. Iz hipoteze u Banah-[tajnhausovoj teoremi ne sledi da niz (An)n∈N konvergira
po normi ka A.

Slede}a teorema je poznata kao Risova teorema o reprezentaciji ograni~ene linearne
funkcionele definisane na Hilbertovom prostoru.

TEOREMA 7. Neka je (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor i F ograni~ena linearna funkcionela na H.
Tada postoji jedinstven element y ∈ H takav da je F (x) = 〈x, y〉, x ∈ H, i va`i ‖F‖ = ‖y‖H.

DOKAZ. Ako je F (x) = 0, x ∈ H, tada je y = 0 jedinstven element izH za koji va`i 〈x, y〉 = 0 za
sve x ∈ H.

Pretpostavimo da {x ∈ H | F (x) 6= 0} 6= ∅. Ozna~imo sa N (F ) = {x ∈ H | F (x) = 0},
to je pravi zatvoren potprostor od H i va`i H = N (F ) ⊕ N (F )⊥. Zakqu~ujemo da postoji
ω ∈ N (F )⊥, tj. F (ω) 6= 0. Neka je

z =
ω

F (ω)
∈ H.

Primetimo da z ∈ N (F )⊥ i da je F (z) = 1. Za svako x ∈ H je x− F (x)z ∈ N (F ) jer je

F (x− F (x)z) = F (x)− F (x)F (z) = 0.

Za z ∈ N (F )⊥ i x−F (x)z ∈ N (F ) imamo da je 〈x−F (x)z, z〉 = 0, tj. 〈x, z〉−F (x)〈z, z〉 = 0,
odnosno 〈x, z〉 − F (x)‖z‖2 = 0, pa je

F (x) =
〈
x,

z

‖z‖2

〉
, x ∈ H.

Dobijamo tra`eni element y = z
‖z‖2 .

Doka`imo jedinstvenost elementa y. Pretpostavimo da postoji u ∈ H, u 6= y, tako da je
F (x) = 〈x, u〉, x ∈ H.Za svako x ∈ H je ispuweno 〈x, u − y〉 = 0, pa je u − y ∈ H⊥ = {0}, tj.
u = y.
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Jo{ je potrebno dokazati da je ‖F‖ = ‖y‖. Kako je F (x) = 〈x, y〉, x ∈ H, to je

‖F (x)‖ = |F (x)| = |〈x, y〉 6 ‖x‖ · ‖y‖, x ∈ H,

pa je
‖F‖ 6 ‖y‖. (8)

Za y =
z

‖z‖2
je ‖y‖ =

1
‖z‖ . Kako je F (z) = 1, to je

|F (y)| =
∣∣∣F

( z

‖z‖2

)∣∣∣ =
|F (z)|
‖z‖2

=
1

‖z‖2
= ‖y‖2,

pa je
‖F‖ = sup

y′∈H
y′ 6=0

|F (y′)|
‖y′‖ > |F (y)|

‖y‖ = ‖y‖,

odakle je
‖F‖ > ‖y‖. (9)

Koriste}i nejednakosti (8) i (9) dobijamo da je ‖F‖ = ‖y‖. ¤

NAPOMENA. Ako je f ograni~ena linearna funkcionela na H, tj. f ∈ H′, tada prema Risovoj
teoremi postoji y ∈ H tako da je f(x) = 〈x, y〉, x ∈ H, pa se mo`e definisati preslikavawe
J : f → y, f ∈ H′, prostora H′ u prostor H. Ovo preslikavawe J : H′ → H je homeomorfizam
i antilinearno preslikavawe, tj. va`i

J(αf + βg) = αJ(f) + βJ(g), f, g ∈ H′, α, β ∈ F,

i izometri~no je ‖J(f)‖ = ‖f‖.
TEOREMA 8. Dualni prostor H′ Hilbertovog prostrora H je tako|e Hilbertov prostor ako
skalarni proizvod uH′ uvedemo sa

〈f, g〉H′ = 〈J(g), J(f)〉H, f, g ∈ H′.
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