JIVHEAPHU OITEPATOPU

TTPOCTOP OTPAHUYEHUX JINHEAPHUX TTPECJIMKABAILA

Heka je (X, || - || x) nopmupan nmpocrop. 3a nmpoussosbHe onepatope A, B € L(X), kommo3uimja
oneparopa A n B,y o3nauu A o B, nedunuine ce ca

(40 B)(x) = A(B(z)), =€ X.
Axo A,B € L(X), tana Ao B € L(X). 3aucra,

(Ao B)(z)l[x = [[A(B(2)lx <Al - [| Bzl x < Al - Bl - lzlx, =¢€X,

ma je
[Ao Bl < [ Al - [IB]|.
Ha nperxoom npeasamy cmo gokaszamm jaa je (L(X,Y), || - ||) nopmupan npocrop. Tpupoano je
la ce MATaMO [1a JIH j€ WJIH MO KOjUM yCIoBUMa je Banaxos.
IMokazahemo sia je L(X,Y') Banaxos npocrop y cinyuajy kazaa je (Y, | - ||y) Banaxos mpocrop.

I[a OHncMo OBO IIOKa3aJiu, HaBenrhemMo 1 JOKa3aTHu ABE nomoline emMe.

JIEMA 1. Hexka je (Y, || - ||y) Banaxos apocitiop u (An)newn Kowwjes nus us L(X,Y). Taga 3a céarxo
x € X docioju lim Apx = Ax u axo je apecnuxasarve A : X — Y gaitio ca A : x — Az, imaga je

n—-+o0
Ae L(X,Y).
JTOKA3. Hus (A, )nen je Kommjer y L(X,Y), 1j. 3a cako € > 0 mocroju no(e) € IN na je
|An — Al <&, m,m = no(e). (1)

IIpumernmo na 3a csako n, m € IN Baxu

[Anz — Apzlly <[[An — Aml| - [lz]x, =€ X 2
Kopucrehu (1) u (2), 3a cBako € > 0 u cako x € X mocroju no(e, z) € IN na je

|Anx — Apzlly <e, n,m >=ng(e,x).

Haxie, uu3 (A, 2)nen je Kommjer y Y, a kaxo je Y KoMIuteTal mpocTop, Cleau Aa MOCTOjH lir}rrl Az,
n—-roo

zacBako ¢ € X. Heka je Ax = lim A,x,z € X.

n—-—+00
3a ceako n € IN onepatop A,, je nuneapawu, 1j.

Ap(az + By) = aApnz + BAwy, z,y€ X,a,B €T,
na nymrajyhu ga n — 400 1006ujaMo
Alax + By) = aAr + Ay, z,y€ X,a,B€T,

OJIAKIIE CIIEIV JIMHEAPHOCT oriepaTopa A.
Jloxaxxumo jorn orpannuenoct onepatopa A. Kopucrehu yenos na je uus (A, )nen Kommjes y
L(X,Y), u3 uejenakocru
Ar]l = [[Am|[| < [[An — Am|
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3ak/bydyjemo ga je nu3 (||An||)nen Koumjes y R. Csaku Koumjes Hu3 je orpanuden, na mnocroju
koucranta M > 0 ma je
JAu <M, neN, ()

3acBako xz € X je
[Anzlly < [|Anll - ll2]x,

o ca (3) naje
[Anzlly < M|jz]lx, =eX.

Henpexunnoct nopme mam obe3delyje na je

|Az|ly = lim Apz|y = lim [|Apz|y < Mz||x, =€ X,
n—-+00 n—-+00

onakune je ||Al| < M.
Ha ocHoBy cBera qokasanor 3ak/bydyjemo ma A € L(X,Y). O

JIEMA 2. 3a apecaukasarve A us neme 1. sascu lirf I|A, — Al = 0.
n—-1+oo

JIOKA3. Hus (A4;)nen je Kommjes y L(X,Y), 1j. 3a cBako € > 0 mocroju no(e) € IN na je
5

A, — A
|| <

n,m P nO(E)' (4)

Kaxo je
[Anr — Apz|y < [[An — Anll - |7]lx, z€X,

kopucrehn (4) nobujamo
[ Az = Anally < Slallx, @€ X, nm > noe). (5)
Iymrrajyhu y (5) ma m — +oo nobujamo
|Apz — Azlly < ngHX, z e X,n > noe).
U3 nocneme HejeIHAKOCTH 3aKkibydyjemo fa je || A, — Al| < g, 3a cBako n = no (). O
Kopucrehu neme 1. u 2. maxo ce n3Boau cneaeha reopema.

TEOPEMA 1. Heka je (X, || - ||x) nopmupan u (Y, || - ||y) Banaxoe apocimop. Taga je (L(X,Y), | 1)
banaxoe tipociiop.

HANOMEHA. Ipumeiiumo ga ako je Y = Rum'Y = C, apociop L(X,Y') je ysex Banaxoe u nasuea
ce gyannu ipocimiop apociiopa X u osnauasa ca X'

VY NpeTXoJHUM JIeMaMa Cy ce jaBiballe JIBe Pa3IMYNTe BPCTe KOHBEPIEeHIMja HU30Ba ONEpaTOpa.
Jedunucahemo ux u 1aTH BUXOB MeljycoOHN OTHOC.
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JEOUHULWIA 1. Huz (Ap)nen us L(X,Y) waukacitio konsepeupa ka A € L(X,Y) ako 3a céaxo
z € X je
Az = lim A,z.

n—-+o00

Hus (Ap)nen uz L(X,Y') konsepeupa o nopmu ka A € L(X,Y) axo je
lim |A, — A] =0.
n—-+0o

HAIMNOMEHA. U3 Hejeqnakoctu
[Anz — Az|ly < [[An — Al - [lz]x, z€X,
cIIenu oa
lim ||A, —A| =0
n—-+4oo
TIOBJIAYM /4 je

lim A,r=Ax, z€ X.

n—-+o0o
Jlaxie, 13 KOHBEpTeHIIHje 10 HOPMHU CIIeIN TadyKacTa KoHBepreHnuja. OOPHYTO He BaXKH Y OIIITEM
CIIy4ajy.

IIPUMEP 1. Hexkaje X =Y =4lou A, : by — lo, n € N, quneapna ipeciuxasarsa gaitia ca
Apx = (z1,22,...,2,,0,0,...), == (Tp)nen € lo.
Tloxaszahemo ga je:

1° lim ||Apz —Iz|p, =0, x € by, 2ge je [z =z, x € l;
n—-+4oo

2° |A, —I|| > 1, nelN
1° Ipema gedurnuyuju ouepaiiopa Ay, n € N, crequ ga je

+oo
> il (6)

i=n-+1

+oo +o0
Kako © € o, iio peq | > |i|? konsepzupa, ia ocimiaimiax konsepZeniino? pega (| > |x;|? wescu 0
\ i=1 \/ i=n+1

kag n — +oo. Hs (6) gobujamo

|Anz — Ix|e, = ||(z1, 22, ..., 20,0,0,...) = (z1,22,...)|le, =

|Apz — Iz|¢, — 0, n — +o0.

3axmyuyjemo ga nuz o2panuuenux auneaphux oepaiiopa (Ap)neN Koneep2upa miaukaciio ka 1.

2° Hexka je e, = (0,0,...,0,1,0,...), n € N. Tagaje ||en|e, = 1 u
———

n—1 uyma
[An —I|l = sup [|[Anz —Izlle, = [[An(ent1) — I(ens1)lle,
llz]le, =1
= [(0,0,0,...) = entille, = llen+ille, = 1,
ita nus (An)neN He Konsep2upa o nopmu Ka oitepaitiopy 1. O

HATIOMEHA. YBeaene aepunuiije nam omoryhasajy aa kpahe (apyraunje) uckaxkemo tBphema mata
y memama 1. u 2.
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MHBEP3HU OIMEPATOP

Hekacy (X, || - ||x) u (Y, - ||v) Hopmupanu npocropu.

JEOUHULMIA 2. 3a muneapnu ofiepaitiop A : X — Y xamxcemo ga uma uneepsnu ofiepaigop A" axo
fociioju apecuxasarwe A1 1 R(A) — X, 2ge je R(A) = {Ax | v € X}, waxso ga je A~ (Az) = z,
zc X.

HATIOMEHA. TTpumetumo a onepatop A uma nnBep3nu ako je A nnjektusan, 1j. ,,1-1* omepartop.

TEOPEMA 2. Axo nuneapnu otiepaiziop A : X — Y uma uneepsnu oiepaimiop A~" : R(A) — X, onga
Jje A~ nuneapan ofiepaiiiop na apocimopy R(A).

JTOKA3. TTpema npernocrasum, A~ ! mocroju, ma je A~ (Ax) = 2,z € X.

Hekajey € R(A) npomssossno. Taganocrojur € X Taksonaje Ax = y,maje A~ (Azx) = A1y,
1j x = A~ ly. 3awmyuyjemo na je A(A~ly) = Az =y, 3a cBako y € R(A).

Heka cy y1,92 € R(A) u o, 8 € F. Kopucrehn muneapnoct omepatopa A u A~1(Ax) = =,
x € X, Baxu Jia je

A ayr + Bya) = A7 aA(A 1) + BA(A o)) = AN (A(aA ™ ys + BA ')
= aA ™y + BAT Ny,
omnocHo A~! je muneapan omepaTop. 0
Creneha Teopema HaM Jaje TOTpeOHE M TIOBOJBHE YCIIOBE 34 TTOCTOjabe OTPAHUICHOT WHBEPHOT
maneapHor onepatopa A7 1Y — X, rme A € L(X,Y).

TEOPEMA 3. Hexacy (X, || ||x)u (Y, |- |ly) nopmupanu apociiopuu A : X — Y muneapan o2panuuen
u ,na" otiepatiuop. Axo @ocitoju m > 0 ga je

[Azlly = mllz|x, =€ X, (7)
iwaga fociwioju A=t € L(Y, X).

JTOKA3. JToxazahemo majiipe 1a je A wHjeKTUBHO mpecnukaBame. Heka x1,22 € X n 1 # xa.
Tama je |1 — x2||x > 0unwus

[Azy = Awslly = [[A(z1 — 2)lly = m|[z1 — 22 x >0,

cnenu na je Axy # Axo. Jlakie, mpecivkaBamwe A je GHjeKTHBHO (,,Ha* 0 TMPETIIOCTABIM M JOKA3aTH
cMo 71a je ,,1-1%) m 3axubyayjemo ga mocroju A~! 1 Y — X xoju je nuneapan Ha Y (Bujets Teopemy 2.).
JlokaxMMo, jomr, 1a je A orpanudeHn onmepaTtop. 3ancra, ako y (7) ymecto x craBumo A~ 'y, no6ujamo

IAA™ )y = m| Ay x,
1. [ylly = ml| A"y x, na je ,
1A ylx < —llylly, yeY
m
3aksbyuyjemo na je A~! orpannuen omneparop, ma camuM M A~ € L(Y, X). O

3a muneapuu onepatop A € L(X) koju MMa MHBEp3HH, O] BEIMKOT je 3HaUaja aa ce A~ m3pasn y
061uKy noroauoM 3a paa. Crenelia TeopeMa HaM Oaje JOBOJBHE YCIOBE 34 TO.
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TEOPEMA 4. Heka je X Banaxos apociiop u A € L(X) warae ga je ||A|| < g < 1. Taga I — A uma
UHEeP3HU OTEPATTIOP, KOJU je 0ZDAHULEH U 8AXHCU

—+o00
(I-A)t=) 4", A=1I
n=0

HAMOMEHA. Jloka3 oBe TeopeMe HelieMo HaBOIHTH.
Axo A, B € L(X) nnocroje A~!, B~! € L(X), tama nocroju (Ao B)~! € L(X) u Baxu
(AoB)'=B"1oAa™L

3amncra,
(AoB) Y (AoB)=B (A (AoB))=B'oB=1,

d OT'PAHHUYCHOCT CJICAU U3
IB= o ATHI < IB7H - AT

BAXHE TEOPEME ®YHKIIUOHAJIHE AHAJIU3E

Creneha TeopeMa TipecTaBiba jeIHy OJ1 HajBOXKHHUUX TeopeMa vy GyHKITMoHamHoj anaanusu. [Tpun-
T YHU(OPMHE OTPaHIMUEHOCTH TOBOPH O TOMe Ma (haMUIija OTpaHWUYeHHUX JTUHEeApHUX olepaTopa
Ha banaxoBoMm mpocTopy, Koja je YHU(GOPMHO OTpaHUYeHa 33 CBAKy MOjeAMHAYHY TAYKy, MOpa OUTH
yHI(QOPMHO OTpaHUYeHa Y ONIepaTOPCKOj HOPMHU.

TEOPEMA 5. (IMpunuun yuudopmue orpanndenocru) Hexa je (Ap)nen Hus oiepaimiopa us L(X,Y)
2ge je (X, || - || x) Banaxos apocimop, a (Y, | - ||y) nopmupan apocitop. Ilpemiocimasumo ga 3a c6axo
x € X woctmoju My > 0 ga eascu

sup || Anzx|ly < M.

nelN

Taga wociioju M > 0 ga éaxcu sup ||A,| < M.
nelN

TToCNENUUA. Hexka je (Ap)nen Hus oiepaitiopa uz L(X,Y) 2ge je (X, || - ||x) Banaxoe apociwiop, a
(Y| - |ly) ropmupan apocimop. Axo itocimoju lir}g Anx, 3a céako x € X, uakoje A : X — Y
n—-roo

gedhunucano ca
Ar = lim A,z, z€ X,

n—-+o0o

waga A € L(X,Y).
JIOKA3. Kako je Az = lim A,z,z € X, cnenn naje A : X — Y auHeapHO IIpecuKaBame jep

n—-+o00

3acBer,y € Xua,l e, Baxu

Alax + By) = lir+n Ap(ax + By) = lirf (aApx 4+ BALY) = aAz + [Ay.

n




DYHKIIMOHAITHA AHAJI3A

Joxaxunmo na je A orpannuen oneparop. Hus (A, 2),cn KonBeprupa 3a cBako ¢ € X, ma cieau aa
je sup |Anz|ly = M, € R. Ha ocnosy ITpuniuna yuudgopmue orpanndenoctu nocroju M > 0 na je

HA H M 3a cee n € IN. Kaxo je

[Az]y = || lim Apzfly = lim [[Anzlly < lm ([Aa] - 2]x) < Mllzllx,
n——+00 n——+00 n—
onakste ciemu jia je || Al < M, na je A orpanuden onepaTop. O

UYecro ce kopuCcTH crienivjanaH ciayydaj [Tpunanmma yandopMHae orpaHIIeHOCTH, TIO3HAT 0T HA3HBOM
banax-llTajuxaycosa Teopema. OHa je jako BKHA U IPUMEHIBHBA Y HYMEPUYIKO] AHAIU3H U KOPUCTH
ce Kao INIaBHHU ajiaT 3a IT0Ka3uBame J1a je AyaTHH IpocTop ol £, nzoMopdan ca £, rae je % + % =1.

TEOPEMA 6. (Banax-llrajuxaycosa teopema) Heka cy (X, || - ||x) u (Y, || - ||y) Banaxosu tpocitiopu

u (Ap)nen nuz us L(X,Y). Howmpeban u gosoman ycnos ga sa céaxo © € X siocitioju lim Anx uga
n—

je lim Apx=Azx,x € X,uA € L(X,Y), jeciuie ga uocuw]u hm Apzsaceexr € D ege]e D zyciu

n—-+4o0o

cxyiiy X ugaje || Al < M sa ceen € IN 2ge je M > 0.

HANOMEHA. U3 xumnotese y banax-IlltajuxaycoBoj TeopeMu He cieau na Hu3 (A, )neN KOHBEprupa
mo HopMH Ka A.

Crneneha Teopema je mo3HaTa kao PucoBa TeopeMa o pempeseHTAIldjU OTpAaHUYCHE JTHHEApHE
¢dynxnmonene nedunncane Ha XmwidOepToOBOM IPOCTOPY.

TEOPEMA 7. Heka je (H,(-,")) Xunbepinios apociiop u F' ocpanuuena nmuneapna @ynxyuonena na H.
Taga wocmioju jequnciisen enemenii y € H maxae ga je F(x) = (x,y), v € H, u éaxcu ||F|| = ||y||».

JTOKA3. Axko je F(x) =0,z € H, tana je y = 0 jemuncrsen enement u3 H 3a koju Baxu (x,y) = 0 3a
ceexr € H.

[pernocrasumo na {z € H | F(z) # 0} # 0. Osnaunmo ca N (F) = {z € H | F(z) = 0},
TO je TIpaBH 3aTBOpeH HoTpocTop ox H u Bakun H = N (F) @ N(F)*. 3axmydyjeMo ma nocroju

w € N(F)*, 1j. F(w) # 0. Heka je
=2 _ecn
*= 50 .

IMpumernmo na z € N(F)* nnaje F(z) =1. 3acBakox € Hjex — F(x)z € N(F) jep je
F(zx — F(z)z) = F(z) — F(z)F(z) =0.
Baz e N(F)tux—F(z)z € N(F) nmamo maje (x — F(x)z, 2) = 0,1j. (x,2) — F(2)(z,2) = 0,
omHoCcHO (z, 2) — F(x)||2]|?> = 0, na je

F(x) = <x, W» z € H.

JobujaMo TpakeHH eleMenT § = W

JIOKa)XuMO jeIMHCTBEHOCT eeMenTa y. IlpeTmocTaBuMo f1a moctoju u € H, u # y, Tako na je
F(z) = (z,u), v € H.3a craxo z € H je ncnymeno (v,u —y) = 0, ma je u —y € H+ = {0}, 1j.
u=uy.
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Jou je norpe6no mokaszaru ga je || F|| = ||yl|. Kako je F(x) = (z,y), = € H, 10 je

[F (@) = |F(@)] = [(z,y) <l - [lyl, = e™H,

mna je
I1F] < [lyll-
Say= eyl = o Kaxoje F(2) = 1,70
ay=—=jellyll = —. Kakoje F(z) =1, 10 je
Iz Iz
z Fz) _ 1 2
Pl = F(s)| = o = o = Il
112 1212 Izl
mna je
FWO _ [FW)
[F]| = sup == > = lyll;
vern Y] 1yl
y'#0
ojaKIe je
1E] = llyll-
Kopucrehu nejennaxkoctu (8) u (9) nobujamo na je || F'|| = ||y||.

(®)

©)
O

HATOMEHA. Ako je f orpanndena nmuneapna ¢gynkuuonena na H, 1j. f € H’', Taga npema Pucosoj
TeopeMu Toctoju y € H tako na je f(x) = (z,y), ¢ € H, na ce Moke AepUHUCATH TPECTUKABAKE
J: f—uy, f€H, npocropa H'y mpoctop H. OBo npecimkapame J : H' — H je xomeomophuszam

W AaHTUJIMHCAPHO IIPCCINKABAILE, Tj. BaXXu

J(af +Bg) =aJ(f)+BJ(g), fgeMH o p€eF,

u nzomerpuuno je [|J(f)]| = || f]|.

TEOPEMA 8. [Hyamnu apocitiop H' Xunbepimiosoz apociupopa H je waxole Xunbepitios apociiop axo

ckanapuu ipoussog y H' yeegemo ca

(f,90w = (J(9), J(f)n, fgeM.




