KOHJYTOBAHU 11 AJJJYHTOBAHU OITEPATOP

KOHJYTOBAHU OMEPATOP HA BAHAXOBUM IMTPOCTOPUMA

Heka cy (X, || - ||x) u (Y, || - ||v) Banaxosu npocropu naa uctuM nosbeM ckanapa IF € {R,C} u
Ae L(X,Y).
Axo f € Y/ = L(Y,T), Tana ciox)eHo MmpecinKaBarmbe

foA:xz— (foA)(z)=f(Az), z€X,
nedunnmie enement g = fo A € X' = L(X, ) jep 3a cBako = € X Baxku

lg(2)| = [f(Az)| <

A Az by < LA AT el

Ipecmukasame A’ : Y/ — X' nedpunncano ca A'f = g = f o A je TakBo 1a Baxu

A fllx < AN W fllyr, fEY,
na je || A’|| < ||Al|. Jiuneapnoct npecimkasamwa A’ je ounrnenna. Haxe, A’ € L(Y', X7).

JOEOUHULWIA 1. Heka cy (X, | - ||lx) u (Y, | - ||y) Banaxosu apocimopu nag uciium omem ckanapa
Fe{R,CluAde L(X,Y). Ouepaitiop A' € L(Y', X") iwniaras ga je
(A'f)(z) = f(Az), ze X, feY,

HA3U6A ce KOHjy2oeanu odepaimiop ofiepaimiopa A.
TEOPEMA 1. Axo A € L(X,Y), maga je || A’ = || Al|.
JIOKA3. (3a Behy oueny.) Kaxo je [| A’ f||x+ < [JA] - | f[ly 3a cBako f € Y7, 1o je

LA < [A]- Q)
Younmo nponsBosbio ¥ € X Taxso ja je ||z||x = 1. Ha ocnoy Hanh-Banach-ose Teopeme! nvamo
Ia je

[Az|ly = sup |g(Az)|.

gey’
llglly-r=1

Hexka ce cynpemym noctuke 3a Gynkunoneny f (makne, f € Y/, || fllyr = 1 n ||Az|ly = |f(Ax)]).
Tana

[Az[ly = [f(Az)| = [(A'))(@)] < A fllx - lollx < lzllx - [A- 1Ay = 1A - 2]l

ma je
IA] < 1] ©)
Ha ocnoy nejennaxoctu (1) u (2), 3aksbyuyjemo na je || Al = || A']. O
! Hanh-Banach-oBa Teopema. Heka je X Banaxos npocrop. Taza 3a ceako © € X saxu ||z||x = sup |g(z)| u

geX’

CYIIPEMYM Ce TOCTHKE. lgll xr=1
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TEOPEMA 2. Axo A,B € L(X,Y)u« € F, iunaga
1° (aA) = aA’;
2° (A+B) =A' +B.

JIOKA3. 1° Heka A € L(X,Y) u a € F. 3a cBako z € X, xopucrehin XoMOTeHOCT (BYHKIIHOHEITE
f € L(Y,TF), nobujamo

(@A) f)(z) = f((ad)z) = f(adz) = a(f(Az)) = a(A'f)(@).
2°Hekacy A, B € L(X,Y). 3a ceako x € X, kopucrehn agurusHocT pyHkuuonene f, noéujamo
(A+ B) f(z) = f((A+ B)(2)) = f(Az + Bz) = f(Az) + f(Bz) = A'(f)(z) + B'(f)(2),
oyakie 3ak/bydyjemo jga je (A+ B) = A'+ B'. O

TEOPEMA 3. Axo ¢y X,Y u Z Banaxosu ipocimiopu naq uciium iomem ckanapa ¥ u axo A € L(Y, Z)
uB e L(X,Y), maga AB € L(X,Z)u (AB) = B'A".

JIOKA3. 3a cBako f € Z' = L(Z,F) u ceako x € X Baxu
(AB)'f)(z) = f((AB)(z)) = f(A(Bz)) = (A'f)(Bz) = B'(A'f)(z) = (B'A) f)(=),
onakie je (AB)' = B'A’. O

Jonarak 3a Behy oneny. JloxaxxuMo aa je ayamnu (KOHjyroBaHmn) mpoctop npocropa R™, 1j. mpocrop

CBUX OTpaHUYECHUX JIMHeapHuX ¢dyHkimonena Ha R™, uzomopdan ca R™.
n

Heka je {e1,ea,...,e,} 6a3a nmpocropa R"™. 3a meko = = (x1,2,...,2,) € R"jex = > xse;.
i=1
Heka je f nuneapua ¢yuximonena na R™. Taga je

fl@) = wif(er) =) miai,
=1 =1

rae je a; = f(e;), i = 1,n. Ha ocHoBy Hejennakoctu Xenmepa (p = ¢ = 2), nodbujamo

@< (S lnP) (laP) = (3 ail) e,
=1 =1 =1

Ia je
n 1
2
1A < (3 Jal?) 3)
=1
Heka je a = (a1, a2,...,a,) € R". Tama
n n 1 n 1 n 1
2 2 2
f@) =Yl = (Y lail?)* (D lail?)* = (3 lail?)* llale,
=1 =1 =1 =1
ma je

n

1= (D lail?) 0

=1

[un

N3 (3) u (4) no6ujamo || f|| = |la||grn. Crora, npeciukasawe u3 R™ y R™ nato ca f — a rue je
a; = f(e;) i = 1,n, ayBa pacrojaibe, TMHEAPHO U OUJEKTUBHO TIa je M30MOP(HU3AM OBUX IIPOCTOPA.
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IIPUMEP 1. Hexa je A ouiepaitiop na R™ u nexa je A = (aij)nxn He206a mamipuyna peapeseHivayuja.
Tagaza x = (x1,%2,...,%y) jey = Ax 2ge jey = (Y1,Y2, - - -, Yn) 3a

n
Yi = g AijTj.
J=1

n
Hexe je [ muneapna ¢pynxyuonena na R"™). Tagaje f = (f1, fay- ., fn), f(x) =Y. fizi. Cwoza je
i=1

FAZ) =" => Y agzy =Y aifir
i=1 i=1  j=1

i=1 j=1

n n n
=>. (Zaia'fi)%‘ =D ¢,
j=1 =1 j=1
n
2ge je o5 = 3 aijfi.

=1
Bexiuop ¢ = (1,02, ..., ¢n) € R™ je gobujen og sexmopa f = (f1, fo, ..., fn) Wpancgopmayujom
¢ = A'f 2ge je apecruxasarse A’ peiipeseniiiosano mpanciionosanom maiapuyom AT maimpuye A.

AJIUYHTOBAHMU OITEPATOP HA XWJIBEPTOBOM ITPOCTOPY

Heka je H Xun6epros npocrop 1 A € L(H). 3a pukcupano y € H medhHMHULIEMO IIPECTHKABALE
f(x) = (Az,y), x € H. Baxu na je f nuneapua ¢yukimonena na H jep f : H — F u npumenom
nejeanakoctn Komm-IlIBapra godujamo

[f (@) = [{Az, y)| < Azl - llyllze < AL Tyl - 1zl

3aksbydyjemo Ja je pynkumonena f orpanndena. daxie, f € H' ma n3 Pucose neme cieau a ocToju
z € 'H Tako ma je
f(x) =(Az,y) = (z,2), zeH.

Kaxo ce Mema y, Merba ce ¥ Z 1 MOKEMO YOUNTH TpeciukaBae A* : H — H matoca A* 1y — z.

JEOUHULWIA 2. Ilpecnuxkasarve A* : H — H gaitio ca
(Az,y) = (2, A%y), z,y €N,
nasusa ce agjyneosanu ouepaiiop onepaimiopa A € L(X,Y).
TEOPEMA 4. Axo A € L(H), wmaga:
1° A* € L(H),
90 A% — A
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’

3 A=A

4° (A+ B)* = A*+ B*, B e L(H);
5° (aA)* =aA*, ae€l;
6° (AB)* = B*A*;
7 A Al = || Al
JIOKA3. 1° Heka x,y1,y2 € Hua, 3 € F. Taga

(z, A% (o1 + By2)) = (Az, ay1 + By2)

a(Az,y1) + B{Az, yo)

= oz, A*y1) + Bz, A*ya)

= (v,aA*y + BA*y), x €H,

omakze je A*(ayy + By2) = aA*y, + BA*y.
Jlokasatu orpannyenoct onepatopa A*. Heka je f(z) = (Ax,y) = (z, A*y), x € H. TlpuMeHnoM
Pucoge Teopeme ciaenu

11 = 1Ayl )
Kaxo je || f]| < [[A[l - [[yll#, u3 (5) cnemm

1A%yl < (1AL - 1yl

Tj. [|[A*[] < [|A]l, na je A* € L(H).
2° Kako A* € L(H), cnenn na mocroju (A*)* € L('H), xpahe hemo ra o3nayaBatu ca A*™*, 1 ipu
TOME je
(A*z,y) = (x, A™y), z,yen. (6)

Kaxo je

(A%z,y) = (y, A*x) = (Ay,x) = (x, Ay), =,y cH, (7)

u3 (6) u (7) nobujamo
(x, A%y) = (2, Ay), z,y€H.
Cnemu na je (z, A**y — Ay) = 0, 3a cBako x € H, ma je A**y — Ay = 0, 3a cBako y € H, OIHOCHO
A = A,
3° Kaxo je [[A7|| < [[Af| m [|A]| = [[A**[] < [|A*[], 1o je [|A*]| = [|A]l.
4° 3a cBaxo =,y € H je

(z,(A+ B)"y) = ((A+ B)z,y) = (Az,y) + (Bx,y)
= (z, A™y) + (z, B"y) = (z, A"y + B"y)
= (z, (A" + B%)y),

onakie 3akbyuyjemo 1a je (A + B)*y = (A* + B*)ysacsako y € H, na je (A + B)* = A* + B*.
5° 3a cBako z,y € H Baxu

(z, (@A) y) = ((ad)z,y) = (@A, y) = afz, A™y) = (z,ad"y) = (z, (@A")y),
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ofakie 3akbydyjeMo aa je (vA)*y = (@A*)y 3a ceako y € H, na je (cAd)* = aA*.
6° U3 (x, (AB)*y) = ((AB)x,y) = (Bx, A*y) = (x, B*A*y), 3a cBako x,y € H, nobujamo 1a je
(AB)* = B*A*.
7° Kaxo je [|A* Al < |A*] - [|A] = [ A]* u
|Az||3, = (Az, Ax) = (Ax, A% z) = (A" Az, x) < |A"Az|ly - 2]l < [ A*A[l - [J2]F,
To je [|Al]* < [|A*A], ma je [|A[]? = [|A*A]. O

TIPUMEP 2. Hexa je H = fo u A : ' H — H o#iepaiiop neeos iiomepaja qaiu ca Ax = y 2ge je
T = (Tp)neN U Y = (Yn)nen @aro ga je y1 = 0 u yp, = xp—1, ognocrno Az = (0,x1,x2,...,ZTp .. .).
3a cearko v = (xn)nEN uy = (yn)nE]N us o je

(Az,y) = 2192 + ToJ3 + x375 + - - - = (2, (Y2, Y3, Y4, - - .)),

ogakne gobujamo ga je A*x = (x9,x3, x4, ...), ognocno A* je oitepaitiop gecnoZ iomepaja.

HasuB afjyHroBaHu onepatop je peepBUcaH 3a XUI6epToBe MPOCTope. Y OUNMO Be3y a[ijyHIOBAHOT
¥ KOHJYHTOBaHOT OTlepaTopa.

3a f € H' nocroju tauno jemno y € H tako ma je f(z) = (x,y), z € H,u J : H' — H nar ca
J(f) = y je OUjeKTUBHO, N3OMETPUYHO ¥ AHTHIIMHEAPHO NpecirKaBamwe. Ako A € L(H), tana je

(Az,y) = (z, A"y), z,y € H.

Hame je (Ax,y) = f(Az) = (A'f)(x), 3a cBako =,y € H u (z, A*y) = f(z) = J {(A*y)(2),
z,y € 'H,naje
ATy (@) = T (A (@), wyeH,

1j. A'(J7ly) = J-Y(A*y), 3a ceako y € H, 1j. A'(J71) = J1(A*), onaxne je A’ = JLA*J umm
A= JA T

IIPUMEP 3. Heka je A oepaitiop na R u nexa je A = (aij)nxn e208a MAIpUUHA peupeseHimlayuja.
Taga otiepaitiopy A* ogéoeapa maitipuuna peiipesenitiayuja wiaxea ga je A* = AT,

JEOPUHULMIA 3. Hexka A € L(H).
1° Omepaitiop A je camoagjynzosan axo je A* = A.
2° Oiiepaitiop A je kocoagjyrZosan axo je A* = —A.
3° Oiuepaitiop A je ynumiapar axo je A*A = AA* = 1.

4° Oiiepaitiop A je nopmanan axo je A*A = AA*.

HATNIOMEHA. TIpousBosban onpatop A Moske ce MPUKA3aTH y 0GIMKY 361Mpa jeTHOT caMOa/IjyHrOBAaHOT
W jeyHoOT KOcoadjyHToBaHOT omepatopa, Tj. A = (A + A%) + 1(A— A*) = A1 + A, tre je
Al =LA+ A7) = A u Ay = J(A — A) = — A,
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TIPUMEP 4. Hexa je a = (an)neN 02panuven nusz Komiliekcnux opojeséa u ||al| = sup |a,|. Heka je
nelN

My, : by — Uy gain ca Myx = (anTpn)neN. 3a x = (Tp)neN u Y = (Yn)neN us lo 6adxcu

—+00 “+o00
<Ma1’, y> = Z AnTnYn = Z TnlnYn = <$7 Mﬁy>7
n=1 n=1

2ge je a = (an)neN. Cmo2a je M} = Mg. Ciaeyujanno, M, je camoagjynzosan ako u camo ako je a nu3z
peannux bpojesa.

CJIABA KOHBEPTEHLIMJA Y HOPMUPAHOM ITPOCTOPY

Beh cMo roBopuu 0 cnaboj KOHBEPTEHITH)H Y TTPe-XMIO0epTOBOM ITPOCTOPY.

JEOUHULWIA 4. (Crnaba konsepZenuuja) Hus sexitiopa (Tp)neN y peg-Xunbepimosom
dpociiopy X crabo konsepupa ka eexiiopy x € X axo (xy,y) — (x,y) kagan — 400
3a ceaxo y € X. ¥V wiom cayuajy auuemo Ty, sz (n — +00).

Vo u3 npeTxone AepUHUIMjE MOXKe Ce 3aMeHuTH ca (r, — z,y) — 0 kama n — +00
3a ceako y € X.
OnmMax ce mocTaBba MUTamke oHoca u3Mely crrabe u jake KOHBepreHIIHje.

TEOPEMA 5. Jako KoH8epZeniian Hu3 ciabo Konsep2upa, wij.
Tp — T, n— 400 = T, — x(n— +00).

JTOKA3. TIpeTrocTaBuMo aa HH3 (T )nelN JAKO KOHBEPTUpa Ka T, OAHOCHO ||z, — x| — 0
kaga n — +o00. Y3 Komm-1lIBaprose HejemHaKOCTH HMaMO

0<zn —2,9)| < llzn — 2] - Iyl = 0, n— +oo.

Opatiie umamo ja (z, — x,y) — 0 kama n — 400 3a cBako y € X, 1j. HU3 (Tpn)neN
c1a60 KOHBEPTUpa Ka . O

TEOPEMA 6. Axo T, — T (n — 400) u ||zn|| — ||z
n — 4o00.

, n — +00, OHga T, — T,

JIOKA3. Axo x, —— x (n — +00), onaa 3a cBako y € X umamo (2, y) — (z,7),
n — +oo. Oryaa, (T, r) — (r,x) = ||z||* kagza n — +oo. Caza,

lzn — 2||? = (zn — 2,2, — T)
= <~75n>$n> - <xn>$> - <$71'n> + (x,x)
= [lznll? = 2Re(zn, z) + [J2]* — [J2]* = 2[lz]* + [[z]* =0, n — +o0.
Jakite, uu3 (T, )ncN jJAKO KOHBEPIUpPa Ka . O

Y KOHAYHO-TUMEH3NOHNM ITPOCTOPUMA OBa IBa IMOjMa ce TokJIamnajy. [IpumMepe Hu30Ba Koju cl1ado
KOHBEPrUpajy Tpedba TpaxkuTH y 6eCKOHAYHO-TUMEH3UOHUM TTPOCTOPHMA.
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IIPUMEP 5. Hus (en)neN Huje xonsepieniian y o jep nuje Kowwgjes. Haume, |em — en| = V2, 3a
ceaxo m,n € N, m # n. Melhymum, on crabo xonsepeupa nymu. Ilowitio je (e )neN opitionopmupana
6asa dpociiopa U2, onga eaxcu Ilapcesanosa jegnaxkoci iij.

Y Hew2)? =zl weto.

nelN
Kako peq >" |{en, x)|? konsepeupa, wezos omwimiu unan wesrcu nym, ia (e, x) — 0, 3a ceaxo x € lo,
a0 je jeguzzﬂ\;ekmop OpIUOZOHANAH HA C8UM GeKilopuMa iipocilopa, ila je
(en,x) — (0,2), x € Ly,
wj. o gepunuyuju nu3z (en)neN c1ado koneepzupa ka 0.
Cayna heMo cBe TPeTXOIHO YONIIITUTH HA TPON3BOJBAH HOPMUPAH ITPOCTOP.

JEOUHULWIA 5. Heka je (X, | - || x) apoussoman nopmupan apocimiop. Hu3z (xn)neN y dpociiopy X
cnabo koneepupa xa mauku ro € X axo sa ceaxy gynxyuoneny f € X' nuz (f(xn))neN xonsepeupa xa
f(x0). Huwemo x, —— x (n — 4+00), u g ce nasusa craba cpanuna 6pegnocii nusd (Try)nel.

TEOPEMA 7. Heka je (X, || - ||x) #pouseoman nopmupan apocimop, (xn)nen muz uz X uxg € X. Axo
T, — To Kaga n — +00, Waga T, — To (n — +00). V omuidgem cayuajy, w@eplere y obpuyimom
cMepy He 6adicu.

JIOKA3. Heka je f nuneapna u orpannveHa GpyHknuroHenaa va X u x, — X kaga n — +oo. Tana
[f(zn) = f(@o)| = [f (@n — zo)| < If] - lzn — @ollx — 0, n— +oo,
na 3axsbyayjemo ma f(2,) — f(xo) Kaga n — 400, OMHOCHO X, —— = (N — +00). O

TEOPEMA 8. 1) Ako nuz (n)neN crabo konsepeupa ka o, iaga je mauka To jequnciiseno ogpehena.
2) Axo x,, — x (n — +00) U yn — y (n — +00) ua, B € F, imaga

azy + Byn — az + By (n — +00).

TEOPEMA 9. Axo je dpocitiop X KOHAUHO-GUMEHSUOHANAH, THAGA ce HOJMO8U jaKe U clabe KOHGepZeHYUje
HU3a HoKNanajy.

JOKA3. [a u3 jake KoHBepreHIyje ciean craba KoHBepreniyja je Beh mokaszano. Joxaxxumo oOpHYyTO
tBphewe. Heka je p € IN mumensuja nmpocropa X. Kako je X umsomopdan ca P, noposbHo je
noxaszatu tBphewe y P, rne ' € {R, C}. Heka je z, = (£&1(n),&2(n), ..., &6(n)) € P, n € N, n
zo = (£9,€9,...,&)) € FP. IpernocraBumo aa T, 25 & (n — +00) nnexa cy f, € (FP)" gate ca
fux)=¢&,v=T1praejer = (&,&,...,&). Kako z, — x (n — +00), Tama f,(x,) — fu (o),
n — 400, 3a cBako v = 1, p, omHocHo &,(n) — 52, n — 400, 3a cBako v = 1, p. CaMuM TUM je

p

1
lon = zollEr = (D" 16,(0) = €2)* =0, - +oo,

v=1

na T, — xg, Kagan — 400, O




