
KONJUGOVANI I ADJUNGOVANI OPERATOR

KONJUGOVANI OPERATOR NA BANAHOVIM PROSTORIMA

Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) Banahovi prostori nad istim poqem skalara F ∈ {R,C} i
A ∈ L(X,Y ).

Ako f ∈ Y ′ = L(Y,F), tada slo`eno preslikavawe

f ◦A : x → (f ◦A)(x) = f(Ax), x ∈ X,

defini{e element g = f ◦A ∈ X ′ = L(X,F) jer za svako x ∈ X va`i

|g(x)| = |f(Ax)| 6 ‖f‖ · ‖Ax‖Y 6 ‖f‖ · ‖A‖ · ‖x‖X .

Preslikavawe A′ : Y ′ → X ′ definisano sa A′f = g = f ◦A je takvo da va`i

‖A′f‖X′ 6 ‖A‖ · ‖f‖Y ′ , f ∈ Y ′,

pa je ‖A′‖ 6 ‖A‖. Linearnost preslikavawa A′ je o~igledna. Dakle, A′ ∈ L(Y ′, X ′).

DEFINICIJA 1. Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) Banahovi prostori nad istim poqem skalara
F ∈ {R,C} i A ∈ L(X,Y ). Operator A′ ∈ L(Y ′, X ′) takav da je

(A′f)(x) = f(Ax), x ∈ X, f ∈ Y ′,

naziva se konjugovani operator operatora A.

TEOREMA 1. Ako A ∈ L(X, Y ), tada je ‖A′‖ = ‖A‖.

DOKAZ. (Za ve}u ocenu.) Kako je ‖A′f‖X′ 6 ‖A‖ · ‖f‖Y ′ za svako f ∈ Y ′, to je

‖A′‖ 6 ‖A‖. (1)

Uo~imo proizvoqno x ∈ X takvo da je ‖x‖X = 1. Na osnovu Hanh-Banach-ove teoreme1 imamo
da je

‖Ax‖Y = sup
g∈Y ′

‖g‖Y ′=1

|g(Ax)|.

Neka se supremum dosti`e za funkcionelu f (dakle, f ∈ Y ′, ‖f‖Y ′ = 1 i ‖Ax‖Y = |f(Ax)|).
Tada

‖Ax‖Y = |f(Ax)| = |(A′f)(x)| 6 ‖A′f‖X′ · ‖x‖X 6 ‖x‖X · ‖A′‖ · ‖f‖Y ′ = ‖A′‖ · ‖x‖X ,

pa je
‖A‖ 6 ‖A′‖. (2)

Na osnovu nejednakosti (1) i (2), zakqu~ujemo da je ‖A‖ = ‖A′‖. ¤

1 Hanh-Banach-ova teorema. Neka je X Banahov prostor. Tada za svako x ∈ X va`i ‖x‖X = sup
g∈X′

‖g‖
X′=1

|g(x)| i
supremum se dosti`e.
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TEOREMA 2. Ako A,B ∈ L(X, Y ) i α ∈ F, tada
1◦ (αA)′ = αA′;

2◦ (A + B)′ = A′ + B′.

DOKAZ. 1◦ Neka A ∈ L(X,Y ) i α ∈ F. Za svako x ∈ X , koriste}i homogenost funkcionele
f ∈ L(Y,F), dobijamo

((αA)′f)(x) = f((αA)x) = f(αAx) = α(f(Ax)) = α(A′f)(x).

2◦ Neka su A, B ∈ L(X,Y ). Za svako x ∈ X , koriste}i aditivnost funkcionele f , dobijamo

(A + B)′f(x) = f((A + B)(x)) = f(Ax + Bx) = f(Ax) + f(Bx) = A′(f)(x) + B′(f)(x),

odakle zakqu~ujemo da je (A + B)′ = A′ + B′. ¤

TEOREMA 3. Ako su X,Y i Z Banahovi prostori nad istim poqem skalara F i ako A ∈ L(Y, Z)
i B ∈ L(X, Y ), tada AB ∈ L(X, Z) i (AB)′ = B′A′.

DOKAZ. Za svako f ∈ Z ′ = L(Z,F) i svako x ∈ X va`i

((AB)′f)(x) = f((AB)(x)) = f(A(Bx)) = (A′f)(Bx) = B′(A′f)(x) = ((B′A′)f)(x),

odakle je (AB)′ = B′A′. ¤

Dodatak za ve}u ocenu. Doka`imo da je dualni (konjugovani) prostor prostora Rn, tj. prostor
svih ograni~enih linearnih funkcionela na Rn, izomorfan sa Rn.

Neka je {e1, e2, . . . , en} baza prostora Rn. Za neko x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn je x =
n∑

i=1
xiei.

Neka je f linearna funkcionela na Rn. Tada je

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei) =
n∑

i=1

xiai,

gde je ai = f(ei), i = 1, n. Na osnovu nejednakosti Heldera (p = q = 2), dobijamo

|f(x)| 6
( n∑

i=1

|xi|2
) 1

2
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2 =
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2 ‖x‖Rn ,

pa je

‖f‖ 6
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2
. (3)

Neka je a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn. Tada

f(a) =
n∑

i=1

|ai|2 =
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2 =
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2 ‖a‖Rn ,

pa je

‖f‖ >
( n∑

i=1

|ai|2
) 1

2
. (4)

Iz (3) i (4) dobijamo ‖f‖ = ‖a‖Rn . Stoga, preslikavawe iz Rn u Rn dato sa f 7→ a gde je
ai = f(ei) i = 1, n, ~uva rastojawe, linearno i bijektivno pa je izomorfizam ovih prostora.
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PRIMER 1. Neka je A operator na Rn i neka je A = (aij)n×n wegova matri~na reprezentacija.
Tada za x = (x1, x2, . . . , xn) je y = Ax gde je y = (y1, y2, . . . , yn) za

yi =
n∑

j=1

aijxj .

Neke je f linearna funkcionela na Rn). Tada je f = (f1, f2, . . . , fn), f(x) =
n∑

i=1
fixi. Stoga je

f(Ax) =
n∑

i=1

fiyi =
n∑

i=1

fi

n∑

j=1

aijxj =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijfixj

=
n∑

j=1

( n∑

i=1

aijfi

)
xj =

n∑

j=1

φjxj ,

gde je φj =
n∑

i=1
aijfi.

Vektor φ = (φ1, φ2, . . . , φn) ∈ Rn je dobijen od vektora f = (f1, f2, . . . , fn)transformacijom
φ = A′f gde je preslikavawe A′ reprezentovano transponovanom matricom AT matrice A.

ADJUNGOVANI OPERATOR NA HILBERTOVOM PROSTORU

Neka je H Hilbertov prostor i A ∈ L(H). Za fiksirano y ∈ H defini{emo preslikavawe
f(x) = 〈Ax, y〉, x ∈ H. Va`i da je f linearna funkcionela na H jer f : H → F i primenom
nejednakosti Ko{i-[varca dobijamo

|f(x)| = |〈Ax, y〉| 6 ‖Ax‖ · ‖y‖H 6 ‖A‖ · ‖y‖H · ‖x‖H.

Zakqu~ujemo da je funkcionela f ograni~ena. Dakle, f ∈ H′ pa iz Risove leme sledi da postoji
z ∈ H tako da je

f(x) = 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉, x ∈ H.

Kako se mewa y, mewa se i z i mo`emo uo~iti preslikavawe A∗ : H → H dato sa A∗ : y → z.

DEFINICIJA 2. Preslikavawe A∗ : H → H dato sa

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, x, y ∈ H,

naziva se adjungovani operator operatora A ∈ L(X, Y ).

TEOREMA 4. Ako A ∈ L(H), tada:

1◦ A∗ ∈ L(H);

2◦ A∗∗ = A;
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3◦ ‖A∗‖ = ‖A‖;
4◦ (A + B)∗ = A∗ + B∗, B ∈ L(H);

5◦ (αA)∗ = αA∗, α ∈ F;
6◦ (AB)∗ = B∗A∗;

7◦ ‖A∗A‖ = ‖A‖2.

DOKAZ. 1◦ Neka x, y1, y2 ∈ H i α, β ∈ F. Tada

〈x,A∗(αy1 + βy2)〉 = 〈Ax,αy1 + βy2〉
= α〈Ax, y1〉+ β〈Ax, y2〉
= α〈x, A∗y1〉+ β〈x,A∗y2〉
= 〈x, αA∗y1 + βA∗y2〉, x ∈ H,

odakle je A∗(αy1 + βy2) = αA∗y1 + βA∗y2.
Dokazati ograni~enost operatora A∗. Neka je f(x) = 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, x ∈ H. Primenom

Risove teoreme sledi
‖f‖ = ‖A∗y‖H. (5)

Kako je ‖f‖ 6 ‖A‖ · ‖y‖H, iz (5) sledi

‖A∗y‖H 6 ‖A‖ · ‖y‖H,

tj. ‖A∗‖ 6 ‖A‖, pa je A∗ ∈ L(H).
2◦ Kako A∗ ∈ L(H), sledi da postoji (A∗)∗ ∈ L(H), kra}e }emo ga ozna~avati sa A∗∗, i pri

tome je
〈A∗x, y〉 = 〈x,A∗∗y〉, x, y ∈ H. (6)

Kako je
〈A∗x, y〉 = 〈y, A∗x〉 = 〈Ay, x〉 = 〈x,Ay〉, x, y ∈ H, (7)

iz (6) i (7) dobijamo
〈x, A∗∗y〉 = 〈x,Ay〉, x, y ∈ H.

Sledi da je 〈x,A∗∗y − Ay〉 = 0, za svako x ∈ H, pa je A∗∗y − Ay = 0, za svako y ∈ H, odnosno
A∗∗ = A.

3◦ Kako je ‖A∗‖ 6 ‖A‖ i ‖A‖ = ‖A∗∗‖ 6 ‖A∗‖, to je ‖A∗‖ = ‖A‖.
4◦ Za svako x, y ∈ H je

〈x, (A + B)∗y〉 = 〈(A + B)x, y〉 = 〈Ax, y〉+ 〈Bx, y〉
= 〈x,A∗y〉+ 〈x,B∗y〉 = 〈x,A∗y + B∗y〉
= 〈x, (A∗ + B∗)y〉,

odakle zakqu~ujemo da je (A + B)∗y = (A∗ + B∗)y za svako y ∈ H, pa je (A + B)∗ = A∗ + B∗.
5◦ Za svako x, y ∈ H va`i

〈x, (αA)∗y〉 = 〈(αA)x, y〉 = 〈αAx, y〉 = α〈x, A∗y〉 = 〈x, αA∗y〉 = 〈x, (αA∗)y〉,
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odakle zakqu~ujemo da je (αA)∗y = (αA∗)y za svako y ∈ H, pa je (αA)∗ = αA∗.
6◦ Iz 〈x, (AB)∗y〉 = 〈(AB)x, y〉 = 〈Bx,A∗y〉 = 〈x,B∗A∗y〉, za svako x, y ∈ H, dobijamo da je

(AB)∗ = B∗A∗.
7◦ Kako je ‖A∗A‖ 6 ‖A∗‖ · ‖A‖ = ‖A‖2 i

‖Ax‖2
H = 〈Ax,Ax〉 = 〈Ax,A∗∗x〉 = 〈A∗Ax, x〉 6 ‖A∗Ax‖H · ‖x‖H 6 ‖A∗A‖ · ‖x‖2

H,

to je ‖A‖2 6 ‖A∗A‖, pa je ‖A‖2 = ‖A∗A‖. ¤

PRIMER 2. Neka je H = `2 i A : H → H operator levog pomeraja dat sa Ax = y gde je
x = (xn)n∈N i y = (yn)n∈N tako da je y1 = 0 i yn = xn−1, odnosno Ax = (0, x1, x2, . . . , xn . . .).

Za svako x = (xn)n∈N i y = (yn)n∈N iz `2 je

〈Ax, y〉 = x1y2 + x2y3 + x3y4 + · · · = 〈x, (y2, y3, y4, . . .)〉,

odakle dobijamo da je A∗x = (x2, x3, x4, . . .), odnosno A∗ je operator desnog pomeraja.

Naziv adjungovanioperator je rezervisan zaHilbertove prostore. Uo~imovezu adjungovanog
i konjungovanog operatora.

Za f ∈ H′ postoji ta~no jedno y ∈ H tako da je f(x) = 〈x, y〉, x ∈ H, i J : H′ → H dat sa
J(f) = y je bijektivno, izometri~no i antilinearno preslikavawe. Ako A ∈ L(H), tada je

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, x, y ∈ H.

Daqe je 〈Ax, y〉 = f(Ax) = (A′f)(x), za svako x, y ∈ H i 〈x,A∗y〉 = f(x) = J−1(A∗y)(x),
x, y ∈ H, pa je

A′(J−1y)(x) = J−1(A∗y)(x), x, y ∈ H,

tj. A′(J−1y) = J−1(A∗y), za svako y ∈ H, tj. A′(J−1) = J−1(A∗), odakle je A′ = J−1A∗J ili
A∗ = JA′J−1.

PRIMER 3. Neka je A operator na Rn i neka je A = (aij)n×n wegova matri~na reprezentacija.
Tada operatoru A∗ odgovara matri~na reprezentacija takva da je A∗ = AT .

DEFINICIJA 3. Neka A ∈ L(H).

1◦ Operator A je samoadjungovan ako je A∗ = A.

2◦ Operator A je kosoadjungovan ako je A∗ = −A.

3◦ Operator A je unitaran ako je A∗A = AA∗ = I .

4◦ Operator A je normalan ako je A∗A = AA∗.

NAPOMENA. Proizvoqan opratorAmo`e se prikazati u obliku zbira jednog samoadjungovanog
i jednog kosoadjungovanog operatora, tj. A = 1

2(A + A∗) + 1
2(A − A∗) = A1 + A2, gde je

A1 = 1
2(A + A∗) = A∗1 i A∗2 = 1

2(A∗ −A) = −A2.
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PRIMER 4. Neka je a = (an)n∈N ograni~en niz kompleksnih brojeva i ‖a‖ = sup
n∈N

|an|. Neka je

Ma : `2 → `2 dat sa Max = (anxn)n∈N. Za x = (xn)n∈N i y = (yn)n∈N iz `2 va`i

〈Max, y〉 =
+∞∑

n=1

anxnyn =
+∞∑

n=1

xnanyn = 〈x,May〉,

gde je a = (an)n∈N. Stoga je M∗
a = Ma. Specijalno, Ma je samoadjungovan ako i samo ako je a niz

realnih brojeva.

SLABA KONVERGENCIJA U NORMIRANOM PROSTORU

Ve} smo govorili o slaboj konvergenciji u pred-Hilbertovom prostoru.

DEFINICIJA 4. (Slaba konvergencija) Niz vektora (xn)n∈N u pred-Hilbertovom
prostoru X slabo konvergira ka vektoru x ∈ X ako 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 kada n → +∞
za svako y ∈ X. U tom slu~aju pi{emo xn

s−→ x (n → +∞).

Uslov iz prethodne definicije mo`e se zameniti sa 〈xn − x, y〉 → 0 kada n → +∞
za svako y ∈ X.
Odmah se postavqa pitawe odnosa izme|u slabe i jake konvergencije.

TEOREMA 5. Jako konvergentan niz slabo konvergira, tj.

xn → x, n → +∞ ⇒ xn
s−→ x (n → +∞).

DOKAZ. Pretpostavimo da niz (xn)n∈N jako konvergira ka x, odnosno ‖xn− x‖ → 0
kada n → +∞. Iz Ko{i-[varcove nejednakosti imamo

0 6 |〈xn − x, y〉| 6 ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0, n → +∞.

Odatle imamo da 〈xn − x, y〉 → 0 kada n → +∞ za svako y ∈ X , tj. niz (xn)n∈N
slabo konvergira ka x. ¤

TEOREMA 6. Ako xn
s−→ x (n → +∞) i ‖xn‖ → ‖x‖, n → +∞, onda xn → x,

n → +∞.

DOKAZ. Ako xn
s−→ x (n → +∞), onda za svako y ∈ X imamo 〈xn, y〉 → 〈x, y〉,

n → +∞. Otuda, 〈xn, x〉 → 〈x, x〉 = ‖x‖2 kada n → +∞. Sada,

‖xn − x‖2 = 〈xn − x, xn − x〉
= 〈xn, xn〉 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ 〈x, x〉
= ‖xn‖2 − 2Re〈xn, x〉+ ‖x‖2 → ‖x‖2 − 2‖x‖2 + ‖x‖2 = 0, n → +∞.

Dakle, niz (xn)n∈N jako konvergira ka x. ¤

U kona~no-dimenzionim prostorima ova dva pojma se poklapaju. Primere nizova koji slabo
konvergiraju treba tra`iti u beskona~no-dimenzionim prostorima.
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PRIMER 5. Niz (en)n∈N nije konvergentan u `2 jer nije Ko{ijev. Naime, ‖em − en‖ =
√

2, za
svako m,n ∈ N, m 6= n. Me|utim, on slabo konvergira nuli. Po{to je (en)n∈N ortonormirana
baza prostora `2, onda va`i Parsevalova jednakost tj.

∑

n∈N
|〈en, x〉|2 = ‖x‖2, x ∈ `2.

Kako red
∑

n∈N
|〈en, x〉|2 konvergira, wegov op{ti ~lan te`i nuli, pa 〈en, x〉 → 0, za svako x ∈ `2,

a 0 je jedini vektor ortogonalan na svim vektorima prostora, pa je

〈en, x〉 → 〈0, x〉, x ∈ `2,

tj. po definiciji niz (en)n∈N slabo konvergira ka 0.

Sada }emo sve prethodno uop{titi na proizvoqan normiran prostor.

DEFINICIJA 5. Neka je (X, ‖ · ‖X) proizvoqan normiran prostor. Niz (xn)n∈N u prostoru X
slabo konvergira ka ta~ki x0 ∈ X ako za svaku funkcionelu f ∈ X ′ niz (f(xn))n∈N konvergira ka
f(x0). Pi{emo xn

s−→ x (n → +∞), i x0 se naziva slaba grani~na vrednost niza (xn)n∈N.

TEOREMA 7. Neka je (X, ‖ · ‖X) proizvoqan normiran prostor, (xn)n∈N niz iz X i x0 ∈ X . Ako
xn → x0 kada n → +∞, tada xn

s−→ x0 (n → +∞). U op{tem slu~aju, tvr|ewe u obrnutom
smeru ne va`i.

DOKAZ. Neka je f linearna i ograni~ena funkcionela na X i xn → x0 kada n → +∞. Tada

|f(xn)− f(x0)| = |f(xn − x0)| 6 ‖f‖ · ‖xn − x0‖X → 0, n → +∞,

pa zakqu~ujemo da f(xn) → f(x0) kada n → +∞, odnosno xn
s−→ x (n → +∞). ¤

TEOREMA 8. 1) Ako niz (xn)n∈N slabo konvergira ka x0, tada je ta~ka x0 jedinstveno odre|ena.
2) Ako xn

s−→ x (n → +∞) i yn
s−→ y (n → +∞) i α, β ∈ F, tada

αxn + βyn
s−→ αx + βy (n → +∞).

TEOREMA 9. Ako je prostorX kona~no-dimenzionalan, tada se pojmovi jake i slabe konvergencije
niza poklapaju.

DOKAZ. Da iz jake konvergencije sledi slaba konvergencija je ve} pokazano. Doka`imo obrnuto
tvr|ewe. Neka je p ∈ N dimenzija prostora X . Kako je X izomorfan sa Fp, dovoqno je
dokazati tvr|ewe u Fp, gde F ∈ {R,C}. Neka je xn = (ξ1(n), ξ2(n), . . . , ξp(n)) ∈ Fp, n ∈ N, i
x0 = (ξ0

1 , ξ
0
2 , . . . , ξ

0
p) ∈ Fp. Pretpostavimo da xn

s−→ x (n → +∞) i neka su fν ∈ (Fp)′ date sa
fν(x) = ξν , ν = 1, p, gde je x = (ξ1, ξ2, . . . , ξp). Kako xn

s−→ x (n → +∞), tada fν(xn) → fν(x0),
n → +∞, za svako ν = 1, p, odnosno ξν(n) → ξ0

ν , n → +∞, za svako ν = 1, p. Samim tim je

‖xn − x0‖Fp =
( p∑

ν=1

|ξν(n)− ξ0
ν |2

) 1
2 → 0, n → +∞,

pa xn → x0, kada n → +∞. ¤
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