
MERA NA σ-ALGEBRI I LEBEGOVA MERA

Uvod

MERA KAO UOP[TEWE EUKLIDSKIH MERA

Klasi~na teorija mera i integrala predstavqa jednu od najva`nijih oblasti matematike iz
koje su se kasnije razvile teorija verovatno}e, stohasti~ka analiza, teorija fraktala itd.

Kao uop{tewe pojmova du`ine, povr{ine i zapremine u Euklidskom prostoru, apstraktna
teorja mera je nastala na prelazu iz 19. u 20. vek pro{log milenijuma. Me|u za~etnicima
ove teorije su Emil Borel, Anri Lebeg, Johan Radon, Konstantin Karateodori i mnogi drugi.
Nakon toga nastupilo je potpuno novo shvatawe koncepta funkcija i wihovih osobina poput
nepreprekidnosti, diferencijabilnosti i integrabilnosti, {to je dovelo do sna`nog razvoja
matemati~ke analize.

U okviru kurseva Analiza 2 i Analiza 4 na skupuRn se izu~avaju metodi ra~unawa du`ine,
povr{ine, zapremine itd. u Euklidskom smislu. Teorija mere i integrala (koji se izu~avaju
u okviru kursa Mera i integracija na master studijama) }e dati odgovaraju}u aparaturu da
se to uradi za mnogo {iru klasu funkcija (funkcije koje }e biti merqive i integrabilne u
smislu Lebega na Rn), ali ujedno uvodi i pojam mere i integrala ne samo na Rn ve} i na vrlo
apstraktnim prostorima X koji mogu biti i beskona~no dimenzionalni ili ne moraju uop{te
da imaju vektorsku strukturu. Na primer, mera mo`e da bude i mera prebrajawa (kardinalni
broj skupa) ili mera verovatno}e nekog doga|aja (va`no je da savladate osnove teoriju mere
koje su date u ovom kursu jer }ete sve osobine mere ponovo imati u okviru predmeta Teorija
verovatno}e).

U osnovi teorije mera le`i ideja o ra~unawu povr{ina poznata jo{ iz anti~ke Gr~ke: prvo
se uvede mera za pravougaonike, trouglove i ostale poligone, a povr{ina proizvoqne figure
se aproksimira povr{inom poligona iznutra i spoqa, pa se pusti da broj stranica poligona
te`i beskona~nosti. Odgovaraju}i pojam ovoj ideji jeste pojam spoqne mere, a ulogu poligona
preuzimaju otvoreni i zatvoreni skupovi pomo}u kojih se vr{i aproksimacija spoqa i iznutra.

Osobina koja bi se o~ekivala od neke funkcije koju nazivamo merom, po analogiji na
povr{ine, jeste da je ona translaciono-invarijantna odnosno da je µ(A + c) = µ(A) + c ili
rotaciono-invarijantna, kao i da je aditivna, odnosno da je ukupna mera dva disjunktna skupa
jednaka zbiru mera pojedina~nih skupova tj. da je µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B). Prva dva zahteva
se odbacuju jer bi podrazumevala vektorsku strukturu na skupu X i nisu relevantna za op{tu
teoriju, dok tre}i postaje upravo definicija apstraktne mere.

Drugi va`an pojam koji se javqa u teoriji mere jeste prebrojivost skupova indeksa sa kojima
se radi. Aditivnost mere se tako uop{tava na tzv. σ-aditivnost, odnosno zahteva se da je
µ
( ⋃

n∈N
An

)
=

∑
n∈N

µ(An) za proizvoqnu prebrojivu disjuntnu familiju skupova An, n ∈ N.
Sti`emo, najpre, do pitawa koji skupovi se uop{te mogu meriti, odnosno {ta ~ini fami-

liju merqivih skupova. Name}e se prirodna pretpostavka da ta familija mora biti zatvorena
u odnosu na prebrojiv broj primena svih mogu}ih skupovnih operacija (presek, unija, komple-
ment).
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FUNKCIONALNA ANALIZA

σ-ALGEBRE

Neka je X 6= ∅ i P(X) wegov partitivni skup. Postavqa se pitawe koja je najpogodnija
familija A podskupova od X za koju bi postojalo preslikavawe µ : A → µ(A), A ∈ A, sa
vrednostima u R. Drugim re~ima, odredimo najpre koji su to skupovi koje mo`emo da merimo.

DEFINICIJA 1. Familiju A podskupova od X nazivamo σ-algebra skupova na X ako va`i:

1◦ X ∈ A;

2◦ za svaki skup A koji pripada σ-algebri A i wegov komplement AC pripada A, tj.

A ∈ A ⇒ AC ∈ A;

3◦ unija prebrojivo mnogo elemenata iz A tako|e pripada A, tj.

An ∈ A, n ∈ N ⇒
⋃

n∈N
An ∈ A.

Skup X sa σ-algebrom A nazivamo prostor sa σ-algebrom i ozna~avamo ga sa (X,A).

NAPOMENA 1. Primetimo da uslov 1◦ mo`e da se zameni uslovom ∅ ∈ A jer nam to omogu}ava
uslov 2◦.

NAPOMENA 2. Ako se uslov 3◦ zameni uslovom da bude zatvorena za formirawe kona~nih unija,
dobijamo definiciju algebre skupova na X . O~igledno da je svaka σ-algebra ujedno i algebra,
dok obrnuto nije ta~no (videti primere 3 i 4).

LEMA 1. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom. Tada va`i:

1◦ ∅ ∈ A;

2◦ ako Ai ∈ A, i = 1, n, tada
n⋃

i=1
Ai ∈ A;

3◦ ako Ai ∈ A, i ∈ N, tada
+∞⋂
i=1

Ai ∈ A;

4◦ ako Ai ∈ A, i = 1, n, tada
n⋂

i=1
Ai ∈ A;

5◦ ako A,B ∈ A, tada A \B ∈ A.

PRIMER 1. Neka je X 6= ∅. Familije A1 = P(X) i A2 = {∅, X} su σ-algebre i to A1 je najve}a,
a A2 najmawa σ-algebra.
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MERA NA σ-ALGEBRI I LEBEGOVA MERA

PRIMER 2. Neka je X = R. Familija

A = {A ⊆ R | A je najvi{e prebrojiv ili AC je najvi{e prebrojiv}

je σ-algebra na R. Zaista, ako je (An)n∈N niz iz A i ako su svi skupovi An, n ∈ N, najvi{e
prebrojivi, onda je i

⋃
n∈N

An najvi{e prebrojiv skup, a ako je neki AC
n0

najvi{e prebrojiv, onda je

( ⋃

n∈N
An

)C
⊆

⋂

n∈N
AC

n ⊆ AC
n0

,

pa je
( ⋃

n∈N
An

)C
najvi{e prebrojiv skup i zato

⋃
n∈N

An ∈ A.

Nave{}emo sada primere algebre koje nisu σ-algebre.

PRIMER 3. Neka je X bilo koji beskona~an skup. A = {A ⊆ X | A kona~an ili AC kona~an} je
algebra na X . Me|utim, familija A nije σ-algebra jer ako je (xn)n∈N niz razli~itih ta~aka iz
X , onda skupovi An := {x2n−1}n∈N pripadaju familiji A, a ⋃

n∈N
An i

( ⋃
n∈N

An)C su beskona~ni
skupovi.

PRIMER 4. Neka familija A sadr`i ∅ i sve podskupove od R koji se mogu prikazati kao unija
kona~no mnogo intervala oblika (a, b], (a,+∞) i (−∞, b] gde su a, b ∈ R. Familija A je algebra
ali nije σ-algebra. Zaista, neka su a, b ∈ R takvi da je b− a > 1. Tada je (a, b− 1

n ] ∈ A, n ∈ N.
Kako je

⋃
n∈N

(a, b− 1
n ] = (a, b) i (a, b) /∈ A, familija A nema svojstvo 3◦.

LEMA 2. Neka je X 6= ∅ i Aλ, λ ∈ Λ, bilo kojia familija σ-algebri na skupu X . Tada je
⋂

λ∈Λ

Aλ,

tako|e, σ-algebra na skupu X .

PRIMER 5. Unija σ-algebri ne mora da bude σ-algebra. Neka je X = {1, 2, 3}. Tada su A1 =
{∅, X, {1}, {2, 3}} i A2 = {∅, X, {2}, {1, 3}} σ-algebre na X . Kako je

A1 ∪ A2 = {∅, X, {1}, {2}, {1, 3}, {2, 3}},

a {1} ∪ {2} = {1, 2} /∈ A1 ∪ A2, to A1 ∪ A2 nema svojstvo 3◦, pa nije σ-algebra na X .

Slede}a posledica je va`na pri konstrukciji σ-algebre.

POSLEDICA. Neka je F bilo koja familija podskupova skupa X . Tada je

σ(F) :=
⋂
{A | A je σ-algebra,F ⊆ A}

najmawa σ-algebra koja sadr`i familiju F i nazivamo je σ-algebra generisana sa F .
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FUNKCIONALNA ANALIZA

U teoriji mere od izuzetne va`nosti je Borelova σ-algebra B(R).

TEOREMA 1. Borelova σ-algebra BR je generisana sa:

1◦ intervalima (a, b), a < b, a, b ∈ R;

2◦ intervalima [a, b], a < b, a, b ∈ R;

3◦ intervalima (a, b], a < b, a, b ∈ R;

4◦ intervalima [a, b), a < b, a, b ∈ R;

5◦ intervalima (a,+∞), a ∈ R;

6◦ intervalima (−∞, a), a ∈ R;

7◦ intervalima [a,+∞), a ∈ R;

8◦ intervalima (−∞, a], a ∈ R.

DOKAZ. Svaki otvoren skup uR je prebrojiva unija otvorenih intervala, pa je dovoqno pokazati
da σ−algebra koju generi{u intervali iz navedene familije sadr`i otvorene intervale.
Doka`imo na primer 2◦. Ozna~imo sa B′R σ−algebru koju generi{u zatvoreni intervali. Kako je

(a, b) =
+∞⋃

n=1

[
a +

1
n

, b− 1
n

]
∈ B′R,

za proizvoqne a < b, a, b ∈ R, pa je BR ⊆ B′R. Iz

[a, b] =
+∞⋂

n=1

(
a− 1

n
, b +

1
n

)
∈ BR,

za proizvoqne a < b, a, b ∈ R, sledi da je B′R ⊆ BR.
Dakle, BR = B′R. ¤

Borelovi skupovi su svi otvoreni intervali, svi zatvoreni intervali, sve wihove prebro-
jive unije i svi wihovi prebrojivi preseci.

PRIMER 6. Neka je S skup svih brojeva iz intervala [0, 1] koji u svom decimalnom zapisu sadr`e
cifru 7. Dokazati da je S Borelov skup.

Neka Sn predstavqa skup svih brojeva koji na n-tom decimalnom mestu imaju cifru 7, tj.
S1 = [0, 7; 0, 8), S2 = [0, 07; 0, 08)∪ [0, 17; 0, 18)∪ [0, 27; 0, 28)∪ · · · ∪ [0, 67; 0, 68)∪ [0, 87; 0, 88)∪
[0, 97; 0, 98), itd. Zakqu~ujemo da je

Sn =
10n−1−1⋃

k=0

[
k

10n−1
+

7
10n

,
k

10n−1
+

8
10n

)
.

Svaki skup iz ove unije je Borelov skup jer je [a, b) = (c, b)∩ [a, d] zac < a < b < d, pa je Sn, n ∈ N,
Borelov skup, a onda je i S =

+∞⋃
n=1

Sn Borelov skup.
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MERA NA σ-ALGEBRI I LEBEGOVA MERA

MERA NA σ-ALGEBRI

Ve} smo pomenuli da µ treba da uzima vrednosti izR = R∪ {+∞,−∞} = [−∞, +∞]. Zato
je va`no operacije + i · kao i relaciju 6 sa R pro{iriti na R.

Ure|ewe 6 sa R se pro{iruje na R sa −∞ < x < +∞, x ∈ R.
Operacije sabirawe i mno`ewe se pro{iruju sa:

x + (+∞) = +∞+ x = +∞;

x + (−∞) = −∞+ x = −∞;

x · (+∞) = (+∞) · x = +∞, x · (−∞) = (−∞) · x = −∞, ako je x > 0;

x · (+∞) = (+∞) · x = −∞, x · (−∞) = (−∞) · x = +∞, ako je x < 0;

+∞+∞ = +∞;

−∞−∞ = −∞;

(+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Ne defini{u se+∞+(−∞) niti (−∞)+∞. Me|utim, u teoriji mere se pokazalo korisnim
definisati

0 · (+∞) = (+∞) · 0 = (−∞) · 0 = 0 · (−∞) = 0.

DEFINICIJA 2. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom. Mera µ na A je funkcija µ : A → R za
koju va`i:

1◦ 0 6 µ(A) 6 +∞ za svako A ∈ A;

2◦ µ(∅) = 0;

3◦ ako je An ∈ A, n ∈ N, disjunktna familija skupova, tada je

µ
( +∞⋃

n=1

An

)
=

+∞∑

n=1

µ(An).

Ure|ena trojka (X,A, µ) se naziva merqiv prostor ili prostor sa merom. Elementi σ-algebreA
se nazivaju merqivi skupovi.

Mera je trivijalna ako je µ(A) = 0, A ∈ A. Mera je kona~na ako za svako A ∈ A je µ(A) < +∞.
Mera je σ-kona~na ako je X prebrojiva unija merqivih skupova tako da svaki od wih ima
kona~nu meru.

PRIMER 7. Neka je (X,A) σ-algebra i x0 ∈ X . Za A ∈ A defini{imo:

µ(A) =
{

1, x0 ∈ A,
0, x0 6∈ A.
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FUNKCIONALNA ANALIZA

Funkcija µ je nenegativna i za An ∈ A, Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, va`i:

µ

(
+∞⋃

n=1

An

)
=

+∞∑

n=1

µ (An) .

To sledi iz ~iwenice da x0 ∈
+∞⋃
n=1

An ako i samo ako postoji ta~no jedan indeks n0 ∈ N tako da
x0 ∈ An0 , pa i na levoj i na desnoj strani imamo vrednost 1.

PRIMER 8. Neka je X 6= ∅ i A σ-algebra na X . Funkcija

µ(A) =
{

1, A 6= ∅,
0, A = ∅,

nije mera jer za A1, A2 6= ∅, A1, A2 ∈ A je µ(A1 ∪A2) = 1, µ(A1) + µ(A2) = 2, pa µ ne zadovoqava
osobinu σ-aditivnosti.

TEOREMA 2. Neka je (X,A, µ) prostor sa netrivijalnom merom. Mera µ : A → [0, +∞] ima
slede}a svojstva.

1◦ (Monotonost) Za svako A,B ∈ A iz A ⊆ B sledi µ(A) 6 µ(B). Specijalno, ako je
µ(A) < +∞, onda je µ(B \A) = µ(B)− µ(A).

2◦ (σ− subaditivnost) Za svaki niz (An)n∈N skupova iz A va`i

µ
( +∞⋃

n=1

An

)
6

+∞∑

n=1

µ(An).

3◦ (Neprekidnost za rastu}e nizove) Neka je An ⊆ An+1, gde An ∈ A, n ∈ N. Tada je

µ
( +∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→+∞µ(An).

4◦ (Neprekidnost za opadaju}e nizove) Neka je An ⊇ An+1, gde An ∈ A, n ∈ N. Ako je
µ(A1) < +∞, tada je

µ
( +∞⋂

n=1

An

)
= lim

n→+∞µ(An).

DOKAZ. 1◦ IzA,B ∈ A sledi daB \A = B∩AC ∈ A. Kako jeB = A∪ (B \A) iA∩ (B \A) = ∅,
zbog σ-aditivnosti i nenegativnosti mere je

µ(B) = µ(A) + µ(B \A) > µ(A).

2◦ Defini{imo pomo}ne skupove B1 := A1, Bn := An \
n−1⋃
k=1

Ak ∈ A, n > 2. O~igledno je
Bn ⊆ An, n ∈ N, odakle zbog monotonosti mere dobijamo

µ(Bn) 6 µ(An), n ∈ N. (1)
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MERA NA σ-ALGEBRI I LEBEGOVA MERA

Skupovi Bn, n ∈ N, su me|usobno disjunktni i
+∞⋃
n=1

Bn =
+∞⋃
n=1

An. Koriste}i σ-aditivnost mere

µ i nejednakost (1), sledi

µ
( +∞⋃

n=1

An

)
= µ

( +∞⋃

n=1

Bn

)
=

+∞∑

n=1

µ(Bn) 6
+∞∑

n=1

µ(An).

3◦ Neka su me|usobno disjunktni skupoviBn, n ∈ N, definisani na isti na~in kao u dokazu
tvr|ewa 2◦. Kako je

+∞⋃
n=1

An =
+∞⋃
n=1

Bn i A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·An ⊆ · · · , tada je
n⋃

k=1

Bk = An, pa
koriste}i σ-aditivnosti mere µ, dobijamo

µ(An) = µ
( n⋃

k=1

Bk

)
=

n∑

k=1

µ(Bk),

odakle je

µ
( +∞⋃

n=1

An

)
= µ

( +∞⋃

n=1

Bn

)
=

+∞∑

n=1

µ(Bn) = lim
n→+∞

n∑

k=1

µ(Bk) = lim
n→+∞µ(An).

4◦ Skupovi A1 \An = A1 ∩AC
n ∈ A, n ∈ N, ~ine rastu}i niz. Pri tome

+∞⋃

n=1

(A1 \An) =
+∞⋃

n=1

(A1 ∩AC
n ) = A1 ∩

( +∞⋃

n=1

AC
n

)
= A1 ∩

( +∞⋂

n=1

An

)C
= A1 \

+∞⋂

n=1

An ∈ A.

Koriste}i tvr|ewe 3◦ dobijamo

µ
(
A1 \

+∞⋂

n=1

An

)
= µ

( +∞⋃

n=1

(A1 \An)
)

= lim
n→+∞µ(A1 \An) = µ(A1)− lim

n→+∞µ(An). (2)

Kako je
+∞⋂
n=1

An ⊆ A1 i µ(A1) < +∞, prema 1◦ va`i da je µ
( +∞⋂

n=1
An

)
6 µ(A1) < +∞. Sada je

µ
(
A1 \

+∞⋂

n=1

An

)
= µ(A1)− µ

( +∞⋂

n=1

An

)
,

a zajedno sa (2) daje

µ(A1)− µ
( +∞⋂

n=1

An

)
= µ(A1)− lim

n→+∞µ(An),

odakle sledi tvr|ewe 4◦. ¤
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FUNKCIONALNA ANALIZA

SPOQNA MERA

DEFINICIJA 3. Neka jeX neprazan skup, aP(X)wegov partitivni skup. Spoqna mera na skupu
X je svaka funkcija µ∗ : P(X) → [0,+∞] sa osobinama:

1◦ µ∗(∅) = 0,

2◦ (monotonost) ako je A ⊆ B ⊆ X tada je µ∗(A) 6 µ∗(B),

3◦ (σ−subaditivnost) za svaki niz (An)n∈N skupova iz X va`i µ∗
( +∞⋃

n=1
An

)
6

+∞∑
n=1

µ∗(An).

PRIMER 9. Neka je funkcija µ∗ : P(X) → [0, +∞] data sa

µ∗(A) =
{

0, A = ∅
1, A 6= ∅.

Funkcija µ∗ jeste spoqna mera ali nije σ-aditivna pa nije mera na P(X) (videti primer 8.).

Primetimo da je svaka mera definisana na A = P(X) ujedno i spoqna mera, obrnuto tvr|ewe
ne va`i u op{tem slu~aju.

Neka je X 6= ∅ i A σ-algebra na X i µ : A → [0, +∞] mera. Primetimo da ako je B ⊆
Xmerqiv, odnosno B ∈ A, onda je

µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A ∩BC), A ∈ A.

Drugim re~ima, merqiv skup B razbija svaki drugi merqiv skup A na dva disjunktna merqiva
skupa A ∩B i A ∩BC ~ije se mere sabiraju. Ovo svojstvo nema spoqna mera!

Neka je µ∗ : P(X) → [0, +∞] spoqna mera. Ako je B ⊆ X , zbog σ-subaditivnosti spoqne
mere µ∗ je

µ∗(A) 6 µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩BC), A ⊆ X. (3)
Kod nekih spoqnih mera u nejednakosti (3) mo`e se pojaviti znak strogo mawe.

DEFINICIJA 4. Neka je µ∗ : P(X) → [0, +∞] spoqna mera na skupu X. Za skup B ⊆ X ka`emo
da je µ∗-merqiv ako je za svako A ⊆ X zadovoqeno µ∗(A) = µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩BC).

NAPOMENA. Skupovi ∅ i X su po definiciji µ∗-merqivi. Ako je skup B µ∗-merqiv, onda je
i BC µ∗-merqiv. Zbog nejednakosti (3), da bi se dokazalo da je B µ∗-merqiv skup, dovoqno je
dokazati da va`i

µ∗(A) > µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩BC), A ⊆ X. (4)
Kako nejednakost (4) o~igledno va`i za µ∗(A) = +∞, skupB ⊆ X je µ∗-merqiv ako nejednakost
µ∗(A) > µ∗(A ∩B) + µ∗(A ∩BC) va`i za svaki skup A ⊆ X takav da je µ∗(A) < +∞.

TEOREMA 3. (Teorema Karateodorija) Neka je µ∗ : P(X) → [0, +∞] spoqna mera na skupu X. Sa
Mµ∗ ozna~imo familiju svih µ∗-merqivih podskupova od X. Tada va`e slede}a tvr|ewa.

1. Mµ∗ je σ-algebra na skupu X.

2. Restrikcija funkcije µ∗ naMµ∗ je mera.
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LEBEGOVA MERA NA R

DEFINICIJA 5. Neka je X neprazan skup. Familiju C podskupova od X zovemo σ-pokriva~ od X
ako ima slede}a svojstva:

1◦ ∅ ∈ C,

2◦ postoji niz (Cn)n∈N ~lanova iz C takav da je X =
+∞⋃
n=1

Cn.

Neka je CR familija otvorenih intervala iz R oblika (a, b), a 6 b. Kako je ∅ = (a, a) ∈ CR
i R =

+∞⋃
n=1

(−n, n), sledi da je CR σ-pokriva~ skupa R. Defini{imo funkcija τ : CR → [0, +∞]
sa

τ((a, b)) := b− a, a 6 b.

O~igledno je τ(∅) = 0.
Neka je A podskup od R. Sa CA ozna~imo familiju svih nizova (Cn)n∈N, Cn ∈ CR, koji

pokrivaju skup A, tj.

CA =
{(

(ai, bi)
)
i∈N | ai 6 bi, A ⊆

+∞⋃

i=1

(ai, bi)
}

.

Defini{imo funkciju m∗ : P(R) → [0,+∞] sa

m∗(A) = inf
{ +∞∑

i=1

τ(Ci) | Ci ∈ CR, A ⊆
+∞⋃

i=1

Ci

}
= inf

{ +∞∑

i=1

(bi − ai) | (ai, bi) ∈ CA, i ∈ N
}

gde se infimum uzima po svim nizovima (Ci)i∈N iz C takvim da je A ⊆
+∞⋃
i=1

Ci. Funkcija m∗ se
naziva Lebegova spoqna mera na R.

TEOREMA 4. Lebegova spoqna mera m∗ je spoqna mera na P(R).

DOKAZ. (Za ve}u ocenu) Doka`imo da za funkciju m∗ va`e osobine spoqne mere.
1◦ Kako je ∅ ⊆ ⋃

n∈N
∅, to na osnovu definicije m∗ i funkcije τ , va`i m∗(∅) 6

+∞∑
n=1

τ(∅) = 0.

O~igledno je m∗(∅) > 0, pa je m∗(∅) = 0.
2◦ Ako je A ⊆ B, onda je svaki pokriva~ skupa B ujedno i pokriva~ od A, odakle sledi da je

m∗(A) 6 m∗(B).

3◦Neka je (An)n∈N nizpodskupovaodX . Trebapokazatida va`im∗
( +∞⋃

n=1
An

)
6

+∞∑
n=1

m∗(An).

Ako je
+∞∑
n=1

m∗(An) = +∞, onda o~igledno va`i nejednakost.

Pretpostavimo da je
+∞∑
n=1

m∗(An) 6 +∞. Tada je m∗(An) < +∞ za svako n ∈ N. Neka je

ε > 0 proizvoqno. Prema definiciji od m∗(An), postoji niz skupova (Cn,k)k∈N iz CR tako da

9
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je An ⊆
+∞⋃
k=1

Cn,k i red
+∞∑
k=1

τ(Cn,k) konvergira i va`i

+∞∑

k=1

τ(Cn,k) < m∗(An) +
ε

2n
, n ∈ N.

O~igledno je
+∞⋃
n=1

An ⊆
+∞⋃
n=1

+∞⋃
k=1

Cn,k. SkupoviN×N iN su ekvipotentni i neka je s : N×N→ N

bijekcija. Dakle, funkcijom s se niz skupova (Cn,k)(n,k)∈N×N mo`e preindeksirati u niz
(Cs(n))n∈N. Pri tome je

+∞⋃

n=1

An ⊆
+∞⋃

n=1

+∞⋃

k=1

Cn,k =
+∞⋃

n=1

Cs(n).

Dobijamo da je
+∞∑

n=1

τ
(
Cs(n)

)
6

+∞∑

n=1

(
m∗(An) +

ε

2n

)
=

+∞∑

n=1

m∗(An) + ε,

pa po definiciji m∗ sledi da je

m∗
( +∞⋃

n=1

An

)
6

+∞∑

n=1

m∗(An) + ε, ε > 0.

Dokazali smo σ-subaditivnost funcije m∗, ~ime je zavr{en dokaz da je Lebegova spoqna mera
m∗ spoqna mera na R. ¤

PRIMER 10. Poka`imo da je m∗({a}) = 0 za svako a ∈ R. Kako je zbog nenegativnosti spoqne
mere m∗({a}) > 0, dovoqno je pokazati da jem∗({a}) 6 0. Zaista, kako je {a} ⊂ (a− ε

2 , a + ε
2) za

svako ε > 0, iz definicije m∗ dobijamo m∗({a}) 6 τ
(
(a − ε

2 , a + ε
2)

)
= ε, a zbog proizvoqnosti

ε > 0, sledi da je m∗({a}) = 0.

PRIMER 11. Neka je E = {a1, a2, . . . , an, . . .} proizvoqan prebrojiv skup. Tada je m∗(E) = 0.
Za dato ε > 0 posmatrajmo intervale

(
a1 − ε

22
, a1 +

ε

22

)
,

(
a2 − ε

23
, a2 +

ε

23

)
, . . . ,

(
an − ε

2n+1
, an +

ε

2n+1

)
, . . .

Ovi intervali pokrivaju skup E, i va`i

0 6 m∗(E) 6 ε

2
+

ε

22
+ · · ·+ ε

2n
+ · · · = ε

+∞∑

k=1

1
2k

= ε, ε > 0.

Zakqu~ujemo da je m∗(E) = 0.

PRIMER 12. Neka su a, b ∈ R i a < b. Tada je

1◦ m∗([a, b]) = b− a,

2◦ m∗([a, b)) = b− a,

10
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3◦ m∗((a, b]) = b− a,

4◦ m∗((a, b)) = b− a.

1◦ Neka je ε > 0 proizvoqno. Otvoreni interval (a− ε
2 , b+ ε

2) du`ine τ((a− ε
2 , b+ ε

2)) = b−a+ε
prekriva segment [a, b], tj. [a, b] ⊂ (a− ε

2 , b + ε
2). Zato je

m∗([a, b]) = inf
{ +∞∑

i=1

(bi − ai) | (ai, bi) ∈ C[a,b] 6 τ((a− ε

2
, b +

ε

2
)) = b− a + ε, ε > 0,

pa je
m∗([a, b]) 6 b− a. (5)

Neka je (ai, bi)i∈N ∈ C[a,b] bilo koji niz ograni~enih otvorenih intervala koji pokrivaju segment
[a, b]. Kako je [a, b] kompaktan skup u R, otvoreni pokriva~ (ai, bi)i∈N ima kona~an potpokriva~.
Neka je [a, b] ⊆

n⋃
i=1

(ai, bi) Kako je

[a, b] = [a, b] ∩
( n⋃

i=1

(ai, bi)
)

=
n⋃

i=1

(
[a, b] ∩ (ai, bi)

)
,

indukcijom po n se dokazuje b − a 6
n∑

i=1
(bi − ai), pa je b − a 6

+∞∑
i=1

(bi − ai). Dakle, za svaki niz

((ai, bi))i∈N koji pokriva [a, b] va`i

b− a 6 inf
{ +∞∑

i=1

(bi − ai) | (ai, bi) ∈ C[a,b]} = m∗([a, b]).

2◦ Kako je [a, b] ⊃ [a, b) i m∗ monotona funkcija, sledi da je m∗([a, b)) 6 m∗([a, b]) = b − a.
Doka`imo, jo{, da je m∗([a, b)) > b− a. Neka je ε > 0 bilo koji realan broj takav da je a < b− ε.
Tada je [a, b − ε] ⊂ [a, b), pa zbog monotonosti m∗ je m∗([a, b − ε]) 6 m∗([a, b)). Prema 1◦ je
m∗([a, b−ε]) = b−ε−a i za svako ε > 0 dobijamo b−ε−a 6 m∗([a, b]), odakle je b−a 6 m∗([a, b)).

Tvr|ewa 3◦ i 4◦ se dokazuju sli~no kao 2◦.

DEFINICIJA 6. Za skup A ⊆ R ka`emo da je merqiv u Lebegovom smislu ili da je Lebegov skup
ako je m∗-merqiv.

Sa Mm∗ ozna~i}emo skup svih podskupova od R koji su m∗-merqivi. Na osnovu teoreme
Karateodorija oni ~ine σ-algebru naR, a restrikcija Lebegove spoqne mere naMm∗ naziva se
Lebegova mera m. Dakle, A ∈Mm∗ je m∗(A) = m(A).

Koriste}i primere 10. i 11. zakqu~ujemo da je svaki najvi{e prebrojiv skup Lebegove
mere nula. Obrnuto tvr|ewe nije ta~no (pogledati Kantorov skup, ima Lebegovu meru nula a
neprebrojiv je).

Svaki Borelov skup na R je merqiv u Lebegovom smislu. Me|utim, nije svaki podskup odR
merqiv u Lebegovom smislu (videti primer 13.).
PRIMER 13. Na skupu I = [0, 1] uvedena je relacija ρ sa x ρ y ⇔ x− y ∈ Q. Dokazati:

(a) ρ je relacija ekvivalencije;
(b) skup A u koji ulazi po jedna ta~ka iz svake od dobijenih klasa ekvivalencije nije merqiv

skup.
Re{ewe. (a) Kako za svako x, y, z ∈ I va`i

11
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(R) x− x = 0 ∈ Q⇔ x ρ x,
(S) x ρ y ⇔ x− y ∈ Q⇔ −(y − x) ∈ Q⇔ y − x ∈ Q⇔ y ρ x,
(T ) x ρ y ∧ y ρ z ⇔ x− y ∈ Q ∧ y − z ∈ Q⇒ (x− y) + (y − z) = x− z ∈ Q⇔ x ρ z,
relacija ρ jeste relacija ekvivalencije.

(b) Primetimo prvo da je Cx = Cy ako i samo ako je x− y ∈ Q ∩ [−1, 1]. Za racionalan broj r
defini{emo skup

Ar = A + r = {a + r | a ∈ A}.
Dokaza}emo da je tada I ⊆ ⋃

r∈Q∩[−1,1]

Ar i da su za p 6= q skupovi Ap i Aq disjunktni.

Za svako x ∈ I postoji a ∈ A takvo da x ∈ Ca. Tada je x − a = r ∈ Q ∩ [−1, 1], pa je
x = a + r, tj. x ∈ Ar, odakle sledi da x ∈ ⋃

r∈Q∩[−1,1]

Ar.

Doka`imo da su za p 6= q skupovi Ap i Aq disjunktni. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoje p, q, p 6= q takvi da je Ap ∩ Aq 6= ∅, tj. postoji neko x takvo da x ∈ Ap ∩ Aq. Tada
postoje a, b ∈ A takvi da je x = a + p i x = b + q. Kako je p 6= q, sledi da je a 6= b, {to povla~i
da a nije u relaciji sa b. S druge strane, iz a + p = b + q sledi a − b = q − p ∈ Q, odakle je
a ρ b. Kontradikcija.

Neka su r1, r2, . . . , rn, . . . svi racionalni brojevi iz intervala [−1, 1] i defini{imo skupove

An sa An = Arn . Tada je (An) niz disjunktnih skupova i va`i I ⊆
+∞⋃
n=1

An ⊆ [−1, 2] (jer je

a ∈ [0, 1], a r ∈ [−1, 1]). Ako pretpostavimo da je skup A merqiv, tada je i skup Ar merqiv za
svako r i va`i m(Ar) = m(A) i va`i nejednakost

1 = m(I) 6
+∞∑

n=1

m(An) =
+∞∑

n=1

m(A) 6 3.

Ukoliko je m(A) = 0 posledwa nejednakost glasi 1 6 0 6 3, dok ako je m(A) > 0 imamo
1 6 +∞ 6 3. Kako su obe nejednakosti neta~ne, zakqu~ujemo da skup A nije merqiv.

NAPOMENA. Kako je I ⊆
+∞⋃
n=1

An ⊆ [−1, 2], to je 1 6 m∗(
+∞⋃
n=1

An) 6 3. Svi skupovi An su

dobijeni translacijom skupa A, pa je m∗(An) = m∗(A) = α. Spoqna mera skupa A, odnosno

skupova An, nije nula jer va`i m∗
(+∞⋃

n=1
An

)
6

+∞∑
n=1

m∗(An). Prema tome, m∗(An) = α > 0, pa je
+∞∑
n=1

m∗(An) =
+∞∑
n=1

α = +∞. Dakle, za disjunktne skupove An, n ∈ N, va`i

m∗
(+∞⋃

n=1

An

)
<

+∞∑

n=1

m∗(An).

PRIMER 14. Odredimo Lebegovu meru slede}ih skupova.

1. Skup A = (0, 5) ∩Q je prebrojiv, pa je m(A) = 0.

2. Za skup B = (0, 2] je m∗(B) = 2− 0, odakle je m(B) = 2.

3. Skup C = {5} je jedno~lan, pa je m(C) = 0.

12
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4. Za skup D = [0, 5)\Q va`i da je

[0, 5) =
(
[0, 5)\Q

)
∪

(
[0, 5) ∩Q

)
.

Kako je m([0, 5)) = 5 i m
(
[0, 5) ∩Q

)
= 0, to je

m
(
[0, 5)\Q

)
= m([0, 5))−m

(
[0, 5) ∩Q

)
= 5.

5. Skup E = (7, 15) ∪ (8, 16] predstavqa interval (7, 16] pa je m(E) = 16− 7 = 9.

6. Skup F = [1, 7) ∪ [8, 16] predstavqa uniju dva disjunktna intervala pa je

m(F ) = m([1, 7)) + m([8, 16]) = (7− 1) + (16− 8) = 6 + 8 = 14.

7. Skup G =
+∞⋃
n=1

[
2n, 2n + 1

10n

)
predstavqa uniju prebrojivo mnogo disjunktnih intervala,

odakle koriste}i σ-aditivnost mere m dobijamo

m(G) = m
( +∞⋃

n=1

[
2n, 2n +

1
10n

))
=

+∞∑

n=1

m
([

2n, 2n +
1

10n

))
=

+∞∑

n=1

1
10n

=
1
10
· 1
1− 1

10

=
1
9
.

8. Odredimo Lebegovu meru skupa H =
( +∞⋃

n=1

[
9n, 9n + 1

3n

)
\Q

)
∩ [81, 82]. Kako je

H =
( +∞⋃

n=1

[
9n, 9n +

1
3n

)
\Q

)
∩ [81, 82] =

[
92, 92 +

1
32

)
,

to je
m(H) = m

([
92, 92 +

1
32

))
= 92 +

1
32
− 92 =

1
9
.

9. Da bismo odredili Lebegovu mera skupa S =
+∞⋂
n=1

[
3, 3 + 1

n

]
, primetimo da mo`emo iskoris-

titi osobinu mere (neprekidnost za opadaju}e nizove). Kako je
[
3, 3 +

1
n + 1

]
⊆

[
3, 3 +

1
n

]
, n ∈ N, i m

([
3, 3 +

1
1

])
= 1 < +∞,

to je
m(S) = lim

n→+∞m
([

3, 3 +
1
n

])
= lim

n→+∞

(
3 +

1
n
− 3

)
= lim

n→+∞
1
n

= 0.
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MERQIVE FUNKCIJE

DEFINICIJA 7. Funkcija f : E → T (T ∈ {R,Rp}, p ≥ 1) je merqiva u Lebegovom smislu na E
ako za svaki otvoreni skup O u T va`i f−1(O) merqiv u smislu Lebega.

NAPOMENA. Ubudu}e kada god ka`emo merqiva funkcija, podrazumeva}emo da se radi o
merqivosti u Lebegovom smislu.

TEOREMA 5. Funkcija f : E → R, E ⊆ Rk, je merqiva na E ako je skup

E(f > c) = {x ∈ E | f(x) > c}

merqiv za svako c ∈ R.

NAPOMENA. Umesto uslova f(x) > c u teoremi 5. mo`e da stoji jedan od slede}ih uslova:
f(x) > c, f(x) < c, f(x) 6 c.

Ako je f neprekidna realna funkcija na E tada je f merqiva na E, jer je skup E(f > c) =
f−1(c, +∞) otvoren za svako c ∈ R, pa samim tim Borelov, a svaki Borelov skup je i merqiv. U
op{tem slu~aju obrnuto tvr|ewe ne va`i, tj. iz merqivosti ne sledi neprekidnost, {to sledi
iz definicije merqivog skupa.

TEOREMA 6. Neka su f i g kona~ne merqive funkcije na E ⊆ Rk i neka je F neprekidna funkcija
na R2. Tada je i funkcija h(x) = F (f(x), g(x)), x ∈ E, merqiva.

PRIMER 15. Skup A ⊆ Rk je merqiv skupako i samo ako je karakteristi~na funkcija

χA(x) =
{

1, x ∈ A,
0, x 6∈ A,

merqiva funkcija. Zaista, kako je

{x ∈ Rk | χ
A
(x) > c} =




Rk, c < 0,
A, 0 6 c < 1,
∅, c > 1,

i skupovi ∅ i Rk su merqivi, zakqu~ujemo da je funkcija χ
A
merqiva ako i samo ako je skup A

merqiv.

TEOREMA 7. Svaka monotona funkcija je merqiva.

DOKAZ. Neka je funkcija f : R → R rastu}a (analogno se dokazuje ako je funkcija opadaju}a).
Posmatrajmo skup A = {x | f(x) > c}, gde je c proizvoqan realan broj. Ako je A = ∅, tada je A
merqiv.

Neka je A 6= ∅. Tada postoje x1, x2 ∈ A, x1 6= x2, i za svako x ∈ (x1, x2) va`i f(x2) >
f(x) > f(x1) > c, tj. x ∈ A, pa zakqu~ujemo da je A oblika (a,+∞) ili [a,+∞). Kako su oba
ova intervala merqivi skupovi, sledi da je i u ovom slu~aju skup A merqiv.

Dakle, svaka monotona funkcija jeste merqiva. ¤
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DEFINICIJA 8. Za neko svojstvo ka`emo da va`i skoro svuda (u oznaci s.s.) ako je mera skupa
na kome ono ne va`i jednaka nuli.

PRIMER 16. Za merqive funkcije f, g : R→ R date sa

f(x) =
{

1, x ∈ Q,
2, x ∈ I, g(x) =

{
1, x ∈ Q,
3, x ∈ I,

va`i f = g na Q, skup racionalnih brojeva je prebrojiv i m(Q) = 0, dok je f 6= g na skupu
iracionalnih brojeva i pritom je m(I) = m(R) > 0. Dakle, f 6= g s.s. na R.
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1 Lebegov integral
Lebegov pristup problemu je samo jedan u nizu primera da ne treba i}i utabanim stazama, ve}
napraviti novi put kako bi do{li do vrata za svet u kome va`e neka nova pravila, u kome do
tada nemogu}e postaje mogu}e. Osnovna razlika u pristupu Rimanove i Lebegove integracije
jeste da je Lebeg, za razlku od Rimana koji je vr{io deqewe domena funkcije, delio kodomen
funkcije.

Uvek postoji vi{e pristupa nekom problemu. Slede}i primer je upravo analogija ra-
zli~itih pristupa integraciji. Na stolu su razbacani nov~i}i razli~itih vrednosti. Postoje
dva na~ina prebrojavawa ukupne sume nov~i}a koja se nalazi na stolu. Prvi na~in bi bio da
redom odvajamo nov~i}e i sabirawem wihove vrednosti do|emo do kona~ne sume. Ovaj na~in je
analogan Rimanovom pristupu integracije. Drugi na~in bi bio taj da prvo slo`imo nov~}ice
po grupama istih vrednosti a zatim mno`ewem vrednosti odre|ene grupe nov~ic}a sa brojem
nov~i}a u toj grupi i sabirawem vrednosti svake grupe do|emo do ukupne sume, {to bi bila
analogija sa Lebegovom integracijom. Lebegov integral mo`emo posmatrati uop{teno kao
integral po nekoj meri na nekom skupu koji nema ni vektorsku strukturu ni topolo{ku, ve}
samo σ−algebru.

UporedimokonstrukcijuRimanovogiLebegovogintegralanaprimerunenegativne ograni~ene
merqive funkcije na [a, b]. Pri izra~unavawu Rimanovog integrala pravi se podela [a, b] na
podintervale i funkcija f se aproksimira funkcijama koje su konstantne na datim podinter-
valima.
Pri izra~unavawu Lebegovog integrala bira se niz funkcija koje rastu prema f. Specijalno,
ako se izabere niz funkcija datih u dokazu teoreme ??, tada se podela vr{i na kodomenu funkcije
f.Dobija se niz podintervala Ij i funkcija f se aproksimira konstantom na svakom od skupova
f−1(Ij). Konstrukcija Rimanovg i Lebegovog integrala je data na slikama.
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