MEPA HA 0-AJITEEPU U JIEBETOBA MEPA

YBoa

MEPA KAO YOILUTEWKE EVKIIMICKNX MEPA

Krnacnuna Teopuja Mepa 1 MHTerpaia IpeacTaBiba jJeAHY O/ HAjBAKHIUX 00JIaCTH MATEMATHKE U3
Koje Cy ce KaCHHje pa3BUiie TeOpHja BepoBaTHONE, CTOXacTHUYKa aHalli3a, TeopHja (ppaxrama UTI.

Kao yommreme mojMoBa AyKHHE, IIOBPIIMHE U 3anipeMuHe y EyKInackoM mpocTopy, alcTpakTHa
Teopja Mepa je Hacranma Ha mpenaly u3 19. y 20. Bex mpounior munennjyma. Mely 3aduerHurnmma
ose Teopuje cy Emil Borel, Anri Lebeg, Johan Radon, Konstantin Karateodori u muorun apyru.
Hakon Tora HacTynmmiIo je TOTIYHO HOBO CXBATame KOHIENTa (PYHKITHja ¥ IbUXOBUX OCOOMHA TTOTYT
HEMPENPEKUIHOCTH, AU(epeHIINjaCUITHOCTH H UHTET pAOHITHOCTH, IITO je TOBENO 1O CHaXKHOT pa3Boja
MaTeMaTHIKe aHAJH3e.

VY oxBHUpY KypceBa AHann3a 2 1 AHanuza 4 Ha ckyny R” ce m3yuyaBajy MeTomn pauyHama Oy:KHHE,
TIOBPIINHE, 3anipeMuHe UTA. v Eykimuackom cmucay. Teopuja Mepe n mHTerpana (Koju ce u3ydaBajy
y OKBHPY Kypca Mepa u MHTeTrpalfja Ha MacTep cryamjama) he matu oaroBapajyhy amapartypy na
ce TO ypaaM 3a MHOTO mmpy kiacy ¢yHknuja (pyHknuje xoje he OMTH MepspMBE U MHTETpabuiIHe y
cmucity Jlebera na R™), anm yjenHo yBoau U mojaM Mepe u uHTerpana He camo Ha R™ Beh u Ha Bpio
ArCTPaKTHUM NpocTopumMa X KOju MOry OUTH U OECKOHAYHO JAMMEH3MOHAIIHY UJIM HE MOPA]jy YOIILITE
Jla MMajy BEKTOPCKY CTPyKTypy. Ha mpumep, Mepa Moxe aa Oyzae u Mepa nipebpajama (KapAuHATHI
6poj cKkyIla) umu Mepa BepoBaTHolie Hekor morahaja (BaKHO je Ja caBiagaTe OCHOBE TEOPHjy Mepe
KOje Cy maTe y OBOM Kypcy jep hete cBe ocobuHe Mepe TTOHOBO MMAaTH y OKBUpPY npenamera Teopuja
BepoBaTHolie).

Y OCHOBH TeopHje Mepa JIeKH WJieja 0 pauyHamy IMOBPIIMHA TO3HATA JOII M3 aHTHYKe [ puke: MpBo
ce yBele Mepa 3a IPaBOYTaOHHKE, TPOYTIIOBE U OCTalle MOJIMTOHE, a TIOBPIIHHA ITPON3BOJbHE (hUType
ce alpOKCHMUPA TMOBPIIMHOM MOJIMTOHA U3HYTPA M CHOJbA, A Ce MYCTH Ja OpOoj CTpaHMIIA MTOTUTOHA
Texxn 6eckoHauHocTH. Oarosapajyhim mojam oBoj UAejH jecTe MojaM CIIOJbHE Mepe, a YIOTY IOJIUTroHAa
MIpey3nMajy OTBOPEHHU U 3aTBOPEHU CKYITOBU MOMOQY KOjUX ¢€ BPIIH allpOKCUMAITHja CloJba U U3HYTPA.

OcobuHa koja OM ce ouekmBaja of Heke (PYHKIHje KOjy Ha3sHMBaMO MEpOM, IO aHAJOTHjH Ha
HOBPILUMHE, jECTE Jd je OHA TPAHCIALMOHO-MHBApUjaHTHa OaHOCHO Aa je (A + ¢) = p(A) + ¢ win
pOTAIMOHO-WHBAPHjaHTHA, Ka0 W /1a je aANTHBHA, OJJHOCHO /1a je YKYITHa Mepa JBa AMCJYHKTHA CKyna
jennaxa 306Mpy Mepa TojennHauHux ckymosa Tj. 1a je u(A U B) = u(A) + u(B). Tlpsa aBa 3axTeBa
ce oadalryjy jep ou mojipasymMeBalia BEKTOPCKY CTPYKTYPY Ha ckyny X W HUCY PEJIEBAHTHA 3a OIIIITY
TeopHjy, ok Tpehn mocTaje ynpaBo AepUHHIMja allCTpakKTHE Mepe.

Hpyru BaxaH mojaM Koju ce jaBlba y TEOPHJH Mepe jecTe MpeOpojuBOCT CKYIIOBA WHJIEKCA ¢a KOjuMa
ce pamu. AIWTHBHOCT Mepe ce TaKO YOITaBa Ha T3B. 0-aOUTHBHOCT, OJHOCHO 3aXTeBa ce Ja je
u( U An) = Y wu(A,) 3a npoussosbHy npebpojuBy aucjynruy hamunujy ckynosa A,, n € IN,

nelN nelN
CrmkeMo, HajIpe, 10 MATAha KOJU CKYIIOBY CE YOTINITE MOTY MEPUTH, OJJHOCHO IITA YUHU (haMu-

Tjy MepJbUBHX ckynoBa. Hamehe ce npupoana npernocraska ga ta aMunrja Mopa OUTH 3aTBOpeHa
y OJTHOCY Ha IpeOpojuB Opoj MprMeHa CBUX MOTYhMX CKYIOBHMX ornepalmja (Tipecek, yHHja, KOMIIIe-
MEHT).




DYHKIIMOHAITHA AHAJI3A

0-AJITEBPE

Heka je X # () u P(X) meros mapTuTuBHy cKym. IlocTapiba ce MHUTame KOja je HajoromHuja
bammmja A nosickynosa o X 3a kojy 6u mnocrojano npeciukasame p 2 A — p(A), A € A, ca
BpemHocTMa y R. JIpyrum peunma, oapeirMo Hajipe KOjU ¢y TO CKYIOBH KOje MOKEMO JIa MEPHMO.

JEOUHULWIA 1. @amunujy A dogekyiiosa og X nasusamo o-anéebpa ckyiiosa Ha X aKo eaxicu:
1° X e A
2° 3a ceaxu ckyil A koju ipuiiaga o-anzebpu A u rwezos komiemeniu AC apuiaga A, .

Ae A= A% e A;

3°  yuuja iipebpojuso mnoo enemenaiuia uz A waxole apuitaga A, .

A, e AneN = UAneA.
nelN

Cryi X ca o-ancebpom A nasueamo apocimop ca o-anzedopom u osnavasamo 2a ca (X, A).

HAMOMEHA 1. TIpuMernmo aa ycinos 1° Moxe 1a ce 3amenu yeinosoM () € A jep nam 1o omoryhasa
ycros 2°,

HAMOMEHA 2. Ako ce yciioB 3° 3aMeHHM YCIIOBOM Jia Oy/ie 3aTBOpeHa 3a GOPMUPAEbe KOHAYHUX YHUJa,
nobujaMo aeduHUINjy anrebpe ckynosa Ha X . OUUITIeqHO Ia je cBaka o-anredpa yjemHo U anreopa,
JIOK OOPHYTO HHje TAYHO (BHJIETH IpuMepe 3 U 4).

JIEMA 1. Hexa je (X, A) apocimiop ca o-anze6pom. Taga éasxrcu:

1° 0 e A;

n
2° ako A; € A, i =1,n, maga |J A; € A;
i=1

“+00
3° axo A; € A i € N, imaga (| 4; € A;
=1

1=

n
4° axo A; € A, i =1,n, imaga (| A; € A;
i=1

5° ako A,B € A, imaga A\ B € A.

IIPUMEP 1. Heka je X # . ®amunuje Ay = P(X) u Az = {0, X} cy o-anzebpe u imio A, je najseha,
a As najmarea o-anzebpa.
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[PUMEP 2. Hexaje X = R. @Pamumuja
A = {A C R | A je najsuwe apebpojus wu AC je najsume apedpojus}
Jje o-anzebpa na R. 3auciua, axo je (Ap)nen nuz us A u axo cy céu ckyiosu A, n € W, najeuwe

apebpojusu, onga jeu |J Ay najeuwe apebpojus ckyil, a ako je nexu ASO Hajsuuie apebpojus, onga je
nelN

(U An)og M AS < 49,

nelN nelN

C
ia je ( U An) najeuwe apebpojus cxyi u saimio |J A, € A
nelN nelN

Hagemthemo capa mpumepe anrebpe xoje HUCY o-anredpe.

IIPUMEP 3. Hexa je X 6uno xoju 6eckonauan ckyi. A = {A C X | A konauan unu A€ xonauan’ je
anzebpa na X. Mehymum, gpamurja A nuje o-ancebpa jep ako je (Tn)nelN HU3 PAsIUMUIAUX TRAYAKA U3

X, onga cxyiiosu Ay = {xXon—1tnen dpuitagajy pamungu A, a |J A, u ( U A,)C ¢y eckonaunu
ne€lN nelN
CKYHO08U.

IIPUMEP 4. Hexa ¢pamunuja A cagpacu | u cse iogekyiiose og R koju ce mo2y fipuxasaiiu kao ynuja
KOHauHO MHOZ0 uniiepsana oomka (a,b], (a,+00) u (—o0,b] 2ge cy a,b € R. @amumja A je ancedpa
anu nuje o-andebpa. 3aucitia, neka cy a,b € R wmaxeu ga je b — a > 1. Taga je (a,b — %] e A nelN
Kakoje |J (a,b— 1] = (a,b) u (a,b) ¢ A ¢pamummja A nema ceojciueo 3°.

nelN

JIEMA 2. Hekaje X # O u Ay, A\ € A, 6uno kojua pamunuja o-anzeopu na ckyiy X. Taga je () Ax,
AEA
wakohe, o-ancedpa na cxyiay X.

TIPUMEP 5. Vuuja o-arebpu ne mopa ga 0yge o-arceopa. Hexa je X = {1,2,3}. Taga cy A1 =
{0, X,{1},{2,3}} u A2 = {0, X, {2}, {1, 3}} o-ancebpe na X. Kaxo je

AU Ay = {0, X, {1},{2},{1,3},{2,3}},
a{1} U{2} ={1,2} ¢ A1 U Ay, @wio Ay U Az nema ceojcitiso 3°, ia nuje o-anzeopa na X.
Creneha mocneauiia je BaxkHa IIpu KOHCTPYKIMU o-aiareope.
IToCHEAMUA. Heka je F 6uimo koja damunuja moackymnosa ckyna X . Tama je
o(F) = ﬂ{.A | A je o-anrebpa, F C A}

HajMama o-ajrebpa Koja caapxu ¢haMuinjy J 1 Ha3HBaMo je o-ajrebpa reHeprcana ca F.
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V Teopuju Mepe o u3y3eTHe BaxHOCTH je Bopenosa o-anredpa B(R).
TEOPEMA 1. Bopenosa o-aréebpa BR je cenepucana ca:

1° unimepsanuma (a,b), a <b, a,b € R;

2° unimepeanuma [a,b], a < b, a,b € R;

3° unimepsamuma (a,b], a <b, a,beR;

4° unimepsamuma [a,b), a <b, a,b € R;

5° unimiepeanuma (a, +00), a € R;

6° unimepsamuma (—oo,a), a € R;

7° unimiepsanuma [a,+0), a € R;

8° unimepsamuma (—oo, al, a € R.

JOKA3. Ceaxu oimisopen ckyii y R je ipebpojusa yruja oitisopenux unitiepeaid, id _je ¢oeonsHo ToKA3ATU
ga o—anzebpa Kojy EeHepuuty UHIep8aiu us Hageqene amuiuje cagpicu otgopere uniiepaaie.

/ . — — — .
Hoxascumo na dipumep 2°. Oznauumo ca By o—anzebpy kojy 2enepuuty saimsopenu unitiepsanu. Kako je

Too 1 1 ,
(a,0) = | J [a—i—n,b—n] € By,

n=1

3a tipouseomhe a < b, a,b € R, i je Br C B;R. s

Py 1 1
[a,b] = m <a—n,b+ n) € Bg,

n=1

3a fipouzsovne a < b, a,b € R, crequ ga je BiR C Bg.
Harne, B = B;R. O

BopenoBu cKynmoBH €y CBU OTBOPEHU MHTEPBAJIH, CBH 3aTBOPEHH MHTEPBAIH, CBE IBXOBE Ipedpo-
JUBE YHU]E ¥ CBU HUXOBU NIPEOPOjUBH TIPECETIH.

TIPUMEP 6. Hexa je S ckyii ceux 6pojesa uz uniniepsana [0, 1) koju y ceom geyumannom saitucy cagpaice
yugpy 7. Hokaszaitiu ga je S Bopenos ckyil.

Hexa S,, upegcitiasmna ckyil ceux 6pojesa koju na N-iiom GeyuMariom mecidy umajy wyugpy 7, wyj.
S1=10,7;0,8), S = [0,07;0,08) U [0,17;0,18) U[0,27;0,28) U---U[0,67;0,68) U [0,87;0,88) U
[0,97;0,98), uitig. 3axmyuyjemo ga je

L Tk 8
S, = kT _
kL:JO [10n—1 BT = 1on>

Csaxu ckyil uz ose ynuje je bopenoes ckyi jep je [a,b) = (¢,b) N[a,d] 3ac < a < b < d, @taje Sy, n € NN,

+00
Bopenos ckyi, a onga jeu S = |J Sy, Bopenos ckyi.
1

n=

4
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MEPA HA o-AJITEBPU

Beh cMo moMenymu ma f Tpeba ma y3uma BpeaHocTH 13 R = R U {400, —0o} = [~00, +00]. 3aTo0
je BaXxHO omeparuje + 1 - kao u penanyjy < ca R npoumputy na R.

Vpeleme < ca R ce mpormmpyje Ha R ca —00 < < 400, € R.

Onepaiyje cabupame 1 MHOKEE Ce TIPOLINPY)Y ca:

x + (400) = 400 + = = +00;

z+ (—00) = —00+ 2= —00;
x - (4+00) = (+00) - = +00, x-(—00) = (—0) - & = —00, axo je T > 0;
x - (+00) = (+0) - =—00, x:(—0) = (—00) - & = +00, aKo je x < 0;

+00 + 00 = +00;
(400) - (+00) = (—0) - (—00) = 400, (+00) - (—0) = (—0) - (+00) = —o0.

He nedununy ce 00+ (—00) nurn (—o0) +00. MehyTum, y Teopuju Mepe ce oKa3ajio KOPUCHUM

nedbruHICATH
0-(4+00) = (+00) 0= (—00)-0=0-(—00) = 0.

JEOUHULMIA 2. Hexa je (X, A) apociiop ca o-anzebpom. Mepa ji na A je pynxyuja pn: A — R 3a
KOJy 8adcu:

1° 0 < pu(A) < 400 3a ceaxo A € A;
2° p(0) = 0;

3° axo je A, € A, n € N, gucjynxiing pavunuja ckyiiosa, imiaga je
“+o0o +oo
M( U An) = ZM(AR)
n=1 n=1

Vpehena mpojra (X, A, 1) ce nasusa mepsus iipociiop unu tipocimop ca mepom. Enemenitiu o-anzebpe A
ce Ha3UBajy MeppusU CKyiosu.

Mepa je TpuBHujaina axo je u(A) = 0, A € A. Mepa je konauna ako 3a ceako A € A je u(A) < +oo.
Mepa je o-koHauna ako je X npeOpojuBa yHHMja MEPJbUBHX CKYIIOBA TAKO Jia CBAKHM OJI HbMX MMa
KOHAYHY Mepy.

IIPUMEP 7. Heka je (X, A) o-ancebpau xg € X. 3a A € A gedpunumuno:

B 1, iCoGA,
‘M)_{ 0, z0¢ A
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Dynryuja |1 je nenecamusna u 3a A, € A, A N A; =0, 1 # j, eaocu:
“+oo +oo
2 <U An) = ZM(An>
n=1 n=1
+o0o
To crequ uz uureenuye ga o € |J Ay axo u camo axo wocimioju wauno jegan ungexc nog € W waro ga

n=1
x0 € Ap,, A U HA 1€60] U HA §eCHO] CIUPAHU UMAMO 8DegHOCT 1.

IIPUMEP 8. Hexa je X # 0 u A o-anze6pa na X. ®@ynkyuja

1, A
=45 478

Huje mepa jep 3a Ay, Ag # 0, A1, As € Aje u(A1U Ag) =1, u(Aq) + p(As) = 2, ia pu ne sagosowasa
0COOUHY O-AqUITTUBHOCTIL.

TEOPEMA 2. Heka je (X, A, ) apocimop ca nemmipusujarnom mepom. Mepa @ A — [0, +00] uma
cnegeha ceojcitiga.

1° (Momnotonocr) 3a céako A,B € A uz A C B caequ p(A) < w(B). Ciaeyujanno, axo je
p(A) < 400, onga je (B \ A) = u(B) — u(A).

2° (o— cybamuruBHOCT) 3a ceaxu nu3 (Ap)neN ckyiiosa uz A sadicu
400 “+00
u( U An) < u(An).
n=1 n=1
3° (Henpexuaunoct 3a pacryhe nuzose) Hexa je Ay, C Any1, 2ge Ay € A, n € N, Taga je

M(DOATL): lim pu(Ay).
n=1

n—-4o0o

4° (Henpexkumnoct 3a onanajyhe umszose) Hexa je Ay, O Any1, 2ge Ay € A, n € N, Axo je
(A1) < 4o, Waga je

n—-4o0o

u(ﬁoAn>: lim pu(A,).
n=1

JIOKA3. 1° M3 A, B € Acnenruma B\ A= BNA® € A Kakoje B= AU(B\A)u AN (B\ A) = 0,
300T 0-aINTUBHOCTH W HEHETATUBHOCTH Mepe je
w(B) = p(A) + (B \ A) = u(A).

n—1

2° Nedunnmmmo nomohue ckynose By := Ay, B, := A, \ U 4 € A, n > 2. Ounrnenno je
k=1

B, C A,, n € N, ogakye 360r MOHOTOHOCTH Mepe T001jaMo

w(Brn) < p(An), nelN. (D)
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+o0o +o00
Cxynosu B, n € IN, cy mehycobuo aucjyukrnnu |J B, = |J A,. Kopucrehu o-ajmurusnoct mepe
n=1 n=1

v Hejeanaxoct (1), cean

“+oo +0o0 “+oo +0o0
p(U4n) =n( U Ba) =X nBa) <3 n(A,
n=1 n=1 n=1 n=1
3° Heka cy Meljyco6Ho L[I/IijHKTHI/I ckynosu B, n € IN, nepyHMCcaHM HAa UCTH HAYMH Kao Y TOKa3y
n
tBphema 2°. Kako je U A, = U ByunuA C Ay C---A, C -, mamaje |J Br = 4,, ma

n=1 k=1
kopuctehu o- d):[I/ITI/IBHOCTI/I Mepe [, J0OHjaMo

= M( LnJ Bk) = XH:M(BM
k=1 k=1

oJaKIe je

400 +o00 +00 n
p(UAn) = (U Ba) =Y u(Ba) = tim > pu(Bi) = lim p(An).
n=1 n=1 n=1 k=1

4° Ckymosu A1 \ A, = A1 N Ag € A, n € N, unne pacryhu uus. Ilpu Tome

+o0 +o0 +00 +oo c 400
Ui = Jminad) =ain (A7) =ain (N 4) =4\ A eA
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Kopucrehn tBpheme 3° 106HjaMo

+o0 +oo
p(a (4e) = (U An) = im u\ A = sy = lim p(4). @)

n=1

+00 00
Kaxo je ﬂ A, C Ay mp(Ay) < oo, mpema 1° Baxu 1a je ,u( N An> < u(Ap) < +o00. Cajna je
n=1

(o ) == ).
a 3ajenHo ca (2) maje
( ﬂ A ) =pu(Ar) — ligr_loou(An),

oJaKIIe cleau TBpheme 4°. O
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CITOJbHA MEPA
JEOUHULWIA 3. Hekaje X nenpaszan ckyi, a P(X) we2os iapivitiusnu ckyi. Ciiobha mepa Ha CKYity
X je ceaxa ¢ynkyuja p* : P(X) — [0, +00] ca ocobunama:
1° p*(0) =0,

2° (monoronocrt) axo je A C B C X mwaga je p*(A) < pu*(B),
+00 +oo

3° (o —cybaautusnoct) 3a ceaku nuz (An)neN ckyiosa uz X eascu ,u,*< U An> < >0 p(Ap).
n=1 n=1

TIPUMEP 9. Hexa je pynrxyuja p* : P(X) — [0, +00] gaima ca

A=
“*(A)_{ ? A;ég.

Dynxyuja p* jecimie citomha mepa am Huje o-aquitiusna ia nuje mepa na P(X) (sugeitiu iipumep 8.).

IpumeTrMo a je cBaka Mepa nedpunrcana Ha A = P(X) yjenno u crosbHa Mepa, 0OOpHYTO TBphermbe
He Ba)KM Y OIIILITEM CIIy4ajy.

Heka je X # 0 u A o-anre6pa na X u p : A — [0,400] mepa. TTpumernmo aa ako je B C
Xwmeprpus, onnocHo B € A, onpa je

w(A) = u(ANB) + u(ANBY), Ac A

JpyruMm peunma, MepJbUB CKyIT B pa3buja cBakM IpyrM MEPJHUB CKYNT A Ha JIBa JINCjYHKTHA MEP/bUBA
ckyna AN B u AN BC anje ce mepe cabupajy. OBO CBOjCTBO HEMa CMOJbHA Mepa!
Heka je p* : P(X) — [0, +00] cnosbna mepa. Axo je B C X, 360r 0-Cy0aqMTUBHOCTH CIIOJbHE
Mepe 1 je
pH(A) < p (ANB) +p*(AnBY), ACX. (3)
Ko/ HEKUX CIIOJBHUX Mepa y HejeHAKOCTH (3) MOXKe Ce TI0jaBUTH 3HAK CTPOTO MAFbE.

JEOUHULMIA 4. Heka je p* : P(X) — [0, +00] citomna mepa na ckyiy X. 3a ckyia B C X kaswcemo
ga je 1 -mepaus aro je 3a ceaxo A C X zagosomweno ¥ (A) = p* (AN B) + p*(An BY).

HAMOMEHA. Ckynosu ) u X ¢y no gepunnumjn p*-mepbuu. Ako je ckyn B p*-Mepibus, oHza je
u BY p*-mepmbuB. 360r HejennakoctH (3), ma 61 ce JoKaszano aa je B f1*-MepsbHB CKyII, JOBOJBHO je
JIOKA3aTH JIa BAXKH

p*(A) = p*(ANB) +u*(ANBY), ACX. 4)

Kako nejennaxoct (4) ounrnenno Baxu 3a 1*(A) = +oo, ckyn B C X je p1*-MepIbUB aKO HejeTHAKOCT
p(A) > p* (AN B) 4+ p* (AN BY) Baxwu 3a ceaxu ckyn A C X takas za je u*(A) < +oo.

TEOPEMA 3. (Teopema Kaparteonopuja) Heka je i1 : P(X) — [0, +00| citomna mepa na cxyiy X. Ca
M+ o3nanumo gamunujy céux p*-mepwusux iogekyiosa og X. Taga eaxce cregela wwspherva.

1. M~ je o-anéebpa na cxyiiy X.

2. Pectupuxyuja ¢pynxyuje p* na M, je mepa.
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JIEBETOBA MEPA HA R

JEOUHULWIA 5. Hera je X neupasan ckyin. @amuaujy C itogekyiiosa og X 308emo o-iwoxpusay og X
axo uma cregeha ceojcimisa:

1° 0pec,
+o00

2° wocmoju nuz (Cp)nen wianosa uz C maxas ga je X = |J Ch,.
n=1

Heka je Cr damunuja otBopennx untepsana u3 R obmuka (a,b), a < b. Kako je ) = (a,a) € Cr

+oo
nR = | (—n,n), cnenu na je Cr o-noxpusau ckyma R. Hdebunummmo pyukmmja 7 : Cg — [0, +00]
n=1

ca
7((a,b)) :=b—a, a<b.

Ouurnenno je 7() = 0.
Heka je A moackyn on R. Ca C4 osnaunmo damunnjy cBux nuzoBa (Cp)nen, Cn € Cr, Koju
MOKPUBAjy cKyn A, Tj.

+oo
Ca = {((@10)) sy | a5 < b3 A € (J(ainbi)}-
=1

Hedunnmmmo dpyukimjy m* : P(R) — [0, +oo] ca

+o0 +o0 +o0
m*(A) = inf { Y rC) | Ciecr,AC | ci} — inf { S (b — i) | (aibi) € Cavi € ]N}
i=1 i=1 i=1
+o0
rae ce napumMyM yzuMa 1o cBuM nusosuMa (C;)ien u3 C taxksuMm na je A C |J C;. dynknmja m* ce
i=1
Hasusa JleGerosa crosbHa Mepa Ha R.

TEOPEMA 4. Jlebe2osa ciiomna mepa m* je citomna mepa na P(R).

JIOKA3. (3a Behy oneny) Jokaxumo Aa 3a QyHKIH]y m™ Baxke 0cOOHHE CIIOJbHE Mepe.

+00
1° Kakoje ® € |J 0, To na ocnoBy nedunmmmje m* u gpynxuuje 7, axu m*(0) < > 7(0) = 0.
nelN n=1
Ouurnenno je m*(0) > 0, ma je m*(0) = 0.
2° Ako je A C B, onpa je cBaky IOKpHBaY cKyna B yjenno u mokpusad o A, omakie cleau 1a je
m*(A) < m*(B).

+o0 +oo
3° Heka je (Ap )new Hn3 mogckymosa on X . Tpeba mokasatn na Baxu m”* ( U An) < Y. om*(A4,).
n=1 n=1

“+00
Axoje > m*(Ay) = +00, OHIa OYNITIEAHO BaKU HEjeIHAKOCT.
n=1
—+o00
IMpetnioctaBumo ma je »y, m*(Ay,) < +oo. Tama je m*(A,) < 400 3a ceako n € IN. Hexka je
n=1

¢ > 0 mpousBosbHO. [Ipema meduunuuju ox m*(A,), nocroju uus ckynosa (Cy, i) ke U3 Cr Tako oa
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je A, C U Ch k¥ pel Z 7(Cl,,1) KOHBEPTHpPA U BAXKH

k=
+00 c
D T (Cop) < m*(An) + o NEN.
k=1
“+00 +00
OuwnrieHO je U A, € U U Cpk. Ckynou IN x INuIN cy exunorentan nreka je s : INxIN — IN
n=1 n=1k=1

oujexumja.  Haxie, dyukumjom s ce nu3 ckynosa (Chk)(n k)eNxN MOKE HPEHHICKCHUPATH Y HU3
(Cs(n))nE]N- Ipu Tome je

400 +00
U A - U U Cn k= U C
n=1k=1
Hobujamo na je
I oo e +o00
S (Com) <3 (m (A + 5 ) = Dom*(Aa) +2
n=1 n=1 n=1

na 1o JepUHUTHI M™ cienm ia je

—+00 +o0
m*(anlen) < nZ::lm*(An) +e, €>0.

Joxkazaau cMo o-cybaauTuBHOCT (pyHIMje m™, dnMe je 3aBpiiieH 10ka3 aa je Jleberora crojbHa Mepa
m* crosbHa Mepa Ha R. O

IIPUMEP 10. ITokaxcumo ga je m*({a}) = 0 3a ceaxo a € R. Kako je 3602 nene2aimuerociuu ciiosmne
mepe m*({a}) = 0, gosowno je ioxasaitu ga je m*({a}) < 0. 3aucima, kaxo je {a} C (a—5,a+5) 3a
cearxo € > 0, us gepunuyuje m* goéujamo m*({a}) < 7((a — §,a+ §)) = €, a 3602 Apouseomrociiu
e > 0, cregu ga je m*({a}) = 0.

IIPUMEP 11. Heka je E = {ay, a2, ..., ay, ...} dpoussoman ipedpojus ckyi. Taga je m*(E) = 0.
3a gaitio € > 0 flocmailipajmo uniliepsane
€ € € € 3 €
(61 =g+ 55)s (2= gt g5) o (o= gan g ) oo

Osu unitiepsanu foxpusajy ckyi I, u eaocu

Baxmyuyjemo ga je m*(E) = 0.

IIPUMEP 12. Heka cy a,b € Rua < b. Taga je
1° m*([a,b]) = b — a,
2° m*([a,b)) = b —a,

10
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3° m*((a,b]) =b—a,
4° m*((a,b)) =b—a.

1° Hexa je € > 0 apoussosno. Omsopenu uniepsan (a— 5,b+5) gyocune 7((a—5,b+5)) =b—a+e
apexpusa cezmeniu [a,b], wj. [a,b] C (a — §,b+ §). aio je

+oo
X . € €
m*([a,b]) = inf { > (bi—ai) | (aibi) € Cupy < T((a— 5 b+ 5) =b—a+e, >0,
i=1
ita je
m*([a,b]) < b—a. (5)
Hexa je (a;, b;)ien € C[a,b] OUNLO KOjU HU3 0ZDAHUYCHUX OTHBOPEHUX UHIAEPBALA KOjU HOKPUBA]Y CeZMEHIT
[a,b]. Kaxo je [a,b] komitaximan ckyi y R, omsopenu woxpusayu (a;, b;)icN uma xonauan Homiiokpusay.
n

Hexa je [a,b] C | (a;,b;) Kaxo je

[a,b] = ﬂ(LnJ (ai,b ) L:J( (ai, b )>,

=1

n +oo
ungykyujom io n ce gokasyje b —a < Y. (b — a;), aa je b —a < Y. (b; — a;). Hakne, 3a céaxu nus
i=1 i=1
((ai, bi))ieN koju oxpusa [a, b] sasxcu
+oo

b—a <inf { > (b — ai) | (aibi) € Chagy} = m*([a,b)).

=1

2° Kaxo je [a,b] D [a,b) u m* monomona gynxyuja, cregu ga je m*([a,b)) < m*([a,b]) = b — a.

Hokasicumo, jow, ga je m*([a, b)) = b — a. Hexa je ¢ > 0 6uno xoju peanarn o6poj maxae ga je a < b — €.

Taga je la,b — €] C [a,b), @a 3602 monomwonociiu m* je m*([a,b — €]) < m*([a,b)). Ipema 1° je

m*([a,b—¢]) = b—e—awuszaceaxo e > 0 gobujamo b—e—a < m*([a, b)), ogaxne jeb—a < m*([a,b)).
Tephera 3° u 4° ce goxasyjy cauuno kao 2°.

JEOUHULMIA 6. 3a ckyid A C R rascemo ga je mepmwus y Jebezosom cmucay umu ga je Jlebe2os ckyil
axo je m*-mepsmus.

Ca M,,» oznaunhemo ckyn ¢Bux mojckymnoBa o R koju ¢y m*-mepspun. Ha OCHOBY Teopeme
Kapateonopuja onn unne o-anre6py Ha R, a pectpuknumja Jleberose cosbHe Mepe Ha M, Ha3UBa ce
JleGerosa mepa m. lakne, A € M, je m*(A) = m(A).

Kopucrehu nmpumepe 10. u 11. 3axibydyjeMo na je cBakW HajBHIIE IpeOpojuB ckyn Jleberose
Mepe Hyna. O6pHyTO TBpheme Hije TauHo (Tornenat Kantopos ckym, nMa JleberoBy Mepy Hyna a
HenpeOpojuB je).

Csaxu bopenos ckym Ha R je mepibuB y Jleberosom cMmuciay. MeljyTum, Hije cBaku nmoackyn oa R
MepspuB y JleberoBom cmucy (Bumetn ipumep 13.).

ITPUMEP 13. Ha cxyiy I = [0, 1] yeegena je penayuja p ca x py < = —y € Q. Jokaszaimu:

(a) p je perayuja exsusanenyuje;

(6) ckya A y koju ynasu o jegna Wauka u3 ceéake 0§ GoOUjeHuX KIAca eKEUSANICHYUJE HUje MED/bUB
CKYIL
Peweme. (a) Kaxo 3a ceaxo x,y, z € I saxcu

11
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(R) z—2=0€Q&xpu,
(S) zpyer-—yeQe —(y-2)cQey-—r€Q s ypr,
(T) zpyhypzerz—yeQAy—2€eQ=(z—y)+(y—2)=x—2€Q&uxpz
penayuja p jecitie perayuja eK8usaieHyuje.
(6) Hpumeimumo upso ga je Cy, = Cy axo u camo axo je x —y € QN [—1,1]. 3a payuonanan opoj r
geqpunuuemo cKyi
Ar=A+r={a+r|aec A}

Hoxazahemo ga je waga I C U  Arugacysap# qckyiosu Ay u Ay gucjyurimnu.
reQn[~1,1]

3a céaxo x € I docimioju a € A wmaxeo ga © € C,. Taga jex —a = r € QN [—1,1], @a je
T =a+r, w. v € A, ogakie crequ ga T € U A,.

reQn[—1,1]

Hoxaxcumo ga cy 3a p # q ckyiosu Ap u Aq gucjyuximnu. Ipemiiocimiasumo cyapoimno, wj. ga
docimoje p,q, p # q makeu ga je Ap N Ag # 0, @wj. docmoju nexo x maxeo ga r € A, N A, Taga
iocioje a,b € A wmakeugaje v =a+p u x =b+ q. Kaxo je p # q, caequ ga je a # b, witio fiosnauu
ga a nuje y penayuju ca b. C gpyee citipane, uz a +p = b+ q crequ a —b = q —p € Q, ogaxne je
a pb. Kontmpagurxyuja.

Heka ¢y 11,79, ..., n, ... céu payuonarnu 6pojesu us unimiepeara |—1, 1] u gedpunuuumo cxyiose

+oo
Ay ca Ay, = Ay, Taga je (Ayn) nus qucjynximnux ckyiosa u éaxcu I C |J A, C [—1,2] (jep je
n=1
a € [0,1], ar € [—1,1]). Axo apemiocimasumo ga je ckyii A mepmus, waga je u ckyi A, mepnus 3a
cearo 1 u asicu m(A,) = m(A) u saxcu nejegnaxociu

+00 “+00
L=m(I) <> m(4,) =Y m(A) <3.
n=1 n=1

Vkomuro je m(A) = 0 aocaegrwa nejegnaxocm Znacu 1 < 0 < 3, gok axo je m(A) > 0 umamo
1 < 400 < 3. Kaxo cy 0be nejegnaxocitiu neimiaune, 3axmyuyjemo ga ckyi A nuje mepaus.

+00 +0o0
HANOMEHA. Kako je I C |J A, C [-1,2], mo je 1 < m*(|J An) < 3. Ceu cxyiiosu A, cy
n=1

n=1 =
gobujenu wpancrayujom ckyia A, ia je m*(A,) = m*(A) = a. Ciaowna mepa ckyiia A, ogrocro
“+o0o +00
ckyiiosa Ay, Huje nyna jep easxcu m*( U An> < Y. m*(Ap). Hpema wome, m*(Ay,) = a > 0, ia je
n=1 n=1
+oo “+o0o

> m*(A,) = Y a = +oo. Jaxne, 3a qucjyukinne ckyiose Ayn, n € N, sascu
n=1 n=1

+oo “+oo
m*(U An) < Zm*(An)
n=1 n=1
IIPUMEP 14. Ogpegumo Jlebezosy mepy cregehux ckyiosa.
1. Cxyn A = (0,5) N Q je apebpojus, ia je m(A) = 0.

2. 3a cxyit B = (0,2] jem*(B) =2 — 0, ogaxne je m(B) = 2.

3. Ckyia C = {5} je jegnounan, ita je m(C') = 0.

12
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4. 3a ckyia D = [0,5)\Q saswcu ga je
0,5) = (0.51\Q) U (10,5) N Q).

Kaxo je m([0,5)) = 5 u m([O, 5) N Q) =0, @o je

n(mﬁﬂQ):nmam)—mQQ@mQ):a

5. Crkya E = (7,15) U (8, 16] apegcmaswa unimepsan (7,16] da je m(E) =16 — 7 = 0.
6. Cxyu F'=[1,7) U [8,16] apegcimiaswa ynujy geéa qucjynkiana unitiepeéana id je
m(F)=m([1,7)) + m([8,16]) = (7T— 1)+ (16 —8) = 6 + 8 = 14.
+o0
7. Cxya G = | [2", 2" 4+ 10%) dpegciiasma yHUjY Gpedpojuso MHOZO GUCIVHKIIHUX UHITICP8aaa,

n=1
ogaxie Kopucitiehu o-agquitiuéHoCiii mepe M gobujamo

T Ton on L 1 = | O T | 1
m(G)=m(U[2 2 +W)>:Zm([2 2 +10n>):n2110n:10-1_1:9.

10

+oo
8. Ogpegumo Jlebezosy mepy ckyila H = ( U [9", 9" + %)\Q) N [81,82]. Kaxko je
n=1
i 1 1
H = ( U [9",9” n 3—n>\Q> N[81,82] = [92,92 n 32>,
n=1
inio je
1 1 1
_ 2 g2 2 2 _
m(H) =m([9%,9 +32)) =9 59—
+o0o
9. Ja 6ucmo ogpegqumu Jlebezosy mepa ckyiia S = ) [3, 3+ ﬂ APUMETTUMO (a4 MOHCEMO UCKOPUC-
n=1

iy ocobury mepe (neipekugnociui 3a odagajyhe nusoee). Kaxo je
1 1 1
{3,3+—]g[3,3+—],nem, " m<[3,3+7D21<+oo,
n+1 n 1
inio je

m(S) = lim m([3,3+%})= lim (3+%—3): lim = 0.

n—-+00 n—-+o0o

13
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MEPJHLUBE ®YHKLIWUIE

JEOUHULMIA 7. Dyukyuja f : E — T (T € {R,RP}, p > 1) je mepwusa y Jdebezosom cmucay na E
aro 3a ceaxu oigeopenu cxyii O y T saxcu f~1(O) mepwus y cvucny Jlebeza.

HANOMEHA. VYo0ynyhe xama rom kaxeMo MepibHuBa (yHKIMja, TompasymeralieMo ga ce pamm o
MepspuBOCTH ¥ JleGeroBom cMucIy.

TEOPEMA 5. ®yuxyuja f : E — R, E C R, je mepwusa na E axo je ckyi
E(f>c)={zecE[f(z)>c}
Mmepaus 3a céaro ¢ € R.

HANOMEHA. VYwMecto ycrnosa f(x) > ¢y TeopeMu 5. MOXe Ia CTOjM jemaH of chenehux ycmosa:

f(x) = e, flx) <e, f(z) <c

Axo je f nenpexnana peanna ¢yukuuja na E tana je f mepibusa na E, jep je ckyn E(f > ¢) =
(e, +00) oTBOpeH 3a cBako ¢ € R, ma cammum THM Bopenos, a cBaku Boperos ckyI je ¥ MepibuB. Y
OINLUTEM CIly4ajy OOPHYTO TBpheme He BaXkH, Tj. U3 MEPJbMBOCTH HE CIIEIN HEITPEKMIHOCT, UTO CIEIN
13 e UHATINjE MEPJLUBOT CKYTIA.

TEOPEMA 6. Hexa cy f u g konaune mepmuse gynxyuje na £ C R¥ u nexa je F neiipexugna pynxyuja
na R2. Taga je u pynxyuja h(x) = F(f(x),g(z)), x € E, meprusa.

IIPUMEP 15. Ckyi A C RF Je mepmue CKYIaKo u camo aKko je Kapaximepuciiuina QyHKyuja

1, €A,
XAl =\ 0 r¢a

Mmepwuga Qpyuxyuja. 3auciua, kaxo je

R* ¢<0,
{:EG]Rk|XA(x)>c}: A, 0<e<],
®7 0217

u cxyiosu ) u RF Cy Mepmusu, 3aKmyyyjemMo ga je Qyukyuja X 4 Meppusa aKo u camo axo je ckyi A
Mep.ouUs.

TEOPEMA 7. Cgarxa monoitiona Qynxyuja je mepasusa.

JIOKA3. Heka je ¢pyuxmmja f : R — R pacryha (anamorno ce moxasyje ako je ¢pyHkuMja omamajyha).
IMocmatpajmo ckyn A = {z | f(x) > ¢}, rae je ¢ mpousBosban peanan 6poj. Axo je A = (), Tana je A
MEpPJbUB.

Heka je A # (). Tama mocroje 1,22 € A, x1 # =2, M 3a cBako = € (x1,x2) Baku f(x2) =
f(z) = f(x1) > ¢, 1j. € A, na 3akibyuyjemo na je A obnuka (a, +00) win [a, +00). Kako cy ob6a
OBa MHTEPBAJA MEPJHHBU CKYITOBH, CIIEMIU 1A je U Y OBOM CIIy4ajy cKyln A MepJbuB.

Jaxme, cBaka MOHOTOHA (PYHKIIHM]ja jecTe MepJbUBa. 0
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JEEOUHULIAIA 8. 3a HeKO C80jCHIBO KAMCEMO ga 6adicu cKopo ceyga (y 03nayu ¢.c.) aKo je mepa cKyia
Ha KOME OHO HE 8AXMCU jeqHAKA HYJIL.

IIPUMEP 16. 3a mepwuse pynxuuje f,g: R — R gaie ca

1

r={ 5 Ser ww={y %Y

saxcu [ = g na Q, cxkyii payuonannux opojesa je ipedpojus u m(Q) = 0, gok je [ # g na cxyiy
upayuonanux opojesa u apuimiom je m(I) = m(R) > 0. Jaxne, f # g c.c. na R.

15
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1 JleGeroB unrerpasn

JlebGeroB mpuctyn npodiemMy je caMo jerad y Hu3y puMepa Ja He Tpeba mhu yradbanum crazama, Beh
HAIIpABUTH HOBM TIyT KaKo OM JOLUIH IO BpaTa 3a CBET y KOME Bake HeKa HOBa TpaBUiIa, y KOMe JI0
Tama Hemoryhe nmocraje Moryhe. OcHoBHa pa3nmka y mpucTyily Pumanose n JleGerose maTerpariije
jecre ma je Jleber, 3a pa3nky on PumaHna Koju je BpIIHO Ac/belbe nJoMeHa (pyHKIHje, IO KOTOMEH
dynxmmje.

VYBeK MOCTOjU BHINIE NpUCTyna HekoM Ipobnemy. Crnenehu mpumep je ynmpaBo aHamoruja pa-
3MUYUTHX TPUCTYNa uHTerpannju. Ha cromy cy pazbanann HoBUMhy pa3nuunTx BpegHoctu. IlocToje
JIBa HaunHa TIpedpojaBama yKymHe cyMe HoBunha koja ce Harasu Ha croiy. [IpBu Hauwn 6u Omo 1a
penom ofBajaMo HoBUMhie M cabupameM BHUX0BE BpeqHOCTH goheMo 1o koHauHe cyMme. OBaj HAYWH je
aHayioran PuMmanoBoM mpuCTyITy nHTerparmje. Jdpyru Haann 6u 6Wo Taj Ja TpBO CIOXIMO HOBUhWIe
Mo TpynaMa MUCTHX BPETHOCTH a 3aTUM MHOXEHEM BpeTHOCTH ofpeljeHe rpyre HoBuniha ca 6pojem
HoBunha y TOj Tpynu U cabuparmeM BPETHOCTH CBaKe TPyIe JoheMo 10 yKyIHe cyme, mTo O6u Ouja
aHanoruja ca JleberoBom uHTerpamujoM. JleGeroB MHTETpad MOXEMO TOCMATPATH YOIINTEHO Kao
MHTETpaJjl 110 HEKOj MEPU Ha HEKOM CKYILy KOjU HEMa HU BEKTOPCKY CTPYKTYpPY HU TOIOJONIKY, Beh
caMmo o —anredpy.

Ynopeanmo KOHCTPyKIujy Pumanosor u Jleberosor nHTerpajia Ha mpuMepy HeHeraTHBHE OIPAHIYCHE

MepsbuBe (PyHKIMje Ha [a, b]. Ilpn u3pauyHaBawy PUMaHOBOI MHTEerpaja IpaBu ce Iojena |a,b] Ha
noauHTepBane u Gpynknuja f ce ampokcumupa QyHKIMjaMa Koje Cy KOHCTAHTHE Ha TATHM TIOAMHTEP-
BaIMMa.
ITpu n3pauyHaBamy JleGeroBor uHTerpaia 6upa ce HU3 GyHKIMjA Koje pacTy mpeMa f. CrierujaiHo,
aKo ce u3adepe HU3 (PYyHKITH]jA TATHX Y TOKA3y TeopeMe ??, Tama ce mo/iesia BpINy Ha KOJAOMeHY (PyHKITHje
f. Jobwuja ce nu3 nmogunTepsana /; u pyHkuuja f ce ampoKCHMHUpa KOHCTAHTOM Ha CBAKOM OJI CKYIIOBa
f7H(I;). Koncrpyxuuja Pumanosr u JIeGeroBor HHTErpana je 1ata Ha ClIMKama.
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