PEAJIHE ®VHKIIVJE

2 1
1. Axo je dynxkunja f: R — R gara ca f(z) = 23 — 50 OApeAnTH f@)+f (§>

2. Axo je dynknuja f: R — R mara ca f(r) = 322 — 2z + 1, onpemutu f(f(1)) — f(f(—=1)).

3. Axo cy dynkmnje f: R — Rug: R — R gare ca f(x) = 2*+1u g(xr) = 3z — 1, oapeaurtn
flg(x)) — g(f ().

4. Axo je dyukumja f : R — R nara ca f(x) =

—— ompenwn dymiy h(x) = (fofof)(v).

5. Axo cy dyukmuje f: R — Rug: R — R gare ca f(r) = /r u g(x) = 2* + 3, onpenuru
flg(f(f(2)))).

2 1
6. Axo je dbynxmuja f:[0,1] — [\/7—, 1} nara ca f(r) = 5(\/1 + 2 ++/1 — ), opeuTH HWeHy
UHBEP3HY (DYHKIH]Y.

1
7. Ako je dyuxnuja f 1 [0,1] = [1,v/2] xara ca f(z) = 5(\/2 — 4+ /2+ ), oapesuTu meny
UHBEP3HY (DYHKIIHU]Y.

1 -1 1
8. Ako je f(%) =x—1m g(x > =+ 1, onpeauru (f~! og)(§>.
9. Axo je f: R" — R dynkuuja taksa ga 3a ceako r > 0 Baxku
2010
2f(x) + 31 (_) — 50,
x
onpenutu f(6).
1
10. Oxpenurn Koje of ciepehux dbyukiwuja fi, fo, f3, f1, nedunncannx ca fi(x) = —= folz) =
x
1 || 1 .
Inell, f3(x) =4/ —, fa(z) = |—|, cy mehycobHo jennake.
x x
1 - —1 -1 -2
L. fare ey gy fi(e) = 11, o) = o5, fle) = C o, i) = 2SS
T— - ].
fs(z) =In e”s . OJpenTH Koje o/ HaBeJeHnx BYHKIMa cy jetnake byHKIHjn flz) = i
T

12. Oxpeantn gomene ciaenehux dynkimja:
(0) J@) = g +VE (60) f(2) = o+ VI
() f2) = B— |2k (1) f(x) = log(6+ o — 22).
—4
13. Ozapenuru obmact gsedunucanocru dbyuknuje f(r) = 4/In i o +V4 —3r — 22

(2* — 5z + 6) In(z — 4)
x—2+4 |z —2|

14. Oxapeaurn 6poj peannux nyna dbyuxumje f(x) =



KOMIIJIEKCHU BPOJEBU

1. OxpemuTu peasan napaMerap k, Takas Ja je BpeanocT uspasza bis® — 2ki%? + (k — 3)i% + 10
peasian 6poj.

: 1+i?
2. Axko Je 2 = m,

oapeutn BpejanocT uspasa Re(z) + (Im(z))? .
1-31 3+1 1-—i

- — -+ ==
1+31 3-—i 2i3
1-31 3+1 1-1
143 3-1 20"
5. Ako cy a u b peayinu napaverpu taksu Jja je (2+ 3i)a+ (3+21)b = 1, oupeaurn 36up a+ b.
(1-1)°
(141)*

(1 +i)1000
(1 _ 1)996 _ 1(1 + 1)998'

3. OapenuTn peajHu J1e0 KOMILIEKCHOT Opoja

4. OnpeuTH UMaruHapHU €0 KOMILIEKCHOT Opoja

6. OapeauTn MOJIYO KOMILIEKCHOT Opoja

7. OapeauTn BpeIHOCT H3pa3a

—i
8. Oxape easan O6poj A, TakaB ja je Opoj ————— Takohe peaJiaH.
ApeauTH pearan Opoj A, TaKaB ja j pJA+(A+1)iTKE peaian
143\ [—1-iv3)” .
9. OupeauTy BpeJHOCT U3pasa — + —5 | » UPH "eMy 1 Huje JebHBo Ca
3.
10. V cKymy KOMILIEKCHUX Opojesa permuti jeamaunny (1 +1)z + (1 —i)* = 2.
z
11. Axo je z KoMmITekcaHn Opoj TakaB Ja je T =1lwu = =1, ogpeauTn 2 - Z.
z z
12. Axko 3a xKoMmIuIekcan 0poj z = x + iy Baxku |z — 2| = |2+ 2i| u |z + 2| = |z — 2i|, ogpeaurn

r+y.
13. OapeanTn BpeaHOCT H3pa3a

(cos T tisin %)3 + (Cos ?jf +1isin %)5

2
™ 3o s
(cos 7 —isin Z)
. . i—1
14. OxapeauTu TPUTOHOMETPHUjCKH OOJTUK KOMILJIEKCHOT Opoja 2 = —.

Tk s
CoS 3 —i—1s1n3



PEAJIHE OYHKIMUJE - PEIITEHBA 3AJATAKA

Pemema 3amaTaka

2 1 1 1\* 2
1. Kako je f(2):23—2—2:?5 I/If<2) = <2) —(;)2——683, caemu na je

o o=

2. Pememe: —88.

3. Baxu maje f(g(z)) = f(Bx—1) = (32—1)2+1 =922 —62+2, kao m g(f (7)) = g(z®+1) =
322 +1) — 1 =322 +2, maje f(g(x)) — g(f(x)) = 6z(z — 1).

4. Baxu ma je h(z) = (fo fo f)(x) = f(f(f(x))), onakme caemm

I
~
=
8

I
~
7 N

8
8|

—_
N———

1—z
pE— 1 —
1_:1:—1 T.
T

5. Pememe: v/x + 3.

2 1
6. 3a dbyukuujy f:[0,1] — [\2[, 1], nary ca f(x) = 3 (\/1 +x++v1-— a:), U theHy MHBEP3HY
2
bysxmmjy f1 [\2[, 1] —[0,1], Basxkn f~1(f(z)) = x, 3a crako x € [0,1]. Omanue caean

naje (; (\/1—1—:c+\/1—x)> = 1.

1 2
YBesumo cmeny 3 (Vitz+vVli—z)=tte [\2[’ 1}, u uzpasumo x npeko t. Caua je

Vit z++V1—x=2t

OJIHOCHO, KBa/JIPUPAHEM JIEBE U JIECHE CTPaHe j100ujamMo

V1—a? =2t -1

AKO TIOHOBO KBAJIPEPaMO JIEBY U JIECHY CTpaHy J0Ja3uMo g0 2 = 4t? — 4t*, ommocHo,
2
umajyhu y Buny ga x € [0,1] ut € [\2[, 1}, nobujamo ma je v = 2ty/1 — t2. Baksydyjemo

na je f1(t) = 2tv/1 — 12, vj. musepsna byuxmmja f~1 byuknuje f nedunucana je ca
fHz) = 22v1 — 22.



MHCTUTYT 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY

7.

8.

10.

11.

AHaJIOTHO TIPETXOTHOM 3aJaTKy aobmja ce f~1(r) = 22v/2 — 22

z+1

2
coeu j1a je byakmmja f pedunncana ca f(t) = 2t—1—1, oquocno Baxn na je f(x) = 2z—2.

x
Kako je f =z — 1, aKo yBeJIeMO CMeHYy — = t mobwjamo r = 2t — 1, omaxye

Oxpenumo caga nnasepsny dynknujy dynkmmje f. Kako je f_l( f(x)) = z, 3akmyayjemo

2
na je f71(2x —2) = z. Ako yBenemo cMeny s = 2 — 2, Cleau Jia je T = S;— , ma je
_ s+2 . T+ 2
fs) = , 1. fH () = :
2 2
. r—1 r—1 .
Kako je g < 5 > = + 1, ako yBezeMO CMeHy = t, nobujamo x = 2t + 1, omakse
caem g je dynknuja g nedunucana ca g(t) = 2t + 1+ 1, omnocno g(z) = 2x +2. Caua je
1 1 3+2 5
~1 ~1 ~1
F(a(3)) = (2g ) m e =25 =
. Oyakmmja f : RT — R 3am0Bo/maBa ycaos
2010
2f(xz) +3f <):5x, x > 0. (1)
x
Ba x = 6 penammja (1) mocraje
2£(6) + 3£(335) = 30, 2)
JI0K 3a & = 335 u3 (1) nobujamo
2£(335) + 3(6) = 1675. (3)

Axo jepnaunny (2) momMuHOXKEMMO ca —2 u 10aMO je jeanaqaunnn (3) moMHOXKEHO] ca 3 106u-
jamo 5f(6) = 4965, ommocuo f(6) = 993.

1 1 1 1
Baxu ga je fi(z) = —= = —, x # 0, fo(r) = —, 2 # 0, kao u fy(x) = —, © # 0.
Va2 o |z || ||
Oymxmmja f3 je nedunncana za x > 0 u npu Tome je f3(z) = \/ 3 = /3 =1/ 5 =
x x x

1 1

m = Bakmyayjemo ga je f1 = fo = f1 # f3.

Oyuknuja f je nedpununcana 3a x # 0. Oyuxkmuja f1 nedpunucana je takolhe 3a r # 0 u Baxxu
—1
maje fi(z)=1——= a , TIa 3aKJ/pydyjeMo 1a je f1 = f. @ynknumja fo je nedpunucana
x x
z—1 ) . z—1
>0ux #0, 1. 3ax € (—00,0) U (1l,+00) u upu tome je fa(r) = .

3a
T

Bakspyuyjemo jga je fo # f, jep cy UM JOMEHM pa3auduTH.

zr—1lz x-1
Comuano, dyakmmja f3 je pedbunucana 3a ¢ # 0, npu uemy je f3(z) = ( 5 ) = ,
x

x
na caegm ja je fz3 = f. @ynkumja fy je pmedpmnucana 3a x # 0 u x # 2, npm 4yemy je

x . .
fa(x) = ——. Mebhyrum, kako cy jgomenn dbynknuja f w fi pasauamrn, caegm aa je
x
z—1

f # fa. Konauno, dyukmmja f5 je nedumnucana 3a x # 0 u upm Tome je f5(x) =

je fs = 1.

, TIa
x



PEAJIHE OYHKIMUJE - PEIITEHBA 3AJATAKA

12

13.

14.

(a) Oynxmmja f je medmmmcana 3a x> —1# 0umx > 0, 1j. 3a x € [0,1) U (1, +00).

(6) @yukmumja f je medummcana za 22 —1#0u2—2 >0, 1j. 3a 2 € (—o0, —1)U(—1,1)U
(1,2].
(

B) Kako je f(z) = ———, caequ ja je byuknuja f nedunucana 3a 3—|x| > 0, onHOCHO

V3 = |z|

3a x € (—3,3).

(r) @ymxumja f je medunucana 3a 6 + x — 22 > 0, onHocHo 3a x € (—2,3).
Oynknumja f je nedununcana ako cy ucnymenu caenehn ycaosu:

() x+2#0, 7). ©# —2;

r—4
1 > 0;
(i) P
—4 —4
(7i7) 1ni+2 > 0, ogHOCHO i+2 > 1;

(iv) 4 —3x — 22 > 0, 1j. = € [~4,1].
Youasamo s1a je ycsios (ii) uCIymeH ako je UCILybheH ycioB (i), 1a je JJ0BOJbHO Pa3MaTpaT
ycnos (ii1). Baxu ja je

r—4 N 4 —6

T+ 2 T+ 2 T+ 2

>0z e (—o0,—2).

Nwmajyhn y Bujy cBe HaBeeHE yCJIOBE 3aK/byyjeMo aa je gomen dpyukmumje f ckym [—4, —2).

Oynknumja f je qeduHUCAHA AKO CYy WCITYHEHU YCIOBH:

(1)) z—2+|z—2|#0, 1. |vr—2| # —(x—2), mro je ekBusasuenrso ca r —2 > 0, 1j. © > 2.
(1) x —4 >0, 1j. > 4.

/13 naBeenux ycsoBa ciaeau aa je obnacr nedunucanocru dynxnuje f cxyn Dy = (4, +00).
Hyne dynkuumje f cy rauke v € Dy 3a koje je f(r) = 0. Baxu ma je f(zr) = 0 axo
je 2 =52 +6 = 0 wm In(z —4) = 0, OxHOCHO aKO je * = 2 WL T = 3 WL T = 5.
MebhyTum, camo Tauka x = 5 mpumnaga goMmeny dpyHKIHje f, ma je TO jeauHa peasHa Hysa
oBe dyHKIH]eE.



MHCTUTYT 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY

Kommekcuu 6pojesu

Asrrebapcku 06JIMK KOMILJIEKCHOT Opoja 2 je
Z:$+iy, fE,?/GRa
npu demy je x = Re z peasan jeo, a y = Im z umarnnapuau j1eo 6poja 2, a 1 je mMarwHapHa jeIMHUTIA,
pu demy je i2 = —1.
Tpuronomerpujcku 06K KOMIUIEKCHOT Opoja z = x + iy, z # 0, je
z =r(cosp + isinp),
rae je r = |z| = /22 + y? momyn (Momyo), a ¢ = arg z € (—7, 7| apryMenT KOMILUIEKCHOT Gpoja z, mpr

qemy je

— L o — Y
COSp = ———=—, sinp=

Konjyrosan 6poj komiuiekcHor 6poja z = x + iy = r(cos ¢ + isinp) je

Z=ux— iy =r(cosp — isiny).
Omnepanuje ca KOMILIEKCHUM OpojeBrMa,

Heka cy
z1 =21+ iy1 =ri(cospr + isings) u 2o = x2 + iys = r2(cos Y2 + isings)

JIBa, KOMILJIEKCHA, Opoja.
36up 6pojeBa 21 W 29 je KOMILIEKCAH OPOj

21+ 22 = (x1 + 22) + i(y1 + y2).
Paznuka 6pojeBa 21 u 22 je KOMILIEKCAH OpOj

21— 22 = (21— 22) + i(y1 — y2).
[Ipomnssosm 6pojeBa 21 U 22 je KOMILTIEKCAH OpOj

21022 = (21 + iy1) (@2 + 1y2) = (2122 — y1y2) + i(z1y2 + 2291),

OJIHOCHO y TPUI'OHOMETPHJCKOM OOJIMKY

21 - 29 = 11712 (cos(p1 + w2) + isin(e1 + ¢2)) .




KOMILJIEKCHU BPOJEBU - PENIEHA S3AJATAKA

Komuunuk 6pojeBa 21 U 22, 20 # 0, je KOMILIEKCAH 6DO]

21wty a+iyn @ —dye  (wa@e + yiye) +i(—Tiye + 2ay)

29 @wo+iys  wo+ iye w2 — iy z3+y3

)

OJIHOCHO y TPUT'OHOMETPHJCKOM OOJIUKY

21 1

— = — (cos(p1 — p2) + isin(p1 — ¥2)).
T2

Moagpogra (Myasposa) dopmysia
Ako je z = r(cosp + isinp), onga 3a ceako n € IN Baxn

2" = r"(cosny + isinngp).
Kopen komiutekcuor 6poja

[Tos n-TUM KOpEHOM KOMILTIEKCHOT Opoja z = r(cos ¢+ 1sin ¢) mojgpasymMeBaMo CBAKH KOMILIEKCAH OPOj
9Uju je N-TH cTemneH jexnak z, n € IN.

{L/g € {UO)UL' . '7“71—1}7

pu 4emy je

2km 2km
up = W(coswﬁL isin(’0+> , k=0,1,...,n—1.
n n
1. Ilomcernmo ce ma je ca i o3HaUeHa MMATHHADHA jeIUHHUIA 33 KOjy BAaXKd ja je i2 = —1,

onaxse ciemn ja je i2F = (=1)F, k € Z. Kakoje i = (-1)10 =1, =in ¥t =i i=
—1i, cmenm ma je

5% —2ki%? + (k—3)i¥ +10=5i -2k — (k—3)i+10 =10 — 2k + i(8 — k),
na je mobujenn uzpas3 peasian 6poj 3a 8 —k =0, 1j. 3a k = 8.
2. Kako je
1+ it? 1—i  i—-1 1—i i—-i¥—141i 2i

= = :—:17

FTE T I o1 T 1+1 141 1- 12 2

crema ma je Rez =0, Imz = 1, ma je Rez + (Im 2)? = 1.
3. Baxmn na je
1-3i 3+i 1-i (1-31)2 @B+i)? 1-i i —11-7i

“Ti¥si 3-i 0 2f  1-(@i2 @ 21 i 10
11
jeRez = ——.
na je Rez 0



MHCTUTYT 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY

. IIpema nperxoHOM 33/1aTKy HEIOCPEIHO cjeau 1a je Im z = Tk

. U3 ycooBa (2 4 3i)a + (3 + 21)b = 1 mobujamo na je (2a + 3b) + (3a + 2b)i = 1, onaxkue,

nMajyhu y Buay ma cy a u b peannum mapamerpu, ciaemd ma je 2a + 3b =1 u 3a + 2b = 0,
1

OIHOCHO a + b = 5

.Kakoje (1—i)2=1-2i+1i?=2in(1—-i)*=(-20)%= 4, xaom (1+i)?=2im
(1+1)* = (21)? = —4, cienu 1a je

‘(1 — i)°
(1+ 1)

- i = VI DR = VE

‘_4.(1_1)
4

. Baxan ma je (141)1000 = (14 1)4)* = (=4)%0 = 250, Cuaramo, (1—1)9% = ((1 — i)4)** =
(_4)249 — _24987 K20 (1 T 1)998 — (1 + 1)996(1 4 i)2 _ ((1 + 1)4)249 L9i = (_4)249 .94 =
—2498 . 9§ = —2494 Opasue cieau jga TPaYXKEHW U3Pa3 UMa BPEIHOCT

(1 + i)lOOO 2500 2500 4

(1 _ 1)996 _ i(l + 1)998 T 9498 4+ i2. 92499 - 2498(_1 _ 2) _g'

. Baxwu na je

1-iv3  1-1iV3
A+FA+1Di A+AF1)i

A+1Di  A=vBA+1) — iA+1+ 23

A+1)i A2+ (A +1)2 ’

A —
A —

112, je jaru 6poj peasan aKo je Heros MMarMHapHM Jeo0 jejHak nyad, tj. A+ 1+ A3 =0,

1-V3

oJakJe mobmjamMo 1a je A = .

2
—1+iV3

. Heka je 21 = . Bamumumo 6poj 21 y rTpuronomerpujckom 0bsuky. Kako je

1 3 1 3
Rez = —g» a Imz = \2[, cenu j1a je |z1| = \/1 + 1= 1. Oapemumo apryment @1
6poja z; U3 ycioBa

1 V3

cos 1 = 5 sin; = 5

. . 2 . 2r . . 27w
3akJpydyjemMo Ja je @1 = arg z; = 5 1aje z] = cos 5 + isin —.

3
: ~1-iV3 : : .
Heka je z9 = ————. Banummumo 6poj 23 y Tpuronomerpujckom 00juky. Kako je
1 3 1 3
Rezo = —35a Imzy = —\g, creny 1 je |za] = “Z + 1= 1. Ogpemumo aprymenT o
O6poja z2 u3 ycJioBa
COos g = L sin g = V3
Y2 = 92’ Y2 = 9 -

. . 2 . 2w . 2T
3akJpydyjemMo Jia je o = arg 2o = —gomjesn= cos y + isin 5 )



KOMILJIEKCHU BPOJEBU - PENIEHA S3AJATAKA

Cana je
z"+z”—0082n—ﬂ+isin2n—w+cos 2nm + isin nm —2cos2n—7r
bz 3 3 3 3 ) 3
L 2nmw 2nm . 2nm . 2nm
epjecos| —— | =cos—— usin | —— | = —sin —.
P 3 3 3 3
. . . 2nm 1
Kako o npernocrasuu 6poj n Huje jiespbuB ca 3, 32 TAKBO 1 BAXKU J1a je COS L 1a
1
je TpaxxeHa BPeJHOCT jeHaKa 2| + 25 = 2 - ( - 5) = -1
10. Tlosazny jesHavnHY MOXKEMO HAIIACATU y OOJIMKY
2—(1— i)
L _2=0-9t
141
oakue, umajyhn y suuy ga je (1— i)* = ((1 - 1)2)2 = (—21)? = —4, gomazumo 10
6 6 1—1i 6(1—i
z = .: T ?: ( 1):3(1—i)'
141 141 1—1 2
z
11. 3amumumo KoMIIEKCaH 6poj z y anrebapckom obimky z = x + iy. W3 yciaosa 1 ’ =1
Jobujamo
Va2 + g2 = /(z + 1)+ 2,
) 1
ONAKIIE e/ . je T = —o.
z
W3 ycmoBa — = i mobujamo
Z
r+iy=xi+y,
Tj.
r—y+ily—x)=0, =zyeR,
. . 1 . . 1 1,
oJlaKJie mpousmiiasu Jia je £ —y = 0, 1j. * = y = ——, na je Tpaxenu Opoj z = —5 "5k

0 ez 7= (=53 (5t =(3) - () =3

apae ciemi gaje z-z=( — - ——i)| — -4+ =i)=(—-=) —i*(=) ==.

ARG GO 2] 2 2 2 "2 2 2) T2

12. Axko je kommuiekcan 6poj z 3amucaH y ajarebapckoM obJIMKy z = & + iy, Taja U3 yCJI0Ba
|z — 2| = |z + 2i| mobujamo

V(=22 +92 =22+ (y+2)2,

oflaKJIe ciaeau Jia je © = —y. Amasiorno, uz ycsiosa |z + 2| = |z — 21i| npouswiasu na je

Vie+22+y2= a2+ (y - 2)?

OJIaKJie TIOHOBO CJIeu g, je * = —y, na je * +y = 0.



MHCTUTYT 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY

13. Kako je
3 2 2
(cos%—i—isin%) —COS:ZT+isinT——\2[+i\2f,
37r+,,37r5 157 Lo 16w V2 V2
COS — sin — = CcOS —— sili— = — — 1—
4 Ty g T T T

(cos =0 )" = (cos (=) + s (=) = oon (-3) + 1 (-3) = =
COS4 181114 = | COS 1 1811 1 = COS B 1811 B = 1,

CJIEJIV J1a, jé BPEJTHOCT TPaKeHOT M3Pa3a jeaHaKa,

2 2 2 2 _,
—1i
14. Baxwu na je

T .. m

i—1 COSg-lSlng

z= 7T+, T T .. T

cos - + isin—~ cos - — isin—

3 3 3 3

3 1 3 1

:sin§—cos§+i(cos§+sin§):\2[—2+i<\2[+2>,

na je |z| = <\/§2_1> +<\/§2—i—1> =2

Opspesiumvo jorr apryment ¢ 6poja z. Kako je

cos v3—1 sin \/§+1
=, 1 = s
2 9032 ¥ 9v2

ciienu Jta, je

_ VB4l V341 VBHL L

£
YT B-1 VB-1 V311
Kako je
e %
819 T %9 T

o7
CITeNIA JIa, je @ = arg z = ok a TPUTOHOMETPHjCKH OOJIHK Opoja 2z je

%8 5%
z = \/§<00812+ 151n12>



