BuaoMHA o0oPMyJIA. HU30BU

[y

. Oapeaun koedunujent y3 x'? y 6unomnom passojy (z + 23)°.

. 8 .
. Oapeauru wian y OUHOMHOM DPa3BOjy (x + %) KOJU HE CaJIPpXKU T.

N

3. Jla jiu mocToju WIaH KOjU He CAJIp:KKU T Y OMHOMHOM Pa3BOjy (ﬁ — %)

4. Axo je 30up xoedwumujenara tpeher om mouerka m Tpeher om Kpaja wiana y OMHOMHOM
pa3Bojy (\73 + \3/1)", n € N, jeqnax 2862, ojpeau Opoj pamuoHATHAX UJIAHOBA Y TOM Pa3BOjy.

5. Axo je 36up GunoMHEX Koedummjenara y pa3sojy (V3 + v/2)", n € N, jexnax 22 oxpenn
Opoj palMoHAJHUX YJIAHOBA Y TOM Pa3BOjy.

6. Oxapean n ako cy koedUIMjeHTH NETOT U JeBeTor wiana passoja (1 + x)" jeanaxu.

7. Ko/mKo je HpamuoHATHIX 9IaHOBA y OHHOMHOM pa3Bojy (v/2 + v/3)100?

21
8. Oypeauru wiaH y pa3Bojy OMHOMa (ﬁ/\/i5 + 4/ %) ,a>0,b>0, koju caspku a u b ca
HCTHM CTETEeHOM.

9. V ckymy npupoxnux Gpojesa pemurn jeamaduny 12 (7) + (1454) = 96.

10. V ckyny npupogHux OpojeBa peniuTH HejeTHAUYNHY (1;’) < (;j})

11. Oupeauru cBe nupupojne 6pojese T u Yy, TakBe Ja je (I;1> : (y%) : (y:) =6:5:2.

12. 306up Apyror u jgeceTor 4iaHa omajajyhe apuTMeTHUKe IMporpecuje je 8, a MpOU3BOI TUX
gjaanoBa je 12. Oapeantu 36up npsux 15 4jaHoBa Te mporpecuje.

13. 30up npBa TpH WiaHa apUTMETHUYKe Imporpecuje je 42, a 30up TpBHUX MIECT WIaHOBA je 48.
Opxpemurn Sig.

14. 306up mpBOTr U CeaMOT UIaHa apuTMeTH4IKe mporpecuje je 7. Oapeantu 36up Tpeher u nmeror
4jiaHa Te Mporpecuje.

15. Usmehy —2 u 46 ymernyTu 15 OpojeBa, Tako Ja je pa3/inKa CBaka JBa y3acTOIHA Opoja
ucTa, 1a oJipe/iuTu 30Up TUX cejlaMHAECT OpojeBa.

16. YV apuTMETHIKOM HHU3Y je p = M U G, = N, N 7 m. OJpeTuTn a,.
17. OapenuTu 36Up NPBUX CTO NPHUPOIHUX OpOjeBa KOJU IPH JeJbeiby ca b majy octarak 1.

18. 3a koje Bpeanocru = 6pojeBu log?2, log(2” — 1) u log(2* + 3) y marom pejociey duHe
APUTMETUUKH HU3?

19. V reoMeTpujcKoj Nporpecuju KOJUYIHUK je 2, a 30Up IPBHUX ceJaM UJaHOBa jeHaK je 635.
OxapenuTu as.

20. VY reomeTpujckoM Hu3y 30Up NIPBOI U METOr 4iaHa je 51, a 30up JAPYror u IIECTOr YIaHa
je 102. Axo je 30up nmpBux n wianosa 3069, oxpesuTtn n.

21. 36up CBUX WIAHOBA OECKOHAYHOI FeOMETPHjCKOr HH3a 2a 4 ay/2 + a + --- jeanak je 8.
Onpenutu 6poj a.

22. Ba x = % oapemuru 36up 1+ cosz + cos® x +cos’ z + - - -



23. T'eomeTpujcka mporpecuja uMa mapaH Opoj YaaHOBa. 30MP YIAHOBA HA HEHMAPHUM HO3HIIH-
jama je 85, a 30up wiranoBa Ha mapuuM nosunujama je 170. OppeanTn KOJTUIHUK Te TPOTPECHje.

24. Hexka cy ay, a9, as,a, y3acTOIHHU UJAHOBH pacTyher apuTMeTwdkor Husa, a b, b, bs, by
Y3aCTOIHU YJIAHOBU TeOMeTPHjcKOT Hu3a. AKO je a1 = by = 1, as = by, by — a3 = 1, ogpeantn
b4 — Q4.

25. Bpojesn a, b u ¢ cy y3actomau wianoBu pacryher apurMmernakor Husa, a 6pojesu a, b, ¢+ 1

Cy Y3aCTOIHHI YIaHOBH reoMeTpujckor Hm3a. OJpeanTH BpeaHocT m3pasa a’ + b? + ¢2, ako je
a+b+c=18.

26. 30up Tpu Opoja je 14. Ako ce cpemmu moseha 3a 1, mobuja ce apuTMETHIKH HU3, a aKO Ce
cpeJmbu cMamu 3a 1, mobuja ce reomerpujcku Hu3. Ogapeantu Te Opojese.

27. Crpanuiie mpaBoyriaor Tpoyriaa o0pa3yjy pacTyhum reoMeTpHjcKu HU3, a jeTHA KaTeTa jejI-
Haka je 2. OapenuTn obUM TpOyTJIA.



BUHOMHA ®OPMVYJIA. HU30BU - PEHIEHA 3AJATAKA

Bunomua dpopmysia

k) nedwuHUIIE Ce ca

. n
Bumnomun koedwurmjent (

k k! Kl(n — &)U’

n n n
Baxwu ma je <k> (n _ k)’ 0 < k < n. Cuenujanno, <0> (
ny [(n-1 " n—1
k] k k—1)"°

(n)_n(n—l)“-(n—k—i—l)_ n! n>k>0.

Bunomua dopmyna

HwuszoBu

Apurmernukn Hu3 (nporpecuja) (an) 3a0BO/baBa PENAIM]Y Gni1 = Gn +d, n = 1,2,..., npu yemy ce 6poj d Ha3uBa
Pa3J/IMKa apuTMETUYKOr HUu3a. Y apuTMEeTHYKOM Hu3y (an) ca 1IPBUM 4/IaHOM G1 U pasjukoMm d Baxwu a, = a1+ (n — 1)d,
3a ceako n € IN. ¥V apurmernakom Hu3y (an) CBAKM Y/IaH, TI0OYEB OJ APYTOT, MPEJICTAB/bA APATMETHUUKY CPEIUHY FHeMY

CyCeHUX UJIAHOBA, Tj. BaXKWU
An—1 + An+1

n — —, = 2, 37 e
a 3 n
36up NpPBHUX N WIAHOBA APUTMETUYIKOT HHU3a Ca IPBUM WIAHOM 41 U Pa3mkoM d je
n n (n—1)n
Sn = 3 (a1 +an) = 3 (2a1 + (n — 1)d) = nay + Td'
Teomerpujcku HU3 (mporpecuja) (by) 3amoBospaBa penarmmjy bny1 = bn - g, n = 1,2, ..., ipm gemy ce 6poj ¢, q # 0, HasmBa

KOJIMYHUK OBOT Hu3a. Y reomerpujckoM Hu3y (b,) ca OPBHM wiaHOM b1 M KOJMYHEKOM ¢ Baxu b, = b1 - ¢" ', 3a cBaxo
n € N. V reomerpujckom ansy (b,) CBaKM €jIaH, MOYEB O APYTOT, MPEICTAB/HA TEOMETPHU]CKY CPEIUHY FEMY CYCeTHUX
9TAHOBA, Tj. BaXKU

b2 = bp_1bnp1, n=2,3,...

306up HpPBUX N YIAHOBA M€OMETPUjCKOI HH3A Ca MPBUM WIAHOM b1 ¥ KOJIMYHUKOM ¢ 7 1 je

" -1
Sp=by - 1
q—1
. . . 1
36up GeckoHauHe reoMeTpUjcKe IPorpecuje ca IPBUM 4iaHoM b1 U KosimdHuKoM ¢, |q| < 1, je S = by - 1o
- q

Pemema 3agaraka,

1. Oxrorapajyhu GuaoMHM pa3Boj je

(o4 2% = Z @ PR () Z @



MHCTUTYT 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY

6
U3 yenosa 2k + 6 = 12 jobujamo k = 3, na je koedunumjenr y3 2 jemnax <3> = 20.

. I3 bunomuOr passoja
1\8 = (8 8—k(, . —1\k NG 8—2k
A - == T €T =
k=0 k=0
cJIe/IA J1a 33 WIAH KOju He camapku x Baxu 8 — 2k = 0, ogaocHo k = 4, ma je ogrosapajyhu

8
WIaH jeJTHAK 4> .

. VI3 6uHOMHOr pa3Boja

(7= =3 (0) () () = (D) e

3aKJbyIyjEMO J1a HE TOCTOjU UJIAaH KOJjU He CaJPXKu X, jep u3 ycjosa 36 — bk = 0 gobujamo
k= %, mTo je memoryhe, jep je k meo 6poj.

n n
— 2862
(3) + (7] =
n
2( ) = 2862
(5) =250,

2

. U3 ycnosa

OJTHOCHO

(n—1)
2

n
nobujamo ma je 2 - = 2862, oHOCHO N° — n — 2862 = (. Pemema oBe KBaJIpaTHE

jennaumne cy n = 54 u n = —H3. Kako je n € N, ciemu na je n = 54. Ogapeaumo 6poj
PAIMOHATHAX WIAHOBA y OMHOMHOM Pa3BOjy

54

=5 (1) )" (@) = (F)o e

Ha 6u oxrosapajyhu wianoBn OMHOMHOT pa3Boja O parroOHAJIHA OpOjeBH, MOpPAjy Ja
6yy 3agososbenn ycsosu 4 | 54 — k. 3 | k, 0 < k < 54. OBum ycsioBu Cy 33J10BOJbEHH 32,
k € {6,18,30,42,54}, na y 0BoM GHHOMHOM Pa3BOjy IOCTOJH IIET PAIMOHAJIHUAX YIAHOBA.

n
. Basxxn na je 36up ceux Gunomnnx koedunmjenara y passojy (z +y)" jennak > () = 2"
k=0

U3 ycaosa sa je osaj 36up jeamax 22994 cnenn ga je n = 2004. Iocrymajyhm anamorso

Ka0 y MPETXOTHOM 3TATKY, 3aKJbYIyjeMO Ja MOCTOju 335 PAIMOHAJHAX WIAHOBA, Y OBOM
OMHOMHOM Pa3BOjy.

. Ako cy KoeUIjeHTH METOr U JEBETOr WIAHA Pa3Boja

(1+a)" = gi:o (Z):ck

je/iHaku, 3aK/pydyjemo, uMajyhu y Bujly jejjHAKOCT CUMETPUYHUX OuHOMHMX Koeduimje-

HaTa, Ja je (Z) = (g) = (nﬁ4), oJlakJIe caeau faa je n = 12.
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7.

10.

V3 6uHOMHOr pa3Boja

(35+ \/5)100 _ % <1ZO> (ﬁ)loo_k(ﬁ)k _ % (IZO)QWSS

k=0 k=0

3aKJpbydyjeMo Ja je oarosapajyhu wian OMHOMHOI pa3Boja palrumoHajan Opoj ako Cy ucC-
nymenn ycaosu 4 | 100 — k, 2 | k, 0 < k < 100. Osu ycjaosu cy 3a70BOJLEHM 32
k € {0,4,8,...,100}. Osaksux 6pojeBa mma 26, ma y mOCMATPAHOM OGHHOMHOM DPa3BOjy
moctoju 101 — 26 = 75 wpanuoHaJIHUX TIAHOBA.

. VI3 buromHOT passoja

a b 2 21 21 1. 1\91—k /.1 1k 21 21\ 42-3k . —2144k
s| —_ 4 | — — a3b~8) "(b2g"8)" = ( >a6b6
(aae) ~p (e =5 (;

3aKJbYIyjEMO JIa je 3a WIAH KOJU CAJPXKHU G U b ca MCTUM CTErneHoOM ucnymeHo 42 — 3k =
—21 + 4k, omakuite nobujamo k = 9, ma je oxrosapajyhu wian jeaHax (291) a’b*vab.

. U3 ycnoBa
T x+4
12 =96
(=37
Jobujamo
4
120+ <m+>2<x+3> _ 96,

OJTaKJIE JIOJIA3UMO JI0 KB IPATHE jeIHAYNHE 22431z —180 =0 qmja Cy pemema | = O U
xo = —36. Kako xo ¢ IN, jenuno pememe je © = 5.

Hajmpe 3akspyuyjemo jia mopa 6utu x + 2 < 13, 1j. < 11. U3 ycsosa

<1:c3) = <:c1+32>

Jobujamo
13! 13! <0
(13 —2)!  (z+2)/(13—x —2)! ’
OHOCHO
13!
ST ((x+2)(x+ 1)~ (13— 2)(13 - — 1)) <0,
Tj.

13!
CEDEET] (282 — 154) < 0.

Kako je (z +2)! > 0 u (13 — 2)! > 0, nocaemmba HEjeHAKOCT je 33J10BOJbEHA AKO je
28x — 154 < 0, omakse, umajyhu y Buay na je x npupogan 6poj, cnemn x € {1,2,3,4,5}.
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11.

12.

13.

N3 ycnosa
<x+1>:< T >:6 5
Y y—1
JobujaMo
5 (z+1)! x!
Yl —y+1)!  (y—DY(z—y+1)
OTaKJIe je
2(z + 1) = 6y,
Tj.
z=3y—1
U3 ycaosa
) (20) o
y+1 y—1
Jobujamo
5 x! _s x!
+Diz—y-1)! ~ (y—Dl(z—-y+1)
OJTAKJIE je

2(z —y+1)(z—y)=5y(y +1).

SameHoM BpeJgHOCTH T = 3y — 1 y mocjea o] jeiHaaunu, gobujamo jga je y = 3 u x = 8.

AKo ujaHOBE OBe apUTMETHUYKE IIPOrPECHje O3HAYMMO Ca G4, ¢ = 1,2, ..., a PasjiuKy JBa
y3aCTOIHA WIaHa ca d, TaJa MpeMa YCJIOBUMA 33JIaTKa BaXu a2 + ajg = 8 u ag - ajg = 12,
oaKJe 106mjamo

a1 +d+a; +9d =8,

(CLl + d)(a1 + gd) =12.

W3 npBe jepnadmnne ciean Aa je a; = 4—5d, 1a 3aMeHOM OBe BPEeJJHOCTH Y JAPYroj je THAUNHE
JI0JIA3UMO JI0
(4 —4d)(4+4d) = 12,

Tj.
3
1-d?>="=.
4
. 1 1 . .
Pemema mocnenme jequnadumne cy d = 5 ® d= —5 Kako je y muramy onamajyha apwur-
. . . 13
MEeTHYKa, [porpecuja, cjean ja je d = ——, mna je ap = 5 Cywma npeux 15 ujaHOBa OBe

13 1 14-15
e i —15. 2 _ . —
mporpecuje je Sis 5 5 "5 5

45.

U3 ycnoBa S3 = 42 u Sg = 48 mobujamo
9.
3a1 + 73d =42,
2
5-6
6a1 + Td = 48,

4
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Tj.
a1 +d =14,
2a1 + 5d = 16.
. . 9-10
Pemapamem osor cucrema mobujamo a1 = 18 u d = —4, ma je S19o =10-18 -4 - —5 = 0.

W3 ycnosa ay + a7 = 7 mobujamo ay + ay + 6d = 7, 1j. 2a1 + 6d = 7. Omasyae ciaeau na je
az+as=a;+2d+a; +4d=2a1+6d=1T7.

[Ipema ycioBy 3agaTKa BaxKu J1a je a; = —2 u a7 = 46, ma je a1 + 16d = 46, omakie cienu
Ja je d =3 u Sy = 374.

U3 ycnosa a, = m nobujamo a; + (n — 1)d = m, g0k u3 yciaosa a,, = n ciaeau Ja je
a1+ (m —1)d = n, n # m. U3 upse jenpauune je a; = m — (n — 1)d, ma 3amenom oBe
BPEJHOCTH y JIPYry jejHaqduny j06ujamo

m+ (m —n)d =n,

omakJje je, umajyhu y suny ma je m # n, d = —1, ma je a1 = m+n—1. Konauno, nobujamo
Jajea,=a;+(p—1)d=m+n—p.

Tparkenu OpojeBu Cy WIAHOBH APUTMETHYKE MPOTPECHje YUWjd je MPBU WIAH a1 = 1, a
pa3JnKa JIBa y3acTOIHA WiaHa je d = 5, ma je 36up npsux 100 wianoBa
99 - 100
S100=100-14+5- 5 = 24850.
Ja 6u 6pojesu log 2,1og(2% — 1) u log(2” + 3) ynHWIM APUTMETUUKY TIPOTPECH]Y MOpa JIa

BaXXn

log(2* — 1) — log2 = log(2* + 3) — log(2* — 1),

OJTaKJIE je
| 2% —1 | 2+ 3
o =log ——
g B) g2x_17

Tj.
27 —1 243
2 21
Opmasrae, ako yBememo cmeny t = 2%, ¢t > 0, mora3uMo 10 jeHaInHe

(t—1)% =2(t +3),
Tj.
2 — 4t —5=0,
anja cy pemema t =5 ut = —1. 36or ycaosa t > 0 moryhe je camo pememe t = 5, omake
creau ma je 2° =5, 1j. ¢ = log, 5.
U3 ycnosa 3amatka je ¢ = 2 u S7 = 635, omaxJe cieau

2" -1

= 635.
2-1

ai -

Henocpemno ce nobuja ma je a; = 5, ma je ay = ay - q6 =5.26 =320.
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20.

21.

22.

23.

24.

[Ipema ycitoBy 3ajatka je a1 + as = 51, ag + ag = 102, ogakse jgobujamo
4 _
a1 +ai-q° =51,

a1q + aig® = 102,
OJTHOCHO
a1(1+ ¢*) =51,
a1q(1+ ¢*) = 102.
Axo nppyry jemmaumny momesmmo mpBoM (Baxku Ja je a; # 0) mobujamo ¢ = 2, omakie,

3aMEHOM y TPBOj jeaHadnnm, mpowsuiasu 13 je a; = 3. I[Ipema ycsioBy 3asaTka BaXku Jia

je S, = 3069, Tj.
on 1

3 = 3069,

2—-1
omakJie jmobujamo J1a je 2" = 1024, 1j. n = 10.

: : a2 V2 :
Kosmraauk oBOT GECKOHAYHOT T€OMETPHUjCKOT HH3a, je ¢ = o = 9 < 1, ma je meros

a
36mp
1
S =2a- [ =38,
2

omakie ciaemn a je a = 2(2 — v/2).

IToTpebHro je m3padynaTu 36mp GECKOHATHOT T€OMETPH]CKOT HA3a, YHjU je TPBU WIaH a1 = 1,
s s 1

a KOJIMYHUK je COST, 38 T = 3 Tj. ¢ = COs (—) =3 Ogaj 36up je jeanak
1

3

Hexka je 6poj wiamHoBa OBe reOMeTpHjCKe mporpecuje jemHak 2n. Ilpema ycioBy 3amaTka
BaXKu JIa je
ar +az+ -+ a1 = 85,

as + a4+ - -+ + ag, = 170.
Opmasae mobujamo
ar(14+¢*+-+¢"%) = 85,
arq(1 +¢* + -+ ¢ %) = 170.

Ako npyry jesHauuHy IIOJEJIMMO IPBOM Jo0Hjamo 1a je ¢ = 2.

[Tpema ycsioBumMa 3aj1aTKa a1, a2, 03 W A4 CY y3aCTOIHU YJAHOBH pAacTyher apuTMeThdkor
HU3a, OJAKJIE CJIeJH J1a je az = a1+d, a3 = a1+2d, as = a1+3d, d > 0. Ocum Tora, 6pojeBu
b1, ba, b3, by Cy y3aCTOIHE YIAHOBY F€OMETPHU]CKOT HU3a, 11a je by = byq, by = biq?, by = b1g>.
Takobe, Baxu ma je a; = by = 1 u ag = bo, omakye ciequ 1 +d = ¢, 1j. d = ¢ — 1. U3
ycaoBa by — az = 1 jpobujamo

b1q2 — (a1 + Qd) =1,
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25.

26.

27.

OJTHOCHO
¢ —1-2(q—1)=1,
Tj.
¢® —2q=0.
Pemrema oBe jemnauune cy ¢ = 0 u ¢ = 2. Mehyrum, pememe ¢ = 0 muje moryhe, jep je

taga d = —1, cynporao npermocrasiu d > 0. W3 ycmoBa ¢ = 2 pobujamo d = 1, ma je
b4 — a4 = b1q3 — (a1 + 3d) =4.

Bpojesn a, b, ¢ cy y3acTonuu wianoBu pactyher appTMeTHIKOT HA3a 1 BaXXu a+b+c = 18,
oyakJie ciaequ jaje c =18 —a—b. Camajeb—a=c—b, 1j. b—a =18 —b—a — b, onakie
jobujamo b = 6. U3 ycaosa ja cy 6pojesu a,b,c + 1 y3acTonHu WIAHOBU T€OMETPHjCKOD
HEA3a 7100MjaMo

b_c+1

a b’
Tj.

6 13—a

a 6

[Tocnenmu ycsioB MoXKEMO 3amucaTi 'y ObJIMKY jeJiHaqInHe
a? —13a+ 36 = 0,

upja cy pemema a = 9 u a = 4. 3a a = 9 gobujamo ¢ = 3, ma je a’ + b* + 2 = 126. 3a
a = 4 nobujamo ¢ = 8, ma je a® + b% + ¢? = 116.

Osmaunmo oBe O6pojese ca a, b, c. IIpema ycioBy 3amaTka Baxu 1a je a + b+ ¢ = 14, npn
qemy 6pojeBu a,b + 1, ¢ uune apurmernuku Hu3, a OpojeBu a,b — 1, ¢ unHe reoMeTpujcKU
au3. U3 yemosa a + b+ ¢ = 14 gobujamo ¢ = 14 — a — b, a u3 yciaosa ma 6pojesu a,b+ 1, ¢
quHe apuTMeTndkn Hu3 ciegu b+1—a=c—b—1, 1. b+ 1 —a = 13 — 2b — a, omaxie je
b = 4. U3 ycmosa ma 6pojesu a,b — 1, ¢ 9uHe reOMeTpHjCKU HU3 CJEIN

b—1 14—a—b
a  b—1 "

Tj.

3 10-a

a 3
ojaxse jobujamo jepuaunny a’ — 10a + 9 = 0 unja cy pemmema a =9 uwa =1. 3aa =9
nobujamo na je ¢ = 1, 1ok 3a a = 1 caeam 1a je ¢ = 9. [akire, Tpaxkenu 6pojesu cy 1,4,9
i 9,4, 1.

[Ipema ycioBy 3a/1aTKa, JIyKUHE CTPAHUIA TTPABOYTIIOT Tpoyria obpalyjy pactyhu reome-
TPHjCKI HU3, 1A WX MOXKEMO O3HAUHUTH Ca a, g, aq>. Kako cy jlykmHe CTpaHmIa TPOyTJa
mo3uTuBHYU O6pojeBu, cieau ja je a > 0. Ocum Tora, Kako je y muTamy pacTyhu Hu3, CJiejin
na je ¢ > 1, ma je xunorenysa jyxune aq’, a jayxKuHe karera cy a u aq. Y3 ITuraropune
Teopeme J100mjaMo

@ + a2 = a2q",

OJTHOCHO,
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¢d-¢F-1=0.

Axko yBenemo cmeny g2 = t, t > 0, nobujamo KpajparHy jemHaumny t2 —t — 1 = 0 uuje
1+5 1+5
2 2

: 1+5
q > 0, mobujamo q = 5

ITo npermocraBu 3a/aTKa BaXKu J1a, je jejIHA KaTeTa JyKWHe 2, 1a 1nocroje ciemaehe mo-
ryhnocTu:

j€e TIOBUTHUBHO penieme ¢ = , TIa U3 yCJIOBa ¢° = , uMajyhu y Buay u Ja je

1++5 ) 1++5
H .
2 2

(i) Ako je a = 2, caem 12 Cy JIy>KMHE ITPEOCTAIUX CTPAHUIA 2 , T4

1 5
je 0bum Tpoyria O = 3 + /5 + 2 +2\f.

1+5 5 9 1++5
2 = 2 b)

(i) Ykomuko je aq = 2, qyuHe crpamuna Tpoyria cy (v5 — 1)\/

1 5
ma je obum Tpoyria O = (V5 + 1)1/ +2\[ +2.




