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EsnemenTapHa MmaTeMaTuka

[IpBu nomahu 3amarak 2017/18

. Ha xosmko HaumHa TPUW CTYIEHTA CTY/IMjCKOT IIPOrpaMa MaTeMaTHKa, TPUA CTY/IeHTa CTYJIN]-

CKOT TIPOTpaMa padyHapCKe HAYyKe W TPU CTYAUjCKOT Mporpama (hU3WKa MOKEMO TopehaTn
y BPCTy, ajid TaKO Jia HE MOCTOje JIBA CTYJIEHTA HWCTOT CTYJWjCKOT IPOrpaMa KOju CTOje

jeTaH mopes Apyror?

. Ha xoytmko HaYmHA ce IecT J0K0JIaaa U 0caM 60oMOOHA MOXKE IIOIEJTUTH Ha IEeTBOPO JIEIIE,

TaKO JI3, CBAKO Jiere jobuje 6ap neku ciaarkuir?! Ilpu Tome, Heke GOMOOHE U HEKE YOKOJIAIE
MOT'y ocTaTu Hepacmnopelheme.

. Ha kosimko maguna ce moxke nopeharu jrecer pa3inauTux KmHUTa, HA MOJIUILY, AJIUH TAKO JIa

3a meT ojipeheHnx BaxKu Jia HUKOje JIBe HUCY jeJHa J0 Jipyre?

Jaru cy ckynosu A = {a1,as,a3,a4} mu B = {by,b2,b3,byb5,b6,b7}. Onpenurn yxkynan
6poj Oujexnuja Koje camkajy ckyn A y Hexu of MOACKYIOBa CKyna B.

. Komko mma nepmyrammja ckyna {0,1,2,...,10} y kojuma ce usmeljy uyne u jemunure

HAJIA3W Mammbe OJ] 3 eJICMEHTa !

. Y3 ckyma oz 10 crynenara, mehy Kojuma Cy camo jeaH CTyJAeHT nHDOPMATUKE U CAMO je1aH

CTYIeHT MaTeMaTuke, bumpamo Komucujy o 6 UIaHOBa, ajd TaKO JIa aKO je Y KOMHUCH)U
CTy/IeHT WH(POPMATHKE MOpa Yy TOj KOMHUCHju OUTH ¥ CTYJAEHT MareMaTuke. Kosmko ce
TaKBUX KOMHUCHja MOXKe 0bpazoBaTu?

Ha konmko nauuna ce mory mzabparu Tpu 6poja u3 ckyna npupoauaux opojesa {1,2,3,...,40}
Tako sa uM 36mup Oyme memapad 6poj?

. Ha cacranky ce nasasu 12k jpyau. Craka ocoba ce pykoBaJia ca Tavao 3k + 6 ocramanx. 3a

O6mI0 KOja ABa YOBEKA HA TOM CACTAHKY, OPOj /bYIU KOJU Ce PYKOBAO Ca 0DOJUIIOM je YBEK
nctr. Kosmko je jbyam 6MjIo MPUCYTHO HA TOM CACTAHKY !

. Ha nosnnm ce nasia3u 5 Kibura Ha €HIJIECKOM,7 Ha, IIIIAHCKOM U 8 HA (DPAHILYCKOM JE3UKY.

Cse kmure cy meljycobno pazmamuure. Ha KoJIMKO HAYMHA MOXKEMO PACIOPEIUTH KHIHUTE
aKO CBe HAIWMCaHe Ha (PPAHIyCKOM je3uKy Mopajy OwuTu jemna g0 apyre?

Konuko nma mepmyrarmuja (a1, asg, ..., a,) ckyna {1,2,...,n} TakBux 1a HA jeJaH o7 eJie-
MeHaTa a1, as, .. .,d, HAje "HA CBOM MeCTy”, Tj TakBuX Ja 3a cBako i € {1,2,...,n} Baxn
a; 7é 7

Y KOIIAPKAIIKO] JIATA C€ UTPAJIO [0 CHCTEMY CBAKH Ca CBAKUM W OJIATPAHO je YKyIHO 45
yrakmuna. KoJmko ekuma je y4ecTBoBajo?!

Komuko nma paznuaurux derBopormdpennx 6pojeBa obmuka abed koju cy Behm o 9000,
ca pasamauTuM nudpamMa JeJbUBUX €a 5, Ko KOjux cy mudpe b u ¢ mapue?

Kosmmko mma paznmauntnx mrecronmdpennx OpojeBa KO KOjux mapHe u HenmapHe Iudpe
J0J1a3e HAM3MEHUIHO?

Ha cBakoj crpanunm kBajipaTta jgato je 10 tavaka. Hwujegna ox oBux Tadaka HHje Teme
kBajsipaTa. Koanko mMa TpPOyroBa ca TEMEHWMA ¥ OBUM TATKAMA?!

Ha xosmmko HaumHa ce y pes MOry mopeharu 5 Mymmkapalma u 2 jKeHe, TaKO J1a, JIBe XKEeHe He
croje jenHa j0 japyre?

Ha kosmuko naumna ce 7 mapoBa MOry pacropeauTu y pes ca 14 mecra, Tako Ja 4IaHOBU
CBAKOT OJ] TAPOBa, Celie jeJaH mopes, apyror?
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Ksagpar mumensuja 3 X 3 monesbeH je Ha 9 mamux KBajspaTa 1 X 1. Bojeme KBajgpara ce
BpIIU Tako mTo ce ojupehenum O6ojama 60je mamu kBaparu.Ha KOJIMKO HAYMHA, CE MOXKE
000juTH BeJIMKW KB IPAT aKO HA PACIOJAramy UMaMO 8 pazanautnx 00ja n cBe mx Tpeda
ymoTpebutu?

Y jennoj mkosu uctnutuBasm cy ykyc 600 yuenuka. Jabyke Bosu 240 yuennka, 6anane 180,
a maagapune 360 yuenunka. Jabyke u mangapune Boau 120 yaenuka, jabyke u 6anamne 70,
a manmapune u 6anane Bosmm b0 yuenuka. Yerpjecer yuenuka ne Bosiz Bohe. Ompenurn
KOJIMKO yY€HWKA BOJIUM CBE TPHU BpCTE BOhA.

Op 50 cTymenaTa, Ha UCTIAT U3 AHAJN3E je W3AII0 BuX 24, Ha ucnut u3 aarebpe wux 20 u
HA JIUCKPETHY MaTeMaTuKy wux 13. Anasmsy u ajnrebpy je mosarajo 6 cryaeHara, ajaredpy
U JIUCKPETHY MATEMATHUKY 5 CTYJEHATA, & AHAJIU3Y U JUCKPETHY MATEMATUKY 4 CTy/IeHaTa.
Jemuno je Ilerap mosarao cea tpu uctura. Kosuko crymenara nehe nzahu na uu Ha jegan
ncrmt? Kommko he mzahu ma tauno jeman mcuur? Kosmko #Ha 6ap jaBa ncnura?

Opipeiutu kouko uma 6pojesa we Behux ox 1000 koju cy jesbuBu 6ap jeuum o 6pojeBa
2,3,5wm 7.

ITocmarpajmo HE3 YeTBOpOIM(ppeHnX OPojeBa KOjH MPEICTABHA]Y MOCTIEIHe YeTUPH I pe

6pojesa 3,32,3%,3% .. .. Jlokazary fa je TOUEB O/ HEKOT GUJIAHA JATH HU3 TIEPUOATAM.

VY crakiienoj korku uBuie 1 majgasum ce 2018 mysa. [lokazarm sa mocroju cdepa mosry-
1 .

[PEYHUKA — YHYyTap KOje Ce y CBAKOM TPEHYTKY, 0e3 003upa Ha pacropes, MyBa, HAJIA3e

11
6ap 3 myse.

. . T
JlokazaTu j1a je o1 9eTHpH IPOU3BOJbHA OPOja N3 HHTEPBAJIA (0, 5) yBek moryhe mzabpartu
aBa (T U y) TAKO JIa BaXKM HEJEIHAKOCT

8cosz - cosy - cos(z — y) + 1 > 4(cos? x + cos® y).
Hoxkazaru j1a je paBan moryhe o6ojurtu y jBe 60je TaKO j1a CBaKa IIPABa y TOj PABHU CAJIPAKU
JBe Tavyke pasjmaurte 0oje.

Kommko peun nocroju ca n cjioBa, KOje Cy cacTaB/beHE CaMO O CJIOBA a, b u ¢, Tako Jia ce
CJIOBO @ y pedvd jaBjba mapaH 6poj myrta?

3a okpyraum crosiom cequ 2018 ocoba, 1009 mymkaparma u 1009 xena. lokasaru ma ce
Mory mahu jBe ocobe pas3muuTor 1oJia u3Melhy KOojux ceie TadHo JBe ocobe pa3jimauTor
MOJIA.

Ha renuckom TypHupy je yuecTBoBaJio 2" urpada u CBakKo je urpao ca csakum. Jlokazarn
Ja je moryhe mahu n + 1 urpada u nopehatn ux y HE3 TAKO J1a je CBAKHA UT'PAY Yy TOM HU3Y
mobeno CBe Urpade TOCe Hera.

Ouypeuru 6poj nojckynosa ckyma {1,2,...,30} Taksux ja je 30up ejemenara JaTor noJ-
ckyta jeqnak wiau Behu ox 233.

Hoxkazaru ja ce m3mehy 100 mpousBosbHMX OpojeBa yBeK MOXKe m3abpaTh jeJaH KOju je
gepuB ca 100 nin Buie mux dnju je 36mp gempus 6pojem 100.

Joxkazaru j1a mocToju mpupoaaH O6poj Koju moummbe ca 13579 xoju je memus ca 2018.

Haro je cemam jayxwu o1 Kojux je cBaka Beha ox 10cm, a mama ox 1m. Jlokazatu ja mehy
JATHMa IIOCTOje TPH JYKU Ol KOJUX Ce MOXKe CACTABUTHU TPOYTao.

n _’_ln +1n n n 1 n _2”+1—1
0 2\1 3\2 T n+1\n) o n4+1 7

Jokazaru ma je
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Ako je n > 0, ogpeuTH BpeaHOCT H3pa3a

= () (D

k>0

. 15 .
Y pa3Bojy (\3/5 + Vv afl) , a > 0, ogpenuTy WiaH KOju HE 3aBUCH OJ a.

. a\m™ .
Y pazBojy 6uHOMA <x2 + ;) , x # 0mm € N, KoepuujeHTH YETBPTOT W TPUHAECCTOT

wriana cy mehycobno jeguaku. OjpeuTu 4jIaH KOjU HE CAJIPXKU .

Wspauynaj cyme:

a) Zf:o (2:) (21«3—22‘);
6) 210 (at)-

-2
a m
OjipeiuTu cpeibu UIaH ¥ pa3Bojy OWHOMA, (a*2\/§— ’ —) ,a>0,m €N, ako ce 3Ha

V2

Jia je ogHoc Koedunujenara meror u Tpeher wiana 14:3.

1\m
36up KoeduimjenaTa nIpsBor, apyror u Tpeher wiana y pasBojy (332 + E) ,meN, z#0,

je 46. Oppejuru WiaH KOju HE CaJPXKU .

m
3a KOjy BpeIHOCT T y Pa3BUjeHOM OOJIMKY ODWHOMA (\/ 2% + ) 36up Tpeher un neror

1
,/2x—1

wraHa je 135, ako je 36up OGuHOMHUX KoedunujeHaTa mocaeama Tpu wiana 227

1 6
Oyipejuta 'y uspasy ((\/5) g+l 4 1\2/§> , KO je 4eTBpPTHU 4iaH passujenor ouaoma 200.

m
OnpemuTn 3a Koje je X IIeCTH WIAH y pa3Bojy OHMHOMA (\/21°g(10_3 ) + V/2(==2) 10?53) ,
jennak 21, ako cy O6wHOMHEM KoedurumjeHTH JApyror, Tpeher m werBprOor wiaHa pasBoja
pe/ioMm TipBH, Tpehu U NeTH WIaH TeOMEeTPHUjCKe TPOTrpecuje.

JokazaTu J1a 33 cBaku NpuposiaH Opoj H BaXu 17\62" + 19" — 2l
Jokazaru J1a 3a cBaku npupojan 6poj n Baxu

12 22 n? n(n+1)
S = :
1.3 3.5 @n—1)(2n+1) 2@2n+1)

Hokazaru J1a 33 cBaku npupojian 6poj Baxu

1,28 o 33 -D-2
39 27 73 4.3n

Axo jea; =1,a2 =2mu3zan >3 Baxnu a, = (n— 1)(ap—1 + an—2), Tana je a, = n! 3a
ceako n € N. Jlokazaru.

Hus (an)nen je 3amar peKyp3uBHOM (HOPMYIOM Upi3 = Upt2 — 2ap+1 + 4ay, y3 mouerHe
yciose a1 = az = ag = 1. OgpeuTn cBe 4IaHOBE TOT HHU3a KOjU Cy JIEJHUBH CA TPH.



47.

48.

49.

50.

ol.

92.

93.

o4.
95.

56.

57.
o8.

99.

60.
61.

62.

MaTreMaTHIKOM HHIYKIIHjOM J0Ka3aTh J11a 3a cBe n € N Baxkn

n(3n —1)

L4+, +(Bn—2) = ——

MareMaTHIKOM MHJIYKIM]OM JI0OKa3aTh Jia 3a cBe n € N Baxu

in MLl gin ™
sin "5 - sin 75

sinz +sin2x + ...+ sinnx = —
Sln§

MaremMaTHIKOM WHIYKIMjOM JI0Ka3aTH 13 3a cBe n € N 30up npux 2n npupoannx O6pojesa

2 1)(4 1
I/I3HOCI/ISQnZn(n+ J(4n + )

3

. 4dn — 2
Huz a, mar je ma cnemehm maumn a; = 1, a, = 5 an—1, 3a n = 2. JlokazaTu Ja cy

CBU WIAHOBW TOT HU3a ITPUPOJIHUA OPOjeBH.

Hexka je nu3 peasnux 6pojeBa medununcan ca 1 = 1 1 Tp41 = /1 + 22, 3a cBako n € N.
MareMaTHIKOM WHJIYKIM]OM JIOKA3aTH J1a je Ty < 4 3a ce n € N.

Hus je nedununcan ca ag = 1, a1 = cos «v (3a HeKU (PUKCUPAH yTAO ) U Apt1 = 201 0p—Cp—1,
3a n > 1. Jlokazaru 1a je a, = cosna, 3a n = 0.

Hoxkazaru ja 3a @ubonauujes uus, jedunncan ca r1 = 1, 29 =1 u Tpy1 = Ty + Tp—1 3a

(5 (55)

Oppesuru 6poj pemiema jeaaaqnne |a — bl = |b — ¢| u3 ckyna {1,2,...,36}.

n > 2 Baxu

36up xuba Ty y3acTonHux meanx opojesa je 31500. Oapenurn nHajsehu n HajMamu cabupak
TOT 30Mpa.

Hokazaru ja 30up KBajparTa meT y3acTONHUX MPUPOHUX OpojeBa HE MOXKe OWTH MMOTIYH
KBa/IpaT.

Onpemurn mudpe a,b u ¢ Tako ga Baxkn jeamakoct aa + bb = (¢c).
Opemutn cBe mpocte 6pojese a, b, ¢ 3a Koje je ucnymena jeagaakoct a + ab + abc = 38.
. 2 6
Ha sm jenuaunna z° + — = 10 uma KOHAYHO Wi OECKOHAYHO MHOTO PeIlema y CKYILy
mesmx O6pojena’?
Ja s jenpaunna, 422 + y? = 2018 uma pemema y ckyiry nesux 6pojesa?

Kyman je maszapuo 12 jabyka m Kpymaxa 3ajeamo. 1o ra je xomrajo 132 mmmapa. Axko
jemHa jabyka KOITA 3 AWHAPA BUIE HETO jedHa KPYIIKa W aKO Ce 3HA Ja jeé KYIHO BUIIE
jabyka Hero Kpymiaka, OJpeJ UTH KOJUKO je KOMaJa 0Ji CBAKOT Boha Kymwo.

Y ckymy npupojHuX OpojeBa PEIuTH jeTHATHHY
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36up u mpousson 1969 mpupomaux 6pojeBa jemnak je 6pojy 2015. Ompenutu Te mpupOIHE
6pojese.

Oppenn cBe 1es100pojHE BpeaHOCTH OPOja @ 3a KOje jeé BPEIHOCT Pa3JIOMKa, 1eo 6poj.

3a+1

Haru cy ckynosu S1 = {1}, So = {2,3}, S5 = {4,5,6}.... Oupenurn 36up ejnemenara
ckytma S1g.

Kosmko nenobpojanx pemema uma jeanaanna |x| + |y| = 20177

Ipupoauu Gpojesu a, b u ¢ 3an0B0/baBajy jeanaxkocr a = b+ c2. Bpojesu b u ¢ umajy 1o
1998 nudapa, a 6poj a gymwio Buire. Y 3anucy Tux O6pojeBa I0jaBibyje ce caMo IO jeJIHa
uudpa, u 1o y 6pojy b uudpa x, y 6pojy ¢ uudpa y uy 6pojy a uudpa z. Habu z, y, .

Mapxko je omiryumo jga urpa nmkamao. llmkamo y koju Mapko 6ara crpesuiie mMa TpH
obJjiacTu, Tako jia oH Moxke Ja ocBoju 20, 60 mim 70 moena. On je 6anao crpesuie 35 myTa
M CBAKH IIyT je MOoroawo MerTy. Koamko je ox Kojux obJiacTH OH IIOTOJIHMO, aKO je Ha Kpajy
umao 920 moena?

Ojpesuru cBe peasie bpojese a, b, ¢, d Takse ja je
a+b+c+d=20wuab+ ac+ ad + be + bd + ¢d = 150.

Oupesu ce npocre 6pojese p u ¢ Takse aa je 3P + p3 = q.

Hexa cy a u b mpupouu 6pojesn. Jokazaru ga je a® +ab-+b? nenurems 6poja (a+b)% —ab.
Hahu tpormdpene 6pojese abc Tako ma cy abc = 3(a + b+ c)2.

Oppenn cBe pocTe OPOjeRe P, ¢ U T TaKBE JIa BAXKW JeJHAKOCT P + pq + pgr = 38.

Hokazatu na ce 6poj 11...1122...22 moxke mpukasaTu Kao MPOU3BOJ JIBA y3aCTOITHA

10 10
npupojHa 6poja.

Axko cy a, b u m nesm 6pojesu Taxsu Ja je a® + 2mb? kBajpar nesor 6poja, oA je 6poj
a®? + mb? jennak 36mpy KBajpaTa jBa nesa 6poja. Jokazary.

Ako ce mpomsBoja yermpm ysacromua mesia 6poja yseha 3a 1, mobuhe ce xBagpar HeKoOr
nesior 6poja. lokazaru.

Otpetrn 36up: 20092 — 20082 + 20072 — 20062 + . .. + 32 — 22 + 12,

Hahu rpouudpenu 6poj abe takas na je 49a + 7b + ¢ = 286.

1 1 1
OpemuTn 6poj permema y CKymy TpUPOTHNX OpojeBa — — — = ——.
Ty

1
Akojer+y+z2=—+ -+ — =1, gokazaru ga je 3 +y° + 23 = 1.
Z Yy

Ako 3a peasine OpojeBe T, Yy U z BaXKu

1 1 1
VE- =i =vE
y x

z
JiokazaTu Ja cy ouu Melycobno jesnaxu.
JokasarTu jia He HOCToje 1mesu 6pojesu © u y raksu aa je x2 + 22 = 2016.

Penmurr y ckymy mpupojaHux 6pojesa jemmaumny 1!+ 2! 4+ 3! + - 4 2! = 42,
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. Ako 3a 6pojese a, b, u ¢ Baxu a + b+ c = 0, 1oKa3aTu Ja BaXKu

a2 v P

bc  ca ab

4
=1
r+1

. Oppenuru cBe mpocrte 6pojeBe p, ¢ U T TAKBe Jia je b

. Jlokaxu ja He nocroje nesw 6pojesu =, y u z Taksu ja je xt +y* = 24 + 3.

. Heka cy a, b, ¢ pasmaaure nudpe n ce pasmmanre o mye. [la mm 36up abc + ach + bac +
bca + cab 4 cba moxke OuTH jeHAK KBaJApaTy HEKOT TPUPOIHOT Opoja’?

Axo je a® + b? — 2a + 6b + 10 = 0, xosuko je a?°'® 4 2018b?

36up muadapa 6poja 92017 jemmak je 6pojy a. 36up mudapa 6poja a jemHax je 6pojy b,a

36up numdapa 6poja b jemnak je 6pojy c¢. Oxpemuru 6poj c.

JTa s je 6poj 2015+/3 + 2016v/2 panpmonaian win ¥panmoHasan?

CBaku CTYJIEHT paJid [0 TPHU 33JaTaKa U TO MO ciiejieheM pacrmopesy:

14/14 — 1. 31. 61.
44/15 — 2. 33. 81.
42/14 — 5. 47. 54.
10/15 — 7. 28. 63.
35/14 — 3. 35. 70.
30/15 — 12. 41. 85.
40/15 — 17. 39. 64.
13/15 — 20. 42. 79.
. 30/12 — 19. 46. 72.
. 36/15 — 4. 29. 84.

. 34/15 — 32. 49. 62.
. 8/14 — 11. 51. 69.
. 28/14 — 18. 50. 89.
. 10/11 — 21. 48. 71.
. 30/13 — 6. 37. 73.

. 2/15 — 23. 40. 59.

. 22/13 — 16. 36. 57.
. 31/14 — 13. 43. 88.
. 23/15 — 9. 34. 65.

. 35/14 — 16. 47. T8.
. 31/13 — 24. 44. 86.
. 13/11 —21. 53. 77.
. 25/14 — 28. 48. 66.
. 38/15 — 10. 38. 56.
. 25/15 — 25. 42. 82.
. 38/13 — 29. 49. 58.
. 9/15 — 15. 37. 60.
. 6/14 — 11. 41. 75.
. 37/15 — 17. 45. 80.
. 7/13 — 30. 51. 76.

. 15/12 — 14. 46. 68.
. 40/12 — 27. 50. 83.
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33. 53/14 — 26. 48. 67.
34. 55/13 — 12. 52. 90.
35. 27/12 — 19. 42. 55.
36. 25/13 — 18. 46. 89.
37. 41/14 — 22. 39. 87.
38. 45/12 — 3. 45. 74.
39. 19/15 — 12. 23. 55.
40. 271/16 — 11. 22. 55.

Pamore moxxere ipegatn g0 cpeae 09.05.2018.



