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Глава 1

Увод

1.1 Дескриптивна статистика

Дескриптивна статистика садржи методе и процедуре за презентовање и суми-
рање података. Сврха дескриптивне статистике је да помоћу неколико бројева опише
значење података који стоје иза њих. Подаци се добијају на основу опсервација на
скупу различитих случајева који могу бити нпр. људи, животиње, градови, различити
догађаји или нека комбинација свега наведеног. Дескриптивна статистика је обично
први корак у анализи података, а служи за описивање прикупљених података.

Најчешће коришћене процедуре у дескриптивној статистици су графичко и табе-
ларно приказивање података и израчунавање мера централне тенденције и варија-
билитета. Већина аутора сврстава мере корелације и асоцијације променљивих у де-
скриптивну статистику, јер описују везу између две или више променљиве.

Једнa од широко прихваћених платформи за статистичкa израчунaвања и графи-
ке је програмски језик и програмско окружење R. Употребљава се у припреми, визуе-
лизацији и анализи података. Користи интерфејс командне линије, али и кроз више
графичких корисничких окружења. R обезбеђује широк избор статистичких (линеар-
них и нелинеарних) модела, класичне статистичке тестове, анализу временских серија,
класификацију, кластеризацију, итд. Пројектован је као прави програмски језик и омо-
гућава корисницима додатну функционалност дефинисањем нових функција.

R може бити проширен, кроз пакете обезбеђене од стране корисника, за специ-
фичне функције или специфичне области. Због свог S наслеђа, има бољу подршку
за објектно-оријентисано програмирање него остали статистички програмски језици.
Проширивост R-а је олакшана и његовим „лабавим” језичким опсегом. Следећа пред-
ност R-а су његове графичке могућности, које обезбеђују графике квалитета довољ-
но доброг за публиковање које укључује математичке симболе. R поседује сопствени
LATEX-олики формат докумената, који се користи за представљање свеобухватне доку-
ментације преко Интернета у бројним форматима или као штампана копија.
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1.2 Шта је R?

Ова скрипта описује коришћење програмског пакета R у сврху савладавања предме-
та Софтверски алати 2 на Природно-математичком факултету у Крагујевцу. Основна
намера је омогућавање да се овај широко распрострањени софтвер искористи на курсе-
вима нижег нивоа, где се често користеMINITAB, SPSS, Excel итд. Очекује се да читалац
поседује знање добијено на било ком почетном академском курсу математике. Пред-
ности R за студента уводне статистике су:

• R је бесплатан. R је отвореног кода и ради на UNIX-у, Windows-у и Mac-у.

• R Има оуграђен систем за помоћ.

• R Има одличне графичке могућности.

• Језик R-а има моћну синтаксу, лаку за учење, са много уграђених статистичких
функција.

• Језик jе лако проширити функцијама које су писали његови корисници (CRAN
библиотека).

• R је рачунарски програмски језик. Програмерима ће изгледати познато, а за нове
кориснике рачунара следећи скок до програмирања неће бити тако велики.

Шта пак недостаје R-у у поређењу са другим софтверским решењима? Ево неколико
ставки:

• Има ограничен графички интeфејс. Ово значи да би учење могло да буде теже у
почетку.

• Нема комерцијалне подршке (иако се може тврдити да је међународна мејлинг
листа још боља у том смислу).

• Језик команди је програмски језик тако да студенти морају да науче да решавају
проблеме заједно са синтаксом језика.

• R је статистичко окружење отвореног кода (GPL) израђено након S и S-Plus-а.

Језик S је развијен касних осамдесетих у AT&T лабораторијама. Пројекат R су запо-
чели Robert Gentleman и Ross Ihaka из Одсека за Статистику Универзитета у Оукланду
1995. године. Брзо је стекао широку публику. Тренутно га одржава R-развојни тим,
огроман међународни тим програмера волонтера. Пројекат R хостован је на порталу
http://www.r-project.org који је основни извор информација о R-у. На овом сајту
налазе се упутства за прибављање софтвера, пратећих пакета и других извора доку-
ментације.
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1.3 Напомена о нотацији

У тексту се користи једноставна типографска конвенција која укључује различите
фонтове за веб адресе, R ϸϼϺϮϻϲϳ, као и имена скупова података и различите поставке
за дуге секвенце R наредби.
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Глава 2

Рад са подацима

Статистика је наука која се бави проучавањем података. Након што смо успешно
покренули R, прва ствар коју треба да урадимо је да научимо како да унесемо тражене
податке и како да њима манипулишемо.

2.1 Покретање R

R се најлакше користи на тзв. интерактивни начин. Корисник поставља упит, а R
моментално даје одговор. Упити се постављају и одговара се на командној линији. Да
би се покренула командна линија R-а може се урадити следеће. УWindows-у се пронађе
икона R и кликне, у Unix-у се са командне линије издаје команда R. Други оператив-
ни системи могу имати другачије системе покретања. Такође се на свим значajнијим
десктоп оперативним системима уместо стандардне конзоле може користити и бес-
платни пакет RStudio, који је данас у великој мери и постао стандард за графичко
окружење овог програмског језика. Једном када је R покренут, требало би да се појави
нешто овако:

R version 3.4.4 (2018-03-15) -- "Someone to Lean On"

Copyright (C) 2018 The R Foundation for Statistical Computing

Platform: x86_64-w64-mingw32/x64 (64-bit)

R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.

You are welcome to redistribute it under certain conditions.

Type 'license()' or 'licence()' for distribution details.

Natural language support but running in an English locale

R is a collaborative project with many contributors.

Type 'contributors()' for more information and

'citation()' on how to cite R or R packages in publications.

Type 'demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or

'help.start()' for an HTML browser interface to help.
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Type 'q()' to quit R.

[Previously saved workspace restored]

>

Знак „>” представља одзивни знак, дакле, не уписује га корисник. Ако је команда
превише дуга да стане у један ред, користи се знак „+” за наставак.

2.2 Унос података помоћу команде c()

Најкориснијa R команда за брзи унос релативно малих скупова података је функци-
ја c(). Ова функција комбинује или спаја термове. На пример, претпоставимо следећи
скуп података који представља број грешака у куцању неког текста по странама неког
уџбеника:

2 3 0 3 1 0 0 1

Ови подаци се у R сесију уносе следећим командама:

> typos = c(2,3,0,3,1,0,0,1)

> typos

[1] 2 3 0 3 1 0 0 1

Примећује се следеће:

• Додељују се вредности променљивој названој typos.

• Оператор доделе је =. Овај оператор је валидан почевши од верзије 1.4.0 језика
R. Претходно је то био (и још увек може бити) знак <-. Можемо користити било
који од њих, мада је добро бити конзистентан и одлучити се за један од њих.

• Вредност променљиве typos се не исписује аутоматски. Приказује се када се
упише име променљиве.

• Вредности променљиве typos претходи [1]. Ово указује да је вредност vector.
Више о томе касније.

2.3 Мање куцања

У многим имплементацијама језика R може се смањити непотребно куцање, ако
се научи да стрелицама горе/доле можемо добити претходне команде. Посебно, свака
команда се чува у историји и стрелица на горе ће пролазити уназад кроз историју,
а стрелица на доле ће пролазити унапред. Лева и десна стрелица функционишу као
што се очекује. Ово у комбинацији са мишем може знатно да олакша модификацију
претходних команди.
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2.4 Примена функције

R долази са многим уграђеним функцијама које могу да се примене на податке
као што је typos. Једна од њих је функција mean() за налажење просечне вредности
унетих података. Коришћење је једноставно:

> mean(typos)

[1] 1.25

Такође се може позвати median, или var да се пронађе медијана или варијанса.
Синтакса је идентична – име функције коју прате заграде које садрже аргументе:

> median(typos)

[1] 1

> var(typos)

[1] 1.642857

2.5 Подаци су вектори

Подаци се у језику R чувају као vector. Ово једноставно значи да се прати редослед
података оним редом којим су унети. Посебно постоји први елемент, други и све тако
до последњег. Ово је добар приступ из више разлога:

• Овај једноставни вектор података typos има природан редослед – страна 1, стра-
на 2 итд.

• Било би добро да подаци могу да се мењају део по део уместо да се уноси читав
скуп података поново.

• Вектор је математички појам. Постоје природна проширења математичких опе-
рација, као што су сабирање и множење вектора, што олакшава рад са подацима
када су дати као вектори.

Како се ово примењује на наш typos пример? Претпоставимо се да су ово грешке у
куцању које важе за прву верзију откуцаног текста. Како пратити различите верзије
како се број грешака мења (смањује)? Ово може да се постигне следећим командама:

> typos.draft1=c(2,3,0,3,1,0,0,1)

> typos.draft2=c(0,3,0,3,1,0,0,1)

Види се да су две грешке на првој страни исправљене. Примећују се два различита
имена променљивих. За разлику од многих других језика, тачка се користи само за
интерпункцију. Не може се користити _ (доња црта) да се означавају имена, као што
се то може у неким другим програмским језицима, па је ово веома корисно 1.

1Доња црта се оригинално користила при додели, тако да би име као што је The_Data заправо до-
делило вредност променљиве Data променљивој The. Доња црта у новијим верзијама престаје да се
користи и знак једнакости је замењује.
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Неко би приметио да је много посла да се уносе подаци други пут. Зар не може
R-у да се каже да само промени број грешака на првој страни? Одговор је наравно
потврдан. Ево како:

> typos.draft1=c(2,3,0,3,1,0,0,1)

> typos.draft2=typos.draft1 # ϽϾϮϰ϶ Ͽϳ ϸϼϽ϶ЖϮ

> typos.draft2[1] = 0 # ϽϾϰϼЖ ϿЀϾϮϻ϶ Ͽϳ ϲϼϲϳЗЁЖϳ 0 ϱϾϳІϮϸϮ

Примећује се неколико нових момената. Прво, карактер # се користи за коментаре.
Све након овог знака се игнорише од стране R-а. Даље, додела прве вредности у вектор
typos.draft2 се ради референцирањем првог елемента вектора. Ово се ради помоћу
угластих заграда [], као и у неким другим програмским језицима. Важно је да се има
на уму да су мале заграде () за позив функције, а угласте заграде [] за елементе векто-
ра (и касније низове и листе). Конкретно, тренутно у typos.draft2 постоје следеће
вредности:

> typos.draft2 # ІЀϮϺϽϮИϳ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶

[1] 0 3 0 3 1 0 0 1

> typos.draft2[2] # ІЀϮϺϽϮИϳ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶ ϲϾЁϱϳ ϿЀϾϮϻϳ

[1] 3

> typos.draft2[4] # ЅϳЀϰϾЀϮ ϿЀϾϮϻϮ

[1] 3

> typos.draft2[-4] # Ͽϰϳ ϼϿ϶Ϻ ЅϳЀϰϾЀϳ ϿЀϾϮϻϳ

[1] 0 3 0 1 0 0 1

> typos.draft2[c(1,2,3)] # ІЀϮϺϽϮИϳ ϽϾϰϳ, ϲϾЁϱϳ ϶ ЀϾϳЙϳ ϿЀϾϮϻϳ

[1] 0 3 0

Примећује се да негативни индекси дају све осим елемента тог индекса. Последњи
пример је веома важан. Може се узети више од једне вредности користећи други вектор
са нумерацијама индекса. Ово се још назива slicing (парчање).

Хајде сада да нађемо стране са стварно много грешака. Инспекцијом се може при-
метити да стране 2 и 4 представљају највећи проблем. Може ли се у R-у ово извести на
систематичнији начин?

> typos.draft2 == 3

[1] FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE

Примећује се употреба двоструког знака једнакости (==) у сврху поређења. Овим се
тестирају све вредности променљиве typos.draft2 на једнакост броју 3. Друга и че-
тврта вредност добијају одговор TRUE док су остале негативне. Ово се може замислити
као постављање питања да ли је вредност једнака 3? R одговара све одједном, и то дру-
гим вектором који садржи вредности TRUE и FALSE. Сада је питање како можемо да
добијемо индексе (странице) које одговарају TRUE вредностима? Ако се питање пре-
формулише, који индекси имају тачно три грешке? Команда which је решење:

> which(typos.draft2 == 3)

[1] 2 4
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Друга идеја је да се креира нови вектор 1 2 3 ... који ће да бележи бројеве страна, и
затим издвоји само оне за које важи typos.draft2==3:

> n = length(typos.draft2) # ϸϼϹ϶ϸϼ ϿЀϾϮϻϮ

> pages = 1:n # ϸϮϸϼ Ͽϳ ϲϼΒ϶ЖϮ ΒϾϼЖ ϿЀϾϮϻϮ

> pages # pages Жϳ ЖϳϲϻϼϿЀϮϰϻϼ ϼϲ 1 ϲϼ ΒϾϼЖϮ ϿЀϾϮϻϮ

[1] 1 2 3 4 5 6 7 8

> pages[typos.draft2 == 3] # logic ϶ϵϲϰϮЖϮИϳ. ϐϾϹϼ ϸϼϾ϶Ͽϻϼ

[1] 2 4

За креирање вектора 1 2 3 ... коришћен је оператор „:”. Команда a : b је просто
a; a+1; a+2; :::; b ако су a; b цели бројеви. Уопштенија R функција је seq() која захтева
мало више куцања. Уколико се откуца ?seq могу се видети њене опције. Да би се
добило претходно наведено, требало би пробати seq(a,b,1).

Употреба издвајања елемената вектора помоћу другог вектора исте дужине, који
се састоји од TRUE и FALSE вредности назива се екстракција логичким вектором.
Приметимо да је ово другачије од издвајања бројева страна парчањем, као што је ра-
ђено раније. Познавање употребе парчања и логичких вектора даје могућност да се
једноставно приступи подацима. Наравно, могло је све ово да се уради и следећом
командом:

>(1:length(typos.draft2))[typos.draft2 == max(typos.draft2)]

[1] 2 4

Међутим, овај начин је у доброј мери подложан грешкама, али одсликава како се изра-
зи могу комбиновати у кратке моћне наредбе. Ово је важан закључак. Да би се ценила
употреба језика R, требало би разумети како се комбинује излаз једне функције или
операције са улазом друге. У математици се овај приступ назива композицијом.

Шта ако је потребно знати колико има грешака у куцању, или колико страна још
увек има грешака које треба исправити, или пак која је разлика између верзија? Одго-
вор на сва ова питања су математичке функције:

> sum(typos.draft2) # ϸϼϹ϶ϸϼ ЁϸЁϽϻϼ ϶ϺϮ ϱϾϳІϮϸϮ

[1] 8

> sum(typos.draft2>0) # ϸϼϹ϶ϸϼ ϿЀϾϮϻϮ ϶ϺϮ ϿϮ ϱϾϳІϸϮϺϮ

[1] 4

> typos.draft1 - typos.draft2 # ϾϮϵϹ϶ϸϮ ϶ϵϺϳАЁ ЀϮ ϲϰϮ

[1] 2 0 0 0 0 0 0 0

2.5.1 Пример: Праћење вредности акција, проширивање подата-
ка

Претпоставка је да су дневне завршне вредности акција на берзи за две недеље сле-
деће: 45,43,46,48,51,46,50,47,46,45. Oве вредности могу да се бележе у језику R коришће-
њем вектора:
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> x = c(45,43,46,48,51,46,50,47,46,45)

> mean(x) # ϿϾϳϲИϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ

[1] 46.7

> max(x) # ϻϮЖϰϳЙϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ

[1] 51

> min(x] # ϻϮЖϺϮИϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ

[1] 43

Многе занимљивe функције могуће је израчунати на једноставан начин. Kако се могу
додати и неке друге вредности? Прво се додају вредности наредне две недеље у вектор
x, нпр:

48,49,51,50,49,41,40,38,35,40

Њих додајемо вектору на следећи начин:

> x = c(x,48,49,51,50,49) # ϲϼϲϮЖϳ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶ ϰϳϸЀϼϾЁ x

> length(x) # ϸϼϹ϶ϸϮ Жϳ ϿϮϲ ϲЁϴ϶ϻϮ ϰϳϸЀϼϾϮ x (ϽϾϳЀЃϼϲϻϮ ϲЁϴ϶ϻϮ Жϳ 10)?

[1] 15

> x[16]=41 # ϲϼϲϮϰϮИϳ ϻϮ ϼϲϾϳАϳϻ϶ ϶ϻϲϳϸϿ

> x[17:20] = c(40,38,35,40) # ϲϼϲϮϰϮИϳ ϻϮ ϰ϶Іϳ ϼϲϾϳАϳϻ϶Ѓ

Примећује се да су извршене три различите операције да би се вектор проширио.
Све су корисне, али их је потребно објаснити. Прво је коришћен c (од combine) опе-
ратор да се прошири претходна вредност x бројевима од следеће недеље. Затим је
додељена вредност директно 16-том индексу. У време доделе, x је имао 15 чланова, па
је аутоматски додат још један. Коначно, доделили смо вредности скупу индекса.

2.6 Графички интерфејси за унос података

Постоје и други начини за унос и уређивање података. Један одњих користи табелу
као кориснички интерфејс. Ево примера са анотацијама:

> data.entry(x) # ϼЀϰϮϾϮ ЀϮΒϳϹЁ ϵϮ ЁϻϼϿ ϽϼϲϮЀϮϸϮ

> x=de(x) # ϶ϿЀϼ, ϿϮϺϼ ІЀϼ ϻϳ ЅЁϰϮ ϽϼϲϮЀϸϳ

> x=edit(x) # ϸϼϾ϶ϿЀ϶ ϳϲ϶ЀϼϾ ϵϮ ϶ϵϺϳϻЁ x

> median(x) # ϿϾϳϲИϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ

Сви су једноставни за употребу, али забуна може наступити из потребе да променљива
x претходно мора да буде дефинисана. На пример:

> data.entry(x) # ϾϳϵЁϹЀЁЖϳ ϱϾϳІϸϼϺ, ϽϾϼϺϳϻЗ϶ϰϮ ϻ϶Жϳ ϲϳЂ϶ϻ϶ϿϮϻϮ

Error in de(..., Modes = Modes, Names = Names) : object 'x' not found

> data.entry(x=c(NA)) # ϿϮϲϮ ϾϮϲ϶, x Жϳ ϲϳЂ϶ϻ϶ϿϮϻ Ё ϶ϿЀϼЖ ϻϮϾϳϲΒ϶
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Сада можемо размотрити примену неких других уграђених функција на унете по-
датке. Ево неколико примера. Покретни просек једноставно значи да се израчуна про-
сек неког претходног броја дана. Претпоставимо да је потребан петодневни покретни
просек. Наравно, могуће га је израчунати за дане од 5-ог до 20-ог, пошто за друге дане
нема довољно података:

> day=5

> mean(x[day:(day+4)])

[1] 48

> day:(day+4) # ЀϾ϶ϸ Жϳ Ё ЀϼϺϳ ІЀϼ ϽϮϾЅϮИϳ ϶ϵϲϰϮЖϮ ϲϮϻϳ 5,6,7,8 ϶ 9

[1] 5 6 7 8 9

Дакле, средња вредност узима само одређене вредности вектора x.
Следећи задатак који можемо поставити је израчунавање максималне вредности

акција. Функција која се за то користи је max(x). Уколико је потребно знати највећу
вредност до неког датума, такође је једноставно ако занмо да R има уграђену функ-
цију која се тиме бави. Та функција се назива cummax и враћа вредност кумулативног
максимума. Ево резултата за податке од 4 недеље заједно са сличним cummin:

> cummax(x) # ЀϳϸЁЙ϶ ϺϮϸϿ϶ϺЁϺ

[1] 45 45 46 48 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51 51

> cummin(x) # ЀϳϸЁЙ϶ Ϻ϶ϻ϶ϺЁϺ

[1] 45 43 43 43 43 43 43 43 43 43 43 43 43 43 43 41 40 38 35 35

2.6.1 Пример: Рад са математичким функцијама

R олакшава превођење математике на природнији начин, када податке већ имамо у
меморији. На пример, узмимо да је годишњи број китова који су се насукали у Тексасу
у периоду од 1990. до 1999. године следећи:

74 122 235 111 292 111 211 133 156 79

Koја је средња вредност, варијанса и стандардна девијација? Поново, R овај посао
чини тривијалним:

> whale = c(74, 122, 235, 111, 292, 111, 211, 133, 156, 79)

> mean(whale)

[1] 152.4

> var(whale)

[1] 5113.378

> std(whale)

[1] 71.50789

> sqrt(var(whale))

[1] 71.50789

> sqrt( sum( (whale - mean(whale))^2 /(length(whale)-1)))

[1] 71.50789
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Прво, морају се запамтити имена функција. У овом случају, mean је лако погодити,
var је прилично очигледно, мада мање, а за стандардну девијацију у примеру употре-
бљен je квадратни корен варијансе. Коначно, последња линија илуструје да R може
потпуно прецизно да опонаша математичку формулу за стандардну девијацију:

�(X) =

vuut 1

n � 1

nX
i=1

(Xi � X)2

Приметимо да је сума
P

, X је mean(whale) и да се length(x) користи уместо n.
Једноставност дефинисања корисничких функција је врло привлачна карактери-

стика R-а којa ће се касније често користити. У овом конкретном примеру за то ипак
нема потребе, јер постоји и уграђена функција sd(). Она даје

> sd(whale)

[1] 71.50789

2.7 Приступ подацима

Има неколико начина да се извуку подаци из вектора. Ево прегледа коришћења
парчања и екстракције помоћу логичког вектора. Претпоставимо да је x вектор пода-
така, нпр. x = 1 : 10.

колико елемената? length(x)

i-ти елемент x[2] (i = 2)
сви осим i-тог елемента x[�2] (i = 2)
првих k елемената [1 : 5] (k = 5)
последњих k елемената x[(length(x) � 5) : length(x)] (k = 5)
одређени елементи x[c(1; 3; 5)] (Први, трећи и пети)
сви већи од неке вредности x[x > 3]
мањи или већи од неке вредности x[x < �2jx > 2]
индекс највећег елемента which(x == max(x))

Задаци

1. Претпоставимо да желимо да пратимо киломeтражу сваки пут када сипамо гори-
во у аутомобил. На последњих 6 сипања километража је била: 65311 65624 65908
66219 66499 66821 67145 67447. Унесимо ове бројеве у R и употребимо функцију
diff на подацима:

> miles = c(65311, 65624, 65908, 66219, 66499, 66821, +

67145, 67447)

> x = diff(miles)

Требало би да се добије број километара између пуњења. Користи се max да се
пронађе максимални број километара између пуњења, функција mean налази
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просечан број километара, а помоћу min се добије минимални број километара
између пуњења.

2. Претпоставимо да пратимо своју вожњу десет дана и налазимо следећа времена
у минутима
17 16 20 24 22 15 21 15 17 22
Унесимо ово у R. Користимофункцију max да нађемо најдуже време вожње, функ-
цију mean да нађемо просек и функцију min за минимум. Сада претпоставимо
да је 24 била грешка. Требало је да буде 8. Како исправити? Урадимо то, и онда
нађимо нови просек. Колико пута је ваша вожња трајала 20 минута или више?
Рецимо:

> sum( commutes >= 20)

Шта се добија? Који проценат вожњи је трајао краће од 17 минута? Како можемо
да одговоримо на ово помоћу језика R?

3. Рачун за мобилни телефон варира од месеца до месеца. Претпоставимо да је у
години било рачуна са следећим износима
46 33 39 37 46 30 48 32 49 35 30 48.
Унети ове податке у променљиву bill. Користимо наредбу sum да пронађемо
износ који сте потрошен на нивоу године. Који је најмањи износ који смо по-
трошили у једном месецу? Који је највећи? Колико месеци је рачун био већи од
$40? Који је проценат ове појаве?

4. Желимо да купимо полован ауто и након одређеног истраживања добијамо сле-
деће цене (претпоставимо да су сви аутомобили сличних карактеристика):
9000 9500 9400 9400 10000 9500 10300 10200
Наћи просечну вредност и упоредити је са проценом од $ 9500. Наћи минимум
и максимум.

5. Који су резултати извршења следећих R команди? Претпоставимо да је

> x = c(1,3,5,7,9)

> y = c(2,3,5,7,11,13)

(a) x + 1

(b) y � 2

(c) length(x) и length(y)

(d) x + y

(e) sum(x > 5) и sum(x[x > 5])

(f) sum(x > 5jx < 3) # тумачити | као ’or’, и & као ’and’
(g) y[3]

(h) y[�3]
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(i) y[x] # Шта је NA?
(j) y[y >= 7]

6. Нека подаци x буду задати са

> x = c(1, 8, 2, 6, 3, 8, 5, 5, 5, 5)

Израчунати вредности следећих функција. Треба приметити да користимо X1
да означимо први елемент вектора x (који је 0) итд:

(a) (X1 + X2 + ··· + X10)/10 (користимо sum)
(b) Пронађимо log10(Xi) за свако i. (Користимо log функцију која је предефи-

нисана са основом e).
(c) Нађимо (Xi−4:4)/2:875 за свако i. (Треба урадити све одједном.)
(d) Нађимо разлику најмање и највеће вредности x. (Ради се о распону вектора.

Може се користити max и min или уграђена наредба.)



Глава 3

Основне математичке структуре и
операције

У овом поглављу ће бити датe смернице за употребу R-а за решавање задатака који
се тичу линеарне алгебре, као и неколико примера из класичне математичке анали-
зе. Ово дефинитивно није примарна намена овог програмског окружења, али студен-
ту II године може помоћи у савладавању градива математичких предмета директном
програмском демонстрацијом математичких концепата. Поред тога, у основи многих
алгоритама Науке о подацима лежи баш линеарна алгебра.

3.1 Вектори и матрице

Вектор се може формитати на следећи начин:

> A=matrix(data = c(1:4))

> A

[,1]

[1,] 1

[2,] 2

[3,] 3

[4,] 4

У R-у је подразумевано смештање података по колонама (као уз програмском језику
Fortran, а супротно од програмског језика C). Сада ево илустрације формирања две
идентичне дводимензионе матрице:

> B = matrix(data = c(1:16), ncol=4)

> C = matrix(data = c(1:16), nrow=4)

> C

[,1] [,2] [,3] [,4]

[1,] 1 5 9 13

[2,] 2 6 10 14

[3,] 3 7 11 15

[4,] 4 8 12 16
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Уколико желимо да матрицу попуњавамо по врстама, то се мора експлицитно укљу-
чити:

> D = matrix(data = c(1:16), nrow=4, byrow=T)

> D

[,1] [,2] [,3] [,4]

[1,] 1 2 3 4

[2,] 5 6 7 8

[3,] 9 10 11 12

[4,] 13 14 15 16

Уколико постоји потреба, подаци могу и да се понављају:

> D = matrix(data = c(11:15), ncol=10, nrow=5)

> D

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

[1,] 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

[2,] 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

[3,] 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

[4,] 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

[5,] 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15

Наредба diag() се може искористити на различите начине:

# ϓlementi glavne dijagonale matrice A

G = diag(A)

# Ϛatrica cija dijagonala uzima vrednosti prosledjenog vektora

H = diag(c(1:5))

# υedinicna matrica dimenzija 5x5

I = diag(5)

Транспоновање вектора (матрице) врши се наредбом t():

A=matrix(c(1,3,2))

> A

[,1]

[1,] 1

[2,] 3

[3,] 2

> t(A)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1 3 2

Множење вектора скаларом, сабирање и одузимање се врше на интуитиван начин:

> a=matrix(c(1,3,2))

> b=2*matrix(c(1,3,2))
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> a

[,1]

[1,] 1

[2,] 3

[3,] 2

> b

[,1]

[1,] 2

[2,] 6

[3,] 4

> a+b

[,1]

[1,] 3

[2,] 9

[3,] 6

Транспоновање, множење скаларом, сабирање и одузимање се и за матрице постиже
на исти начин као за векторе, па овде неће бити додатно објашњавано.

Да се подсетимо, скаларни производ два вектора врши се по следећем правилу:

a � b = a1b1 + a2b2 + � � � + anbn

што се лако постиже наредбом sum(a*b), док се норма вектора (интензитет вектора)
рачуна по формули:

kak =
p
a � a =

vuut nX
i=1

a2
i ;

што се у R-у постиже наредбом sqrt(sum(a * a)).
Множење матрице од r врста и c колона и колона вектора од c чланова изводи се

по следећем правилу:

A � b =

26664
a11 a12 : : : a1c

a21 a22 : : : a2c
... ... . . . ...

ar1 ar2 : : : arc

37775 �

26664
b1

b2
...
bc

37775 =

26664
a11b1 + a12b2 + � � � + a1cbc

a21b1 + a22b2 + � � � + a2cbc
...

ar1b1 + ar2b2 + � � � + arcbc

37775
Срећом, програмски се ова операција изводи једним јединим оператором:

> A=matrix(c(1,3,2,2,8,9), nrow=3)

> A

[,1] [,2]

[1,] 1 2

[2,] 3 8

[3,] 2 9

> a=matrix(c(5,8))

> A%*%a
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[,1]

[1,] 21

[2,] 79

[3,] 82

Множење две матрице се обавља по сличном принципу, а истим оператором као у
претходном случају:

A � B =

241 2
3 8
2 9

35 �
�
5 4
8 2

�
=

2421 8
79 28
82 26

35 ;

или програмски:

> A <- matrix(c(1, 3, 2, 2, 8, 9), ncol = 2)

> B <- matrix(c(5, 8, 4, 2), ncol = 2)

> A %*% B

[,1] [,2]

[1,] 21 8

[2,] 79 28

[3,] 82 26

Детерминантаматрице рачуна сефункцијом det(), док сеинверзнаматрица (AB =
BA = I) добија функцијом solve(). Треба водити рачуна да су и детерминанта ма-
трице и инверзна матрица дефинисане само за квадратне матрице. Ево примера за
рачунање инверзне матрице:

A =

�
1 3
2 4

�
; B = A�1 =

�
�2 1:5
1 �0:5

�
или једноставно:

> A=matrix(c(1,2,3,4),ncol=2)

> solve(A)

[,1] [,2]

[1,] -2 1.5

[2,] 1 -0.5

Управо уведена наредба solve() заправо је првенствено намењена решавању си-
стема линеарних једначина, јер се системи линеарних једначина заправо могу пред-
ставити у матричном облику. На пример:

x1 + 3x2 = 7

2x1 + 4x2 = 10

може да се напише као: �
1 3
2 4

�
�
�
x1

x2

�
=

�
7
10

�
; или Ax = b;
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Ако ову једначину са леве стране поможимо са A�1 (A�1A = I), онда:

x = A�1b =

�
�2 1:5
1 �0:5

�
�
�

7
10

�
=

�
1
2

�
:

Ово се директно транслира у програмски код:

> A = matrix(c(1, 2, 3, 4), ncol = 2)

> b = c(7, 10)

> x = solve(A) \%*\% b

> x

[,1]

[1,] 1

[2,] 2

Заправо, операција инверзије матрице је прилично скупа са становишта времена и
рачунарских ресурса, и пожељно ју је избећи када год је то могуће. Срећом, за сврху
решавања система линеарних једначина постоје и друге, мање скупе, методе, као што
је Гаусова елеминација, која је такође уграђена у команду solve(), само што се сада
позива са додатним аргументом вектора десне стране:

> solve(A,b)

[1] 1 2

3.2 Нумеричко одређивање вредности извода и инте-
грала

При решавању различитих проблема науке и инжењерства, понекад је веома тешко
доћи до тачне вредности извода или одређеног интеграла неке функције. Зато се при-
мењују приближне нумеричке методе које је веома једноставно имплементирати на
рачунару, а дају довољно тачна решења за практичну примену.

3.2.1 Извод функције

Формула за нумеричко рачунање извода следи директно из дефиниције извода
функције:

f 0(x) = lim
�x!0

f(x + �x) � f(x)

�x
=

df

dx

Ако диференцијале df и dx заменимо коначним прираштајима �x, i �f респективно,
ево начина да се израчуна извод функције у R-у:

> x=seq(0,2*pi,0.01)

> f=sin(x)

> fprim=diff(f)/diff(x)

> plot(x,f)

> lines(x[-1],fprim)
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Дакле, направили смо довољно ситну поделу по x, и уз проглашавање �x = xi+1 � xi

и �f = f(xi+1) � f(xi), добили извод функције sin(x), као што се види на Слици 3.1.
Очигледно је да смо као извод добили функцију cos(x). Поступак можемо поновити
за било коју функцију која је диференцијабилна у датом интервалу, при чему треба
водити рачуна да подела по x буде довољно ситна.

Слика 3.1: Извод функције sin(x) добијен нумеричким путем по дефиницији

3.2.2 Рачунање одређеног интеграла методом трапеза

Како је вредност одређеног интеграла једнака површини између криве и апсцисе,
приступићемо рачунању вредности интеграла на сличан начин као што смо то уради-
ли у случају извода - поделом на релативно мале интервале (видети Слику 3.2). Вред-

Слика 3.2: Трапезно правило за интеграцију
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ност површине испод криве се може апроксимирати сумом површина правоуглих тра-
пеза:

I =

Z b

a

f(x) �
NX

i=1

Pi; Pi = �x
f(xi) + f(xi+1)

2
:

Дакле, ако развијемо суму, добијамо:

I = �x �
�

f(x0) + f(x1)

2
+

f(x1) + f(x2)

2
+ � � � +

f(xN�1) + f(xN)

2

�
I = �x �

�
f(x0)

2
+ f(x1) + � � � +

f(xN)

2

�
;

што се сада лако решава програмски, рецимо за функцију sin(x) у границама од 0 до
�:

> x=seq(0,pi,length=100)

> deltax=pi/(length(x)-1)

> f=sin(x)

> koef=rep(1,100)

> koef[1]=0.5

> koef[length(koef)]=0.5

> sum(koef*f*deltax)

1.9998

и што се прилично добро уклапа са стварном вредношћу интеграла која се може изра-
чунати аналитички и износи 2.
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Глава 4

Униваријантни подаци

Постоји разлика између типова података у статистици и R препознаје неке од ових
разлика. Конкретно, подаци могу узети један од три основна типа: категорички, дис-
кретни нумерички и континуални нумерички. Метод за преглед и сумирање по-
датака зависи од типа, тако да је потребно знати како се сваки од њих понаша и шта
може да се уради са њим.

Категорички подаци су подаци који бележе категорије. Рецимо, анкета која бележи
да ли је особа за или против неког предлога. Попис становништва укључује неколико
питања чији је одговор категоричког типа. На пример, једно питање везано за расу на
попису 2000-те године у Сједињеним Државама укључивало је 15 категорија са просто-
ром за дописивање још 3 вредности за ову ставку (вишерасни случајеви). Још један
пример може бити медицински картон на коме се бележе подаци о пацијенту. Пол
или историја одређене болести се могу третирати као категорије.

Међутим, старост особе и њена телесна тежина су нумеричке вредности. Старост
је дискретна вредност (типично), као и телесна тежина. Ови бројеви се обично бележе
као цели. Ако би неко морао да прецизира, теоријски би могао да узме и континуалне
вредности. За неке статистичке тестове показује се да је важно знати да ли подацимогу
да имају међусобне везе, када два или више података показују на исту вредност. Када
дискретне вредности представљамо графички, то чинимо помоћу тачака, док конти-
нуалне случајне променљиве представљамо помоћу линија.

Једноставни, интуитивни начин да се одабере да ли представити променљиву као
дискретну или континуалну је да се потражи средња вредност (просек). Ако он нема
смисла, онда су подаци сигурно категорички (као што је нпр. просек пушача и не-
пушача). Ако просек има смисла, али га треба заокружити (рецимо 18,5 за године у
случају када бележимо само целе бројеве), онда су подаци дискретни нумерички. Ато
није случај, подаци су вероватно континуални.

4.1 Категорички подаци

Често представљамо категоричке податке табеларно, али ову врсту података такође
можемо посматрати и графички кроз стубне или кружне дијаграме.

29
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4.1.1 Употреба табела

Команда table омогућава формирање табеле. Њена најједноставнија употреба је
једноставно table(x) где је x категоричка променљива.

Пример: Анкета o пушењу

Анкета поставља испитаницима питање да ли пуше или не. Подаци су следећи:

Yes, No, No, Yes, Yes

Можемо да унесемо податке у R помоћу стандардне команде c(), и сумирамо их упо-
требом команде table, као што следи:

> x=c("Yes","No","No","Yes","Yes")

> table(x)

x

No Yes

2 3

Команда table једноставно израчунава фреквенцију појављивања сваке јединствене
вредности података, што ћемо касније представити и графички.

4.1.2 Фактори

Категорички тип се често користи да би се подаци класификовали на различите
нивое или факторе. На пример, подаци о пушењу би могли да буду део шире анкете
о студентским здравственим проблемима. R има специјалну класу за рад са фактори-
ма коју је повремено битно познавати, обзиром да се R аутоматски прилагођава када
препозна да су подаци факторског типа. Једноставно је од података направити фак-
тор командом factor() или as.factor(). Приметимо разлику у начину на који R

третира факторе кроз овај пример:

> x=c("Yes","No","No","Yes","Yes")

> x # ІЀϮϺϽϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶ ϶ϵ x

[1] "Yes" "No" "No" "Yes" "Yes"

> factor(x) # ІЀϮϺϽϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶ ϶ϵ factor(x)

[1] Yes No No Yes Yes

Levels: No Yes # ϽϾ϶ϺϳЀ϶Ϻϼ ϲϮ ϿЁ ϻ϶ϰϼ϶ ϶ІЀϮϺϽϮϻ϶

4.1.3 Дијаграми

Стандардни стубни дијаграм (barplot) црта правоугаонике са висином пропорцио-
налном вредности у табели. Висина може да буде задата фреквенцијом или пропор-
цијом. График ће изгледати исто, али размера може бити другачија.
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Анкетирана је група од 25 људи у вези њихових преференција у испијању пива.
Категорије су биле (1) домаће у лименци, (2) домаће флаширано, (3) домаће занатско
пиво и (4) увозно. Сирови подаци су:

3 4 1 1 3 4 3 3 1 3 2 1 2 1 2 3 2 3 1 1 1 1 4 3 1

Потребно је направити график фреквенција и пропорција. Прво се позива функција
scan() да се учитају подаци, а затим се цртају (Сликa 4.1):

> beer = scan()

1: 3 4 1 1 3 4 3 3 1 3 2 1 2 1 2 3 2 3 1 1 1 1 4 3 1

26:

Read 25 items

> barplot(beer) # ϼϰϼ ϻ϶Жϳ ЀϮЅϻϼ

> barplot(table(beer)) # ϼϸ, Ͻϼϵ϶ϰ ϿϮ ϿЁϺ϶ϾϮϻ϶Ϻ ϽϼϲϮЄ϶ϺϮ

barplot(table(beer)/length(beer)) # ϽϼϲϳϹ϶Ϻϼ ϿϮ n ϵϮ ϽϾϼϽϼϾЄ϶ЖЁ

 0
 

2
 

Слика 4.1: Пример за barplot - добили смо 25 категорија уместо 4

 

0
 

6
 

Слика 4.2: Пример за barplot - фреквенције

Дијагрaми су дати на сликама 4.1, 4.2 и 4.3. Приметимо неколико ствари:

• Kористили смо функцију scan() да бисмо учитали податке. Ова команда је врло
корисна за учитавање података из фајла или са тастатуре. Команда ?scan даје
више информација, али основна употреба је прилично једноставна. Подаци се
укуцавају редом, а ознака за крај је празан ред.
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 0
.0
 

0
.3
 

Слика 4.3: Пример за barplot - пропорције

• Подразумевана шема боја и није на највишем естетском нивоу.

• Направили смо 3 дијаграма. Први приказује да није упутно користити barplot

на сировим подацима. Други приказује употребу table команде да би се креи-
рали сумирани подаци, а резултат се прослеђује функцији barplot, креирајући
дијаграм фреквенција.

• Коначно, команда

> table(beer)/length(beer)

beer

1 2 3 4

0.40 0.16 0.32 0.12

даје пропорције. Поделили смо бројем података (25) или са length(beer). Ре-
зултат је затим прослеђен функцији barplot да би се добио график. Приметимо
да има идентичан облик као претходни, али ордината сада има опсег између 0 и
1, пошто мери пропорцију, а не фреквенцију.

4.1.4 Кружни дијаграми

Исти подаци се могу проучавати и кроз кружне дијаграме (piechart) користећи pie

функцију1. 2 Ево неких једноставних примера који илуструју употребу која је слична
функцији barplot(), али са неким додатним карактеристикама:

> beer.counts = table(beer) # ϿϮЅЁϰϮϺϼ ϾϳϵЁϹЀϮЀ table

> pie(beer.counts) # ϽϾϰ϶ ϸϾЁϴϻ϶ ϲ϶ЖϮϱϾϮϺ

> names(beer.counts) = c("domestic\n can","Domestic\n bottle", +

"Microbrew","Import") # ϲϼϲϮϰϮИϳ ϶ϺϳϻϮ

> pie(beer.counts) # ІЀϮϺϽϮИϳ ϶ϺϳϻϮ

> pie(beer.counts,col=c("purple","green2","cyan", +

"white")) # ϿϮϲϮ Ё ЖϮϾϸ϶Ϻ ΒϼЖϮϺϮ

1Пре верзије 1.5.0 ова функција се звала piechart
2Професионални статистичари све мање користе кружне дијаграме. Ипак се и даље често појављују у

медијима. Интересантан уреднички коментар је направљен на страници за помоћ за кружни дијаграм.
Можемо пробати ?pie да бисмо видели овај коментар.
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Слика 4.4: Пример кружних дијаграма

Први дијаграм на слици 4.4 је био неинформативан, па су додата имена. Ово је ура-
ђено функцијом names која омогућава да се доделе имена категоријама. Резултујући
кружни дијаграм показује како су имена употребљена. Коначно, додате су и упадљиве
боје. Ово је постигнуто постављањем атрибута col. Изједначава се са вектором имена
боја који је исте дужине као полазни вектор података. Команда за помоћ (?pie) даје не-
ке примере за аутоматско добијање различитих боја, нарочито коришћењем rainbow

и gray. Уочава се коришшћење додатних аргумената функције pie. Синтакса за њих
је ime=vrednost. Могућност да се проследе именоване вредности функцији у великој
мери олакшава рад у односу на језике као што су C или Java. Додатни бенефит је што
је тако могуће креирати мањи број функција, како свака понаособ може да има више
функционалности.

4.2 Нумерички подаци

Постоји пуно могућности за преглед нумеричких података. Прво ћемо разматрати
стандардне нумеричке појмове центра и расипања.

4.2.1 Нумеричке мере центра и расипања

Да би се описала нека дистрибуција потребно је знати где је њен центар и какво
је расипање око центра. Они се обично мере средњом вредношћу и варијансом (или
стандардном девијацијом) или медијаном и карактеристичном петорком узорка. R ко-
манде за поменуте мере су, респективно, mean, var, sd, median, fivenum и summary.

Пример: Директорске плате

Извршено је узорковање годишњих компензација директора и добијене се следеће
цифре (у милионима евра): 12 0.4 5 2 50 8 3 1 4 0.25.

> sals=scan() # ЁЅ϶ЀϮϰϮϺϼ ϽϼϲϮЀϸϳ ϽϼϺϼЙЁ ЂЁϻϸЄ϶Жϳ scan

1: 12 .4 5 2 50 8 3 1 4 0.25

11:

Read 10 items



34 ГЛАВА 4. УНИВАРИЈАНТНИ ПОДАЦИ

> mean(sals) # ϽϾϼϿϳϸ

[1] 8.565

> var(sals) # ϰϮϾ϶ЖϮϻϿϮ

[1] 225.5145

> sd(sals) # ϿЀϮϻϲϮϾϲϻϮ ϲϳϰ϶ЖϮЄ϶ЖϮ

[1] 15.01714

> median(sals) # Ϻϳϲ϶ЖϮϻϮ

[1] 3.5

> fivenum(sals) # Ϻ϶ϻ϶ϺЁϺ, ϲϼИ϶ ϸϰϮϾЀ϶Ϲ, Ϻϳϲ϶ЖϮϻϮ, ϱϼϾИ϶ ϸϰϮϾЀ϶Ϲ, ϺϮϸϿ϶ϺЁϺ

[1] 0.25 1.00 3.50 8.00 50.00

> summary(sals)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.250 1.250 3.500 8.565 7.250 50.000

Обратимо пажњу на команду summary. За нумеричку променљиву штампа скуп
пет вредности и медијану. За друге врсте променљивих прилагођава се на интелиген-
тан начин.

Разлика између карактеристичне петорке и квантила

Може се приметити софистицирана разлика између команди fivenum и summary.
Конкретно, једна даје 1.00 за доњи квартил, а друга 1.250 за први квантил. У чему је
разлика?

Медијана је тачка у подацима која их дели на половину. То значи да је половина
података изнад ње, а половина је испод. На пример, ако су дати подаци у сортираном
низу:

10, 17, 18, 25, 28

јасно је да је 18 број у средини и да су два броја већа од њега, а два мања. Ако подаци
имају додатну тачку

10, 17, 18, 25, 28, 28

онда им је средина негде између 18 и 25, јер су 3 већа и 3 мања. Rачуна се просек ове
две вредности што износи 21,5 за медијану. Дакле, тачка у којој су подаци подељени
на половине зависи од броја тачака података. Ако је број тачака непаран, онда тачка
података са индексом (n + 1)/2 у сортираном низу одговара медијани. Ако је број
података паран поново се користи тачка индекса (n + 1)/2, али пошто је то децимални
број, рачуна се средња вредност тачака лево и десно.

Идеја о квантилу генерализује појам медијане. р-квантил (такође познат као 100-
процентни перцентил), је тачка у где је 100р% података (у процентима) мање, а 100(1-
р)% (у процентима) веће. Ако постоји n тачака података, онда се -квантил налази на
позицији 1 + (n � 1)p са пондерисаним просеком, ако је то између целих бројева. На
пример, .25 квантил бројева 10,17,18,25,28,28 се јавља на позицији 1+(6-1)(.25) = 2.25. То
је 1/4 пута између другог и трећег броја, што је у овом примеру 17.25.
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Квантилима 0,25 и 0,75 означени су квартили. Први квартил се означава са Q1,
а трећи квартил са Q3. Може да се помисли да ће се други квартил означавати са Q2,
али користи се називмедијана. Ове вредности израчунавају се функцијом R-а summary.
Уопштено, постоји функција квантила која ће израчунати било који квантил између 0
и 1. За рачунање наведених квантила можемо да урадимо следеће:

> data=c(10, 17, 18, 25, 28, 28)

> summary(data)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

10.00 17.25 21.50 21.00 27.25 28.00

> quantile(data,.25)

25%

17.25

> quantile(data,c(.25,.75)) # ϲϰϳ ϰϾϳϲϻϼϿЀ϶ Ͼ ϼϲЖϳϲϻϼϺ

25% 75%

17.25 27.25

Постоји историјски популаран скуп алтернатива квартилима, назван hinge, које je
нешто лакше рачунати мануелно. Медијана је дефинисана на исти начин како је горе
наведено. Доњи hinge је тада медијана свих података лево од средине. Горњи hinge
се дефинише као медијана свих података десно од средине. На пример, ако су наши
подаци поново 10, 17, 18, 25, 28, 28, онда је медијана 21,5, а доњи hinge је медијана од
10, 17, 18 (што је 17), а горњи hinge је медијана од 25,28,28 што је 28. Они су доступни у
функцији fivenum, а касније се појављују и у функцији boxplot.

Ево илустрације са подацима sals, којиx има n = 10. На пример, доњи hinge је
медијана скупа података лево од медијане (0,25, 0,40, 1,00, 2,00, 3,00). Први квратил (Q1)
је, са друге стране, на месту број 1+0,25*9=3,25, а то је четвртина пута између бројева 1
и 2, тј. 1,25.

> sort(sals)

[1] 0.25 0.40 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 8.00 12.00 50.00

> fivenum(sals) # ϻϮϽϼϺϳϻϮ ϲϮ Жϳ 1 ЀϾϳЙϮ ϰϾϳϲϻϼϿЀ, Ϯ 8 Жϳ ϼϿϺϮ

[1] 0.25 1.00 3.50 8.00 50.00

> summary(sals) # ϰϾϳϲϻϼϿЀ ϻϮ 3.25 ϺϳϿЀЁ Жϳ 1/4 ϽЁЀϮ ϶ϵϺϳАЁ 1 ϶ 2

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.250 1.250 3.500 8.565 7.250 50.000

4.2.2 Отпорне мере центра и расипања

Најчешће коришћене мере центра и ширења су средња вредност и стандардна де-
вијација услед њихове везе са нормалном расподелом. Међутим, проблем настаје када
подаци имају дуге репове или пуно нетипичних вредности. Различите мере центра и
расипања су развијене како би се овај проблем решио. Медијана је управо таква мера.
Медијана је отпорна када је у питању неколико произвољно великих вредности. Ре-
цимо, aко направимо грубу грешку и у мерењу добијемо 1000000 за највећу вредност
уместо 10, медијана ће остати непромењена.
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Доступне су и неке друге мере отпорне на нетипичне вредности. Једна од уобича-
јених за центар је функција trim. Она је корисна ако подаци имају пуно нетипичних
вредности (као подаци директорских плата, иако је боље када су подаци симетрични).
Одбацујемо одређени проценат података са врха и дна, а затим узимамо просек. Да
бисмо то учинили у R-у, морамо да кажемо функцији mean() колико треба да тримује.

> mean(sals,trim=1/10) # ϿϳЅϳϺϼ 1/10 ϶ ϿϮ ϰϾЃϮ ϶ ϿϮ ϲϻϮ

[1] 4.425

> mean(sals,trim=2/10)

[1] 3.833333

Ако се све више и више сече вредност, средина се приближава медијани која се
заправо и достиже када је trim = 1/2. Поново се примећује коришћење именованог
аргумента у функцији mean.

Мере расипања, као што су варијанса и стандардна девијација су такође осетљиве
на нетипичне вредности. Отпорне мере расипања укључују IQR и mad.

> IQR(sals)

[1] 6

IQR представља разлику између трећег и првог квартила. Средње просечно одступање
(mad) је такође корисна, отпорна мера расипања. Налази средњу вредност апсолутних
разлика од медијане, а затим се множи константом. Ево формуле:

medianjXi−median(X)j � 1:4826

Потребно је пронаћи медијану, а затим све разлике од медијане. Од тако начињеног
вектора се израчуна апсолутна вредност и потом пронађе средина овог новог скупа
података. Добијена вредност се множи константом. На срећу, у R-у постоји уграђена
функција за ову сврху:

> mad(sals)

[1] 4.15128

Ево и провере мануелном методом:

> median(abs(sals - median(sals))) # Βϳϵ ϻϼϾϺϮϹ϶ϵϮЄ϶Жϳ ϸϼϻϿЀϮϻЀϳ

[1] 2.8

> median(abs(sals - median(sals)))*1.4826

[1] 4.15128

Избор константе 1,4826 чини добијену вредност упоредивом са стандардном девијаци-
јом за нормалну расподелу.

4.2.3 Дијаграми стабла и листова

Ако је скуп података релативно мали, дијаграм стабла и листова је веома користан
за посматрање облика дистрибуције и вредности појединачних података, али је по-
требно мало привикавања. Број на левој страни траке је стуб, а број на десној цифра.
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Спојили смо их како бисмо обавили посматрање. Претпоставимо да имамо укупан
резултат кошаркашке утакмице и следеће бројеве поена за играче у оба тима:

2 3 16 23 14 12 4 13 2 0 0 0 6 28 31 14 4 8 2 5

Креирање дијаграма стабљике и листа је једноставно

> scores=scan()

1: 2 3 16 23 14 12 4 13 2 0 0 0 6 28 31 14 4 8 2 5

21:

Read 20 items

> apropos("stem") # ІЀϮ Жϳ ЀϮЅϻϼ ϻϮϵ϶ϰ?

[1] "R_system_version" "stem" "system" "system.file"

[5] "system.time" "system2"

> stem(scores)

The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

0 | 000222344568

1 | 23446

2 | 38

3 | 1

Основе R-a: help,? и apropos

Примећује се да се apropos користи да се нађе конкретно име за функцију. Тако
видимо да је прави назив stem(), а није stemleaf() или нешто слично. apropos()
је погодан када претпостављамо назив функције, али нисмо сигурни. Команда help
помаже да нађемо помоћ за дату функцију или скуп података када знамо назив. На
пример, help(stem) или скраћено ?stem приказаће документацију за функцију stem.
Претпоставимо да смо желели да разврстамо категорије у групе од по 5. То можемо
урадити постављањем тзв. скале:

stem(scores, scale=2)

The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

0 | 000222344

0 | 568

1 | 2344

1 | 6

2 | 3

2 | 8

3 | 1
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Пример: Претварање нумеричких података у категоричке

Категорички подаци могу настати од нумеричких груписањем интервала вредно-
сти. На пример, директорске плате из једног од претходних скупова података се могу
сврстати у категорије од 0-1 милиона, од 1-5 милиона и преко 5 милиона евра. Да би
се то урадило у R-у, користе се функције cut() и table(). Претпоставимо да су плате
поново:

12 0.4 5 2 50 8 3 1 4 0.25,

и да треба да се сврстају у интервале [0; 1]; (1; 5]; (5; 50]. Да би се користила функција
cut(), неопходно је дефинисати карактеристичне тачке које деле интервале. У овом
случају то су 0, 1, 5 и 50=(max(sals)). Синтакса је следећа:

> sals=c(12 .4 5 2 50 8 3 1 4 .25) # ЁϻϼІϳИϳ ϽϼϲϮЀϮϸϮ

> cats = cut(sals,breaks=c(0,1,5,max(sals))) # ϿϽϳЄ϶Ђ϶ϸϮЄ϶ЖϮ ϶ϻЀϳϾϰϮϹϮ

> cats # ϽϾϳϱϹϳϲ ϶ϻЀϳϾϰϮϹϮ

[1] (5,50] (0,1] (1,5] (1,5] (5,50] (5,50] (1,5] (0,1] (1,5] (0,1]

Levels: (0,1] (1,5] (5,50]

> table(cats) # ϼϾϱϮϻ϶ϵϼϰϮИϳ

cats

(0,1] (1,5] (5,50]

3 4 3

> levels(cats)=c("poor","rich","rolling in it") # ϺϳИϮϺϼ ϼϵϻϮϸϳ

> table(cats)

cats

poor rich rolling in it

3 4 3

Напомена: функција cut одговара на питање у ком је интервалу дата вредност? Излаз
је интервал дефинисан као factor. Због тога се команда table користи за резимирање
резултата функције cut. Поред тога, имена интервала су промењена као илустрација
како њима можемо једноставно манипулисати.

4.2.4 Хистограм

Ако имамо превелики број података или циљни аудиторијум не познаје како се чи-
та дијаграм стабла и листова, може се покушати другим типом дијаграма. Најчешћи је
на први поглед сличан стубном дијаграму и назива се хистограм. Хистограм дефини-
ше секвенцу интервала, а затимпребројава податке који се уклапају у задате интервале.
Ово је слично употреби функције cut(). Слично је као и на стубном дијаграму, али се
стубићи додирују. Вредност висине може бити фреквенција или пропорција. У дру-
гом случају површине се сумирају на 1 - особина која звучи познато када се проучавају
расподеле вероватноће. У сваком случају, површина је пропорционална вероватноћи.

Почнимо са једноставним примером. Нека су 25 најбоље рангираних филмова на-
правили следеће приходе за једну седмицу3:

3Подаци су доступни на movieweb.com (http://movieweb.com/movie/top25.html)
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29.6 28.2 19.6 13.7 13.0 7.8 3.4 2.0 1.9 1.0 0.7 0.4 0.4 0.3

0.3 0.3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

Подаци се прво скенирају, а затим се црта хистограм:

> scan()

1: 29.6 28.2 19.6 13.7 13.0 7.8 3.4 2.0 1.9 1.0 0.7 0.4 0.4 0.3

15: 0.3 0.3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

27:

Read 26 items

[1] 29.6 28.2 19.6 13.7 13.0 7.8 3.4 2.0 1.9 1.0 0.7

0.4 0.4 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1

0.1 0.1 0.1

> hist(x) # ЂϾϳϸϰϳϻЄ϶Жϳ

> hist(x,probability=TRUE) # ϽϾϼϽϼϾЄ϶Жϳ (϶Ϲ϶ ϰϳϾϼϰϮЀϻϼЙϳ)

> rug(jitter(x)) # ϲϼϲϮЖЁ Ͽϳ ϽϼϲϳΒЗϮϻϳ ϼϵϻϮϸϳ

Слика 4.5: Пример за хистограм - фреквенције (лево) или пропорције (десно)

На слици 4.5 приказана су два графика (али не за скуп података о филмовима). Пр-
ви је подразумевани график који приказује фреквенције. Други приказује хистограм
пропорција чија је укупна површина јединична. Ово је пожељније, јер очигледније
корелише са појмом густине расподеле. Једина разлика је на y оси. Леп додатак хи-
стограму је исцртавање тачака командом rug. Коришћен је да би се добиле подебља-
не ознаке одмах изнад x осе. Ако су подаци дискретни и повезани, онда ће команда
rug(jitter(x)) додати уочљивост појединачним вредностима x-а.

Примећује се да ове команде отварају посебан прозор графика, ако се користи стан-
дардно окружење (RStudio има посебан одељак за графике). График у R-у има неколико
опција које су доступне употребом миша, али многи користе опције командне линије.
ggplot2 има много више опција, али захтева додатну инсталацију пакета. Основни
хистограм има унапред дефинисан скуп тачака прекида (интервале). Ако je потребно,
можемо одредити број прекида или чак задати сопствене тачке прекида (слика 4.6).
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> hist(x,breaks=10) # 10 ϽϾϳϸ϶ϲϮ ϶Ϲ϶ ϿϮϺϼ hist(x,10)

> hist(x,breaks=c(0,1,2,3,4,5,10,20,max(x))) # ϿϽϳЄ϶Ђ϶Ѕϻϳ ЀϮЅϸϳ ϽϾϳϸ϶ϲϮ

Слика 4.6: Хистограми са специфицираним тачкама прекида

Из хистограма могу лако да се погоде средња вредност, медијана и IQR. Да би се то
учинило, потребно је знати да медијана дели хистограм на два једнака дела површине,
средња вредност би била тачка у којој би хистограм балансирао, а IQR бележи тачно
средњу половину података.

4.2.5 Боксплот

Боксплот (слика 4.7) служи за упрошћавање сложеног скупа података, брзим прика-
зом да ли су подаци симетични, или ако се сумња на постојање нетипичних вредности.
Заснован је на карактеристичној петорци узорка, која је објашњена у претходном тек-
сту. У његовој најједноставнијој употреби, боксплот има кутију са линијама на доњем
hinge-у (у основи Q1), медијани, горњем hinge-у (у основи Q3) и брковима који се про-
дужавају до минимума и максимума. Да би се показале могући нетипичне вредности,
усвојена је конвенција како би се бркови скратили до дужине од 1,5 пута дужине ку-
тије. Подаци који се нађу изван тог опсега су исцртани појединачним тачкама. Ови
подаци се могу означити и другачије ако се простиру и изван три (3) дужине кутије.
Стога, боксплотови дозвољавају брзу проверу симетрије (облик изгледа неуравнотеже-
но) и нетипичних вредности (пуно тачака података изван бркова). На слици 4.7 видимо
искривљену дистрибуцију са дугим репом.

Пример: Приходи филмова

У овом примеру, посматрају се подаци о приходима за 25 највећих филмова у да-
тој седмици. Успут, уводи се и начин „читања” уграђеног скупа података. Овде су
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Слика 4.7: Типичан боксплот

постављени подаци из скупова података UsingR 4.

> install.packages("UsingR")

> library("UsingR") # ϽϾϼЅ϶ЀϮЀ϶ Ё Β϶ΒϹ϶ϼЀϳЄ϶ ϻϮϽϼϺϳϻϳ

> data(movies) # Ѕ϶ЀϮЀ϶ Ё ϿϸЁϽЁ ϽϼϲϮЀϮϸϮ ϵϮ ΒϾЁЀϼ

> names(movies)

[1] "title" "current" "previous" "gross"

> attach(movies) # ϲϮ ϽϾ϶ϿЀЁϽ϶Ѐϳ ϱϼϾϳ ϻϮϰϳϲϳϻ϶Ϻ ϻϮϵ϶ϰ϶ϺϮ

> boxplot(current,main="current receipts",horizontal=TRUE)

> boxplot(gross,main="gross receipts",horizontal=TRUE)

> detach(movies) # ϵϮϰϾІϳЀϮϸ ϾϮϲϮ ϿϮ ϿϸЁϽϼϺ ϽϼϲϮЀϮϸϮ

Цртамо и тренутне и бруто приходе у боксплоту (Слика 4.8).
Напомена: Обе дистрибуције су искривљене, али бруто приходи значајно мање.

Ово показује зашто је Холивуд толико заинтересован за „велики хит”. Прави велики
хит може да генерише много више прихода него више просечних „хитова” укупно.

Основе R-а: Читање скупа података из пакета

У горенаведеном примеру чита се из уграђеног скупа података. Како се нпр. чита
у скупу података из пакета ts (функције временских серија)? Прво се мора учитати
пакет, а затим затражити да учита податке. Ево кода:

> library("ts") # ЁЅ϶ЀϮЀ϶ Β϶ΒϹ϶ϼЀeϸЁ

> data("lynx") # ЁЅ϶ЀϮЀ϶ ϽϼϲϮЀϸϳ

4Скупови података који прате скрипту доступни су на https://cran.r-
project.org/web/packages/UsingR/UsingR.pdf и морају да буду инсталирани командом
install.packages('UsingR').
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Слика 4.8: Текући и бруто приходи од филмова

> summary(lynx) # ϿϮϺϼ ϼϻϼ ІЀϼ Жϳ lynx?

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

39.0 348.3 771.0 1538.0 2567.0 6991.0

Командe library и data могу да се користе на неколико различитих начина. Да би
се излистали сви доступни пакети користи се команда library(). За листање свих
доступних скупова података користи се наредба data() без икаквих променљивих. За
листање свих скупова података у датом пакету користи се data(package='package

name'), на пример data(package=ts). За читањеподатака користи се data('dataset
name'), као што је дато у горњем примеру data(lynx). Најпре се учита пакет да би се
добио приступ скуповима података, нпр. library(ts).

Да би се пронашле информације о доступним скуповима података, користи се ко-
манда help да се види да ли постоји документација о датом скупу података. На пример
help(lynx), што је исто што и ?lynx.

4.2.6 Истовремени приказ хистограма и боксплота

Функција simple.hist.and.boxplot исцртаће и хистограм и боксплот како би се
приказао однос између два графика за исти скуп података. Слика 4.9 приказује неке
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