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Nejednakosti izmedju brojnih sredina
Jelena V. Manojlovié

Prvi pojam o aritmetickoj sredini dva pozitivna broja potice vero-
vatno jos od Pitagorejaca. Pretpostavlja se da su oni najverovatnije
znali i za dobro poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i geometriske
sredine dva pozitivna broja

(1) Vabga;— , a,b>0,
ali se pouzdano zna da je ovu nejednakost dokazao EUKLID. Ona se
pokazuje elementarno, koriséenjem svojstva da za proizvoljna dva poz-
itivna broja vazi
(Va—vb)* > 0.

Naime, kvadriranjem leve strane prethodne nejednakosti dobija se,

a—2vVab+b>0,
odakle, ocigledno sledi (1). Nejednakost se cesto koristi i u slede¢em

ekvivalentnom obliku

2 b2
(2) abga; , a,b>0.

Ako levoj i desnoj strani nejednakosti 2ab < a? + b* dodamo a? + b?,
dobijamo takode ¢esto koris¢enu nejednakost

(3) (a+0b)*<2a*+2b% a,b>0.

Kako se u mnogim matematickim problemima javljaju nejednakosti
sa viSe od dva razlicita broja, postavio se problem uopstenja nejed-
nakosti (1). U tu svrhu uvodi se pojam aritmeticke i geometrijske
sredine za n pozitivnih brojeva. Sem toga, uvode se jo§ dva pojma
brojnih sredina, odnosno pojmovi kvadratne i harmonijske sredine za
n pozitivnih brojeva.



Definicija 1. Neka je a = (ay, . .., a,) data n-torka pozitivnih brojeva.
Tada je harmonijska sredina H,(a) brojeva aj,as...,a, definisana

1zrazom
H,(a) .
a) = :
n i i 1

njihova geometrijska sredina G, (a) je definisana sa

3=

Gn(a) = (ayay ... ap)";

njihova aritmeticka sredina A,(a) je definisana sa

An<a>:a1—l—a2+...+an;

n
i njihova kvadratna sredina K, (a) je definisana sa

2 2 2
m(@#aﬁ%j'*%

Geometrijska reprezentacija brojnih sredina dva broja a i b data je
na sledecoj slici:

H= harmonijska sredina duzi a i b
G= geometrijska sredina duzi a i b
A = aritmeticka sredina duzi a i b
Q= kvadratna sredina duzi a i b

gde je H = |T5Ty|, G = |T4T5|, A = |T1Ts|, Q = |T1T5|. Na osnovu
slike se moze pretpostaviti da vazi H < G < A < Q. U narednim
teoremama bi¢e pokazano da zaista vazi ovakav odnos izmedu brojnih
sredina proizvoljnih n pozitivnih brojeva.

Teorema 1. (Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine) Neka je a data n-torka pozitivnih brojeva. Tada je

(4) An(a) = Gn(a)

s jednakoséu ako i samo ako je ay = as = ... = a,.
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Dokaz. Dokaza¢emo teoremu matematickom indukcijom. Za n = 2
nejednakost (4) postaje (1), tj.

CL1+(12

5 > \/aias .
Pretpostavimo da je tvrdenje tacno zan =k — 1 > 2, tj. da vazi
) > Gk_l(a)

(a
i pokazimo da vazi za n = k. Mozemo pretpostaviti, bez gubitka
opstosti, da je 0 < a; < ag < ... < a,. Tada je

(5) Ax

k k
(6) al:a1+a1—]|;...+a1gAk(a)Sak—f-ak—Z...—i-ak:ak'

Primetimo da je iz (6) ay — Ax(a) > 0, tj. a3 + ar, — Ag(a) > a3 > 0.
Posmatrajmo k£ — 1 pozitivnih brojeva

ag, Az, ...,0k—1, 01 + ag — Ak(@) )
za koje mozemo primeniti indukcijsku pretpostavku (5), odnosno vazi

as+as+ ...+ ag_1 +a; + ap — Ag(a)
E—1
> k’\l/aQ az ... ap_1(a; + ar, — Ap(a)).

Kako je a1 + a2 + ... + ax—1 + ax = k Ag(a), prethodna nejednakost
postaje

]{? Ak(a) — Ak(a)

k—1

Odavde sledi, da je

= Ag(a) > ’“_\l/ag as ... a1 (a1 + ar, — Ap(a)).

Ak Ya) > agas ... ap_y (ay + ap — Ag(a)), tj.
(7) AF(a) > Ap(a)azas ... ap_q (ay + ap — Ag(a)).

Pokazimo sada da je

Ap(a)agas ... ap_1(ay +ap — Ap(a)) > ayas ... ap_yap = Gi(a)
(8) — Ai(a) (a1 + ap — Ax(a)) > ay ay.
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Zaista, imamo

Ag(a) (a1 + ar, — Ag(a)) > aq ay,
<— Ar(a)a; —ay ar + Ax(a) (ar, — Ax(a)) >0
<— —ai(ar — Ag(a)) + Ax(a) (ax — Ax(a)) >0
— (Ag(a) — a1) (ar, — Ag(a)) > 0.

Na osnovu (6) su Ag(a) — ay i ax — Ag(a) pozitivni brojevi, pa je i

njihov proizvod pozitivan broj. Dakle, pethodna nejednakost je tacna,

odnosno vazi (8). Sada, iz (7) i (8) sledi da je AF(a) > G%(a), tj.

Dokazimo da jednakost u (4) vazi ako i samo ako je a; = as =

. = a,. Ako je a; = ay = ... = a,, ocigledno imamo jednakost u

(4). S druge strane, pretpostavimo da su bar dva broja iz niza brojeva
ai, as, . ..,a, razlicita medusobom, na primer a; # as. Tada je

ap+ag+...+a, ater p aud® 4 ogs. ..+ ay

n n

2
((al_gw) a3...an> > (ayagaz ... ap)",

3=
3=

v

jer je
a; + as
2

Ovim je dokaz zavrsen. [

> \Jayay za ay # as.

Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine zvacemo kratko
kao (GA) nejednakost, dok ¢emo u primenama koristiti oznake

(An—Gn) (Gn—An)
(9) Ap(a) > Gpla) odnosno G,(a) <  A,(a)

Teorema 2. (Nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske
sredine) Neka je a data n-torka pozitivnih brojeva. Tada je

(10) Gn(a) > Hy(a)

s jednakoséu ako i samo ako je ay = as = ... = a,.
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1 1 1

Dokaz. Nejednakost (GA) za brojeve —, —, ..., — glasi
a; as Qp,
1 1 1 1
1 1 1\7n (Ga—An) =+ =+ ...+ —
(11) ( T ) S al a Qan
ap Qg an n
S .. ) .1 1 1
Prema Teoremi 1. jednakost vazi ako i samo akoje — = — = ... = —,
ay 5] Qn
tj. ay = ag = ... = a,. Iz (11) sledi
1 n
Gula) = (a1as ... ap)" > T +— = Ha(a),
ay az "' an

tj. nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske sredine. []

Teorema 3. (Nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sre-
dine) Neka je a data n-torka pozitivnih brojeva. Tada je

(12) Ky(a) = An(a)
s jednakoséu ako i samo ako je ay = as = ... = a,.

Dokaz. Ako se u identitetu

(ay+ag+...+a,) =a?+as+...+a?

+2(aras + ajaz + ... + a1a, + asag + ...+ aga, + ...+ ap_1a,),

na desnoj strani jednakosti iskoristi nejednakost (2) za a;, ag, 1 <
i, k <mn,tj. daje 2a;a;, < a? + a2, dobijamo nejednakost

(13) (ap+ay+...+a,)* <nlal+a5+...+ad2).

Kako su ay, as, ..., a, pozitivni, iz (13) sledi da je

a1+a2+...+an§\/ﬁ\/a%~|—a§+...+a%,

tj.

a; +as+...+a, ai+adi+...+a2

An(a) = < \/ = K, (A).

n n
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Ostaje jos da se pokaze da jednakost u (12) vazi ako i samo ako je

a1 = ay = ... = a,. Ako je a; = ay = ... = a,, ocigledno imamo
jednakost u (12). S druge strane, ako pretpostavimo da su bar dva broja
iz niza brojeva ay, as, . .., a, razlicita medusobom, na primer a; # as,

imamo da je

wmtart...ta,  BFRL AR faz4 . fa,
n n n
2
) \IQ(‘“;“Z) tai+.. . +al
B n

?

g \/a%+a%+a§+...+ag
n

jer je za a; # as
ay + az)?
7( ! 2 2) <a%—|—a§.
Ovim je dokaz zavrsen. [
Nejednakosti (10) i (12) nazivamo kra¢e (HG) nejednakost i (AK) ne-
jednakost respektivno, dok ¢emo u primenama koristiti analogne oz-
nake kao kod nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,
tj. analogne oznakama (9).

Teoreme 1., 2. i 3. konacno daju da je

Hy(a) < Gula) < Au(a) < Ky (a)

Imamo i sledeéa dva rezultata:

Teorema 4. Ako jea = (aq,...,ay) proizvoljna n-torka pozitivnih bro-
jeva, tada je
(14) min{ay, as, ...,a,} < Hy(a).

Dokaz. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je

(15) O<ay<ar<...<a,_1<a,.

Tada je min{ay, as,...,a,} = a;. Na osnovu nejednakosti (15) je
e T T
a2 as Qn
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tako da je

ay a9 as Qp,

odakle sledi

1 1 1 n
a1<++...—|—>§n — a1 < 7 T — = H,(a)
aq (05} Qp, a+£++a
¢ime je dokaz zavrSen. [
Teorema 5. Ako jea = (ay,...,a,) proizvoljna n-torka pozitivnih bro-
jeva, tada je
(16) K,(a) < max{aj,as,...,a,}

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme, bez gubitka opstosti moze-
mo pretpostaviti da vazi (15). Tada je max{ay,as,...,a,} = a,, a
prema (15) imamo da je

2 2 2 2 2 2 2
a; <a,, ay<a,, ... ,a,_;<a,, a <a

— n’

tako da je
a;+ay+...+a> | +a: <na’,

odakle sledi

a?+a+...+a
Kn(a) :\/ 1 2 " n San. ]

Dakle, konacno imamo da vazi
min{ay,...,a,} < Hy(a) < G,(a) < A, (a) < K,(a) < max{ay,...,a,}

Pokazane nejednakosti imaju veoma vaznu ulogu i nalaze veoma
Siroku primenu u svim oblastima matematike.
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Primena nejednakosti izmedu brojnih sredina

Nejednakosti izmedu brojnih sredina mogu se koristiti da bi se
pokazale mnoge druge nejednakosti, izmedu ostalih i mnoge geometri-
jske nejednakosti. Stavise, nejednakosti izmedu sredina nalaze svoju
primenu i u resavanju jednacina, nejednacina, kao i u resavanju tkz.
problema ekstremnih vrednosti odnosno odredivanja minimalnih i mak-
simalnih vrednosti odredenih velicina.

1. NEJEDNAKOSTI

Zadatak 1. Dokazati da za proizvoljne n-torke realnih brojeva
a=(ay,...,a,) ib=(by,...,b,) vazi nejednakost:

Gp(a) + Gn(b) < Gpla+10), tj.
dJaypag ... ay + {L/blbg ooby, < {L/((Il—Fbl)((Ig—Fbg) (an—i—bn)

Resenje: Treba zapravo pokazati da je

(17) Vrixy o Ty Y1y - yn <1,

Qe bk
, = Jk=1,2,... n.
ak—i-bk Ik ak—i-bk

Iz (GA) nejednakosti je

gde su xp =

(Gn;An) x1+x2+—|—$n )

— Y

n
(Gu=An) Yy +ya+ ...+ Yn

SY1Y2 - Un < ,

n

/T1To ... Ty

tako da sabiranjem ovih nejednakosti, uzevsi u obzir da je zp +yp = 1,
k=1,2,...,n, dobijamo

JT1T2 o Ty + Y1 Y2 - Yn

<x1+x2+...+96n+y1+y2+.~+yn:1

— Y

n n

tj. vazi (17). A
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Zadatak 2. ('Bernulijeva nejednakost) (1 +a)* >1+na, a > 1,
n € N.

Resenje: Kako je 1 + « > 0, to je 1 + naw > 0. Koristeée (GA)
nejednakost imamo

1 (Gn—An
((1+no¢)-1j./.1_1/)"( s )1—|—na+71l+...+1:1+a7 i

Dakle, 1 +na < (I1+a)". A

Zadatak 3. Dokazati nejednakostW<n+1,n€N,n22.
Resenje: Prema (GA) nejednakosti je

U= VT 23 n < 1+24+...4+n
n
= n(g:;l):n;l, n>2. A

Zadatak 4. Ako su a, b, c pozitivni realni brojevi, dokazati da vaze
nejednakosti

(i) (a+0b)(b+c)(a+c) > 8abe

i) \/a+b+\/b+c+\/0+a23\/§.
c a b

Resenje: (i) Prema nejednakosti (1) je
a+b>2vVab, a+c>2ac, b+c>2vVbe,

odakle mnozenjem direktno sledi prva nejednakost.
(ii) Primenom (GA) nejednakosti, imamo da je

\/a+b \/b+c \/c—i—a
+ +
C

(A5G (\/a—l—b \/b—i—c \/C+a>

4 ((a+b)(a—|—c)(b+c )

abce

1J. Bernoulli (1654-1705), Svajcarski matematicar
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Koriséenjem prve nejednakosti sada se dobija da je

\/a+b+\/bzc+\/0+“ >3V8=3(2)F =3v2. A

c b

Zadatak 5. Ako su a, b, c¢ pozitivni realni brojevi, dokazati da vaze
nejednakosti

6 abc < ab(a + b) + be(b+ ¢) + ac(a + ¢) < 2(a® + b + 7).

ResSenje: Kako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi, deljenjem leve ne-
jednakosti sa abc dobija se ekvivalentna nejednakost

b b
(18) a —+ n +C+a+626.
c a b

Primenom nejednakosti A3 > G3, a zatim nejednakosti (i) iz prethod-
nog zadatka, dobija se nejednakost (18)

a+b+b+c+a+623_C/a+b.b+c_a+cz3\3/§:6.
c a b c a b

Desna nejednakost se pokazuje koris¢enjem elementarne nejednakosti
(19) 224>y (v +y), z>0,y>0

koja se cCesto koristi u primenama. Da bi pokazali ovu nejednakost
pokazimo najpre da je da je aritmeticka sredina dva broja uvek manja
ili jednaka od tkz. kubne sredine dva pozitivna broja

Tty 3/x3+y3’
2 2

(tvrdenje vazi i za proizvoljnih n pozitivnih brojeva). Zaista,

($+y>3< $3+y3
2 - 2
&0 < 32° — 32y — 3ay® + 3y° = 3(x — y)(2? — )
S 0<3(x -y (r+y).

& 2%+ 3%y + 3wy + P <42 + o)
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Poslednja nejednakost je tacna jer je z + y > 0. Dakle,

+ 3+ 3 + 3

Primenom (GA) nejednakosti je z+y > 2,/xy, odnosno (z+y)? > 4zy,
odakle mnozenjem sa = +y > 0 je

(x +y)°

21) -

> zy(z +y)

Iz (20) i (21) sledi (19).
Primenom nejednakosti (19) na brojeve a,b, ¢ sledi desna nejed-
nakost

ab(a+b)+bc(b+-c)+aclatc) < a*+03+b3+P+aP+cE = 2(a* +b° ). A

Zadatak 6. Neka su a,b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati da

b 2
(CL—I_?’—I—C)ZG\/%—H)\/@—FC\/%.

Resenje: Izraz (a + b+ ¢)? mozemo razloziti na slede¢i nacin:

(a+b+c)? = a®+b*+c* +2ab+ 2bc + 2ac
(22) = (a®+bc) + (b + ac) + (¢ + ab) + ab + be + ac

Primenom nejednakosti A3 < G5 na parove brojeva a? i be, b* i ac, ¢* i

ab dobija se
(23) (a® + be) + (b + ac) + (¢ + ab) > 2av/be + 2bv/ac + 2cVab .

Jos jednom primenom nejednakosti A3 < (3 sada na parove brojeva ab
ibc, beiac, ac i ab, dobija se

ab + be n bec + ac n ac + ab

2 2 2
(24) > Vab?c + Vabe? + Va2be = aVbe + by/ac + ¢V ab.
Sada iz (22), (23) i (24) sledi

(a+b+c)?>3(avbe+byac+evab) . A

ab+bc+ac =
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Zadatak 7. Dokazati da za svaka tri prirodna broja a,b, c vazi nejed-
nakost
a a+b+c

a a
aa+b+c . bu+b+c . Ca,+b+c >

Resenje: 1z (HG) nejednakosti, imamo da je

G(a,...,a,b,....bc,....,c)>H(a,...,a,b,... bc,...;c),
—— e N — e — N N——_——

a b c a b c

odnosno

a+b+c a . b. c a+b+c
Vat -7t 2 7 T 1 T 1 i

Zadatak 8. Pokazati da za proizvoljne pozitivne realne brojeve x,y, z
takve da je xy z = 1 vazi nejednakost

x+y+z§x2+y2+z2.

Resenje: Primenom nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sre-

dine imamo da je
ja? +y? 4 22 KA w4y + 2
3 - 3

2

odnosno

rT+y+=z

3
(A3—-G3)
> (z+y+z2)¥ryz=x+y+=z.

Zadatak 9. Neka su a,b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

( +b+)( ! + ! + ! )>9
“ ¢ a+b b+c a+c) 2
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Resenje: Kako je A3 > (3 > Hs, primenom nejednakosti izmedu
aritmeticke i harmonijske sredine na brojeve a + b, b + ¢ i a + ¢ dobija
se

(a+b)+ (b+c)+ (a+c) 3
3 Z 1 1 1
ath T e T ate

odnosno

1 1 1
2(a—|—b+c)< + + )29. JAN
a+b b+c a-+c

Zadatak 10. Ako su a,b,c pozitivni realni brojevi pokazati da vaZzi

nejednakost
a b c < 3

b+c+a—|—c+a—|—b_ 2
Resenje: Uvedimo oznake

a b c
S = + + )
b+c a+c a-+bd

g — b n c n a
V"7 bte Tade  a+d

5, — c a b

+ + )
b+c a+c a—+bd

Primetimo najpre da je S; + .S, = 3. Pored toga, imamo da je

1 1 1
S+ 48 =(atb+e) (b+c+a+b+a+c).

9
Primenom nejednakosti iz prethodnog zadatka je S + S; + Sy > 3"

Dakle, S > g —(S1+ 852) = z, §to je i trebalo pokazati. A

Zadatak 11. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a,b,c vazi
nejednakost
at+ vt +ct >abcla+b+c).

Resenje: Na osnovu (AK) nejednakosti je

[a* +l;4 + ¢ <K3§As> a? +Z§ + ¢? RERTINE (a? +b;+02)2 |
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i

/a2+[;2+c2 (KszAs)a—i—I;—f—c a2+b2+622(a+2+c)2

(a+b+c)*

— (a2+b2+02)22 5
Sada, iz prethodne dve nejdnakosti se dobija da je

(a+b+c)*

o5 4 AL A
(25) a+b"+c > o
Prema (GA) nejednakosti je

a+b+c (A:EGs) 5

3 abc < (a+b+c)*>2Tabe.

Mnozenjem poslednje nejednakosti sa a + b + ¢ > 0 dobija se
(a+b+c) >27abe(a+b+c),
sto zajedno sa (25) daje

at +b* +c* >abcla+btc). A

Zadatak 12. Ako su a, b, c¢ pozitivni realni brojevi, dokazati da vaze
nejednakosti

9abc ab? bc? ca®>  _ a®+ b+ A
< + + <
20@+b+c) “a+b b+c cHa 2
ResSenje: Da bi smo dokazali levu nejednakosti, primenimo najpre
ab*  bc* ca®

a+b b+c c+a

(GA) nejednakost na brojeve , ¢ime se dobija da

je
ab? bc? ca®> (As—Gs) ab? bc? ca® 1/
+ + >
a+b b+c c+a (a+b)(b+c)(c+a)
(26) _ Jabce .
Ja+b)(b+c)(c+a)
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S druge strane, iz (GA) nejednakost za brojeve a+b, a+ ¢, b+ ¢, imamo
da je

(G32A3) at+b+b+c+c+ta 2
= 3 3

Sa+0)b+c)(c+a) (a+b+c),

odnosno

1 3
> ;
Ja+b)+c)ct+a)  2(atbto)
sto zajedno sa (26) daje levu nejednakost:
ab? bc? ca® 9abc

a+b+b+c+c+a_ 2(a+b+c)

Pokazimo sada desnu nejednakost. Najpre, primenom nejednakosti
(HA), imamo da je

2 (H2;A2) b+ ab

2 (H2;A2) c? 4 be
et 2
2 (H2;A2) a’ + ac
ata 2
Sabiranjem prethodnih nejednakosti se dobija
ab? n bc? n ca® B 1 n 1 n 1
a+b b+c c+a  EF+L L4+ L L4 L

b2+ab+c2—|—bc+a2—l—ac

4 4 4
a?+bv*+c  ab+ be+ ac
4 + 4 ’

a koris¢enjem nejednakosti (2), prethodna nejednakost postaje

ab? bc? ca?
+
a+b b+c cHa

<a2+62+62+1 a2+b2+62+62+a2+02
- 4 4 2 2 2
a?+b® + 2

2
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Ovim je pokazana i desna strana nejednakosti. A

Zadatak 13. Pokazati da vazi nejednakost

1 1 1
(EESTCWERRNTIEL Y
aq (05} Qp,

gde suap >0, k=1,2,...,n takvi da je a; + as + ...+ a, = n.
Resenje: 1z (HG) nejednakosti je

(e D0+ Dy e D"

G as a, 14"
N a1+1.a2+1.”'.an+1}
(Gn—Hn) n
Z ai 4 as + + an__°
ai1+1 az+1 T an+1

Kako je
Qg ak+1_1_1 1

Clk—i-l_ ap +1 N _ak—l—l’

k=12 ....n

prethodna nejednakost postaje

i+ D (D) (L))"

n
(27) = 1 1 I
n— (a1+1 + az+1 +.. an+1)

S druge strane, iz nejednakosti harmonijske i aritmeticke sredine, uz
koris¢enje uslova a; + ...+ a, = n, imamo da je

1 1 1

atl a1l Tt (A Ha) n

n - ai+1l4+a+1+...4a,+1
n 1

n+a +as+...+a, 2’

odakle sledi da je

Ly Ly
CL1+1 (12+1

Q
S
_I_ =
—_
|3

v
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1 1 1 n o n
n—( + + ...+ )gn—zz <~

a+1 ay+1 a, +1 2
1 2
(28) n- >n-—=2
1 1 1 n
n- <a1+1+a2+1+"'+an+1>

Sada iz (27) i (28) zakljucujemo da je

(42) (4 2o+ 1)) "2

odakle stepenovanjem dobijamo trazenu nejednakost. A

2. RESAVANJE JEDNACINA I NEJEDNACINA

Zadatak 14. Resiti jednacinu 2% + 4% + 256* = 3 167" .

Resenje: Pre svega primetimo da za x < 0 je 16°° < 1, pa je
2”4+ 4" 4+ 256 > 2564,  3.16" < 3,

Sto znac¢i da data jednacina nema reSenja u skupu R™. Pored toga,
oc¢igledno ni x = 0 nije resenje date jednacine. Dakle, ostaje da nademo
reSenje u skupu R*. Primenom (GA) nejednakosti imamo

A3—G3)

( : ,
(20) 27" + 47" + 256 > 3.V277 .47t . 2564 = 3. V/2e +200432

Takode,
(A3—Gs)

24220 +32 > 3. Vb 22432 =122

Sto povlaci da je
(30) 9w’+2x432 > 9l2z%

Iz (29) i (30) sada je

97" 4 47" 1 9561 > 3. v/212% — 3. 94" — 3. 167"

U nejednakostima (29) i (30), jednakost vazi ako i samo ako je x° =
201 = 32, tj. ako je x = 2, §to dakle, predstavlja resenje date jednacine.

A
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Zadatak 15. Regiti nejednacinu 2 VF 4 2V% > 214V

Resenje: Oblast definisanosti date nejednacine je D = [0, +00). Ako
uvedemo smenu a = ¥z > 0, dobija se nejednacina

(31) 20 429" > ol+e®
Primenom (GA) nejednakosti imamo

(A2—Gz)
00 490 > 9.\/20. 208 = 9. \/qata®
(A2—Gz)
a®+a 222 2Va - a3 = 24>

Onda je t
(32) 20 4+ 2% > 9. /9247 — gl+a”
Dakle, pokazali smo da za svako a > 0, vazi nejednakost (32), pri ¢emu
jednakost vazi akko je a = a3, tj. akko je a = 01ili a = 1. Kako je
a=0 & z=01ia=1 & =z =1, reSenje nejednacine (31) je
re (0,1)U(l,00). A
Zadatak 16. Resiti jednacinu x* + y* + 2 = 4xy.

Resenje: Primenom (GA) nejednakost je

(A4—Ga)
+yt+1+1 > Vatyt =4z -yl > 4zy,

pri éemu jednakost vazi kada je ¢ = y* = 1. Dakle, resenja jednacine
su (xuy) < {(171)7<_1a_1)} A

Zadatak 17. U skupu celih brojeva resiti jednacinu Y + Yz + = 3.

z Ty
Resenje: Pre svega, x,y,z € Z \ {0}. Onda, imamo jednacinu oblika
(xy)? + (y2)* + (z2)? = 3wyz, odakle sledi da je zyz > 0. Kako je
ryz € Z, to je xyz > 1. Sada primenimo (GA) nejednakost na brojeve
(xy)?, (y2)?, (22)* dobijamo da je
2 2 g (AaZGa) |

Buyz = () +(y2)*+(22)? > (ay)?- (y2)? - (22)? = Bwyz Yayz,
odakle je zyz < 1. Dakle, zyz = 1. Prema tome, resenja jednacine u
skupu celih brojeva su

(z,y,2) € {(1,1,1),(=1,-1,1),(=1,1,-1),(1,-1,-1)}. A
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3. RAZNI PROBLEMI

Zadatak 18. Za koje vrednosti parametra a postoji x € R takav da su

brojevi
A=p** 45l p— g C =25 +15°

tri uzastopna clana aritmetickog niza.
Resenje: Kako je A, B > 0, imamo
A—5<5x+1) >5.2210 C=25"4 L >9
B 5¢) = B B 250 — 7

Brojevi A, B, C su tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza ako je A+C =
2B, pa je
a=A+C>10+2=12.

Dakle, za a > 12 postoji trazeno x. A
Zadatak 19. Koji broj je veci logs 4 ili log, 57

Resenje: Kako je

(Ga—As) 2 2
}Og4i —log,5-log,3 < <1Og4 ° ; log, 3) (log115)
083
(log, 16)* _ (2log, 4)*

= :1
4 4

veci broj je logz 4. A
4. PROBLEMI EKSTREMNIH VREDNOSTI
Zadatak 20. Ako su x,y,z pozitivni brojevi takvi da je v +y+ z = 1,

odrediti minimalnu vrednost izraza x® + y* + 22.

Resenje: Primenom nejednakosti K3 > Az i koris¢enjem uslova x +
y + z = 1 dobija se nejednakost

) (K3;A3) (z+y+2)? 1
- 3 3

u kojoj jednakost vazi ako i samo ako je x = y = z. Kako je x+y+2z =1,

x2—|—y2+z

bi¢e © = y = z = —. Dakle, minimalna vrednost izraza z2 4 y? + 22 je
jednaka 1/3. A
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Zadatak 21. Ako su x,y, z pozitivni brojevi takvi da je v+ vy + z = 1,
odrediti minimalnu vrednost izraza

(D) (1) (1e ).

Resenje: Koriste¢i uslov  + y + z = 1 i nejednakost Ay > G4 dobija
se nejednakost

(”i) (Hl) (HD _ @+ D+ )E+D)

Yy TYz
(x+zx4+y+2)y+z+y+2)(z+r+y+2)
TYZz
(45 - (492 ) - (13252
= TYz = 0

u kojoj jednakost vazi ako i samo ako je #+ = y = z = 1/3. Dakle,
minimalna vrednost datog izraza je 64. A
Zadatak 22. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi takvi da je a* +b*+c? =1,
odreditt minimalnu vrednost izraza

ab bc ac

c a b

Resenje: U zadatku 8. je pokazano da za proizvoljne pozitivne realne
brojeve x,y, z takve da je zy z = 1 vazi nejednakost

r4y+z<at+y’+27.

Uzevsi da je

kako je zyz = 1, vazi
a262+b202+a202 >a7b‘@ be ac %~ab:b2+02+a2:1

c? a? b2 T ¢ a a b + b ¢
Onda je
ab  be  ac\’ a’b®> b2 a??
_ _ _ — 92 b2 2 2
<c+a+b> C2+a2+b2+(+c+a)
_ a’b®> b3 a202+2>3’

c2+a2+b2



odakle sledi nejednakost
CLb @ + % > V3
c
ab bc  ac

u kojoj jednakost vazi ako je — = — = n tj. a = b = c¢. Kako je
c a

a2+ +c2=1tojea=b=c= 1/\/5, pa je minimalna vrednost
datog izraza jednaka v/3. A

ZADACI ZA SAMOSTALNI RAD:

ZADATAK 1. Ako je proizvod pozitivnih realnih brojeva aq,as, ..., a,
jednak 1, dokazati da je

(14+a)(1+as) - (1+a,) >2"

ZADATAK 2. Dokazati da za pozitivne realne brojeve ay, as, ..., a, vazi
nejednakost

\/a1+a2+\/a2—l—a3+m+ an+a12n\/§.

a3 Qy a2

ZADATAK 3. Neka su zq, xo, ..., x, pozitivni realni brojevi ¢iji je zbir
jednak 1. Dokazati da za svaki pozitivan broj a vazi nejednakost

T1—T T2—T Tn—T
al 2 CL2 3 an 1

n
+ + oo+ > .
T+ T2 1o+ I3 Tn + T 2

ZADATAK 4. Neka su a,b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati da vazi
nejednakost je

ZADATAK 5. Pokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vazi nejed-
nakost

(a+1)(b+1)(c+1) > (Vabe + 1)°.

ZADATAK 6. Za pozitivne realne brojeve vazi a®> +b* < 1ic?+d?* < 1.
Dokazati da vazi nejednakost

V0@t e+ (b+d)?+\/(a—c)? + (b—d)? < 2V2.
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ZADATAK 7. Zbir pozitivnih brojeva a, b i ¢ jednak je 1. Dokazati da je
(14+a)(1+b)(14+c¢)>8(1—a)(l—-0)(1—0c).

ZADATAK 8. Ako su x,y i z pozitivni realni brojevi takvi da je z +y +
z = 1, odrediti minimalnu vrednost izraza

G066

ZADATAK 9. Koji broj je veci log;, 99 ili log,,; 1007

ZADATAK 10. Akojea>1,b>1,¢>1ili0<a<1,0<b<1,
0 < ¢ < 1 dokazati

log, a®> log.b? log c? 9
gb _|_ gC + ga Z .
a+b b+c a+tc a+b+c
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