
SPEKTRALNA TEORIJA OPERATORAVe`be 119. oktobar 2020.1. Proveriti da li slede}e funk
ije defini{u metriku na R:(a) f1(x, y) =
√

|x − y| ; (b) f2(x, y) = cos2(x − y).Re{ewe. (a) Kako je√

|x − y| > 0, funk
ija f1 je nenegativna. Daqe,√|x − y| =
0 ako i samo ako je |x − y| = 0, tj. ako i samo ako je x = y. Dakle, funk
ija
f1 zadovoqava osobinu 1- strogost metrike. Va`i i osobina 2-simetri~nostmetrike, jer je f1(x, y) =

√

|x − y| =
√

|y − x| = f1(y, x).Za nenegativne realne brojeve va`i nejednakost√a + b 6
√

a +
√

b.1 Polaze}iod nejednakosti |x−y| 6 |x−z|+ |z−y|, koriste}i osobine kvadratnog korenai navedenu nejednakost dobijamo
f1(x, y) =

√

|x − y| 6
√

|x − z| + |z − y| 6
√

|x − z| +
√

|z − y|
= f1(x, z) + f1(z, y),~ime smo dokazali i osobinu 3-nejednakost trougla za metriku. Dakle, f1 jestemetrika na R.(b) Kako je, na primer, f2(π/2, 0) = cos2(π/2 − 0) = 0, f2 nije metrika na R.2. Neka preslikavawe x 7→ f(x) defini{e na [0, +∞) neprekidnu funk
iju, kojaje nenegativna, strogo konkavna i koja ima vrednost 0 samo za x = 0. Dokazatida je sa d(x, y) = f(|x − y|), x, y ∈ R, definisana metrika na R.Re{ewe. Prema uslovima zadatka je f(x) > 0 za x > 0. Kako za sve x, y ∈ R va`i

|x − y| > 0, to je d(x, y) = f(|x − y|) > 0. Daqe, d(x, y) = 0 ⇔ f(|x − y|) = 0 ⇔
|x − y| = 0 ⇔ x = y, tj. va`i strogost metrike. Kako je d(x, y) = f(|x − y|) =
f(|y − x|) = d(y, x), va`i simetri~nost metrike.

Slika 1.Funk
ija f koja zadovoqava uslove zadatka nemamaksimum, tj. mora biti strogorastu}a na [0, +∞) (videti sliku 1). Ako to ne bi va`ilo, tj. ako bi funk
ijabila opadaju}a na nekom intervalu, tada bi morala da ima lokalni minimumu nekoj ta~ki x1 > 0. Tada u nekoj okolini ta~ke x1 postoje ta~ke y1, y2, y1 <

x1 < y2, takve da je f(y1) = f(y2). Tada je x1 = αy1 + βy2, gde su α =
x1 − y1

y2 − y11Ova nejednakost se jednostavno dobija iz nejednakosti a + b 6 a + b + 2
√

ab = (
√

a +
√

b)2.



i β =
−

y2 − y1
. O~igledno je 0 < α < 1 i β = 1 − α, pa je zbog konkavnosti

f(x1) > αf(y1) + βf(y2) = f(y1). Kontradik
ija!Neka su a i b proizvoqni pozitivni realni brojevi. Postavimo se~i
e krozta~ke (0, 0) i (a, f(a)) i kroz ta~ke (b, f(b)) i (a + b, f(a + b)) i ozna~imo uglove
α i β kao na sli
i 1. Tada je 0 < β 6 α < π/2, pa je tg β 6 tg α. Kako je

tg β =
f(a + b) − f(b)

a + b − b
i tg α =

f(a) − f(0)

a − 0
,to je f(a + b) − f(b)

a
6

f(a)

a
, tj. f(a + b) 6 f(a) + f(b).2Sada je

d(x, y) = f(|x − y|) = f(|x − z + z − y|)
6 f(|x − z| + |z − y|) (f − rastu}a funk
ija)
6 f(|x − z|) + f(|z − y|) (f − subaditivna funk
ija)
= d(x, z) + d(z, y),~ime smo pokazali i nejednakost trougla za metriku.NAPOMENA. Na osnovu zadatka 2, mo`emo dobiti veliki broj metrika naR. Naprimer, d(x, y) = arctg |x− y| je jedna metrika naR, jer funk
ija f(x) = arctg xzadovoqava uslove date u zadatku 2. Tako|e, funk
ija f1 iz zadatka 1 (a) je jedantakav primer.3. (a) Neka je (xn), xn = (ξ

(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . . , ξ

(n)
k ), niz ta~aka u metri~kom prostoru

R
k
p, 1 6 p 6 ∞. Dokazati da je konvergen
ija niza (xn) grani~noj vrednosti

x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) u Rk
p, ekvivalentna konvergen
iji nizova ν−tih koordinatata~aka xn, tj. nizova (ξ
(n)
ν ), ν−toj koordinati ta~ke x u R za sve ν = 1, . . . , k.(b) Pokazati da u prostoru ℓp, 1 6 p < ∞, iz konvergen
ije po koordinatamane sledi konvergen
ija po metri
i.Re{ewe. (a) Ako niz (xn) konvergira ka x = (ξ1, . . . , ξn), u smislu metrike u

R
k
p, tada niz dp(xn, x) → 0, n → +∞. Me|utim, kako za svako ν = 1, . . . , n va`i

|ξ(n)
ν − ξν | 6 dp(xn, x), to nizovi ν−tih koordinata ta~aka xn konvergiraju ka

ν−toj koordinati ta~ke x.Obratno, ako za svako ν = 1, . . . , n va`i ξ
(n)
ν → ξ, n → +∞, tada neposrednosledi da d(xn, x) → 0, n → +∞, odnosno xn → x, n → +∞.(b) Uo~imo u prostoru ℓp, 1 6 p < ∞, slede}i niz ta~aka:

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .), e2 = (0, 1, 0, 0, . . .), e3 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .), . . . .Svikoordinatninizovikonvergiraju ka 0. Ozna~imo sa0 ∈ ℓp ta~ku (0, 0, 0, . . .).O~igledno je d(en, 0) = 1, pa niz en ne konvergira ka 0.2Za funk
iju koja zadovoqava ovakvu nejednakost ka`emo da je subaditivna.



4. Dokazati da vektorski prostor P[0, 1] svih mogu}ih polinoma na intervalu
[0, 1] sa normom ‖P‖ = max

t∈[0,1]
|P (t)| nije Banahov.Re{ewe. Uo~imo niz polinoma (Pn), definisan sa

Pn(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, n ∈ N, x ∈ [0, 1].Niz (Pn) je Ko{ijev, jer za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n > n0va`i

‖Pm − Pn‖ = max
x∈[0,1]

|Pm(x) − Pn(x)| = max
x∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

xn+1

(n + 1)!
+ · · ·+ xm

m!

∣

∣

∣

∣

< ε.Kako za svako x ∈ [a, b] va`i Pn(x) → ex, n → +∞, a funk
ija ex nije polinom,uo~eni Ko{ijev niz ne konvergira u P[0, 1], pa prostor P[0, 1] nije kompletan.5. Dokazati da je vektorski prostor P svih mogu}ih polinoma
P (t) = a0t

n + a1t
n−1 + · · ·+ an (a0, . . . , an ∈ K, n ∈ N0) jedan normiran prostornad poqemK sa normom ‖P‖ = |a0| + |a1| + · · ·+ |an|, ali da nije Banahov.Re{ewe. Ostavqa se ~itao
u da poka`u da preslikavawe P 7→ ‖P‖ predstavqanormu na prostoru P .Uo~imo niz polinoma (Pn), definisan sa

Pn(t) = 1 +
t

2
+

t2

22
+ · · · + tn

2n
.Tada za proizvoqne indekse m > n va`i

‖Pm − Pn‖ =

m
∑

ν=n+1

1

2ν
<

1

2n
,pa je niz (Pn)Ko{ijev. Pretpostavimo da niz (Pn) konvergira uP ka polinomu

P = b0t
r + b1t

r−1 + · · ·+ br. Tada za n > r va`i
‖Pn − P‖ = |b0 − 1| +

∣

∣

∣
b1 −

1

2

∣

∣

∣
+ · · ·

∣

∣

∣
br −

1

2r

∣

∣

∣
+

1

2r+1
+ · · · + 1

2n
>

1

2r+1
,{to je u kontradik
iji sa pretpostavkom da Pn → P , n → +∞. Dakle, normi-rani prostor P nije kompletan.6. Dokazati da je normiran prostor X kompletan ako i samo ako svaki apsolutnokonvergentan red u wemu konvergira.Re{ewe. Napomenimo da je u normiranom prostoru X red +∞

∑

ν=1

xν konvergentanako je niz n−tih par
ijalnih suma (sn), sn =
n
∑

ν=1

xn, konvergentan. Red +∞
∑

ν=1

xν jeapsolutno konvergentan ako je brojni red +∞
∑

ν=1

‖xν‖ konvergentan.



Pretpostavimoda je prostorX kompletanidared ∑

ν=1

‖xν‖ konvergira. Obele`imo
sn =

n
∑

ν=1

‖xν‖. Tada za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da je
‖sm − sn‖ 6

m
∑

ν=n+1

‖xν‖ = |sm − sn| < ε, m > n > n0,pa je niz (sn) Ko{ijev. Kako je X kompletan prostor, to niz (sn) konvergira,pa i red +∞
∑

ν=1

xν konvergira.Pretpostavimo sada da svaki apsolutno konvergentan red uX i obi~no konver-gira. Neka je (xn) proizvoqan Ko{ijev niz u X . Defini{imo niz prirodnihbrojeva (kn), n ∈ N0, na slede}i na~in
k0 = min{k ∈ N | (∀ν > k) ‖xν − xk‖ < 1/20},

kn+1 = min{k ∈ N | k > kn ∧ (∀ν > k) ‖xν − xk‖ < 1/2n+1}.Takav niz (kn), n ∈ N0, postoji jer je niz (xn) Ko{ijev. O~igledno je k0 < k1 <
· · · . Uo~imo podniz (xkn

) niza (xn) i obele`imo yn = xkn
. Posmatrajmo red

+∞
∑

ν=1

(yν − yν−1) = (y1 − y0) + (y2 − y1) + (y3 − y2) + · · · .Red +∞
∑

ν=1

‖yν − yν−1‖ konvergira (dokazati � videti pomo}ni zadatak 2). Naosnovu pretpostavke da svaki apsolutno konvergentan red i obi~no konvergirasledi da red +∞
∑

ν=1

(yν −yν−1) konvergira, a odatle i da niz (yn) konvergira. Dakle,Ko{ijev niz (xn) ima konvergentan podniz, pa je i sam konvergentan (videtipomo}ni zadatak 1). Prema tome, prostor X je kompletan.Pomo}ni zadatak 1. Dokazati da u metri~kom prostoru (X, d) va`e slede}atvr|ewa.(a) Ako je (xn) Ko{ijev niz u X , tada je niz (d(xn, x)) konvergentan uR za svako
x ∈ X .Proveriti da li va`i obratno.(b) Ako su (xn) i (yn) Ko{ijevi nizovi u X , tada niz (d(xn, yn)) konvergira uR.(v) Ako je niz (xn) Ko{ijev u X i ako ima konvergentan podniz (xnk

), tada je iniz (xn) konvergentan.Re{ewe (a) Za svako x ∈ X va`i nejednakost |d(xn, x) − d(xm, x)| 6 d(xn, xm),odakle sledi da je (d(xn, x)) Ko{ijev niz u R. Kako je prostor R kompletan, tou wemu svaki Ko{ijev niz konvergira, pa je niz (d(xn, x)) konvergentan.Obratno ne va`i, tj. iz konvergen
ije niza (d(xn, x)) u R za svako x ∈ X , nesledi da je niz (xn) Ko{ijev. Pokaza}emo to jednim primerom. Neka je X = Nsa diskretnom metrikom
d(x, y) =

{

1, x 6= y,
0, x = y,



a niz (xn) definisan sa xn = n, n ∈ . Tada za x = k ∈ va`i d(xn, x) = 1 zasve n > k, pa je lim
n→+∞

d(xn, x) = 1. Dakle, niz d((xn, x)) je konvergentan za sve
x ∈ N. S druge strane je d(xn, xn+1) = 1, n ∈ N, pa niz (xn) nije Ko{ijev.(b) Za proizvoqno izabrano ε > 0 postoji n0 ∈ N takvo da za sve m > n >

n0 va`i d(xm, xn) < ε/2 i d(ym, yn) < ε/2, pa zbog nejednakosti ~etvorougla
|d(xn, yn) − d(xm, ym)| 6 d(xn, xm) + d(yn, ym), sledi da za m > n > n0 va`i
|d(xn, yn) − d(xm, ym)| < ε/2 + ε/2 = ε, tj. da je (d(xn, yn)) Ko{ijev niz u R, paje on konvergentan.(v) Ako niz (xnk

) konvergira ka ta~ki x∗, tada zbog nejednakosti trougla
d(xn, x∗) 6 d(xn, xnk

) + d(xnk
, x∗), sledi da niz (xn) tako|e konvergira ka x∗.Pomo}ni zadatak 2. Neka je (X, d) metri~ki prostor. Niz (xn) iz X jeograni~ene varija
ije ako va`i nejednakost +∞

∑

n=1

d(xn, xn+1) < +∞. Dokazatislede}a tvr|ewa.(a) Svaki niz ograni~ene varija
ije je Ko{ijev.(b) Svaki Ko{ijev niz ima bar jedan podniz ograni~ene varija
ije.Re{ewe. (a) Neka je (xn) niz ograni~ene varija
ije i m > n. Tada na osnovunejednakosti mnogougla i nenegativnosti metrike dobijamo
d(xm, xn) 6

m−1
∑

ν=n

d(xν , xν+1) 6

+∞
∑

ν=n

d(xν , xν+1) → 0, m → +∞,tj. (xn) je Ko{ijev niz.(b) Neka je (xn) proizvoqan Ko{ijev niz u X . Defini{imo niz prirodnihbrojeva (kn) sa
k1 = min{k ∈ N | (∀m > k) d(xm, xk) < 1/2},
kn = min{k ∈ N | k > kn−1 ∧ (∀m > k) d(xm, xk) < 1/2n}.Takav niz (kn) postoji jer je niz (xn) Ko{ijev. Tada za sve prirodne brojeve

n va`i d(xkn
, xkn+1

) < 1/2n, pa red +∞
∑

n=1

d(xkn
, xkn+1

) konvergira, na osnovuporedbenog kriterijuma, {to zna~i da je niz (xkn
) ograni~ene varija
ije. Kakoje o~igledno k1 < k2 < · · · , to je (xkn

) podniz niza (xn). Dakle, svaki Ko{ijevniz ima bar jedan podniz ograni~ene varija
ije.


