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MAS Informatike — Nauka o podacima




Linearna regresija - primer

Predvideti cenu stana na
osnovu njegove kvadrature.

Trening skup

Povrsina Cena

(u m?) (u hiljladama €)
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Linearna regresija - primer

Predvideti cenu stana na Predvidanje kontinualne vrednosti
osnovu njegove kvadrature.

100 -

Trening skup

75~
PovrsSina Cena
(u m?) (u hiljladama €) Cenau . _
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Linearna regresija - primer

Predvideti cenu stana na
osnovu njegove kvadrature.

100 -

Trening skup

75 -
PovrsSina Cena
(u m?) (u hiljladama €) Cenau . _

hiljadama €
152 43
244 79 25-
104 24
0-
87 27 0 100 200
Povréina u m?




Linearna regresija

* Linearna regresija se koristi za predvidanje kontinualnih izlaznih
vrednosti na oshovu ulaza.

* Linearna regresija modelira odnos dve veliCine odredivanjem linearne
jednacine kojom su te dve veliine povezane.
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Matematicka notacija

Trening skup

Povrsina Cena

(u m?) (u hiljladama €)
152 43

244 79

104 24

87 27

m - Broj trening primera

x - Ulazna promenljiva (kvadratura)

y - lzlazna promenljiva (cena)

(x,y) - Jedan trening primer, jedan red iz tabele
(x®, y®DY - i-ti trening primer, i-ti red u tabeli

Npr. x(I) =152, y@) =79



Hipoteza

[X.y)

* Hipoteza h - Funkcija koja mapira x uy
{ TpeHWHr nogaum }

* Kog oblika je funkcija h?

e Razliciti algoritmi — razliciti oblici

* Linearna regresija - linearna funkcija

{Anmpmamyu&ma} o h(X) = wy + wyx

e Zadatak algoritma — odrediti parametre wy, wy

MNpensnhakte ueHe
MoBpwKWHa cTaHa (x) Aunotesa (h) (NpoueH-eHa
BpeOHOCT Y)




Hipoteza

Predvideti cenu stana na h(x) = wy + wyx
osnovu njegove kvadrature.

100 -

Trening skup
Povriina Cena s
(u m?) (u hiljladama €) Cenau .
152 43 hiljadama €
244 79 25 -
104 24
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Linearna regresija - osobine

 Linear models are parametric, meaning that they have a fixed form with a
small number of numeric parameters that need to be learned from data.
This is different from tree or rule models, where the structure of the model
(e.g., which features to use in the tree, and where) is not fixed in advance.

e Linear models are stable, which is to say that small variations in the
training data have only limited impact on the learned model.

* Linear models have low variance but high bias — they tend to underfit the
data.



Hipoteza

h(x) = wg +wyx

* Razliciti parametri wy i wq daju razlicite hipoteze.

3- 3- 3-

W0=1,5 W0=O W0=1
W, = 0 W, = 0,5 W, = 0,5

* Kako odabrati odgovarajuce vrednosti parametara modela wy i w4 ?




Odredivanje modela linearne regresije

A
X
y . X X
< X
B X > >

* QOdredivanje modela linearne regresije svodi se na odredivanje parametara w,
i wq, takvih da dobijena prava h(x) = wy + wyx Sto bolje oslikava podatke iz
trening skupa




Odredivanje modela linearne regresije

* Minimizacija razlika izmedu h(x)
dobijenog modelom i konkretnih
vrednosti y iz podataka.

min (h(x) —y)

* Razlika y; = h(x;) :

e; = y; — y; - rezidual




Odredivanje modela linearne regresije

* Minimizacija razlika izmedu y = h(x)
dobijenog modelom i konkretnih
vrednosti y iz podataka.

m

min E(h(x(i)) —y ()
Wo,W1

1=1




Odredivanje modela linearne regresije

* Minimizacija razlika izmedu y = h(x)
dobijenog modelom i konkretnih
vrednosti y iz podataka.

m

min E(h(x(i)) — y ()2
Wo,W1

1=1




Odredivanje modela linearne regresije

* Minimizacija razlika izmedu y = h(x)
dobijenog modelom i konkretnih
vrednosti y iz podataka.

m

1 | |
N D) — D2
min —— (h(x®) —yW)

=1




Funkcija ocene greske (cost function)

* Merirazliku izmedu h(x) i y, predvidanjai prave
vrednosti.

* Funkcija srednje kvadratne greske

m
1 , .
i=1

Odredivanje modela se svodi na odabir takvih
parametara modela za koje model pravi najmaniju
gresku na trening skupu.




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

rlr
* Hipoteza " -

h(x) =wy +wix

e Parametri: LB

WO) Wl

* Funkcija ocene greske:

m
1 : .
E(wo,wy) = - E (h(x®) — y®)?2
i=1

. Cilj

min E(Wo, Wl)
Wo,W1q




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* Hipoteza * Radijednostavnijeg prikaza:
h(x) = wy + wyx | il wog =0 - h(x) = wyx
e Parametri: \ e * Parametar:
Wy

WO: Wl

Funkcija ocene greske:

Funkcija ocene greske: m
1 . ()2
& E(w) =5 ) (wyx® = y©)
E(wo,wp) = 5= ) (h(x®) - y)? =i
M

Cilj

Cilj minFE (w;)
w

min E(Wo, Wl) !

Wo,W1




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) —funkcija od w;

Trening skup




Funkcija ocene greske -

vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x

e Uzmimodajew; =1

* E(wq) —funkcija od wy



Funkcija ocene greske -

vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x

 Uzmimodajew; =1- h(x) =x

<

* E(wq) —funkcija od wy



Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;

 Uzmimodajew; =1- h(x) =x




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;

 Uzmimodajew; =1- h(x) =x * Kolika je funkcija ocene greske u
slucaju kada je w; = 17




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x e E(w;) —funkcija od w,

e Uzmimodajew; =1 - h(x) =x * Kolika je funkcija ocene greske u slucaju
kada je w; = 17

m

1 : Y 2
i E(w,) = _Z(h(xm) VO
y 1 ~ 2m -
. - _Z(Wlx(i) —y®)? =
Zmi=1
1
| | . =5 (02 +0%+0%) =0



Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;
 Uzmimodajew; =1- h(x) =x c E(w;) =0
y E(wy)
X
1 2 3



Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x

* Uzmimo daje w; = 0,5 - h(x) = 0,5x




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;
* Uzmimo daje w; = 0,5 - h(x) = 0,5x « E(0,5) = ﬁ[(o,s - 1?2+ (1-2)2+(1,5-3)%] =0,58
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Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;
* Uzmimo daje w; = 0,5 - h(x) = 0,5x « E(0,5) = ﬁ[(o,s - 1?2+ (1-2)2+(1,5-3)%] =0,58
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Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x

* Uzmimodajew; =0- h(x) =0
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Funkcija ocene greske - vizuelizacija
* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;
* Uzmimodajew; =0- h(x) =0 . E(O)=$[(0—1)2+(0—2)2+(0—3)2] =23
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Funkcija ocene greske - vizuelizacija
* h(x) - funkcija od x * E(w;) — funkcija od w;
* Uzmimodajew; =0- h(x) =0 + E(0) =$[(0—1)2+(0—2)2+(0—3)2] =23
3- x 3-
l
|
! X
2- )F | 2-
y : ! E(wy),
| X : I :
| | | x
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Funkcija ocene greske - vizuelizacija
* h(x) - funkcija od x * E(wq) —funkcija od wy
e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razlicite e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razli¢ite vrednosti
hipoteze funkcije ocene greske
3- X | 3-
X X
2 X 2
y E(Wl:l X
X X
N 0 1 2 3 ’ x J




Funkcija ocene greske - vizuelizacija
* h(x) - funkcija od x * E(wq) —funkcija od wy
e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razlicite e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razli¢ite vrednosti
hipoteze funkcije ocene greske
3- X | 3-
2 X 2
y E(Wl:l




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* h(x) - funkcija od x * E(wq) —funkcija od wy
e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razlicite e Zarazlicite vrednosti w,; dobi¢emo razli¢ite vrednosti
hipoteze funkcije ocene greske
3- X | 3-

Biramo w; za koje funkcija ocene greske postize minimum




Funkcija ocene greske - vizuelizacija

* Ako ukljuc¢imo oba parametra -
Wq, Wq

* Funkcija - E(wgy, w;) je sada povrs 100~

* Trazimo minimum ove
funkcije ' \ SRR /




Minimum T-je greske

 Odrediti izvod funkcije greske po obe promenljive

213 w0

aWO

Ok _ —Z((Wlxl + wo — ¥i) x;)

5W1




Minimum T-je greske

* Funkcija dostize minimum za one vrednosti wy, w; za koje su
vrednosti parcijalnih izvoda jednake O:

m(iZq X y;) — (BiZq %) (Ui Yi)
m(zl 1 l) (Zl 1xl)

W1=
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Opadajuci gradijent

f(x) A / Point
® |mam0 funkCiju E(WO, Wl) \teram)na

 Zelimo min E (wg, wy) —
Wo,W1 l

Y

.
. I e a bl $ . bddbdd
1 IR L | 1 T 1107

* Krenemo od pocetnih wy, w; (recimowy, = 1,w; = 1) 5;’73;
* Korak po korak menjamo wy, w; tako da smanjujemo E(wq, wq)

* Dok ne stignemo do minimuma funkcije

e Kako odrediti smer i duzinu koraka?




Gradijent

* Gradijent —izvod funkcije vise promenljivih, prostorni izvod.

VE( ) = ( 0E OE
Wp, W1 ) =
0 aWO ’ awl
* Parcijalni izvod funkcije po nekoj N I
promenljivoj pokazuje koliko se -\
brzo menja funkcija po toj I %
promenljivoj // e\ )
* Smer vektora gradijenta je smer u - /
kom funkcija najvise raste. \\/‘/‘/f N ay
8 -| Optimal Point N 4
B T x=0, =0 e \';/; :
| :




Gradijentni spust

U svakoj iteraciji se pomeramo u smeru suprotnom
od smera gradijenta.

0
(k+1) _ (k) k) . (K)Y . _
w; =w; T —ag awj E (WO , Wy ),] =1,2

Search Direction
Step Size

ay - veliCina koraka (stopa ucenja)

Ste p S Convergence Check

Razliciti nacini izbora koraka za spust, daju razlicCite
algoritme zasnovane na gradijentu.




Opadajuci gradijent

* [spravno: istovremena promena  * Pogresno

d d
k k k k k k
tempy = w(g ) _ aka—WOE (Wé ),Wl( )) tempy = w(g ) Ay _OWO E (Wé ),Wl( ))
d =
— ., () (k) . (k) w temp
temp, = w; & — aka_le (WO y Wy ) 0 ) 0
k k k
temp, = Wl( ) _ aka—E(W(g ),Wl( ))
Wy = temp, Wi

wy = temp, wy = temp,




Opadajuci gradijent

* |zvod 1D funkcije

‘Wi =w—a- E,(Wl) E(wy)

E(wy)

Wi

E’(Wl) <0
wy =w; —a-E'(wp)

wj raste

E’(Wl) >0
wy =w; —a-E'(wp)

w4 opada



Opadajuci gradijent za linearnu regresiju

Konacan oblik algoritma:

Repeat until convergence {
1% ,
wo = wo— - ) (hg(x) = y)
=1
1 m
Wy = wq — QEE((% (x) — yi) x;)
i=1

/

Wy | W1 menjaju vrednost istovremeno.




Uslov za zaustavljanje algoritma

Algoritam staje kada je VE (w§k+1>,wl(k+1>) = (.

Ovaj uslov je u praksi kod iterativhih metoda retko zadovoljen, pa se koristi
jedan od sledecih uslova:

|E (W0(k+1),wl(k+1)) — E (ng),wl(k))| < é€&

wi D —w®| < ei=1,2

IMI



