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1 Realni brojevi
Gradivo moderne matematiqke teorije se formira tako xto se prvo defi-
nixu najosnovnija tvr�eǌa koja se ne dokazuju, tzv. aksiome, a istinitost
svih ostalih tvr�eǌa se proverava svo�eǌem na aksiome pomo�u pravila
zakǉuqivaǌa.

Ovaj kurs zapoqiǌemo navo�eǌem najoptimalnijeg skupa aksioma koje odre-
�uju koncept realnih brojeva.

Definicija 1.1. Ure�eno poǉe realnih brojeva je skup R koji sadr�i elemente
0 i 1 sa binarnim operacijama + i · i binarnom relacijom ≤ koje zadovoǉavaju
slede�a svojstva

1. (∀x, y, z)x+ (y + z) = x+ (y + z);

2. (∀x, y)x+ y = y + x;

3. (∀x)x+ 0 = x;

4. (∀x)
(
∃(−x)

)
x+ (−x) = 0;

5. (∀x, y, z)x · (y · z) = x · (y · z);

6. (∀x, y)x · y = y · x;

7. (∀x)x · 1 = x;

8. (∀x 6= 0)(∃x−1)x · x−1 = 1;

9. (∀x, y, z)x · (y + z) = x · y + x · z;

10. (∀x)x ≤ x;

11. (∀x, y)x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y;

12. (∀x, y, z)x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z;

13. (∀x, y)x ≤ y ∨ y ≤ x;

14. (∀x, y, z)x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z;

15. (∀x, y)0 ≤ x ∧ 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ x · y;

16. Ako su A i B potskupovi skupa R takvi da

(∀x ∈ A)(∀y ∈ B)x ≤ y

tada postoji z ∈ R takav da

(∀x ∈ A)(∀y ∈ B)x ≤ z ≤ y.

Prvih 9 aksioma potvr�uju da je skup realnih brojeva poǉe, a aksiome
10-15 odre�uju ure�enost tog poǉa. Posledǌa aksioma 16 se naziva aksioma
neprekidnosti.

Za ve�bu, proveriti koje od aksioma zadovoǉava skup prirodnih brojeva
N, koje skup celih brojeva Z, a koje skup racionalnih brojeva Q.

Radi elegantnijeg zapisa uvodimo oznake
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• x+ (−y) = x− y;

• x−1 = 1
x
;

• x · y−1 = x
y
.

Tokom ovog kursa, smatra�emo da smo dokazali neko tvr�eǌe ako ga pravi-
lima zakǉuqivaǌa svedemo do navedenih aksioma. U nastavku sledi nekoliko
najosnovnijih primera.

Teorema 1.1. (Sintaksne posledice aksioma realnih brojeva). Za proizvoǉne
x, y ∈ R va�i

1. (∀x)x · 0 = 0;

2. (∀x, y)x · y = 0⇔ x = 0 ∨ y = 0;

3. (∀x)0 ≤ x2.

Dokaz
1. x · 0 = x · (y − y) = xy − xy = 0.
2. (⇐) Va�i zbog 1.

(⇒) Neka je xy = 0 i neka su x, y 6= 0. Kako je y 6= 0 postoji y−1 tako da
y ·y−1 = 1. Sliqno, postoji odgovaraju�e x−1. Tada, mno�eǌem relacije xy = 0
sa leve strane sa x−1 a sa desne strane sa y−1 dobijamo

x−1xyy−1 = x−10y−1,

tj. 1 = 0 xto nije mogu�e. Otuda ili je x = 0 ili je y = 0.

Dokaz tvr�eǌa 3. je jednostavan. 2

Koriste�i relaciju ≤ mo�emo da definixemo tri nove relacije.

Definicija 1.2. U skupu R definixemo relacije

• (∀x, y)x ≥ y ⇔ y ≤ x;

• (∀x, y)x < y ⇔ x ≤ y ∧ x 6= y;

• (∀x, y)x > y ⇔ x ≥ y ∧ x 6= y.

Teorema 1.2. U prostoru R za proizvoǉne x, y va�i taqno jedna od relacija:
x = y, x < y ili x > y.

Dokaz Za proizvoǉne x, y ∈ R znamo da je po aksiomi 13. x ≤ y ili y ≤ x.
Tada, ako je x = y va�i samo ova jednakost. Ako je x 6= y, ako bi va�ile obe
nejednakosti x < y i y < x, tada bi va�ilo i x ≤ y i y ≤ x xto po aksiomi 11.
implicira da je x = y a to nije mogu�e. 2.

Prethodna teorema nam omogu�ava da, upore�ivaǌem sa nulom, defini-
xemo vrlo znaqajnu funkciju na skupu R.

Definicija 1.3. Signum(znak) realnog brooja x ∈ R je realan broj

sgn x =


−1, x < 0,
0, x = 0,
1, x > 0.
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Definicija 1.4. Apsolutna vrednost broja x ∈ R je realan broj

|x| = max{x,−x}.

Slede�e osobine apsolutne vrednosti su poznate iz osnovne xkole i ne�emo
ih ovde dokazivati.

Teorema 1.3. Za svako x, y ∈ R va�i:

• |x| =
{
x, x ≥ 0,
−x, x < 0;

• |x| = x sgnx;

• |x| = | − x|;

• |xy| = |x| · |y|;

•
∣∣x
y

∣∣ = |x|
|y| ;

• |x+ y| ≤ |x|+ |y| (nejednakost trougla).

Teorema 1.4. (Realna prava) Postoji bijekcija geometrijske prave i skupa re-
alnih brojeva koja quva ure�eǌe taqaka.

Grafik 1: Realna prava.

1.1 Neki potskupovi skupa realnih brojeva
Definicija 1.5. (Potskupovi skupa R)

1. Skup Prirodnoh brojeva je skup N ⊂ R koji zadovoǉava aksiome

• 1 ∈ N;
• n ∈ N⇒ n+ 1 ∈ N.

Dakle, N = {1, 2, 3, 4, . . . , n, n+ 1, . . .}.

2. Skup celih brojeva Z = N ∪ {0} ∪ {−n | n ∈ N}.

3. Skup racionalnih brojeva Q = {m
n
| m ∈ Z, n ∈ N}.

4. Skup iracionalnih brojeva R \Q.

Definicija 1.6. Potskup A ⊆ R je interval akko

(∀x, y ∈ A)(∀z ∈ R)x ≤ z ≤ y ⇒ z ∈ A.

Primeri intervala (a, b), (−∞, b], (−a, a). Intervali se qesto javǉaju kao
rexeǌa nejednaqina na skupu R.

Primer 1.1. Rexiti nejednaqine |x| < a, |x| ≥ a gde je a > 0.

6



Rexeǌe: |x| < a ⇔ max{x,−x} < a ⇔ x < a ∧ −x < a ⇔ x < a ∧ x > −a ⇔ −a <
x < a⇔ x ∈ (−a, a).

Sliqno, druga jednaqna ima rexeǌe x ∈ (−∞,−a] ∪ [a,∞). 4

Definicija 1.7. Neka je A ⊆ R i α ∈ R. Tada,

• α je majoranta skupa A ako (∀x ∈ A)x ≤ α;

• α je minoranta skupa A ako (∀x ∈ A)x ≥ α;

• najmaǌa majoranta skupa A se naziva supremum skupa A u oznaci supA;

• najve�a minoranta skupa A se naziva infimum skupa A u oznaci inf A;

• ako supA ∈ A tada supA = maxA;

• ako inf A ∈ A tada inf A = minA.

Primer 1.2. Odrediti sve majorante i sve minorante skupa A = (−1, 2].

Rexeǌe: Sve majorante skupa A su [2,∞) a minorante (−∞,−1]. Otuda,
supA = 2, inf A = −1. 4

Teorema 1.5. (O minimumu) Svaki neprazan potskup skupa prirodnih brojeva
ima minimum.

Dokaz: Neka 1 ∈ B. Tada, minB = 1 = minN. Neka 1 6∈ B. Pretpostavimo da
za B va�i

1, 2, 3, . . . , n 6∈ B ⇒ n+ 1 6∈ B.

Tada, po principu matematiqke indukcije, N∩B = ∅ xto nije mogu�e. Otuda
postoji n ∈ N tako da

1, 2, . . . , n 6∈ B ∧ n+ 1 ∈ B.

Tako dokazujemo da je n+ 1 minimum skupa B. 2

Teorema 1.6. (O supremumu) Svaki neprazan, ograniqen odozgo potskup skupa
realnih brojeva ima supremum.

Dokaz: Neka je α majoranta skupa A 6= ∅. Tada, skup svih majoranti

B = {y ∈ R | (∀x ∈ A)x ≤ y}

skupa A je neprazan jer α ∈ B. Tada, za skupove A i B va�i:

(∀x ∈ A)(∀y ∈ B)x ≤ y.

Otuda, po aksiomi neprekidnosti, postoji z ∈ R takav da

(∀x ∈ A)(∀y ∈ B)x ≤ z ≤ y.

Dakle, po definiciji, z je najmaǌa majoranta odnosono z = supA. 2

Posledica 1.1. Svaki neprazan ograniqen odozdo potskup skupa realnih brojeva
ima infimum.
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Posledica 1.2. Ako je A ⊂ R neprazan i ograniiqen tada

A ⊆ [inf A, supA].

U klasiqnoj geometriji, kada su date du�i a i b, du� a mo�e da se umno�i
dovoǉan broj puta tako da dobijeni umno�ak pre�e du�inu du�i b kao xto
je prikazano na grafiku ispod.

Grafik 2: Arhimedovo svojstvo.

Sliqno svojstvo imaju i pozitivni realni brojevi.

Teorema 1.7. (Arhimedovo svojstvo realnih brojeva) Za proizvoǉne pozitivne
realne brojeve a, b ∈ R postoji jedinstven prirodan broj n ∈ N tako da je

(n− 1)a ≤ b < na.

Dokaz: Pretpostavimo suprotono, tj. da je na ≤ b za svako n ∈ N. Uoqimo
skup A = {na | n ∈ N}. Tada, b je majoranta skupa A xto znaqi da je A neprazan
i ograniqen odozgo. Po teoremi o supremumu, postoji c = supA. Kako je a > 0
sledi da je c − a < a pa c − a nije majoranta skupa A xto znaqi da postoji
n0a ∈ A i c − a < n0a pa je c < (n0 + 1)a xto nije mogu�e jer (n0 + 1)a ∈ A a
c = supA.

Dakle postoji n ∈ N tako da na > b. Uoqimo skup N = {n ∈ N | na > b}.
Tada, N je neprazan potksup skupa N pa, po teoremi o minimumu postoji
n0 = minN . Tada n0a > b jer n0 ∈ N a n0 − 1 6∈ N pa nije (n0 − 1)a > b xto
implicira da je (n0 − 1)a ≤ b. 2.

Arhimedovo svojstvo ima vrlo znaqajne teorijske posledice.

Posledica 1.3. U skupu realnih brojeva va�e slede�a svojstva.

• (∀ε > 0)(∃n ∈ N) 1
n
< ε.

• Ako je x ∈ R tako da (∀ε > 0)0 ≤ x < ε tada je x = 0.

Dokaz: Prvo, za b = 1 i a = ε po Arhimedovom svojstvu postoji n ∈ N tako da
je 1 < nε tj. 1

n
< ε.

Drugo, ako za x va�i navedena pretpostavka i ako pretpostavimo suprotno
da je x 6= 0, tada bi sledilo da je x > 0 pa na osnovu prethodno dokazanog
postoji ε = 1

n
tako da ε < x xto protivureqi pretpostavci za x. Kako je po

pretpostavci x ≥ 0 zakǉuqujemo da je x = 0. 2

Teorema 1.8. (R je separabilan) Za proizvoǉne a, b ∈ R takve da je a < b postoji
m
n
∈ Q tako da je

a <
m

n
< b.
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Dokaz: Kako je a < b sledi da je b− a > 0 pa, na osnovu prethodne posledice,
postoji n ∈ N tako da je 1

n
< b−a. Po Arhimedovom svojstvu realnih brojeva,

za 1, na ∈ R postoji m ∈ N tako da m − 1 ≤ na < m tj. a < m
n
. Za drugu

nejednakost
m− n ≤ na⇒ m

n
≤ a,

1

n
< b− a⇒ a < b− 1

n
,

m

n
− 1

n
< b− 1

n
,

m

n
< b,

qime je teorema dokazana. 2

Koriste�i prethodnu teoremu lako mo�e da se doka�e da izme�u dva
prozvoǉna realna broja postoji beskonaqno racionalnih brojeva.

Primer 1.3. Skup Q ne zadovoǉava aksiomu neprekidnosti.

Rexeǌe: Na primer, za skupove

A = {q ∈ Q | q ≤ π}, B = {q ∈ Q | q ≥ π}

va�i
(∀x ∈ A)(∀y ∈ B)x ≤ y.

Me�utim, za proizvoǉno q ∈ Q ili je q < π ili je q > π. Ako je q < π po
prethodnoj teoremi postoji q′ ∈ Q tako da q < q′ < π xto znaqi da q′ ∈ A pa u
ovom sluqaju q ne mo�e da razdvaja skupove A i B. Sliqno ako je q > π.

Dakle ni jedan racionalan broj ne mo�e da se na�e izme�u skupova A i B
xto dokazuje da Q ne zadovoǉava aksiomu neprekidnosti. 4
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2 Nizovi realnih brojeva
U matematici je poznat koncept ure�enih n−torki realnih brojeva. To su
elementi skupa

Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R, i = 1, . . . , n}.

Postavǉa se pitaǌe kako definisati matematiqki objekat koji je genera-
lizacija ure�ene n−torke ali sa beskonaqno koordinata. Otuda slede�a
definicija.

Definicija 2.1. Niz elemenata skupa A je svaka funkcija a : N → A. Ako je
a(n) = an ∈ A, tada niz a : N→ A oznaqavamo sa:

(an)n∈N = (an) = (a1, a2, . . . , an, . . .).

AN = {a | a : N→ A}-familija svih nizova skupa A.
RN familija svih nizova realnih brojeva.

Potrebno je ispitati xta se dexava sa koordinatama niza kada se ǌihov
indeks proizvoǉno pove�ava tj. da li se koordinate pribli�avaju ili ne
nekom realnom broju. U tu svrhu, definixemo koncept konvergencije.

Definicija 2.2. (Limes niza) Graniqna vrednost (limes) niza (an) je a ∈ R
ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)|an − a| < ε

tada pixemo lim
n→∞

an = a i ka�emo da niz (an) konvergira ka a.

Uslov |an − a| < ε mo�emo da predstavimo i sa

−ε < an − a < ε⇔ a− ε < an < a+ ε⇔ an ∈ (a− ε, a+ ε)

odakle zakǉuqujemo da kod konvergentnih nizova okoline (a− ε, a+ ε) sadr�e
skoro sve qlanove niza tj. ne sadr�e konaqno mnogo qlanova niza.

Definicija 2.3. (Beskonaqan limes)

lim
n→∞

an =∞⇔ (∀M > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)an > M ;

lim
n→∞

an = −∞⇔ (∀N < 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)an < N.

Primer 2.1. Dokazati da je lim
n→∞

n =∞.

Rexeǌe: Neka je M > 0 proizvoǉno. Tada, po Arhimedovom svojstvu realnih
brojeva za M i 1 postoji n0 ∈ N tako da je M < n0 < n za sve n > n0. 4

Primer 2.2. Ispitati da li lim
n→∞

(−1)n postoji.

Rexeǌe: Neka je x ∈ R proizvoǉno. Tada, za dovoǉno malo ε okolina
(x − ε, x + ε) ne sadr�i beskonaqno qlanova niza. Otuda, dati niz ne kon-
vergira ni ka jedoj taqki x ∈ R. 4

Primer 2.3. Dokazati da je lim
n→∞

1
n

= 0.
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Rexeǌe: Neka je ε > 0 po posledici Arhimedovog svojstva, postoji n0 ∈ N
tako da je 1

n0
< ε. Tada, za sve n > n0 va�i

1

n
− 0 <

1

n0

< ε.

Ovim je dati limes dokazan po definiciji. 4

Primer 2.4. Dokazati da je za q > 1, lim
n→∞

qn =∞.

Rexeǌe: Za q > 1, q = 1 +h gde je h > 0. Doka�imo dati limes po definiciji
beskonaqnog limesa. Neka je M > 0. Po Arhimedovom svojstvu, postoji n0 ∈ N
tako da je M < n0h. Tada, ako iskoristimo Bernulijevu nejednakost

(1 + h)n ≥ 1 + nh

koja va�i za sve h > −1, za sve n > n0 dobijamo:

qn = (1 + h)n ≥ 1 + nh > nh > n0h > M.

Ovim je graniqna vrednost dokazana. 4

Primer 2.5. Dokazati da je za |q| < 1, lim
n→∞

qn = 0

Rexeǌe: Ako je |q| < 1 tada je 1
|q| > 1 pa je po prethodnom primeru

lim
n→∞

1

|q|n
=∞.

Doka�imo limes iz primera po definiciji. Neka je ε > 0. Po prethodnom
beskonaqnom limesu, za 1

ε
> 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve n > n0

1

|q|n
>

1

ε
⇔ |q|n < ε⇔ |qn − 0| < ε.

4
Za ve�bu, dokazati da za q < −1, lim

n→∞
qn ne postoji.

2.1 Osobine graniqne vrednosti
Teorema 2.1. Graniqna vrednost konvergentnog niza je jedinstvena.

Dokaz Pretpostavimo da postoji niz (xn) takav da je lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

xn = b

gde je a < b. Tada, po definiciji limesa za ε = b−a
2

va�i

(∃n1)(∀n > n1)|xn − a| < ε,

(∃n2)(∀n > n2)|xn − b| < ε.

Tada za n0 = max{n1, n2} i sve n > n0 va�i

xn ∈ (a− ε, a+ ε) ∧ xn ∈ (b− ε, b+ ε)

a kako je (a− ε, a+ ε) ∩ (b− ε, b+ ε) = ∅ dolazimo do kontradikcije. 2

11



Teorema 2.2. Ako je lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

bn = b i ako je a < b, tada postoji n0 ∈ N
tako da za sve n > n0 je an < bn.

Dokaz Za ε = b−a
2

va�i

(∃n1)(∀n > n1)|an − a| < ε;

(∃n2)(∀n > n2)|bn − b| < ε.

Tada za n0 = max{n1, n2} i sve n > n0 va�i

an ∈ (a− ε, a+ ε) ∧ bn ∈ (b− ε, b+ ε).

Kako je a + ε = b− ε, svako x ∈ (a− ε, a + ε) je maǌe od svakog y ∈ (b− ε, b + ε).
Tako zakǉuqujemo da je za sve n > n0, an < bn. 2

Posledica 2.1. Ako je lim
n→∞

an = a i a < b tada postoji n0 ∈ N tako da za sve
n > n0 je an < b.

Dokaz: U prethodnoj teoremi za niz (bn) uzeti konstantan niz bn = b. 2

U opxtem sluqaju iz an < bn za sve n ∈ N ne mora da sledi da je

lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn.

Na primer an = 0, bn = 1
n
ali lim

n→∞
an = 0 = lim

n→∞
bn.

Teorema 2.3. (O ukǉexteǌu) Ako za sve n ∈ N (ili poqev od nekog n0 ∈ N) va�i

an ≤ bn ≤ cn

i ako je lim
n→∞

an = a = lim
n→∞

cn tada je lim
n→∞

bn = a.

Dokaz: Neka je lim
n→∞

an = a = lim
n→∞

cn i an ≤ bn ≤ cn za sve n ∈ N. Neka je ε > 0

proizvoǉno. Tada

(∃n1)(∀n > n1)|an − a| < ε⇔ a− ε < an < a+ ε;

(∃n2)(∀n > n2)|cn − a| < ε⇔ a− ε < cn < a+ ε.

Tada, ako iskoristimo date nejednakosti i nejednakosti iz pretpostavke do-
bijamo da za n0 = max{n1, n2} i sve n > n0 va�i

a− ε < an ≤ bn ≤ cn < a+ ε

odakle sledi da je a− ε < bn < a+ ε tj. |bn − a| < ε. 2.

Ovde dokazujemo vrlo znaqajno svojstvo nizova racionalnih brojeva koje
�emo koristiti u nastavku.

Teorema 2.4. Za proizvoǉan realan broj α postoji niz (qn) racionalnih brojeva
takav da je

lim
n→∞

qn = α.

12



Dokaz: Za svako n ∈ N, po teoremi o separabilnosti skupa R, postoji qn ∈ Q
tako da je

α < qn < α +
1

n
.

Kako je lim
n→∞

α = lim
n→∞

(
α + 1

n

)
= α, po teoremi o ukǉexteǌu je lim

n→∞
qn = α. 2

Definicija 2.4. Neka je (an) niz realnih brojeva. Tada

• dati niz je ograniqen odozgo ako (∃M)(∀n)an ≤M ;

• dati niz je ograniqen odozdo ako (∃N)(∀n)an ≥ N ;

• dati niz je ograniqen ako je ograniqen odozdo i odozgo.

Teorema 2.5. Svaki konvergentan niz je ograniqen.

Dokaz: Neka je lim
n→∞

an = a. Tada, za ε = 1 postoji n0 ∈ N tako da za svako

n > n0 je a − 1 < an < a + 1. Uoqimo M = max{a1, . . . , an0 , a − 1, a + 1}. Tada, za
svako n ∈ N je an < M . Sliqno se konstruixe i doǌe ograniqeǌe. Dakle, niz
je ograniqen. 2.

Obrnuto ne va�i, na primer, niz (−1)n je ograniqen ali ne konvergira.

Teorema 2.6. Neka je lim
n→∞

an = 0 i neka je niz (bn) ograniqen. Tada je

lim
n→∞

anbn = 0.

Dokaz: Neka je |bn| < M za sve n ∈ N. Neka je ε > 0 tada, kako je lim
n→∞

an = 0,

postoji n0 ∈ N tako da za sve n > n0, |an − 0| = |an| < ε
M
. Tada

|anbn − 0| = |an||bn| <
ε

M
M = ε

qime je tra�ena graniqna vrednost dokazana. 2

Teorema 2.7. Neka je lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

bn = b. Tada je

1. lim
n→∞

(an ± bn) = a± b;

2. lim(anbn) = ab;

3. lim
n→∞

an
bn

= a
b
, b 6= 0.

Dokaz: 1. Neka je ε > 0 tada

(∃n1)(∀n > n1)|an − a| <
ε

2
⇔ −ε

2
< an − a <

ε

2
;

(∃n2)(∀n > n2)|bn − b| <
ε

2
⇔ −ε

2
< bn − b <

ε

2
.

Sabiraǌem prethodnih nejednakosti zakǉuqujemo da za n0 = max{n1, n2} i sve
n > n0 va�i

−ε < (an + bn)− (a+ b) < ε

tj. |(an + bn)− (a+ b)| < ε.

13



2. Koristimo svojstvo da je lim
n→∞

an = a akko je lim
n→∞

(an − a) = 0. Tada

lim
n→∞

(an − a)(bn − b) = lim
n→∞

anbn − a lim bn − b lim an + ab.

Levi limes je jednak nuli na osnovu prethodne teoreme a kada zamenimo
limese sa desne strane dobijamo

0 = lim anbn − ab− ab+ ab

xto dokazuje da je lim anbn = ab.

3. Pretpostavimo da je b > 0. Kako je lim
n→∞

bn = b 6= 0 niz (bn) je konvergentan pa

je ograniqen odozdo tj. |bn| > M , kako je b > 0 mo�emo da pretpostavimo da je
M > 0 za sve n ∈ N. Doka�imo da je lim

n→∞
1
bn

= 1
b
. Neka je ε > 0. Zbog graniqne

vrednosti lim
n→∞

bn = b postoji n0 ∈ N tako da za sve n > n0 va�i |bn − b| < bMε.
Tada ∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|b− bn|
b|bn|

<
|b− bn|
bM

<
bMε

bM
= ε.

Sliqno se dokazuje ako je b < 0. 2

Teorema 2.8. Ako je an konvergentan niz i k ∈ N tada je

lim
n→∞

akn =
(

lim
n→∞

an
)k

Dokaz: Indukcijom po k. 2

Primer 2.6. Dokazati da je za a > 0, lim
n→∞

n
√
a = 1.

Rexeǌe: Ako je a > 1 tada n
√
a > 1 pa an = n

√
a − 1 > 0. Ako iskoristimo

Bernulijevu nejednakost dobijamo

a = ( n
√
a)n = (1 + an)n ≥ 1 + nan > nan

pa je zbog toga
a

n
> an > 0

primenom teoreme o ukǉexteǌu, dobijamo da je lim
n→∞

an = 0 xto je trebalo
dokazati.

Ako je 0 < a < 1 tada je 1
a
> 1 pa je

lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞

1
1
n√a

=
1

lim
n→∞

n

√
1
a

=
1

1
= 1.

Ako je a = 1 dobija se konstantan niz koji te�i jedinici. 4

Primer 2.7. Dokazati da je lim
n→∞

n
√
n = 1.
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Rexeǌe: Za n > 1 va�i da je n
√
n > 1 pa je an = n

√
n − 1 > 0. Tada je po

binomnoj formuli

n = ( n
√
n)n = (1 + an)n = 1 +

(
n

1

)
an +

(
n

2

)
an

2 + · · ·+
(
n

n

)
an

n ≥ n(n− 1)

2
an

2

Dakle n ≥ n(n−1)
2

an
2 odakle je

0 ≤ an
2 ≤ 2

n− 1

pa primenom teoreme o ukǉexteǌu dobijamo lim
n→∞

an
2 = ( lim

n→∞
an)2 = 0 pa je i

lim
n→∞

an = 0 xto je trebalo dokazati.

2.2 Konvergencija monotonih nizova
Definicija 2.5. Niz (an) je rastu�i ako za svako n ∈ N (ili poqev od nekog
n0) va�i an ≤ an+1 (strogo rastu�i ako je an < an+1). Analogno se definixu
opadaju�i i strogo opadaju�i nizovi.

Ako je niz rastu�i ili opadaju�i ka�emo da je monoton.

Teorema 2.9. (Graniqna vrednost monotonih nizova) Ako je niz (an) rastu�i
i ograniqen odozgo, tada je on i konvergentan. Ako rastu�i niz nije ograniqen
odozgo, on te�i beskonaqnosti.

Dokaz: Neka je an rastu�i niz i neka postoji M tako da je an < M za sve
n ∈ N. Tada je skup A = {an | n ∈ N} neprazan ograniqen odozgo pa po teoremi
o supremumu postoji ǌegov supremum α = supA. Doka�imo da je lim

n→∞
an = α.

Neka je ε > 0 tada, α − ε nije majoranta skupa A pa postoji n0 ∈ N tako da
je an0 > α − ε. Tada, ze sve n ≥ n0, kako je niz rastu�i va�i an0 ≤ an. Tako
dobijamo

α− ε < an0 ≤ an ≤ α < α + ε

xto implicira da je |an − α| < ε.

Neka (an) nije ograniqen odozgo. Tada za proizvoǉno M > 0 postoji n0

tako da an0 > M a kako je niz rastu�i, za sve n > n0, an ≥ an0 > M xto
dokazuje da niz (an) te�i beskonaqnosti. 2

Posledica 2.2. Svaki monotono opadaju�i niz ograniqen odozdo konvergira.
Ako opadaju�i niz nije ograniqen odozdo, on te�i ka minus beskonaqno.

Primer 2.8. Dokazati da je lim
n→∞

qn

n!
= 0 za q > 0.

Rexeǌe: Neka je an = qn

n!
. Tada

an+1 =
qn+1

(n+ 1)!
=

q

n+ 1
· q

n

n!
=

q

n+ 1
an.

Po Arhimedovom svojstvu realnih brojeva znamo da postoji n0 ∈ N tako da je
q < n0 + 1 pa za sve n > n0 va�i q

n+1
< 1. Otuda, za sve n > n0 je an+1 < an tj.

niz (an) je monotono opadaju�i.
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Drugo, kako je an ≥ 0 za sve n ∈ N niz (an) je ograniqen odozdo. Dakle,
postoji lim

n→∞
an = a. Koriste�i jednakost

an+1 =
q

n+ 1
an

dobijamo
lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

q

n+ 1
lim
n→∞

an

a = 0 · a

odakle je a = 0. 4

Primer 2.9. Dokazati da je lim
n→∞

nα

qn
= 0 za α ∈ R i q > 1.

Rexeǌe: Razmotrimo prvo sluqaj α = 1. Neka je an = n
qn
. Tada

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+1
qn+1

n
qn

=
1

q
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
=

1

q
.

Kako je 1
q
< 1, postoji n0 ∈ N tako da za sve n > n0 va�i an+1

an
< 1 odnosno

an+1 < an xto dokazuje da je niz (an) opadaju�i. Oqigledno je an > 0 za sve
n ∈ N pa niz je ograniqen odozdo xto po prethodnoj posledici implicira da
on konvergira. Iz lim

n→∞
an+1

an
= 1

q
dobijamo

lim
n→∞

an+1

lim
n→∞

an
=

1

q

odakle sledi
q lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an

pa je qa = a tj. (q − 1)a = 0 xto dokazuje da je a = 0 jer je q > 1.

Za α > 0 neka je m ceo broj ve�i od α. Tada

0 ≤ nα

qn
≤ nm

qn
=

(
n

( m
√
q)n

)m
pa, primenom teoreme o ukǉexteǌu, kako je posledǌa graniqna vrednost jed-
naka nuli jer se svodi na prethodni sluqaj, svi limesi su jednaki nuli pa i
lim
n→∞

nα

qn
. 4

Primer 2.10. (Ojlerova konstanta) Ispitati konvergenciju niza an = (1+ 1
n
)n.

Rexeǌe: Polazimo od proizvoda

an+1

(
1− 1

n+ 1

)n+1

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1(
1− 1

n+ 1

)n+1

=

(
1− 1

(n+ 1)2

)n+1

>1− (n+ 1)
1

(n+ 1)2
= 1− 1

n+ 1
.
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U pretposledǌoj nejednakosti smo koristili Bernulijevu nejednakost. Ako
sada levu i desnu stranu dobijene nejednakosti pomno�imo sa

(
1 − 1

n+1

)−n−1

dobijamo

an+1 >

(
1− 1

n+ 1

)−n
=

(
1 +

1

n

)n
= an.

Dakle, an+1 > an pa, niz je monotono rastu�i. Daǉe,

an =

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
.

Doka�imo da je za k ≥ 2,
(
n
k

)
1
nk
< 1

2k−1 . Zaista(
n

k

)
1

nk
=

1

k!
· n
n

(n− 1)

n
· · · (n− (k − 1))

n
=

1

k!

(
1− 1

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
<

1

k!
;

1

k!
=

1

1 · 2 · · · (k − 1) · k
<

1

2 · · · 2 · 2
=

1

2k−1
.

Sada, zamenom u definiciji niza

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
= 3− 1

2n−1
< 3.

U pretposledǌem koraku smo koristili sumu geometrijskog reda. Dakle
an < 3 xto dokazuje da je an ograniqen odozgo pa konvergira. 4

Definicija 2.6. lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e nazivamo Ojlerova konstanta.
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3 Brojni redovi
Antiqki filozofi su svojevremeno postavǉali pitaǌe da li je suma beskona-
qno mnogo pozitivnih veliqina konaqna ili beskonaqna. U ovom poglavǉu,
analizira�emo sume beskonaqno mnogo realnih brojeva u jednom posebnom
kontekstu.

Definicija 3.1. Neka je (an) niz realnih brojeva. Sumu svih qlanova niza (an)
nazivamo red realnih brojeva sa opxtim qlanom an i obele�avamo sa

∞∑
n=1

an.

Primer 3.1. Da li je suma
∞∑
n=1

1
2n

konaqna?

Rexeǌe: Ako svaki sabirak 1
2n

posmatramo kao odgovaraju�i deo kruga,
vidimo da svi sabirci formiraju ceo krug kao xto je prikazano na grafiku
ispod.

Grafik 3: Podela kruga.

Otuda
∞∑
n=1

1

2n
= 1.

4

Definicija 3.2. Neka je dat red
∞∑
n=1

an.

• Niz Sn = a1 + a2 + · · ·+ an nazivamo niz parcijalnih suma datog reda;

• niz Rn =
∞∑
n=1

an − Sn =
∞∑

k=n+1

ak nazivamo niz ostataka.

Definicija 3.3. Red
∞∑
n=1

an konvergira (ima konaqnu sumu) ako ǌegov niz parci-

jalnih suma konvergira. Tada, suma reda je graniqna vrednost niza parcijalnih
suma. Ako red ne konvergira ka�emo da divergira.

Teorema 3.1. Red konvergira akko ǌegov niz ostataka te�i nuli.

Primer 3.2. Ispitati konvergenciju geoemetrijskog reda
∞∑
n=1

qn, q ∈ R.
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Rexeǌe: Niz parcijalnih suma ovog reda je suma geometrijskog niza

Sn = q + q2 + · · ·+ qn =
q − qn+1

1− q
=

q

1− q
(1− qn).

Tada,

lim
n→∞

Sn =
q

1− q
(1− lim

n→∞
qn) =


q

1−q , |q| < 1,

∞, q ≥ 1,
ne postoji, q < −1.

4

Primer 3.3. Ispitati konvergenciju harmonijskog reda
∞∑
n=1

1
n
.

Rexeǌe: Niz
(
1 + 1

n

)n je ograniqen odozgo ojlerovom Konstantom e pa kada
na tu nejednakost primenimo logaritamsku funkciju dobijamo(

n+ 1

n

)n
< e⇒ ln

n+ 1

n
<

1

n
⇒ ln(n+ 1)− lnn <

1

n
.

Kada dobijenu nejednakost primenimo na niz parcijalnih suma harmonijskog
reda dobijamo

Sn =
1

1
+

1

2
+ . . .+

1

n
> ln 2− ln 1 + ln 3− ln 2 + · · ·+ ln(n+ 1)− lnn = ln(n+ 1).

Dakle Sn > ln(n + 1) pa je lim
n→∞

Sn > lim
n→∞

ln(n + 1) = ∞ pa, lim
n→∞

Sn = ∞ xto

dokazuje da harmonijski red
∞∑
n=1

1
n

=∞ divergira. 4

3.1 Osobine brojnih redova

Teorema 3.2. Ako red
∞∑
n=1

an konvergira tada je lim
n→∞

an = 0.

Dokaz: Va�i da je an = Sn+1 − Sn pa, ako Sn konvergira va�i

lim
n→∞

an = limSn+1 − limSn = S − S = 0,

gde je S suma reda. 2

Obrnuto ne va�i, na primer
∞∑
n=1

1
n

= ∞ ali lim
n→∞

1
n

= 0. Me�utim, ako je

lim
n→∞

an 6= 0 tada dati red divergira kao na primer red
∞∑
n=1

n+1
n
. Tako�e, red

∞∑
n=1

(−1)n ne konvergira jer limes lim
n→∞

(−1)n ne postoji.

Teorema 3.3. Ako su
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn konvergentni redovi tada za proeizvoǉne

realne α, β, red
∞∑
n=1

(αan + βbn) konvergira i va�i

∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn.
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Dokaz: Neka je S ′n niz parcijalnih suma reda
∞∑
n=1

an i neka je lim
n→∞

S ′n = S ′.

Tako�e, neka je S ′′n niz parcijalnih suma reda
∞∑
n=1

bn i neka je lim
n→∞

S ′′n = S ′′.

Tada niz parcijalnih suma reda
∞∑
n=1

(αan + βbn) je αS ′n + βS ′′n i va�i

lim
n→∞

(αS ′n + βS ′′n) = α lim
n→∞

S ′n + β lim
n→∞

S ′′n

xto dokazuje da je

∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β
∞∑
n=1

bn.

Napomiǌemo da obrnuto ne mora da va�i. 2

Teorema 3.4. Red
∞∑
n=1

an konvergira akko za svako n0 ∈ N red
∞∑

n=n0

an konvergira.

Dokaz: Kako je
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an0 +
∞∑

n=n0+1

an

suma
∞∑

n=n0

an je konaqna akko je suma
∞∑
n=1

an konaqna tj. red
∞∑

n=n0

an konvergira

akko red
∞∑
n=1

an konvergira. 2

3.2 Redovi sa pozitivnim qlanovima

Definicija 3.4. Red
∞∑
n=1

an je sa pozitivnim qlanovima ako je an ≥ 0 za sve

n ∈ N (ili poqev od nekog n0 ∈ N).

Teorema 3.5. Niz parcijalnih suma reda sa pozitivnim qlanovima je rastu�i.

Dokaz: Zaista
Sn+1 = a1 + · · ·+ an + an+1 = Sn + an+1

a kako je an+1 ≥ 0 sledi da je Sn+1 ≥ Sn. 2

Na osnovu prethodne teoreme i teoreme o konvergenciji monotonih nizova,
red sa pozitivnim qlanovima ili konvergira ili mu je suma beskonaqna. Ovo
nam omogu�ava da formiramo tzv. kriterijume konvergencije.

Teorema 3.6. (Prvi kriterijum upore�ivaǌa) Neka je 0 ≤ an ≤ bn za sve n ∈ N.
Tada

• ako
∞∑
n=1

bn konvergira tada i
∞∑
n=1

an konvergira;

• ako
∞∑
n=1

an divergira tada i
∞∑
n=1

bn divergira;
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Dokaz: Za rastu�e nizove S ′n i S ′′n parcijalnih suma redova
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn

redom va�i
S ′n = a1 + · · ·+ an ≤ b1 + . . .+ bn = S ′′n.

Tada, ako je lim
n→∞

S ′′n konaqan, niz S ′n je ograniqen odozgo pa je konvergentan

xto znaqi da
∞∑
n=1

an konvergira.

Ako je lim
n→∞

S ′n beskonaqan tada je i lim
n→∞

S ′′n =∞ zbog gorǌe nejednakosti pa

red
∞∑
n=1

bn divergira. 2

Teorema 3.7. (Drugi kriterijum upore�ivaǌa) Neka je an, bn ≥ 0 za sve n ∈ N i
neka je

lim
n→∞

an
bn

= c

gde je c 6= 0 i c <∞. Tada red
∞∑
n=1

an konvergira akko i
∞∑
n=1

bn konvergira.

Teorema 3.8. (Dalamberov kriterijum) Neka je an ≥ 0 za sve n ∈ N. Neka je

lim
n→∞

an+1

an
= L <∞.

Tada red
∞∑
n=1

an

• konvergira ako je L < 1;

• divergira ako je L > 1.

Ako je L = 1 ne zna se konvergencija datog reda.

Teorema 3.9. (Koxijev kriterijum) Neka je an ≥ 0 za sve n ∈ N. Neka je

lim
n→∞

n
√
an = L <∞.

Tada red
∞∑
n=1

an

• konvergira ako je L < 1;

• divergira ako je L > 1.

Ako je L = 1 ne zna se konvergencija datog reda.

Definicija 3.5. Proizvoǉan red
∞∑
n=1

an (ne mora da bude sa pozitivnim qlanovima)

apsolutno konvergira ako red sa pozitivnim qlanovima
∞∑
n=1

|an| konvergira.

Definicija 3.6. Red konvergira uslovno ako konvergira a ne konvergira apso-
lutno.

Teorema 3.10. Svaki apsolutno konvergentan red je i konvergentan.

21



Dokaz: Neka je
∞∑
n=1

an takav da
∞∑
n=1

|an| konvergira. Podelimo qlanove reda
∞∑
n=1

an na slede�i naqin: neka je a+
n = an a a−n = 0 ako je an ≥ 0 u suprotnom

neka je a+
n = 0 a a−n = an. Tada,

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

a+
n +

∞∑
n=1

a−n

pa je, kada uzmemo apsolutne vrednosti qlanova

∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

a+
n +

∞∑
n=1

(−a−n ).

Otuda, redovi sa pozitivnim qlanovima
∞∑
n=1

a+
n ,

∞∑
n=1

(−a−n ) konvergiraju jer za

ǌihove parcijalne sume S+
n i S−n i parcijalnu sumu Sn reda

∞∑
n=1

|an| va�i

S+
n ≤ Sn i S−n ≤ Sn a Sn konvergira.

Kako
∞∑
n=1

(−a−n ) konvergira sledi da
∞∑
n=1

a−n konvergira pa
∞∑
n=1

an konvergira
kao suma dva konvergentna reda. 2

3.3 Alternativni redovi

Definicija 3.7. Neka je an ≥ 0 za sve n ∈ N. Red
∞∑
n=1

(−1)nan nazivamo alter-

nativni red.

Dakle redovi oblika
∞∑
n=1

(−1)nan = −a1 + a2 − a3 + a4 − · · · − a2n+1 + a2n − · · ·

se nazivaju alternativni redovi. Za ǌihovu konvergenciju postoji jedan
jednostavan kriterijum.

Teorema 3.11. (Lajbnicov kriterijum) Neka je (an) monotono opadaju�i niz

takav da je lim
n→∞

an = 0. Tada alternativni red
∞∑
n=1

(−1)n+1an konvergira.

Dokaz: Monotono opadaju�i niz koji te�i nuli ima skoro sve qlanove ve�e
od nule. Ovde �emo da pretpostavimo da je an ≥ 0 za sve n ∈ N. Neka je dakle,
an+1 ≥ an za sve n ∈ N i neka je lim

n→∞
an = 0.

Doka�imo da niz Sn parcijalnih suma reda
∞∑
n=1

(−1)n+1an konvergira. Doka-

za�emo da podniz parnih qlanova S2n i podniz neparnih qlanova S2n+1 kon-
vergiraju. Posmatrajmo niz S2n = (S2, S4, S6, . . .):

S2n = a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − a6 + · · ·+ a2n−1 − a2n ≥ 0

jer a2i−1 − a2i ≥ 0 za sve i = 1, . . . n zato xto je niz (an) opadaju�i. Drugo

S2(n+1) = S2n + a2n+1 − a2n+2 ≥ S2n
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xto dokazuje da je S2n rastu�i. Tre�e

S2n = a1 − a2 + a3 − a4 + a5 + · · ·+−a2n−2 + a2n−1 − a2n

= a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n ≤ a1.

Dakle, S2n je ograniqen odozgo sa a1. Otuda, po teoremi o konvergenciji
monotonih nizova, postoji lim

n→∞
S2n = S.

Za S2n+1 primetimo da je

S2n+1 = S2n + a2n+1.

Otuda
lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

S2n + lim
n→∞

a2n+1 = S + 0 = S.

Dakle, lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

S2n+1 = S. Doka�imo da je lim
n→∞

Sn = S. Neka je ε > 0

proizvoǉno. Tada,
(∃n1 ∈ N)(∀n > n1)|S2n − S| < ε;

(∃n2 ∈ N)(∀n > n2)|S2n+1 − S| < ε.

Tada za n0 = 2 max{n1, n2}+ 1 i sve n > n0 va�i ako je n = 2k tada je k > n1 pa
je |Sn − S| = |S2k − S| < ε a ako je n = 2k + 1 tada je k > n2 odakle sledi da je
|Sn − S| = |S2k+1 − S| < ε. 2

Primer 3.4. Za koje p ∈ R red
∞∑
n=1

(−1)n

np
konvergira

• apsolutno;

• uslovno?

Rexeǌe: Prvo, da bi red konvergirao niz opxtih qlanova (−1)n
np

mora da te�i
nuli a to va�i ako je p > 0.

Drugo, za sve p > 0 niz 1
np

monotono opadaju�e te�i nuli xto po Lajbni-
covom kriterijumu dokazuje da dati red konvergira za sve p > 0.

Tre�e, bi�e dokazano na kraju ovog kursa da red
∞∑
n=1

1
np

konvergira za p > 1

a divergira za p ≤ 1.

Dakle, dati red konvergira apsolutno za p ∈ (1,∞) a uslovno za p ∈ (0, 1)
a divergira za p ∈ (−∞, 0]. 4
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4 Funkcije realne promenǉive
U matematiqkoj analizi i u ǌenim realnim primenama izme�u dve promenǉive
mo�e da postoji specifiqna veza tj. jedna promenǉiva mo�e da zavisi od
druge. Na primer, vazduxni pritisak na nekoj povrxini zavisi od tem-
perature vazduha, snaga magnetnog poǉa zavisi od snage elektriqnog poǉa,
telesna masa qoveka zavisi od ǌegove visine itd. U ovakvim situacijama
imamo jednu slobodnu, tzv. nezavisno promenǉivu i drugu tzv. zavisno
promenǉivu za koju ka�emo da je funkcija nezavisno promenǉive.

Tako dolazimo do pojma realne funkcije jedne promenǉive i ǌihova ana-
liza �e da bude glavna tema ostatka kursa Matematike 1.

Definicija 4.1. Pravilo kojim se svakom elementu x skupa A ⊆ R dodeǉuje
taqno jedan element f(x) skupa R nazivamo funkcija koju oznaqanvamo sa

f : A→ R.

• A−domen funkcije;

• Rf = {f(x) | x ∈ A} ⊆ R skup vrednosti funkciije;

• R− kodomen funkcije;

• Γf = {(x, f(x)) | x ∈ A} ⊆ R2 grafik funkcije.

Grafik 4: Grafik funkcije.

Definicija 4.2. Funkcije f1, f2 : A→ R su jednake ako f1(x) = f2(x) za sve x ∈ A.

Definicija 4.3. Funkcija f : A→ B je

• 1-1 (injekcija) ako iz x1 6= x2 sledi f(x1) 6= f(x2);

• ,,na” (sirjekcija) ako za svako y ∈ B postoji x ∈ A tako da y = f(x);

• bijekcija ako je 1-1 i ,,na”.

Teorema 4.1. Neka je f : A→ B data funkcija, tada

• f je 1-1 akko (∀x1, x2)f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2;

• f je ,,na” akko Rf = B.
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Definicija 4.4. Neka su f : A → B i g : B → R date funkcije. Tada funkciju
f : A→ R datu da

h(x) = g
(
f(x)

)
nazivamo slo�ena funkcija i oznaqavamo sa h = g ◦ f .

Na primer, neka je f(x) = x2 a g(x) = 2x + 1. Tada g ◦ f(x) = 2x2 + 1 a f ◦
g(x) = (2x+1)2. Ovim smo dokazali da kompozicija funkcija nije komutativna
operacija. Po definiciji, kompozicija funkcija jeste asocijativna tj.

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

4.1 Inverzna funkcija
Neka je f : A → B bijekcija. Tada, po prethodnoj teoremi, za svako y ∈ B
postoji taqno jedno x ∈ A tako da je y = f(x) (da postoji vixe, funkcija ne
bi bila 1-1). To nam omogu�ava da definixemo funkciju f−1 : B → A sa

f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Teorema 4.2. Ako je f : A → B bijekcija tada f ◦ f−1(y) = y za sve y ∈ B i
f−1 ◦ f(x) = x za sve x ∈ A.

Primer 4.1. Funkcija g(x) =
√
x je inverzna funkciija funkcije f(x) = x2 na

intervalu [0,∞).

Zaista: Interval [0,∞) je takav da je f(x) = x2 bijekcija a sam koren se
definixe kao inverzna funkcija kvadratne funkcije. 4

Teorema 4.3. Grafik inverzne funkcije f−1 : B → A je simetriqan grafiku
funkcije f : A→ B u odnosu na pravu y = x.

Grafik 5: Grafici Γf i Γf−1.
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Dokaz: Doka�imo da je taqka A(x0, y0) simetriqna taqki B(y0, x0) u odnosu na
pravu y = x. Prava kroz A,B ima jednaqinu

y − y0

x0 − y0

=
x− x0

y0 − x0

,

y = −x+ x0 + y0

i normalna je na pravu y = x (koeficijenti uz x).

Drugo, sredixte du�i AB je A+B
2

= (x0+y0
2

, y0+x0
2

) i pripada pravoj y = x.

Po definiciji inverzne funkcije (x, y) ∈ Γf akko (y, x) ∈ Γf−1 xto dokazuje
da su grafici Γf i Γf−1 simetriqni u odnosu na pravu y = x. 2

4.2 Osnovne osobine realnih funkcija
U ovom odeǉku analiziramo osobine funkcija koje �emo da koristimo u na-
stavku kursa i koje se koriste za definisaǌe slo�enijih svojstava funkcija.

4.2.1 Monotone funkcije

Definicija 4.5. Funkcija f : A→ R je

• rastu�a na skupu A ako (∀x1, x2 ∈ A)x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2);

• strogo rastu�a na skupu A ako (∀x1, x2 ∈ A)x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2);

• opadaju�a na skupu A ako (∀x1, x2 ∈ A)x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2);

• strogo opadaju�a na skupu A ako (∀x1, x2 ∈ A)x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Za rastu�e i opadaju�e funkcije ka�emo da su monotone.

Primer 4.2. Funkcija y = kx+ n je

• strogo rastu�a ako je k > 0;

• strogo opadaju�a ako je k < 0;

• konstantna ako je k = 0.

Rexeǌe: Neka je x1 < x2, tada

f(x1)− f(x2) = kx1 + n− kx2 − n = k(x1 − x2).

Otuda za k > 0 je f(x1) < f(x2) pa je funkcija strogo rastu�a, za k < 0 je
f(x1) > f(x2) pa je funkcija strogo opadaju�a a za k = 0 je f(x1) = f(x2) pa je
funkcija konstantna. 4

Lako se pokazuje da je funkcija istovremeno rastu�a i opadaju�a akko je
konstantna.

Primer 4.3. Funkcija f(x) = x2 je strogo rastu�a na [0,∞) a strogo opadaju�a
na (−∞, 0].
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Rexeǌe: Neka je x1 < x2. Tada

f(x1)− f(x2) = x2
1 − x2

2 = (x1 + x2)(x1 − x2).

Kako je x1 − x2 < 0, va�i

x1, x2 ∈ [0,∞)⇒ x1 + x2 > 0⇒ f(x1)− f(x2) < 0⇒ f(x1) < f(x2);

x1, x2 ∈ (∞, 0]⇒ x1 + x2 < 0⇒ f(x1)− f(x2) > 0⇒ f(x1) > f(x2).

4
Teorema 4.4. Svaka strogo monotona funkcija f : A → Rf je bijekcija i ima
inverznu funkciju.

Dokaz: Prvo, svaka funkcija f : A→ Rf je ,,na”.

Neka je f strogo rastu�a. Tada, za svako x1, x2 ∈ A ako je x1 6= x2 tada je
x1 < x2 ili je x2 < x1. U prvom sluqaju je f(x1) < f(x2) a u drugom f(x2) < f(x1).
U oba sluqaja je f(x1) 6= f(x2) xto dokazuje da je f injekcija. 2

Teorema 4.5. Ako je f : A → B rastu�a bijekcija tada je f−1 : A → B tako�e
rastu�a.

Dokaz: Neka je y1 < y2. Tada, za x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2) ako je x2 < x1, kako je
f rastu�a funkcija dobijamo f(x2) < f(x1) tj. y2 < y1 xto nije mogu�e. Otuda
x1 < x2. 2

4.2.2 Parne i neparne funkcije

Definicija 4.6. Ka�emo da je skup A ⊆ R simetriqan u odnosu na ako x ∈ A
akko −x ∈ A.

Na primer, skupovi (−a, a), (−∞,−a]∪ [a,∞), R su simetriqni u odnosu na
nulu.

Definicija 4.7. Funkcija f : A→ R definisana na simetriqnom skupu A je

• parna ako f(−x) = f(x) za sve x ∈ A;

• neparna ako f(−x) = −f(x) za sve x ∈ A.

Grafik 6: Grafik parne i grafik neparne funkcije.

Teorema 4.6. Grafik parne funkcije je simetriqan u odnosu na y−osu. Grafik
neparne funkcije je simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak. Ako je A
simetriqan skup a f : A→ R neparna funkcija tada je Rf simetriqan skup.

Funkcija f(x) = xn, n ∈ N je parna za n−parno a neparna za n−neparno.
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4.2.3 Periodiqne funkcije

Definicija 4.8. Funkcija f : A → R je perodiqna ako postoji p 6= 0 tako da
x+ p ∈ A i f(x+ p) = f(x) za sve x ∈ A. Tada p nazivamo period funkcije f . Ako
funkcija ima najmaǌi pozitivan period ǌega nazivamo osnovni period.

Primer 4.4. Funkcija f : R→ R data sa f(x) = x− [x] je periodiqna.

Rexeǌe: Neka je p ∈ R tako da je f(x+ p) = f(x). Tada,

x+ p− [x+ p] = x− [x],

p = [x+ p]− [x].

Dakle, p je ceo broj. Primetimo da bilo koji ceo broj mo�e da bude period
funkcije f . Tada, skup Z je skup svih perioda ove funkcije a ǌen osnovni
period je 1. 4

Primer 4.5. Konstantna funkcija f(x) = c je periodiqna ali nema osnovni
period.

Rexeǌe: Zaista, za svako p ∈ R va�i f(x + p) = c = f(x) xto znaqi da je
skup svih perioda ove funkcije R a u R ne postoji najmaǌi pozitivan broj
razliqit od nule. 4

Primer 4.6. Dirihleova funkcija χQ : R→ R data sa

χQ(x) =

{
0, x 6∈ Q,
1, x ∈ Q

je periodiqna ali nema osnovni period.

Rexeǌe: Kako je zbir iracionalnog broja i racionalnoog iracionalan, a
zbir dva racionalna broja racionalan, zakǉuqujemo da je svaki racionalan
broj period funkcije χQ a ni jedan iracionalan broj ne mo�e da bude ǌen
period. Skup racionalnih brojeva nema najmaǌi pozitivan broj razliqit od
nule pa Dirihleova funkcija nema osnovni period. 4

Sve osnovne trigonometrijske funkcije su periodiqne.

Teorema 4.7. U skupu realnih funkcija va�e slede�a svojstva.

• Ako su p i q periodi funkcije f tada je p+ q period funkcije f .

• Ako je p period funkcije f tada je i kp, k ∈ Z \ {0} period funkcije f .

• Ako je f periodiqna a g proizvoǉna tada je g ◦ f periodiqna.

Dokaz: Dokaza�emo drugo tvr�eǌe. Prvo, ako je p period tada je na osnovu
prvog tvr�eǌa teoreme p+ p = 2p tako�e period. Ako pretpostavimo da je np
period, opet to prvom tvr�eǌu teoreme (n+ 1)p = p+ np je tako�e period pa,
po principu matematiqke indukcije, np je period za sve n ∈ N.

Drugo, ako je p period funkcije f tada

f(x) = f(x− p+ p) = f(x− p)

xto dokazuje da je −p tako�e period a na osnovu ve� dokazanog, −np je tako�e
period za sve n ∈ N. 2
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4.2.4 Ograniqene funkcije

Definicija 4.9. Funkcija f : A → R je ograniqena odozgo ako postoji M tako
da za sve x ∈ A, f(x) < M . Sliqno, funkcija f : A → R je ograniqena odozdo ako
prostoji N tako da je f(x) ≥ N za sve x ∈ A. Funkcija f : A → R je ograniqena
ako je ograniqena odozgo i odozdo.

Teorema 4.8. Neka je f : A→ R data funkcija.

• Funkcija f je ograniqena akko je Rf ograniqen skup.

• Funkcija f je ograniqena akko je za sve x ∈ A, |f(x)| ≤M za neko M ∈ R.

Primer 4.7. Za slede�e funkcije va�i

• f(x) = x− [x] ograniqena;

• f(x) = x2, f(x) = |x| ograniqene odozdo;

• f(x) = [x], f(x) = x nisu ograniqene ni odozgo ni odozdo.

5 Osnovne elementarne funkcije
U ovom odeǉku navodimo osnovne elementarne funkcije qijim se zbirom, raz-
likom, proizvodom, koliqnikom i kompozicijom dobijaju tzv. elementarne
funkcije sa kojima �emo raditi na ovom kursu. Napomiǌemo da postoje
funkcije koje nisu elementarne a ǌihova analiza �e da bude predmet Ma-
tematike 3.

5.0.5 Stepene funkcije

Funkcija f(x) = xα, x ≥ 0, α ∈ R se naziva stepena funkcija. U zavisnosti od
α, definixe se na slede�i naqin:

• α = n ∈ N, xn = x · x · · ·x;

• α = −n, n ∈ N, x−n = 1
xn
;

• α = 1
n
, n ∈ N, x 1

n = n
√
x inverzna funkcija funkcije xn;

• α = n
m
, n ∈ Z, m ∈ N, x n

m = m
√
xn;

• za α 6∈ Q postoji niz (qn) racionalnih brojeva takav da je lim
n→∞

qn = α.
Tada, xα = lim

n→∞
xqn.

Xto se tiqe osobina stepene funkcije one zavise od vrednosti α. U naj-
opxtijem sluqaju, za proizvoǉno α ∈ R funkcija f : [0,∞]→ R, f(x) = xα

• ima domen [0,∞);

• za α > 0 je strogo rastu�a a za α < 0 strogo opadaju�a;

• nije ni parna ni neparna osim za sluqajeve α ∈ Z;
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• nije periodiqna;

• ograniqena odozdo osim u sluqaju α ∈ Z kada nije ograniqena ni odozdo
ni odozgo.

Grafik 7: Stepena funkcija.

Inverzna funkcija stepene funkcije f(x) = xα je tako�e stepena funkcija
f(x) = x

1
α .

5.0.6 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Funkcija f(x) = ax, x ∈ R , a > 0 se naziva eksponencijalna fukcija. Ova
funkcija

• ima domen R;

• za a > 1 je strogo rastu�a a za 0 < a < 1 strogo opadaju�a;

• nije ni parna ni neparna;

• nije periodiqna;

• ograniqena odozdo sa 0.

Osnova a mora da bude pozitivna jer na primer za x = 1
2
vrednost ax ne

postoji za a < 0.

Specijalna eksponencijalna funkcija je y = ex.

Logaritamska funkcija se definixe kao inverzna funkcija eksponenci-
jalne funkcije odnosno

loga x = y ⇔ ay = x.

Otuda, loga a
x = x. Logaritamska funkcija ima slede�e osobine

• ima domen (0,∞);
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• za a > 1 je strogo rastu�a a za 0 < a < 1 strogo opadaju�a;

• nije ni parna ni neparna;

• nije periodiqna;

• nije ograniqena ni odozdo ni odozgo, kodomen je R kao domen eksponen-
cijalne funkcije.

Grafik 8: Eksponencijalna i logaritamska funkcija za a > 1.

Teorema 5.1. Za logaritamsku funkciju y = loga x, sve a, b, c > 0, a, b, c 6= 1 i sve
x, y ∈ R va�i

1. loga xy = loga x+ loga y;

2. loga
x
y

= loga x− loga y;

3. loga x
α = α loga x;

4. logaα x = 1
α

loga x , α 6= 0;

5. loga b = 1
logb a

;

6. loga b = logc b
logc a

.

Specijalna logaritamska funkcija je sa osnovom e, loge x = ln x. U nu-
meriqke svrhe, qesto se koristi logaritamska funkcija sa osnovom 10 i oz-
naqava sa log x.

5.0.7 Trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcije su y = sin x, y = cos x. Definixu se
pomo�u trigonometrijskog kruga kao xto je prikazano na grafiku.
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Grafik 9: Trigonometrijski krug.

Da bi odredili sinx i cosx proizvoǉnog realnog broja x na trigonometri-
jskom krugu uoqimo kru�ni luk du�ine x u pozitivnom smeru ako je x pozi-
tivno a u suprotnom u negativnom smeru od taqke (1, 0), taqka na kraju luka
ima koordinate (cosx, sinx).

Grafik 10: Funkcija y = sinx.

Funkcija y = sinx ima slede�e osobine

• ima domen R;

• strogo je rastu�a na svakom intervalu [−π
2

+ 2kπ, π
2

+ 2kπ], k ∈ Z a strogo
opadaju�a na svakom intervalu [π

2
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ], k ∈ Z;

• neparna je;

• periodiqna sa periodom 2π;

• ograniqena je, odozdo sa −1, odozgo sa 1.

Grafik 11: Funkcija y = cosx.

Funkcija y = cosx ima osobine
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• ima domen R;

• strogo rastu�a je na svakom intervalu [−π + 2kπ, 2kπ], k ∈ Z a strogo
opadaju�a na svakom intervalu [2kπ, π + 2kπ], k ∈ Z;

• parna je;

• periodiqna sa periodom 2π;

• ograniqena je, odozdo sa −1, odozgo sa 1.

Grafik 12: Tangens i kotangens.

U osnovne elementarne funkcije se ubrajaju i funkcije y = tgx = sinx
cosx

i
ctgx = cosx

sinx
.

Grafik 13: Funkcije y = arcsinx i y = arccosx.

Inverzne trigonometrijske funkcije y = arcsin x i y = arccos x imaju os-
obine koje su dobijene iz osobina sinusa i kosinusa. Funkcija y = arcsinx

• ima domen [−1, 1];

• strogo rastu�a je;

• neparna je;

• nije periodiqna;

• ograniqena je, odozdo sa −π
2
, odozgo sa π

2
.

Sliqno je za funkciju y = arccosx.
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5.1 Graniqna vrednost funkcije
Da bi definisali graniqnnu vrednost funkcije prvo definixemo taqke u
kojima ona mo�e da se odre�uje.

Definicija 5.1. Taqka x ∈ R je taqka nagomilavaǌa skupa A ako

(∀ε > 0)(∃a ∈ A)|x− a| < ε.

Definicija 5.2. Neka je f : A → R data funkcija i x0 taqka nagomilavaǌa
skupa A. Tada graniqna vrednost funkcije f kada x te�i x0 se definixe sa

lim
x→x0

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Grafik 14: Graniqna vrednost funkcije.

Taqka x0 mora da bude taqka nagomilavaǌa da bi postojale taqke skupa A
na rastojaǌu maǌem od svakog δ do taqke x0, u suprotnom svaki broj b ∈ R bi
mogao da bude graniqna vrednost funkcije f kada x te�i x0.

Primer 5.1. Dokazati da je lim
x→1

x2−1
x−1

= 2.

Rexeǌe: Za x 6= 1, f(x) = x + 1. Neka je ε > 0 proizvoǉno. Tada, za δ = ε i
sve x ∈ R takve da je x 6= 1 i |x−1| < ε va�i |f(x)−2| = |x+ 1−2| = |x−1| < ε.4

Definicija 5.3. Neka je f : A → R data funkcija i x0 taqka nagomilavaǌa
skupa A. Tada

lim
x→x0

f(x) =∞⇔ (∀M > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)|x− x0| < δ ⇒ f(x) > M.

Primer 5.2. Dokazati da je lim
x→0

1
x2

=∞.
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Rexeǌe: Neka je M > 0 proizvoǉno tada za δ = 1√
M

i sve x ∈ R takve da je
|x− 0| = |x| < 1√

M
va�i

f(x) =
1

x2
>

1

( 1√
M

)2
= M.

4

Definicija 5.4. Neka skup A nije ograniqen odozgo i neka je f : A → R data
funkcija. Tada

lim
x→∞

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃M > 0)(∀x ∈ A)x > M ⇒ |f(x)− b| < ε;

lim
x→∞

f(x) =∞⇔ (∀N > 0)(∃M > 0)(∀x ∈ A)x > M ⇒ f(x) > N.

Primer 5.3. Dokazati da je lim
x→∞

arctgx = π
2
.

Grafik 15: Graniqna vrednost kada x→∞.

Rexeǌe: Neka je ε > 0. Tada za M = tg(π
2
− ε) i sve x > M va�i

arctgx > arctg

(
tg

(
π

2
− ε
))

=
π

2
− ε

xto dokazuje da je
π

2
− arctgx < ε.

4
Kada ne postoje graniqne vredosti funkcije mogu da postoje tzv. levi

odnosno desni limes. Za ǌihovo definisaǌe potrebno je da skup A sadr�i
taqku dovoǉno blisku taqki x0 sa leve odnosno desne strane kao xto se vidi
iz slede�e definicije.

Definicija 5.5. Neka je f : A→ R data funkcija. Tada

lim
x→x0−

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)x ∈ (x0 − δ, x0, ) < δ ⇒ |f(x)− b| < ε,

lim
x→x0+

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)x ∈ (x0, x0 + δ) < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Definicija 5.6. Neka je f : A→ R data funkcija. Tada

lim
x→x0−

f(x) =∞⇔ (∀M > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)x ∈ (x0 − δ, x0) < δ ⇒ f(x) > M.

Analogno se definixu ostale graniqne vrednosti.
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Grafik 16: Grafik funkcije y = sgnx.

Primer 5.4. Dokazati da je lim
x→0+

sgnx = 1 i lim
x→0−

sgnx = −1.

Rexeǌe: Neka je ε > 0, tada postoji δ = 1 tako da za sve x ∈ (0− 1, 1) va�i

|sgnx− (−1)| = | − 1 + 1| = 0 < ε.

4

Primer 5.5. Dokazati da je lim
x→0+

1
x

=∞ i lim
x→0−

1
x

= −∞.

Rexeǌe: Neka je M > 0. Tada za δ = 1
M

i sve x takve da je 0 < x < 1
M

va�i

f(x) =
1

x
≥ 1

1
M

= M.

4

6 Osobine graniqne vrednosti
Graniqna vrednost funkcije i graniqna vrednost niza imaju iste oznake.
Sada navodimo teoremu kojom �emo da pove�emo ova dva pojma koja �e da
nam omogu�i da sve osobine graniqne vrednosti nizova generalizujemo na
analogne osobine graniqne vrednosti funkcija.

Grafik 17: Graniqna vrednost funkcije preko limesa nizova.
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Teorema 6.1. (Limes funkcije preko limesa nizova) Neka je f : A → R i x0

taqka nagomilavaǌa skupa A. Tada lim
x→x0

f(x) = b akko za svaki niz (xn) taqaka

skupa A takav da je lim
n→∞

xn = x0 va�i da je lim
n→∞

f(xn) = b.

Dokaz:(⇒) Neka je lim
x→x0

f(x) = b i neka je (xn) takav da je lim
n→∞

xn = x0. Doka�imo

da je lim
n→∞

f(xn) = b. Neka je ε > 0 proizvoǉno. Tada, po definiciji graniqne

vrednosti funkcije, postoji δ > 0 tako da iz |x− x0| < δ sledi |f(x)− b| < ε.

Za ovo δ, po definiciji graniqne vrednosti niza, postoji n0 ∈ N tako da
za sve n > n0 je |xn − x0| < δ. Tada je i |f(xn)− b| < ε za sve n > n0.

(⇐) Pretpostavimo da je slika svakog niza koji te�i ka x0 funkcijom f niz
koji te�i ka b. Pretpostavimo da nije lim

x→x0
f(x) = b. Negacijom definicije

graniqne vrednosti funkcije dobijamo

(∃ε)(∀δ > 0)(∃x ∈ A)|x− x0| < δ ∧ |f(x)− b| ≥ ε.

Tada za δ = 1
n
postoji xn ∈ A tako da |xn − x0| < 1

n
i |f(xn)− b| ≥ ε za sve n ∈ N.

Kako 1
n
te�i nuli, niz (xn) te�i ka x0 a f(xn) je na rastojaǌu ve�em od ε do

b pa ne mo�e da te�i ka b xto nas dovodi do kontradikcije.

Posledica 6.1. Ako postoji, graniqna vrednost funkcije je jedinstvena.

Dokaz: Ako je lim
x→x0

f(x) = a i lim
x→x0

f(x) = b gde je a 6= b, tada za proizvoǉan niz

(xn) koji te�i ka x0, po prethodnoj teoremi niz ǌegovih slika f(xn) te�i ka
a i ka b xto nije mogu�e jer smo dokazali da je graniqna vrednost realnih
nizova jedinstvena. 2

Dokazi slede�ih tvr�eǌa su analogni i ne�emo ih sve navoditi.

Posledica 6.2. (Teorema o ukǉexteǌu) Neka su f, g, h : A→ R date funkcije i
x0 taqka nagomilavaǌa skupa A. Neka postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ A takve
da je |x− x0| < δ va�i f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) i neka je lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
h(x) = b. Tada

je i lim
x→x0

g(x) = b.

Posledica 6.3. Neka su f, g funkcije definisane na skupu A sa taqkom nagomila-
vaǌa x0. Neka je lim

x→x0
f(x) = a, lim

x→x0
g(x) = b. Tada je

• lim
x→x0

(
f(x) + g(x)

)
= a+ b;

• lim
x→x0

f(x)g(x) = ab;

• lim
x→x0

f(x)
g(x)

= a
b
, b 6= 0.

Dokaz: Radi ilustracije, dokaza�emo drugo tvr�eǌe. Neka lim
x→x0

f(x) = a,

lim
x→x0

g(x) = b. Tada, za svaki niz (xn) koji te�i ka x0 za niz ǌegovih slika
va�i

lim
n→∞

f(xn)g(xn) = lim
n→∞

f(xn) lim
n→∞

g(xn) = ab.

Na osnovu prve teoreme odeǉka, lim
x→x0

f(x)g(x) = ab. 2

Ako neka relacija va�i za graniqne vrendosti funkcija kada x→ x0, ista
relacija me�u vrednostima funkcija va�i na nekoj okolini taqke x0 kao xto
ilustruje slede�e tvr�eǌe.
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Teorema 6.2. Neka f, g : A → R i x0 taqka nagomilavaǌa skupa A. Neka je
lim
x→x0

f(x) = a i lim
x→x0

g(x) = b i neka je a < b. Tada postoji δ > 0 tako da za sve

x ∈ A takve da je |x− x0| < δ va�i f(x) < g(x).

Grafik 18: Lokalno upore�ivaǌe funkcija.

Dokaz: Neka je ε = b−a
2
. Tada, po definiciji graniqne vrednosti funkcije

(∃δ1)(∀x ∈ A)|x− x0| < δ1 ⇒ |f(x)− a| < ε,

(∃δ2)(∀x ∈ A)|x− x0| < δ2 ⇒ |g(x)− b| < ε,

tada za δ = min{δ1, δ2} i sve x ∈ A takve da je |x− x0| < δ

f(x) < a+ ε = b− ε < g(x).

2

Na slede�u posledicu �emo vixe puta da se pozivamo u nastavku te stoga
i adekvatno ime.

Posledica 6.4. (Bitna) Neka je f : A → R, x0 taqka nagomilavaǌa skupa A i
lim
x→x0

f(x) = a. Tada ako je i a < b postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ A takve da je

|x− x0| < δ va�i f(x) < b.

Radi dokaza, dovoǉno je u prethodnoj teoremi za funkciju g uzeti kon-
stantnu funkciju g(x) = b za sve x ∈ A.

Teorema 6.3. Ako je f : A → R, x0 taqka nagomilavaǌa skupa A i lim
x→x0

f(x) = b

gde je |b| <∞, tada postoji δ > 0 tako da je f ograniqena na (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A.

Primer 6.1. Dokazati da lim
x→0

sin 1
x
ne postoji.

Rexeǌe: Neka je b ∈ [−1, 1] proizvoǉno. Uoqimo niz

xn =
1

arcsin b+ 2nπ
.

Tada lim
n→∞

xn = 0 i

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

sin
1
1

arcsin b+2nπ

= lim
n→∞

sin(arcsin b+ 2nπ) = sin arcsin b = b.

Dakle, graniqna vrednost funkcije f kada x te�i nuli mo�e da bude b. Kako
je b bilo proizvoǉno a graniqna vrednost funkcije je jednistvena, zakǉuqu-
jemo da data graniqna vrednost ne postoji. 4
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Teorema 6.4. (Smena promenǉive) Neka su f : A → B i g : B → R realne
funkcije, x0 taqka nagomilavaǌa skupa A, y0 taqka nagomilavaǌa skupa B. Neka
je lim

x→x0
f(x) = y0 i lim

y→y0
g(y) = b. Tada postoji lim

x→x0
g
(
f(x)

)
i va�i

lim
x→x0

g
(
f(x)

)
= lim

y→y0
g(y) = b.

Dokaz: Neka je ε > 0. Tada postoji δ tako da iz |y− y0| < δ sledi |g(y)− b| < ε.
Za dobijeno δ, postoji δ0 > 0 tako da iz |x− x0| < δ0 sledi |f(x)− y0| < δ. Tada
je |g

(
f(x)

)
− b| < ε xto kompletira dokaz. 2

6.1 Neprekidnost funkcija
Sada analiziramo verovatno najbitniji koncept celokupne teorije, koncept
neprekidnosti.

Definicija 6.1. Neka je f : A→ R i x0 ∈ A taqka nagmilavaǌa. Ka�emo da je
f neprekidna u taqki x0 ako je

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ako je f neprekidna u svakoj taqki skupa A tada ka�emo da je funkcija f
neprekidna na A i pixemo f ∈ C(A).

Ako uvedemo smenu x − x0 = ∆x va�i da ∆x → 0 akko x → x0. Tada f je
neprekidna u taqki x0 akko je

f(x0) = lim
x→x0

f(x) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)⇔ lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

)
= 0.

Ako uvedemo oznaku ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) tada neprekidnost funkcije f u
taqki x0 je ekvivalentna graniqnoj vrednosti

lim
∆x→0

∆y = 0.

U prethodnom limesu se vidi suxtina neprekidnosti funkcije, male pro-
mene slika odgovaraju dovoǉno malim promenama orginala ili, kod nepreki-
dnih funkcija, ako promena orginala te�i nuli i promena slika te�i nuli.

Primer 6.2. Svaka funkcija y = kx+ n je neprekidna na R.

Zaista: Za proizvoǉno x0 ∈ R lim
x→x0

(kx+ n) = k lim
x→x0

x+ n = kx0 + n. 4

Primer 6.3. Svaka funkcija f(x) = xn, n ∈ N je neprekidna na R.

Rexeǌe: Za proizvoǉno x0 ∈ R va�i

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

xn = ( lim
x→x0

x)n = xn0 = f(x0).

4

Teorema 6.5. Svaka elementarna funkcija je neprekidna na svom domenu.
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Dokaz: Proveri�emo neprekidnost nekoliko osnovnih elementarnih funkcija.

Stepena funkcija, f(x) = xα. Prisetimo se da se u najopxtijem sluqaju za
proizvoǉno α stepena funkcija definixe pomo�u niza racionalnih brojeva
(qn) koji konvergira ka α sa

xα = lim
n→∞

xqn

Tada, za proizvoǉno x0 ≥ 0,

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

xα = lim
x→x0

lim
n→∞

xqn = lim
n→∞

lim
x→x0

xqn

Ako pretpostavimo da je xqn neprekidna (jeste kao kompoziicija neprekidnih)
dobijamo

lim
x→x0

f(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

xqn = lim
n→∞

xqn0 = xα0 = f(x0).

Za eksponencijalnu funkciju f(x) = ax raqunamo limes

lim
∆x→0

∆f = lim
∆x→0

(ax+∆x − ax) = ax lim
∆x→0

(a∆x − 1) = 0.

Za logaritamsku funkciju f(x) = ln x

lim
∆x

∆f = lim
∆x→0

(
ln(x+ ∆x)− lnx

)
= lim

∆x→0
ln
x+ ∆x

x
= lim

∆x→0
ln

(
1 +

∆x

x

)
= ln 1 = 0.

U nastavku �e da bude dokazano da je inverzna funkcija neprekidne funkcije
tako�e neprekidna. 2

Definicija 6.2. Taqka x0 ∈ A je taqka prekida funkcije f : A→ R ako funckija
nije neprekidna u taqki x.

Praktiqno, taqka x0 je taqka prekida funkcije f akko lim
x→x0

f(x) ne postoji

ili je razliqit od f(x0).

Definicija 6.3. Taqka prekida x0 ∈ A funkcije f : A→ R je

• prekid prve vrste ako su limesi lim
x→x0+

f(x) i lim
x→x0−

f(x) konaqni, specijalno,

prekid prve vrste je otkloǌiv ako je

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x);

• prekid druge vrste ako bar jedan od limesa lim
x→x0+

f(x) i lim
x→x0−

f(x) ne postoji

ili nije konaqan.

Ako f : A→ R ima otkloǌiv prekid u taqki x0 tada mo�emo da definixemo
funkciju g : A→ R sa

g(x) =

{
f(x), x 6= x0,
lim

x→x0−
f(x), x = x0.

koja nema prekid u taqki x0.

Primer 6.4. U taqki x = 0 funkcija
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• f(x) = sgnx ima prekid prve vrste;

• f(x) = |sgnx| ima otkloǌiv prekid;

• f(x) = 1
x
ima prekid druge vrste;

• f(x) = sin 1
x
ima prekid druge vrste.

Primer 6.5. Funkcija f(x) = [x] ima u taqkama x ∈ Z prekide prve vrste.

6.2 Osobine neprekidnih funkcija
Teorema 6.6. Neka su f, g : A→ R neprekidne u taqki x0. Tada su funkcije f +g,
fg, f

g
(g(x0) 6= 0) neprekidne u taqki x0.

Teorema 6.7. Neka je f : A → B neprekidna u taqki x0 a g : B → R neprekidna
u f(x0). Tada je g ◦ f : A→ R neprekidna u x0.

Dokaz: Neka je lim
x→x0

f(x) = f(x0) i lim
y→f(x0)

g(y) = g
(
f(x0)

)
. Tada je po teoremi o

smeni promenǉive

lim
x→x0

g
(
f(x)

)
= lim

y→f(x0)
g(y) = g

(
f(x0)

)
xto dokazuje da je g ◦ f neprekidna u taqki x0. 2

Teorema 6.8. (Bolcano-Koxijeva teorema o me�uvrednosti) Neka je funkcija
f : [a, b]→ R neprekidna i neka je f(a)f(b) < 0. Tada postoji c ∈ (a, b) tako da je
f(c) = 0. Specijalno, za svako β koje je izme�u f(a) i f(b) postoji c ∈ (a, b) tako
da je f(c) = β.

Dokaz: Neka je f(a) < 0 a f(b) > 0. Uoqimo skup A = {x ∈ [a, b] | f(x) < 0}.
Tada, a ∈ A pa, skup A je neprazan i ograniqen odozgo (sa b), xto znaqi da
postoji c = supA. Doka�imo da c ∈ (a, b).

Grafik 19: Bolcano-Koxijeva teorema o me�uvrednosti.
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Prvo, ako je c = a kako je f neprekidna u a tj va�i lim
x→a

f(x) = f(a) < 0 po

va�noj posledici, postoji δ > 0 tako da je f(x) < 0 za sve x ∈ [a, a + δ]. To
znaqi da je [a, a+ δ] ⊆ A pa, supA > a+ δ = c+ δ xto nije mogu�e jer c = supA.

Drugo, ako je c = b kako je f neprekidna u b to znaqi da je lim
x→b

f(x) = f(b) > 0.

Opet, po va�noj posledici, postoji δ > 0 tako da je f(x) > 0 za sve x ∈ [b− δ, b].
To znaqi da je [b − δ, b] ∩ A = ∅ pa, supA < b − δ = c − δ xto nije mogu�e jer
c = supA.

Doka�imo sada da je f(c) = 0. Koristi�emo sliqne argumente kao u
prethodna dva sluqaja. Neka je f(c) < 0, kako je f neprekidna u c tj va�i
lim
x→c

f(x) = f(c) < 0 pa po va�noj posledici, postoji δ > 0 tako da je f(x) < 0 za

sve x ∈ [c − δ, c + δ]. To znaqi da je [c − δ, c + δ] ⊆ A pa, supA > c + δ xto nije
mogu�e jer c = supA.

Sliqno se dokazuje da f(c) > 0 nije mogu�e (kao drugi sluqaj).

Sada, ako je f(a) < β < f(b), za funkciju g(x) = f(x) − β va�i g(a) < 0,
g(b) > 0, pa, na osnovu ve� dokazanog, postoji c ∈ (a, b) tako da je g(c) = 0 tj.
f(c)− β = 0 pa je f(c) = β. 2

Primer 6.6. Dokazati da jednaqina x− cosx = 0 ima rexeǌa.

Rexeǌe: Uoqimo funkciju f(x) = x − cosx. Tada, f je neprekidna i za x < 1
je f(x) < 0 a za x > 1 je f(x) > 0. Tada, na osnovu prethodne teoreme, postoji
x ∈ (−1, 1) tako da je f(x) = 0 tj. data jednaqina ima rexeǌe. 4

Teorema 6.9. Svaka neprekidna i injektivna funkcija f : [a, b] → R je strogo
monotona. Tada, Rf je zatvoreni interval sa granicama f(a) i f(b).

Dokaz: Neka je, na primer, f(a) < f(b). Tada, za proizvoǉno x ∈ [a, b], ako je
f(x) < f(a) va�i da je f(x) < f(a) < f(b) pa, po Bolcano-Koxijevoj teoremi,
postoji c ∈ (x, b) tako da je f(c) = f(a) xto znaqi da f nije 1-1 jer c 6= a.

Ako je f(x) > f(b) tada f(a) < f(b) < f(x) pa, po Bolcano-Koxijevoj teoremi,
postoji c ∈ (a, x) tako da je f(c) = f(b) xto nije mogu�e jer f je 1-1 a c 6= b.

Tako�e, za svako α ∈
(
f(a), f(b)

)
, po Bolcano-Koxijevoj teoremi, postoji

c ∈ (a, b) tako da je f(c) = α. Otuda, Rf = {f(x) | x ∈ [a, b]} = [f(a), f(b)].

Neka postoje x1, x2 ∈ (a, b) tako da je x1 < x2 i f(x1) > f(x2). Tada, kako
smo pokazali da je f(a) < f(x2), sledi da je f(a) < f(x2) < f(x1) pa, opet po
Bolcano-Koxijevoj teoremi, postoji c ∈ (a, x1) tako da je f(c) = f(x2) i c 6= x2

xto nije mogu�e jer c 6= x2 a f je 1-1. 2

Teorema 6.10. (Neprekidnost inverzne funkcije) Ako je bijektivna funkcija
f : [a, b] → [c, d] neprekidna na [a, b] tada je ǌena inverzna funkcija f−1 : [c, d] →
[a, b] neprekidna na [c, d].

Dokaz: Prvo, kako je funkcija f : [a, b] → [c, d] injektivna i neprekidna, po
prethodnoj teoremi ona je strogo monotona. Pretpostavimo da je f strogo
rastu�a. Tada je i f−1 tako�e strogo rastu�a.

Neka je y0 ∈ [c, d], poka�imo da je lim
y→y0

f−1(y) = f−1(y0) = x0 po definiciji

graniqne vrednosti funkcije. Neka je ε > 0 proizvoǉno. Tada, kako je x0−ε <
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x0 < x0 + ε a funkcija f je rastu�a, sledi da je f(x0− ε) < y0 < f(x0 + ε). Neka
je δ > 0 tako da je

f(x0 − ε) < y0 − δ < y0 < y0 + δ < f(x0 + ε).

Tada, za svako y ∈ (y0 − δ, y0 + δ), kako je f−1 strogo rastu�a va�i da je

f−1
(
f(x0 − ε)

)
< f−1(y) < f−1

(
f(x0 + ε)

)
,

x0 − ε < f−1(y) < x0 + ε

tj. f−1(y) ∈ (x0 − ε, x0 + ε). 2

Teorema 6.11. (Vajerxtrasova teorema) Svaka funkcija f : [a, b]→ R je ograniqena
na [a, b] i postoje xm, xM ∈ [a, b] tako da je

max
x∈[a,b]

f(x) = f(xM), min
x∈[a,b]

f(x) = f(xm).

Grafik 20: Maksimum i minimum funkcije na [a, b].

Dokaz: Pretpostavimo da f nije ograniqena odozgo na [a, b]. Tada, postoji
x1 ∈ [a1, b1] = [a, b] tako da je f(x1) > 1. Ako prepolovimo interval [a, b] na
dva intervala iste du�ine, funkcija f ne�e da bude ograniqena na jednom
od ǌih jer ako bi bila ograniqena na oba intervala bila bi ograniqena na
ǌihovoj uniji xto nije mogu�e. Dakle postoji [a2, b2] ∈

{
[a1,

a1+b1
2

], [a1+b1
2
, b2]
}
i

x2 ∈ [a2, b2] tako da je f(x2) > 2.

Ako nastavimo proces polovǉeǌa intervala, dobijamo niz intervala

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

gde je [an, bn] ∈
{

[an−1,
an−1+bn−1

2
], [an−1+bn−1

2
, bn−1]

}
([an, bn] je jedna polovina od

[an−1, bn−1]) i funkcija f nije ograniqena na [an, bn] pa, postoji xn ∈ [an, bn] tako
da je f(xn) > n.

Za nizove (an), (bn), (xn) va�i: (an) je monotono rastu�i i ograniqen odozgo,
(bn) je monotono opadaju�i i ograniqen odozdo i an ≤ xn ≤ bn. Na osnovu
teoreme o konvergenciji monotonih nizova, (an) i (bn) su konvergentni a kako
je

bn − an =
b− a

2n
⇒ lim

n→∞
bn − lim

n→∞
an = lim

n→∞

b− a
2n

= 0⇒ lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an = c ∈ [a, b].

Na osnovu teoreme o ukǉexteǌu

lim
n→∞

xn = c.
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Po teoremi o limesu funkcije preko limesa nizova,

f(c) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

n =∞

xto nije mogu�e jer data funkcija je neprekidna na [a, b] i tu dolazimo do
kontradikcije.

Dakle, funkcija f je ograniqena odozgo. Sliqno se dokazuje da je f
ograniqena odozdo.

Otuda, skup Rf = {f(x) | x ∈ [a, b]} je ograniqen pa postoji β = supRf i
α = infRf .

Tada, za svako n ∈ N kako β − 1
n
nije supremum skupa Rf , postoji xn ∈ [a, b]

tako da je β− 1
n
< f(xn) < β. Tada, ako je xM = lim

n→∞
xn, po teoremi o ukǉexteǌu

lim
n→∞

f(xn) = f(xM) = β. Dakle, β = f(xM) = maxRf xto je trebalo dokazati.

Sliqno se dokazuje da postoji xm ∈ [a, b] tako da je f(xm) = minRf . 2

Tvr�eǌe ne va�i ako interval na kojem je funkcija definisana nije zatvo-
ren i ograniqen. Na primer, funkcija f(x) = 1

x
nema maksimum ni mimimum

na (0,∞) a jeste neprekidna na ovom intervalu.

Posledica 6.5. Ako je f : [a, b]→ R neprekidna tada je Rf =
[

min
x∈[a,b]

f(x), max
x∈[a,b]

f(x)
]
.

Dakle, slika zatvorenog i ograniqenog intervala neprekidnom funkcijom
je zatvoren i ograniqen interval.

6.3 Neke znaqajne graniqne vrednosti.
Primer 6.7. Dokazati da je lim

x→0

sinx
x

= 1.

Rexeǌe: Doka�imo da je sinx ≤ x ≤ tgx za sve x ∈ (0, π
2
).

Grafik 21: Grafik iz dokaza.
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Ako je P1 trougao OAB, P2 povrxina kru�nog iseqka koji odgovara luku x a
P3 povrxina trougla OAC tada P1 ≤ P2 ≤ P3 i va�i P1 = sinx

2
, P2 = x

2
, P3 = tgx

2
.

Tako dobijamo da je
sinx ≤ x ≤ tgx

xto implicira da je
1

tgx
≤ 1

x
≤ 1

sinx

pa, kada prethodnu relaciju pomno�imo sa sinx, dobijamo

cosx ≤ sinx

x
≤ 1.

Kada pustimo da x → 0+ u prethodnoj relaciji, na osnovu teoreme o ukǉe-
xteǌu dobijamo

lim
x→0+

sinx

x
= 1.

Sliqno, ako je x ∈ (−π
2
, 0) tada 0 ≤ −x ≤ π

2
pa va�i relacija

cos(−x) ≤ sin(−x)

−x
≤ 1,

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

pa je opet na osnovu teoreme o ukǉexteǌu

lim
x→0−

sinx

x
= 1.

Dakle lim
x→0

sinx
x

= 1. 4

Primer 6.8. Dokazati da je lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e.

Rexeǌe: Koristimo poznatu graniqnu vrednost lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

Datu graniqnu vrednost dokazujemo pomo�u teoreme o graniqnij vredno-
sti funkcije preko graniqne vrednosti nizova. Neka je (xn) proizvoǉan niz
koji te�i beskonaqnosti. Tada, ako je mn = [xn] nizovi (mn) i (mn + 1) tako�e
te�e beskonaqnosti i va�i

lim
n→∞

(
1 +

1

mn

)mn
= lim

n→∞

(
1 +

1

mn + 1

)mn+1

= e.

Polazimo od nejednakosti

mn ≤ xn < mn + 1,

1 +
1

mn + 1
< 1 +

1

xn
≤ 1 +

1

mn

,(
1 +

1

mn + 1

)mn
<

(
1 +

1

xn

)xn
≤
(

1 +
1

mn

)mn+1

.
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Tada su graniqne vrednosti

lim
n→∞

(
1 +

1

mn + 1

)mn
=

lim
n→∞

(
1 + 1

mn+1

)mn+1

lim
n→∞

(
1 + 1

mn+1

) =
e

1
= e,

lim
n→∞

(
1 +

1

mn

)mn+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

mn

)mn
lim
n→∞

(
1 +

1

mn

)
= e · 1 = e,

pa, na osnovu teoreme o ukǉexteǌu

lim
n→∞

(
1 +

1

xn

)xn
= e.

4

Primer 6.9. Dokazati da je lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Rexeǌe: Ako u prethodnoj graniqnoj vrednosti uvedemo smenu 1
t

= x va�i
da x→∞ akko t→ 0 pa dobijamo

e = lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

t→0
(1 + t)

1
t .

4

Primer 6.10. Dokazati da je lim
x→0

loga(1+x)
x

= loga e.

Rexeǌe: Prisetimo se da je logaritamska funkcija neprekidna. Tada

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0
loga(1 + x)

1
x = loga lim

x→0
(1 + x)

1
x = loga e.

4

Primer 6.11. Dokazati da je lim
x→0

ax−1
x

= ln a.

Rexeǌe: Ovde koristimo smenu ax − 1 = t, tada x = loga(t + 1) i va�i x → 0
akko t→ 0,

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t

loga(t+ 1)
=

1

lim
t→0

loga(t+1)
t

=
1

loga e
= loge a = ln a.

4

Primer 6.12. Dokazati da je lim
x→0

(1+x)α−1
x

= α.

Rexeǌe: Ovde primeǌujemo transformaciju

(1 + x)α = eα ln(1+x).

Tada:

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

x

α ln(1 + x)

α ln(1 + x)
= α lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
lim
x→0

ln(1 + x)

x
.

Znamo da je lim
x→0

ln(1+x)
x

= ln e = 1, za levu graniqnu vrednost na kraju uvodimo

smenu t = α ln(1 + x), tada x → 0 akko t → 0 i graniqna vrednost postaje
lim
t→0

et−1
t

= ln e = 1. Tako dokazujemo da je lim
x→0

(1+x)α−1
x

= α. 4
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Primer 6.13. Ako je lim
x→x0

f(x) = a > 0 i lim
x→x0

g(x) = b tada je lim
x→x0

f(x)g(x) = ab.

Rexeǌe: Va�i da je

lim
x→x0

ln f(x) = ln lim
x→x0

f(x) = ln a

jer je logaritamska funkcija neprekidna. Tako�e

lim
x→x0

g(x) ln f(x) = lim
x→x0

g(x) lim
x→x0

ln f(x) = b ln a.

Tada, kako je eksponencijalna funkcija neprekidna

lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f(x) = e
lim
x→x0

g(x) ln f(x)
= eb ln a = (eln a)b = ab.

4
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7 Diferencijalni raqun realnih funkcija
Neke funkcije lokalno liqe na prave y = kx+ n. Kako osobine pravih zavise
iskǉuqivo od koeficijenta k, u praksi je vrlo korisno znati ove koefi-
cijente za funkcije koje se lokalno ponaxaju kao prave. Koeficijent k je
zapravo tangens ugla ϕ koji prava zaklapa sa x−osom. Navedenu pravu koja
dodiruje grafik funkcije nazivamo tangenta.

Grafik 22: Tangenta na grafik funkcije.

Neka je f : A → R i neka x0 ∈ A. Da bi odredili koeficijent k tangente
na grafik funkcije f , neka je ∆x tako da x+ ∆x ∈ A. Tada ako je ϕ0 ugao koji
hipotenuza pravouglog trougla sa slike ispod zaklapa sa x−osom, va�i da
je

tgϕ0 =
f(x0 + ∆x)− f(x0)

x0 + ∆x− x0

=
∆y

∆x

i, xto je najbitnije, ϕ0 → ϕ kada ∆x→ 0.

Grafik 23: Definicija izvoda.

Motivisani prethodnim, uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 7.1. Neka f : A→ R i x0 ∈ A. Ako postoji

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆x

tada ka�emo da funkcija f ima prvi izvod u taqki x0 i obele�avamo ga sa

y′ = f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.
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Primer 7.1. Odrediti prve izvode elementarnih funkcija:

1. y = c, c ∈ R;

2. y = xα, α ∈ R;

3. y = ax, a > 0, a 6= 1;

4. y = sinx;

5. y = cosx.

Rexeǌe: Za odre�ivaǌe prvih izvoda datih funkcija, korisimo graniqne
vrednosti iz prethodnog odeǉka.

1. Za f(x) = c

c′ = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

c− c
∆x

= 0.

2. Za f(x) = xα

(xα)′ = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

(x+ ∆x)α − xα

∆x
= xα−1 lim

∆x→0

(
1 + ∆x

x

)α − 1
∆x
x

Ovde uvodimo smenu ∆x
x

= t, tada ∆x → 0 akko t → 0 (za x 6= 0). Tako
dobijamo

(xα)′ = xα−1 lim
t→0

(1 + t)α − 1

t
= xα−1α.

3. Za f(x) = ax

(ax)′ = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
= ax lim

∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax ln a.

Specijalno (ex)′ = ex.

4. Za f(x) = sinx,

sin′ x = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

sin(x+ ∆x)− sinx

∆x

ovde koristimo trigonometrijski identitet

sinα− sin β = 2 cos
α + β

2
sin

α− β
2

i neprekidnost funkcije cosx. Tako dobijamo

sin′ x = lim
∆x→0

2 cos x+∆x+x
2

sin x+∆x−x
2

∆x
= lim

∆x→0
cos

(
x+

∆x

2

)
lim

∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

= cosx·1 = cos x.

U posledǌim graniqnim vrednostima koristili smo smenu ∆x
2

= t.

5. Sliqno se dokazuje da je (cosx)′ = − sinx transformacijom zbira kosinusa
u proizvod sinusa i kosinusa. 4
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Primer 7.2. Ispitati da li funkcije f(x) = 3
√
x i f(x) = |x| imaju izvode u

svakoj taqki.

Rexeǌe: Prvo, za funkciju f(x) = x
1
3 i sve x 6= 0 va�i

( 3
√
x)′ =

(
x

1
3

)′
=

1

3
x

1
3
−1 =

1

3
x−

2
3 =

1

3
3
√
x2
.

Za x = 0 graniqnu vrednost moramo da raqunamo po definiciji.

f ′(0) = lim
∆x→0

3
√

0 + ∆x− 3
√

0

∆x
= lim

∆x→0

1
3
√

∆x2
=∞.

Dakle, f ′(0) ne postoji.

Drugo, za funkciju f(x) = |x| i sve x 6= 0, ako je x < 0, f(x) = −x pa je
f ′(x) = −1 a ako je x > 0, f(x) = x pa f ′(x) = 1. Za x = 0 izvod moramo da
raqunamo po definiciji tj.

f ′(0) = lim
∆x→0

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→0

∆x sgn∆x

∆x
= lim

∆x→0
sgn∆x.

Dokazali smo da posledǌa graniqna vrednost ne postoji xto znaqi da ne
postoji izvod f ′(0). 4

Primetimo da, iako je f(x) = |x| neprekidna u nuli, ona me mora da ima
izvod u nuli.

Teorema 7.1. Ako funkcija f : A → R ima izvod u taqki x0 ∈ A, tada je ona
neprekidna u taqki x0.

Dokaz: Neka je lim
∆x→0

f(x0+∆x)−f(x0)
∆x

= f ′(x0) gde je |f ′(x0)| <∞.

Funkcija je neprekidna u taqki x0 ako je lim
x→x0

f(x) = f(x0) a ako uvedemo

smenu x = x0 + ∆x (tada x→ x0 akko ∆x→ 0) prethodna graniqna vrednost je
ekvivalentna sa

lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

)
= 0.

Ako potra�imo posledǌi limes dobijamo

lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

)∆x

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
lim

∆x→0
∆x = f ′(x0) · 0 = 0

xto dokazuje neprekidnost funkcije f u taqki x0 2

7.1 Levi i desni izvod
Sliqno levoj i desnoj graniqnoj vrednosti funkcije, mo�e da se definixe i
analizira levi i desni izvod funkcije.

Definicija 7.2. Neka je f : A→ R i x ∈ A. Ako postoji

• lim
∆x→0−

f(x0+∆x)−f(x0)
∆x

= f ′−(x0) ǌega nazivamo levi izvod funkcije f u taqki x0;

• lim
∆x→0+

f(x0+∆x)−f(x0)
∆x

= f ′+(x0) nazivamo ga desni izvod funkcije f u taqki x0.
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Teorema 7.2. Funkcija ima izvod u nekoj taqki akko ona ima levi i desni izvod
u toj taqki koji su jednaki.

Primer 7.3. Odrediti f ′−(0) i f ′+(0) funkcije f(x) = |x|.

Rexeǌe:

f ′−(0) = lim
∆x→0−

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0−

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→0−

sgnx = lim
∆x→0−

−1 = −1,

f ′+(0) = lim
∆x→0+

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0+

|0 + ∆x| − |0|
∆x

= lim
∆x→0+

sgnx = lim
∆x→0+

1 = 1.

Otuda, na osnovu prethodne teoreme, f(x) = |x| nema izvod za x = 0. 4

7.2 Diferencijal funkcije
Definicija 7.3. Funkcija f : A → R je diferencijabilna u taqki x0 ∈ A ako
postoji f ′(x0) i |f ′(x0)| < ∞. Ako je funkcija diferencijabilna u svakoj taqki
skupa A, tada ka�emo da je f diferencijabilna na A i pixemo f ∈ D(A).

Neka je f diferencijabilna u taqki x0, tada

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
− f ′(x0) = α(∆x)

gde je
lim

∆x→0
α(∆x) = 0.

To znaqi da priraxtaj (razlika vrednosti funkcije u takama x0 + ∆x i x0)
funkcije f u taqki x0 mo�e da se predstavi sa

f(x0 + ∆x)− f(x0) = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x

odnosno jednak je zbiru linearne funkcije df(∆x) = f ′(x0)∆x (sa koeficijen-
tom f ′(x0)) i fukcije ϕ(∆x) = α(∆x)∆x takve da je

lim
∆x→0

ϕ(∆x)

∆x
= 0.

Grafik 24: Diferencijal funkcije.

Definicija 7.4. Linearna funkcija df(∆x) = f ′(x0)∆x se naziva diferencijal
funkcije f u taqki x0.
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Diferencijal funkcije ima xiroku primenu u matematiqkoj teoriji ali
na ovom kursu ta tvr�eǌa ne�emo navoditi.

Teorema 7.3. (Aritmetiqke operacije i izvod) Ako su funkcije f, g : A → R
diferencijabilne u taqki x ∈ A, tada su f +g, fg, f

g
(g(x) 6= 0) diferencijabilne

u taqki x i va�i

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x);

2. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

3.
(
f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)

Dokaz: Neka lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x

i lim
∆x→0

g(x+∆x)−g(x)
∆x

postoje i konaqni su. Kako f i
g imaju izvode u x one su neprekidne u x.

1. Za funkciju f + g

(f + g)′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x) + g(x+ ∆x)−
(
f(x) + g(x)

)
∆x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
+ lim

∆x→0

g(x+ ∆x)− g(x)

∆x
= f ′(x) + g′(x).

2. Za funkciju fg

(fg)′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x+ ∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x+ ∆x)− f(x)g(x) + f(x+ ∆x)g(x)− f(x+ ∆x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)
(
g(x+ ∆x)− g(x)

)
+ g(x)

(
f(x+ ∆x)− f(x)

)
∆x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x) lim
∆x→0

g(x+ ∆x)− g(x)

∆x
+ g(x) lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
=f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).

3. Za funkciju f
g
mo�e da se izvede sliqan dokaz kao za funkciju fg. 2

Posledica 7.1. Ako je funkcija f : A → R diferencijabilna u x ∈ A tada za
proizvoǉno c ∈ R va�i

(cf)′(x) = c f ′(x).

Zaista: Ako primenimo prethodnu teoremu

(cf)′(x) = c′ f + c f ′ = 0 f + c f ′ = c f ′.

2

Posledica 7.2. Ako su f, g : A→ R diferencijabilne u x tada je za proizvoǉne
α, β ∈ R funkcija αf + βg diferencijabilna u x i va�i

(αf + βg)′(x) = α f ′(x) + β g′(x).
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Zaista: Ako primenimo prethodna dva tvr�eǌa

(αf + βg)′(x) = (αf)′(x) + (βg)′(x) = αf ′(x) + βg′(x).

2

Primer 7.4. Izraqunati tg′(x) i ctg′(x).

Rexeǌe: Primeni�emo formulu za izvod koliqnika.

tg′(x) =

(
sinx

cosx

)′
=

sin′ x cosx− cos′ x sinx

cos2 x
=

cos2 + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
,

Analogno ctg′(x) = −1
sin2 x

. 4

7.3 Izvod slo�ene funkcije, izvod inverzne funkcije
Teorema 7.4. (Izvod slo�ene funkcije) Ako je f : A→ B diferencijabilna u x
a g : B → R diferencijabilna u f(x), tada je g ◦ f : A→ R diferencijabilna u x
i va�i

(g ◦ f)′(x) = g′
(
f(x)

)
f ′(x)

Dokaz: Neka postoje lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x

= f ′(x) i lim
∆y→0

g
(
f(x)+∆x

)
−g
(
f(x)
)

∆y
= g′

(
f(x)

)
.

Tada, (
g
(
f(x)

))′
= lim

∆x→0

g
(
f(x+ ∆x)

)
− g
(
f(x)

)
∆x

· f(x+ ∆x)− f(x)

f(x+ ∆x)− f(x)

= lim
∆x→0

g
(
f(x+ ∆x)

)
− g
(
f(x)

)
f(x+ ∆x)− f(x)

lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Za levu graniqnu vrednost uvodimo smenu f(x + ∆x) − f(x) = ∆y tada, zbog
neprekidnosti funkcije f u taqki x (koja je neprekidna jer ima izvod) iz
∆x→ 0 sledi ∆y → 0. Ako je y = f(x), f(x+ ∆x) = y + ∆y. Tako dobijamo(

g
(
f(x)

))′
= lim

∆y→0

g
(
y + ∆y)− g(y)

∆y
lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x

=g′(y) f ′(x) = g′
(
f(x)

)
f ′(x).

2

Primer 7.5. Dokazati da je za g(x) 6= 0,
(
f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)
.

Rexeǌe: Koliqnik f
g
(x) mo�e da se predstavi kao proizvod f(x)1

g
(x). Otuda,

ako iskoristimo formulu za izvod proizvoda, da bi odredili izvod koli-
qnika dovoǉno je da znamo izvod funkcije 1

g
(x). Funkcija 1

g
(x) je kompozicija

h ◦ g(x) gde je h(x) = 1
x
. Kako je h′(x) = −1

x2
dobijamo(

1

g
(x)

)′
=
(
h ◦ g(x)

)′
= h

(
g(x)

)
g′(x) =

−1

g2(x)
g′(x) = − g

′(x)

g2(x)
.

Tada,(
f

g
(x)

)′
= f ′(x)

1

g(x)
+f(x)

(
1

g
(x)

)′
=
f ′(x)

g(x)
+f(x)

(
− g

′(x)

g2(x)

)
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

4
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Teorema 7.5. (Izvod inverzne funkcije) Ako bijektivna funkcija f : A→ B ima
izvod razliqit od nule u taqki x ∈ A, tada ǌena inverzna funkcija f−1 : B → A
ima izvod u taqki y = f(x) i va�i:(

f−1(y)
)′

=
1

f ′(x)
.

Dokaz: Neka postoji lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x

= f ′(x) 6= 0. Odredimo izvod

(
f−1(y)

)′
= lim

∆y→0

f−1(y + ∆y)− f−1(y)

∆y
=

1

lim
∆y→0

∆y
f−1(y+∆y)−f−1(y)

Ovde uvodimo smenu f−1(y+∆y)−f−1(y) = ∆x. Kako je f−1 neprekidna u y (jer
f je neprekidna u x) iz ∆y → 0 sledi ∆x→ 0. Kada na jednakost f−1(y+ ∆y) =
∆x + x primenimo funkciju f dobijamo ∆y = f(x + ∆x)− y = f(x + ∆x)− f(x).
Tako dobijamo (

f−1(y)
)′

=
1

lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x

=
1

f ′(x)
.

2

Iz prethodne teoreme sledi formula(
f−1(x)

)′
=

1

f ′
(
f−1(x)

) .
Primer 7.6. Odrediti izvode slede�ih funkcija

1. y = loga x, x > 0, a > 0 , a 6= 1;

2. y = arcsinx, x ∈ (−1, 1);

3. y = arccosx, x ∈ (−1, 1);

4. y = arctgx, x ∈ R;

5. y = arcctgx x ∈ R.

Rexeǌe: Primenom prethodne formule lako dobijamo tra�ene izvode.

1. Za funkciju f−1(x) = loga x, f(x) = ax, f ′(x) = ax ln a(
f−1(x)

)′
=

1

f ′
(
f−1(x)

) =
1

aloga x ln a
=

1

x ln a
.

2. Za funkciju f−1(x) = arcsin x, f(x) = sinx, f ′(x) = cos x(
f−1(x)

)′
=

1

f ′
(
f−1(x)

) =
1

cos(arcsinx)
=

1√
1− sin2 arcsinx

=
1√

1− x2
.

3. Analogno prethodnom sluqaju

arccos′ x =
−1√

1− x2
.
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4. Za funkciju f−1(x) = arctgx, f(x) = tgx, f ′(x) = 1
cos2 x(

f−1(x)
)′

=
1

f ′
(
f−1(x)

) =
1
1

cos2(arctgx)

= cos2(arctgx) =
1

1 + tg2arctgx
=

1

1 + x2
.

Koristili smo trigonometrijski identitet cos2 x = 1
1+tg2x

.

4. Analogno prethodnom sluqaju

(arcctgx)′ =
−1

1 + x2
.

7.4 Izvodi vixeg reda
Ako funkcija f : A→ R ima izvod u svakoj taqki skupa B ⊆ A tada ǌen prvi
izvod mo�emo da posmatramo kao posebnu funkciju f ′ : B → R koja mo�e da
ima izvod u nekim taqkama skupa B.

Definicija 7.5. Ako funkcija f : A → R ima izvode u svim taqkama neke
okoline taqke x tada, drugi izvod funkcije f u taqki x definixemo sa

f ′′(x) =
(
f ′(x)

)′
= lim

∆x→0

f ′(x+ ∆x)− f ′(x)

∆x
.

Ako funkcija f (n−1) : B → R ima izvod u svim taqkama neke okoline taqke x,
tada n−ti izvod funkcije f u taqki x definixemo sa

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
.

Primer 7.7. Odrediti n−ti izvod funkcija

1. f(x) = xm;

2. f(x) = sinx;

3. f(x) = cos x;

4. f(x) = ax, a > 0, a 6= 1.

Rexeǌe: Odredimo vixe izvode po definiciji.

1. Za funkciju f(x) = xm

f(x) = xm

f ′(x) = m xm−1

f ′′(x) = m(m− 1) xm−2

f ′′′(x) = m(m− 1)(m− 2) xm−3

...

f (n)(x) =

 m(m− 1)(m− 2) · · ·
(
m− (n− 1)

)
xm−n n < m,

m! n = m,
0 n > m.
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2. Za funkciju f(x) = sin x;

f(x) = sin x;

f ′(x) = cos x;

f ′′(x) =− sinx;

f ′′′(x) =− cosx;

f (4)(x) = sin x;

...

Odakle dobijamo da je n−ti izvod ima ciklus po modulu 4 i mo�e da se
zapixe sa:

sin(n) x =


sinx, n ≡ 0 mod 4;
cosx, n ≡ 1 mod 4;
− sinx, n ≡ 2 mod 4;
− cosx, n ≡ 3 mod 4.

3. Za funkciju f(x) = cos x analogno prethodnom sluqaju dobijamo

cos(n) x =


cosx, n ≡ 0 mod 4;
− sinx, n ≡ 1 mod 4;
− cosx, n ≡ 2 mod 4;
sinx, n ≡ 3 mod 4.

4. Za funkciju f(x) = ax

f(x) =ax;

f ′(x) =ax ln a;

f ′′(x) =ax ln2 a;

f ′′′(x) =ax ln3 a;

...

f (n)(x) =ax lnn a.

Definicija 7.6. Ako funkcija f : A → R ima n−ti izvod na skupu A tada
ka�emo da je f n−puta diferencijabilna na A a ako je f (n) : A→ R neprekidna
funkcija tada ta�emo da je f n−puta neprekidno-diferencijabilna na A.

7.5 Osnovne teoreme diferencijalnog raquna
U ovom odeǉku navodimo takozvane teoreme o sredǌoj vrednosti, esencijalne
za daǉu teoriju.

Teorema 7.6. (Fermaova teorema) Neka funkcija f : [a, b]→ R u taqki c ∈ (a, b)
ima lokalni ekstremum (maksimum ili minimum na (c− δ, c+ δ) ⊆ (a, b)). Tada,
ako je f diferencijabilna u c va�i

f ′(c) = 0.
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Grafik 25: Ekstremumi diferencijabilne funkcije.

Dokaz: Neka f ima maksimum u c ∈ (a, b) na skupu (c− δ, c+ δ) ⊆ (a, b). Tada, za
svako ∆x tako da c+∆x ∈ (c−δ, c+δ) va�i f(c) ≥ f(c+∆x) pa je f(c+∆x)−f(c) ≤ 0.
Kako je po navedenoj teoremi f ′(c) = f ′+(c) = f ′−(c) dobijamo

f ′(c) = f ′+(c) = lim
∆x→0+

f(c+ ∆x)− f(c)

∆x
≤ 0

zato xto je u posledǌem izrazu brojilac negativan a imenilac pozitivan.
Tako�e

f ′(c) = f ′−(c) = lim
∆x→0−

f(c+ ∆x)− f(c)

∆x
≥ 0

zato xto su u posledǌem izrazu brojilac i imenilac negativni. Dakle 0 ≤
f ′(c) ≤ 0 pa je f ′(c) = 0 2

Teorema 7.7. (Rolova teorema) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna na [a, b] i dife-
rencijabilna na (a, b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji taqka c ∈ [a, b] tako da
je f ′(c) = 0.

Grafik 26: Rolova teorema.

Dokaz: Kako je f : [a, b] → R neprekidna, po Vajerxtrasovoj teoremi postoje
taqke xm, xM ∈ [a, b] u kojima funkcija dosti�e minimalnu i maksimalnu vre-
dnost na [a, b]. Ako se maksimum i minimum dosti�u na krajevima intervala
odnosno ako je {a, b} = {xm, xM} tada, kako je f(a) = f(b), za sve x ∈ [a, b] va�i

f(a) = f(xm) ≤ x ≤ f(xM) = f(a).

Tako dobijamo da je f(x) = f(a) za sve x ∈ [a, b] odnosno f je konstantna
funkcija pa je ǌen izvod jednak nuli u svakoj taqki intervala [a, b].

Ako bar jedna od taqaka xm, xM pripada unutraxǌosti intervala [a, b], na
primer, xm ∈ (a, b) tada, kako je f diferencijabilna na (a, b) ona je diferenci-
jabila u taqki xm koja je minimum funkcije pa, na osnovu Fermaove teoreme
f ′(xm) = 0. 2
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Teorema 7.8. (Lagran�eva teorema) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna na [a, b] i
diferencijabilna na (a, b). Tada postoji taqka c ∈ (a, b) tako da je

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Grafik 27: Lagran�eva teorema.

Dokaz: Uoqimo funkciju

F (x) =
(
f(x)− f(a)

)
(b− a)−

(
f(b)− f(a)

)
(x− a).

Tada, F (x) je neprekidna na [a, b] i diferencijabila na (a, b) i va�i

F (a) =
(
f(a)− f(a)

)
(b− a)−

(
f(b)− f(a)

)
(a− a) = 0,

F (b) =
(
f(b)− f(a)

)
(b− a)−

(
f(b)− f(a)

)
(b− a) = 0

tj. F (a) = F (b). Dakle, F ispuǌava uslove Rolove teoreme pa, postoji c ∈ (a, b)
tako da je F ′(c) = 0. Kako je F ′(x) = f ′(x)(b− a)−

(
f(b)− f(a)

)
dobijamo

0 = F ′(c) = f ′(c)(b− a)−
(
f(b)− f(a)

)
,

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

2

Teorema 7.9. (Koxijeva teorema) Neka su funkcije f, g : [a, b]→ R neprekidne na
[a, b], diferencijabinle na (a, b) i neka je g′(x) 6= 0 za sve x ∈ (a, b). Tada postoji
c ∈ (a, b) tako da je

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Dokaz: Prvo, funkcija g zadovoǉava uslove Lagran�eve teoreme pa

g(b)− g(a) = g′(c)(b− a).

Kako je b − a 6= 0 i po pretpostavci g′(c) 6= 0 za c ∈ (a, b) zakǉuqujemo da je
g(b)− g(a) 6= 0. Ovo nam omogu�ava da definixemo funkciju:

F (x) =
(
g(x)− g(a)

)f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
−
(
f(x)− f(a)

)
.
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Tada, funkcija F je neprekidna na [a, b], diferencijabilna na (a, b) i va�i

F (a) =
(
g(a)− g(a)

)f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
−
(
f(a)− f(a)

)
= 0,

F (b) =
(
g(b)− g(a)

)f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
−
(
f(b)− f(a)

)
=
(
f(b)− f(a)

)
−
(
f(b)− f(a)

)
= 0.

Dakle, F (b) = F (a) pa funkcija F zadovoǉava uslove Rolove teoreme xto
znaqi da postoji c ∈ (a, b) tako da je F ′(c) = 0. Kako je

F ′(x) = g′(x)
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
− f ′(x)

dobijamo

0 = F ′(c) = g′(c)
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
− f ′(c),

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

2

7.6 Lopitalova pravila
U ovom odeǉku navodimo jednu vrlo praktiqnu teoremu za odre�ivaǌe graniqne
vrednosti diferencijabilnih funkcija.

Teorema 7.10. (Prvo Lopitalovo pravilo) Neka su f, g : A → R funkcije koje
ispuǌavaju uslove

• lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0;

• f i g su diferencijabilne na nekom intervalu (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ A;

• g′(x) 6= 0 za sve x ∈ (x0 − δ, x0 + δ);

• postoji lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Tada

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Dokaz: Neka je δ0 < δ. Tada [x0 − δ0, x0 + δ0] ⊆ (x0 − δ, x0 + δ) i funkcije f, g su
diferencijabilne na [x0−δ0, x0+δ0] a samim tim i neprekidne na [x0−δ0, x0+δ0].

Zbog neprekidnosti funkcija va�i da je

f(x0) = lim
x→x0

f(x) = 0, g(x0) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Po tre�em uslovu va�i g′(x) 6= 0 za sve [x0 − δ0, x0 + δ0]. Otuda, funkcije f
i g zadovoǉavaju uslove Koxijeve teoreme pa

f(x)

g(x)
=
f(x)− 0

g(x)− 0
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(cx)

g′(cx)
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gde je cx taqka koja pripada intervalu sa krajevima x0 i x (na primer, ako
je x < x0, cx ∈ (x, x0)). Tada, kada potra�imo limes kada x→ x0 u posledǌim
relacijama dobijamo

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(cx)

g′(cx)
.

Kako cx → x0 kada x → x0 a po qetvrtoj pretostavci postoji lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

postoji i lim
x→x0

f ′(cx)
g′(cx)

i va�i

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f ′(cx)

g′(cx)

odakle dobijamo da je

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

xto je trebalo dokazati. 2

Napomomiǌemo da ako f ′(x) i g′(x) zadovoǉavaju uslove teoreme tada

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→x0

f ′′(x)

g′′(x)
.

Primer 7.8. Odrediti lim
x→0

ln(1+x)
x

.

Rexeǌe: Funkcije f(x) = ln(1 + x) i g(x) = x zadovoǉavaju uslove prethodne
taoreme pa je

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0

ln′(1 + x)

x′
= lim

x→0

1
1+x

1
= 1.

4

Teorema 7.11. (Drugo Lopitalovo pravilo) Neka su f, g : A → R funkcije koje
ispuǌavaju uslove

• lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =∞;

• f i g su diferencijabilne na nekoj okolini taqke x0;

• g′(x) 6= 0 na nekoj okolini taqke x0;

• postoji lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Tada

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Dokaz je sliqan dokazu prvog Lopitalovog pravila.

Za graniqnu vrednsot iz prvog Lopitalovog pravila se ka�e da je neo-
dre�enost oblika

(
0
0

)
a za graniqnu vrednost iz drugog pravila neodre�enost

oblika
(∞
∞

)
. Sada navodimo ostale primere neodre�enosti koje se svode na

one opisane u prethodnim teoremama.
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• (0 · ∞) Neka je lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) =∞. Tada

lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

f(x)
1

g(x)

a posledǌi limes je oblika
(

0
0

)
.

• (∞−∞) Neka je lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =∞. Tada

lim
x→x0

(
f(x)− g(x)

)
= lim

x→x0

(
1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

)
= lim

x→x0

( 1
g(x)
− 1

f(x)

1
f(x)

1
g(x)

)
a posledǌi limes je oblika

(
0
0

)
.

•
(
00
)
,
(
∞0
)
, (1∞) Neka va�i bar jedan par uslova

lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0;

lim
x→x0

f(x) =∞, lim
x→x0

g(x) = 0;

lim
x→x0

f(x) = 1, lim
x→x0

g(x) =∞.

Tada, kako je eksponencijalna funkcija neprekidna,

lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

eln f(x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f(x) = e
lim
x→x0

g(x) ln f(x)

a limes lim
x→x0

g(x) ln f(x) je oblika (0 · ∞).

Primer 7.9. Izraqunati graniqne vrednosti lim
x→0+

x lnx, lim
x→0+

xx.

Rexeǌe: Prvo,

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x
−1
x2

= − lim
x→0+

x = 0.

Drugo, druga graniqna vrednost je oblika
(
00
)
ali primenom eksponencijalne

transformacije dobijamo

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex lnx = e
lim
x→0+

x lnx

= e0 = 1.

4

7.7 Tejlorova formula
U ovom odeǉku navodimo teoremu fundamentalnu za osnove numeriqke ma-
tematike. Teorema opisuje metodu kojom se vrednosti realnih funkcija pri-
bli�no raqunaju na raqunarima.
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Neka funkcija f : A→ R ima izvod n−tog reda na nekoj okolini (x0−δ, x0 +

δ) ⊆ A taqke x0. Odredimo polinom Tn(x) =
n∑
k=0

ak(x− x0)k tako da je

f (m)(x0) = T (m)(x0)

za m = 0, 1, . . . , n (pri tom f (0)(x) = f(x)). Kako je

T (m)(x) =
n∑

k=m

k(k − 1) · · · (k − (m− 1))ak(x− x0)k−m

=amm! + am+1(m+ 1)m · · · 2(x− x0) + · · ·+ n(n− 1) · · · an(n− (m− 1))(x− x0)n−m

vidimo da je T [m](x0) = amm! pa, kada zamenimo u tra�enom uslovu

f (m)(x0) = amm!

dobijamo da su koeficijeti polinoma Tn

am =
f (m)(x0)

m!
.

Definicija 7.7. Neka funkcija f : A → R ima izvod n−tog reda na nekoj
okolini (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ A. Tada polinom

Tn(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

=f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

nazivamo Tejlorov polinom n−tog stepena funkccije f u taqki x0. Razliku

Rn(x) = f(x)− Tn(x)

nazivamo ostatak n−tog reda.

Teorema 7.12. (Lagran�ov oblik ostatka) Neka funkcija f : A→ R ima izvod
(n+1)−og reda na nekoj okolini (x0−δ, x0+δ) ⊆ A taqke x0. Tada, za ǌen Tejlorov
polinom n−tog reda na okolini taqke x0 odnosno ostatak n−tog reda va�i

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

gde c pripada intervalu ograniqenom sa x i x0.

Dokaz: Uoqimo funkcije H(x) = f(x)− Tn(x) i g(x) = (x− x0)(n+1).

Kako je f (m)(x0) = T (m)(x0) za sve m = 0, 1, . . . , n va�i da je H(m)(x0) = 0 za
sve m = 0, 1, . . . , n.

Tako�e, kako je g(m)(x) = (n+1)n(n−1) · · · (n+1−(m−1))(x−x0)n+1−m dobijamo
da je g(m)(x0) = 0 za sve m = 0, 1, . . . , n i g(n+1)(x0) = (n+ 1)!.

Posmatrajmo koliqnik

H(x)

g(x)
=
H(x)− 0

g(x)− 0
=
H(x)−H(x0)

g(x)− g(x0)
.
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Kako funkcije H i g zadovoǉavaju uslove Koxijeve teoreme o mo�uvrednosti
na intervalu sa krajevima x i x0, postoji c1 koje pripada tom intervalu i
va�i da je

H(x)

g(x)
=
H(x)−H(x0)

g(x)− g(x0)
=
H ′(c1)

g′(c1)
=
H ′(c1)− 0

g′(c1)− 0
=
H ′(c1)−H ′(x0)

g′(c1)− g′(x0)
.

Kako funkcije H ′ i g′ zadovoǉavaju uslove Koxijeve teoreme o mo�uvrednosti
na intervalu sa krajevima c1 i x0, postoji c2 koje pripada tom intervalu i
va�i da

H(x)

g(x)
=
H ′(c1)

g′(c1)
=
H ′(c1)−H ′(x0)

g′(c1)− g′(x0)
=
H ′′(c2)

g′′(c2)
=
H ′′(c2)− 0

g′′(c2)− 0
=
H ′′(c2)−H ′′(x0)

g′′(c2)− g′′(x0)
.

Prethodni postupak mo�emo da nastavimo sve dok su H(m)(x0) i g(m)(x0) jed-
naki nuli tj. za sve m = 3, 4, . . . n. Tako dolazimo do niza

H(x)

g(x)
=
H ′(c1)

g′(c1)
=
H ′′(c2)

g′′(c2)
= · · · = H(n+1)(cn+1)

g(n+1)(cn+1)

gde konstante ci pripadaju intervalima sa granicama ci−1 i x0 za sve i =
1, . . . , n+ 1. Kako je

H(n+1)(x) = f (n+1)(x)−
(
Tn(x)

)(n+1)
= f (n+1)(x)− 0 = f (n+1)(x)

iz jednakosti
H(x)

g(x)
=
H(n+1)(cn+1)

g(n+1)(cn+1)

dobijamo
f(x)− Tn(x)

(x− x0)n+1
=
f (n+1)(cn+1)

(n+ 1)!
.

Kako c = cn+1 pripada intervalu sa granicom x i x0 dobijamo da je ostatak
n−tog reda Tejlorovog razvoja funkcije f :

Rn(x) = f(x)− Tn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

xto je trebalo dokazati. 2

Specijalno, ako je x0 = 0 Tejlorov polinom stepena n se naziva Mak-
lorenov polinom stepena n. Tada je

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x),

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1

a c pripada intervalu sa granicom 0 i x (na primer, ako je x < 0 interval je
(x, 0)).

Predstavǉaǌe funkcije pomo�u Tejlorovog polinoma i odgovaraju�eg os-
tatka se u literaturi naziva i Tejlorov razvoj.
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Tejlorov razvoj je vrlo praktiqan u slede�im okolnostima. Ako je |fn(x)|
ograniqena sa M za sve x0 ∈ (x0 − δ, x0 + δ) i sve n ∈ N, tada je

|Rn(x)| = |f
(n+1)(c)|

(n+ 1)!
|x− x0|n+1 ≤M

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

pa je za sve x

lim
n→∞

|Rn(x)| = M lim
n→∞

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
= M · 0 = 0.

Otuda, pove�aǌem stepena Tejlorovog razvoja smaǌujemo ostatak. To nam
omogu�ava da vrednost funkcije f u nekoj taqki sa dovoǉno malom grexkom
odredimo pomo�u vrednosti polinoma Tn u toj taqki.

Primer 7.10. Odrediti Maklorenove razvoje slede�ih funkcija

1. f(x) = ex;

2. f(x) = sinx;

3. f(x) = cos x;

4. f(x) = (1 + x)α.

Rexeǌe: Potrebno je samo da popunimo koeficijente f (n)(0) u formuli

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x).

1. Za funkciju f(x) = ex znamo da je f (n)(x) = ex pa f (n)(0) = e0 = 1. Otuda,
Maklorenov razvoj funkcije f(x) = ex je

ex =
n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x).

2. Za funkciju f(x) = sin x znamo da je

f (n)(x) =


sinx, n ≡ 0 mod 4
cosx, n ≡ 1 mod 4
− sinx, n ≡ 2 mod 4
− cosx, n ≡ 3 mod 4

Pa je

f (n)(x) =


0, n ≡ 0 mod 4
1, n ≡ 1 mod 4
0, n ≡ 2 mod 4
−1, n ≡ 3 mod 4

=

{
0, n = 2k
(−1)k+1, n = 2k − 1

Otuda, u Maklorenovom razvoju sinusa figurixu samo neparni koeficijenti
polinoma i on je oblika

sinx =
n∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)!
x2k−1 +R2n−1(x).

64



3. Sliqno, za funkciju f(x) = cos x va�i

f (n)(x) =


cosx, n ≡ 0 mod 4
− sinx, n ≡ 1 mod 4
− cosx, n ≡ 2 mod 4
sinx, n ≡ 3 mod 4

Pa je

f (n)(x) =


1, n ≡ 0 mod 4
0, n ≡ 1 mod 4
−1, n ≡ 2 mod 4
0, n ≡ 3 mod 4

=

{
0, n = 2k − 1
(−1)k, n = 2k

Dakle, u Maklorenovom razvoju kosinusa figurixu samo parni koeficijenti
polinoma i on je oblika

sinx =
n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +R2n(x).

3. Odredimo n−ti izvod funkcije f(x) = (1 + x)α.

f(x) =(1 + x)α;

f ′(x) =α(1 + x)α−1;

f ′′(x) =α(α− 1)(1 + x)α−2;

f ′′′(x) =α(α− 1)(α− 2)(1 + x)α−3;

...

f (n)(x) =α(α− 1)(α− 2) · · ·
(
α− (n− 1)

)
(1 + x)α−n.

Otuda
f (n)(0) = α(α− 1)(α− 2) · · ·

(
α− (n− 1)

)
xto znaqi da je Maklorenov razvoj funkcije f

f(x) =
n∑
k=0

α(α− 1)(α− 2) · · ·
(
α− (k − 1)

)
k!

xk +Rn(x).

4
Slede�i primer odra�ava suxtinu teorije predstavǉene u ovom odeǉku.

Primer 7.11. Izraqunati
√
e na tri decimalna mesta.

Rexeǌe: Broj
√
e mo�e da se predstavi sa e

1
2 . Otuda, da bi ga odredili na

tri decimalna mesta koristimo Makolrenov razvoj eksponencijalne funkcije
za x = 1

2

e
1
2 =

n∑
k=0

1
2k

k!
+Rn

(
1

2

)
gde je

Rn =
ec

(n+ 1)!

(
1

2

)n+1
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a c ∈
(
0, 1

2

)
.

Ideja je da apsolutna vrednost ostatka ne bude ve�a od 10−3 odnosno 1
1000

|Rn| =
ec

(n+ 1)!2n+1
<

e

(n+ 1)!2n+1
.

Posledǌi izraz je maǌi od 0, 001 za n = 4. Dakle, Maklorenov polinom
qetvrtog stepena aproksimira

√
e na tri decimale i to je

√
e ≈ 1 +

1
2

1!
+

1
22

2!
+

1
23

3!
+

1
24

4!
= 1, 648.

4

7.8 Predstavǉaǌe funkcija pomo�u diferencijalnog raquna
Analizirajmo vezu izme�u prvog izvoda funkcije i monotonosti funkcije.

Teorema 7.13. Neka je f : [a, b] → R neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na
(a, b). Tada, ako je

• f ′(x) > 0 za sve x ∈ (a, b) funkcija f je strogo rastu�a;

• f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, b) funkcija f je strogo opadaju�a;

• f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b) funkcija f je konstantna.

Dokaz: Neka su x1, x2 ∈ A proizvoǉni takvi da je x1 < x2. Tada, funkcija f
na intervalu [x1, x2] ⊆ [a, b] zadovoǉava uslove Lagran�eve teoreme pa postoji
c ∈ (x1, x2) tako da je

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

Kako je x2 − x1 > 0 znak razlike f(x2)− f(x1) zavisi samo od f ′(c). Otuda

• ako je f ′(c) > 0 sledi da je f(x2) > f(x1);

• ako je f ′(c) < 0 sledi da je f(x2) < f(x1);

• ako je f ′(c) = 0 sledi da je f(x2) = f(x1)

qime je tvr�eǌe dokazano. 2

Teorema 7.14. Neka je f : [a, b]→ R diferencijabilna na [a, b]. Tada

• ako je funkcija f je rastu�a na [a, b] va�i da je f ′(x) ≥ 0 za sve x ∈ (a, b);

• ako je funkcija f je opadaju�a na [a, b] va�i da je f ′(x) ≤ 0 za sve x ∈ (a, b);

• ako je funkcija f je konstantna na [a, b] va�i da je f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b).

Dokaz: Kako funkcija f ima izvod, za sve x ∈ (a, b) va�i da je

f ′(x) = f ′+(x) = lim
∆x→0+

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Kako je ∆x > 0 sledi da je x < x + ∆x. Ako je funkcija rastu�a va�i da
je f(x + ∆x) − f(x) > 0 pa je f ′+(x) > 0. Sliqno, ako je funkcija opadaju�a
f(x+ ∆x)− f(x) < 0 pa je f ′+(x) < 0. Na kraju, ako je f(x+ ∆x)− f(x) = 0 sledi
da je f ′+(x) = 0.. 2
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Definicija 7.8. Neka je f : A → R data funkcija i c ∈ A. Tada funkcija f u
taqki c ima

• lokalni maksimum ako postoji δ > 0 tako da

(∀x ∈ A)|x− c| < δ ⇒ f(x) ≤ f(c);

• lokalni miniimum ako postoji δ > 0 tako da

(∀x ∈ A)|x− c| < δ ⇒ f(x) ≥ f(c);

• lokalni maksimum odnosno lokalni minimum su strogi ako je

(∀x ∈ A \ {c})|x− c| < δ ⇒ f(x) 6= f(c)

tj. loalni maksimum odnosno minimum se dosti�u samo u taqki c.

Lokalne maksimume odnosno lokalne minimume nazivamo lokalni ekstremumi.

Teorema 7.15. Ako funkcija f : A→ R ima lokalni ekstremum u taqki c, tada
ako je f diferencijabilna u c va�i da je f ′(c) = 0.

Dokaz sledi na osnovu Fermaove teoreme.

Definicija 7.9. Taqke c ∈ A takve da je f ′(c) = 0 nazivaju se stacionarne
taqke funkcije f : A→ R.

Primer 7.12. Nije svaka stacionarna taqka lokalni ekstremum.

Zaista: Posmatrajmo funkciju f(x) = x3, za ǌu je f ′(x) = 3x2 i f ′(0) = 0 ali
nula nije lokalni ekstermum ove funkcije zato xto za svako δ > 0, f(0− δ) =
−δ3 < 0 if(0 + δ) = δ3 > 0. 4

Teorema 7.16. Neka je funkcija f : A→ R diferencijabilna na okolini (a, b) ⊆ A
taqke c ∈ (a, b). Tada, ako za sve x ∈ (a, c) i sve y ∈ (c, b) va�i da je f ′(x)f ′(y) < 0
(tj. ako prvi zvod meǌa znak u taqki c) taqka c je lokalni ekstremum funkcije
f a ako je f ′(x)f ′(y) > 0 tada c nije lokalni ekstremum funkcije f .

Dokaz: Neka je na primer f ′(x) > 0 za sve x ∈ (a, c) a f ′(x) < 0 za sve x ∈
(c, b). Tada, po prvoj teoremi ovog odeǉka, funkcija f je rastu�a na [a, c] a
opadaju�a na [c, b] pa, za sve x ∈ [a, b] va�i

• ako je x < c sledi da je f(x) < f(c),

• ako je x > c sledi da je f(x) < f(c).

Dakle, taqka c je lokalni maksimum funkcije f .

Sliqno se dokazuje da ako je f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, c) a f ′(x) > 0 za sve
x ∈ (c, b) funkcija f u taqki c ima lokalni minimum.

Ako je f ′(x) > 0 za sve x ∈ (a, c) a f ′(x) > 0 za sve x ∈ (c, b), tada je funkcija
f rastu�a na [a, c] i na [c, b] a to implicira da je f rastu�a na [a, b]. Tada, za
sve x < c, f(x) < f(c) a za x > c, f(x) > f(c) xto znaqi da c ne mo�e da bude
lokalni ekstremum.

Sliqno, ako je f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, c) i f ′(x) < 0 za sve x ∈ (c, b) funkcija
f je opadaju�a na [a, b] pa, c ne mo�e da bude ǌen lokalni ekstremum. 2
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Primer 7.13. Funkcija f(x) = |x| ima lokalni minimum u taqki x = 0 a
funkcija f(x) = x3 nema lokalni ekstremum u taqki x = 0.

Zaista: Za f(x) = |x|, kako je f ′(x) = −1 < 0 za sve x ∈ (−∞, 0) a f ′(x) = 1 > 0
za sve x ∈ (0,∞), po prethodnoj teoremi f(x) = |x| ima lokalni minimum u
taqki x = 0.

Drugo, za funkciju f(x) = x3 va�i f ′(x) = 3x2 ≥ 0 xto implicira da ǌen
prvi izvod ne meǌa znak u taqki x = 0 pa, po prethodnoj teoremi, x = 0 nije
lokalni ekstremum. 4

Primetimo da na osnovu prethodne teoreme i prethodnog primera funkcija
ne mora da bude diferencijabilna u lokalnom ekstremumu.

Teorema 7.17. Neka je f : A→ R takva da je

f ′(c) = f ′′(c) = · · · = f (n)(c) = 0, f (n+1)(c) 6= 0

i neka je f (n+1)(x) neprekidna funkcija na nekoj okolini taqke c. Tada

• ako je (n + 1) parno i ako je f (n+1)(c) > 0 funkcija f ima lokalni minimum
u taqki c a ako je f (n+1)(c) < 0 funkcija f ima lokalni maksimum u c;

• ako je (n+ 1) neparno, funkcija f nema u taqki c lokalni ekstremum.

Dokaz: Kako je fn+1(x) neprekidna na okolini taqke c i f (n+1)(c) 6= 0, po va�noj
posledici, postoji okolina (c− δ, c+ δ) taqke c tako da su f (n+1)(x) i f (n+1)(c)
istog znaka za sve x ∈ (c− δ, c+ δ).

Tejlorov razvoj n−tog reda funkcije f u taqki c je oblika

f(x) = f(c) +
n∑
k=1

f (k)(c)

k!
(x− c)k +Rn(x)

a zbog pretpostavke f (k)(c) = 0 za k = 1, . . . n dobijamo da je

f(x)− f(c) =
f (n+1)(ε)

(n+ 1)!
(x− c)n+1.

Ako je (n + 1) parno, tada je (x − c)n+1 > 0 pa znak razlike f(x) − f(c) zavisi
samo od f (n+1)(ε). Ako je f (n+1)(c) > 0 tada je f (n+1)(ε) > 0 za sve ξ ∈ (c− δ, c+ δ)
(jer ε pripada intervalu sa granicom c i x) pa je f(x)−f(c) > 0 tj. f(x) > f(c)
za sve x ∈ (c− δ, c+ δ) xto znaqi da je c lokalni minimum funkcije f . Sliqno,
ako je f (n+1)(c) < 0 tada je f(x) < f(c) za sve x ∈ (c − δ, c + δ) pa je c lokalni
maksimum funkcije f .

Ako je (n+1) neparno, tada (x−c)n+1 meǌa znak u c a kako je f (n+1)(ε) stalnog
znaka, proizvod f (n+1)(ε)

(n+1)!
(x − c)n+1 = f(x) − f(c) meǌa znak u taqki c xto znaqi

da c nije lokalni ekstremum date funkcije f . 2

Primer 7.14. Ispitati da li je x = 0 lokalni ekstremum funkcije f(x) = xn.
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Rexeǌe: Ako je f(x) = xn tada je f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0 a f (n)(0) = n! > 0.
Otuda, na osnovu prethodne teoreme, x = 0 je minimum funkcije f za n−parno
a nije lokalni ekstremum za n−neparno. 4

Sada navodimo definiciju tangente na diferencijabinu funkciju. Potre-
bna nam je prava qiji je koeficijent pravca jednak prvom izvodu funkcije u
taqki x0 i koja prolazi kroz taqku

(
x0, f(x0)

)
.

Definicija 7.10. Tangenta diferencijabilne funkcije f : A→ R u taqki x0 je
prava

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

U literaturi su poznati koncepti konveksnosti i konkavnosti realnih
funkcija. Oni se definixu koriste�i aditivnost funkcija a taj postupak je
mnogo dug i komplikovan za ovaj kurs. Umesto toga, za definisaǌe konvek-
snosti iskoristi�emo jednu lepu geometrijsku osobinu konveksnih funkcija
a to je da su taqke ǌenog grafika uvek iznad ǌene tangente u proizvoǉnoj
taqki intervala konveksnosti, kao xto je prikazano na grafiku ispod. Sli-
qno, konkavnim funkcijama grafik je uvek ispod tangente u proizvoǉnoj taqki
intervala konkavnosti.

Grafik 28: Konveksnost grafika funkcije.

Definicija 7.11. Neka je f : (a, b)→ R diferencijabilna na (a, b).

• Ako je za sve x, x0 ∈ (a, b)

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

tada ka�emo da je funkcija f konveksna na (a, b).

• Ako je za sve x, x0 ∈ (a, b)

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

tada ka�emo da je funkcija f konkavna na (a, b).

Teorema 7.18. Neka funkcija f : (a, b) → R ima drugi izvod u svakoj taqki
intervala (a, b). Tada

• ako je f ′′(x) > 0 za sve x ∈ (a, b) funkcija f je konveksna na (a, b);

• ako je f ′′(x) < 0 za sve x ∈ (a, b) funkcija f je konkavna na (a, b).
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Dokaz: Neka je x0 ∈ (a, b) proizvoǉno. Tejlorov raznoj drugog reda funkcije
f na okolini taqke x0 je

f(x) = f(x0) + f ′(x)(x− x0) +
f ′′(c)

2
(x− x0)2

gde je c taqka intervala sa krajevima x i x0. Kako je (x− x0)2 ≥ 0,

• ako je f ′′(c) > 0 sledi da je f(x) ≥ f(x0) + f ′(x)(x − x0) tj. funkcija je
konveksna;

• ako je f ′′(c) < 0 sledi da je f(x) ≤ f(x0) + f ′(x)(x − x0) tj. funkcija je
konkavna

xto je trebalo dokazati. 2

Definicija 7.12. Taqka x0 je prevojna taqka funkcije f ako postoji δ tako da

• funkcija f je konveksna na (x0 − δ, x0) a konkavna na (x0, x0 + δ) ili

• funkcija f je konkavna na (x0 − δ, x0) a konveksna na (x0, x0 + δ).

Praktiqno, funkcija u prevojnoj taqki meǌa konveksnost.

Teorema 7.19. Neka f : (a, b) → R ima drugi izvod u svim taqkama intervala
(a, b). Ako je x0 ∈ (a, b) takva da je f ′′(x)f ′′(y) < 0 za sve x ∈ (a, x0) i sve y ∈ (x0, b)
tada je x0 prevojna taqka funkcije f .

Dokaz: Neka je f ′′(x) > 0 za sve x ∈ (a, x0) a f ′′(x) < 0 za sve x ∈ (x0, b). Tada,
na osnovu prethodne teoreme, funkcija f je konveksna na (a, x0) a konkavna na
(x0, b) xto znaqi da je x0 prevojna taqka funkcije f . 2

Primetimo iz dokaza prethodne teoreme da u prevojnoj taqki x0 drugi
izvod f ′′(x0) je jednak nuli ili ne postoji.

Primer 7.15. Ispitati konveksnost funkcija f(x) = xn za n ≥ 2.

Rexeǌe: Za funkciju f(x) = xn va�i f ′′(x) = n(n − 1)xn−2. Brojevi n i n − 2
su iste parnosti. Ako je n−parno, f ′′(x) ≥ 0 pa je u ovom sluqaju svaka od
funkcija konveksna. Ako je n−neparno, tada je f ′′(x) < 0 za x < 0 a f ′′(x) > 0
za x > 0. Otuda, u ovom sluqaju su funkcije konkavne za x < 0 a konveksne za
x > 0 a x = 0 je prevojna taqka i va�i f ′′(0) = 0. 4

Primetimo da je u parnom sluqaju za n > 2 tako�e f ′′(0) = 0 ali x = 0 nije
prevojna taqka.

7.9 Asimptote grafika funkcije
Na kraju ovog poglavǉa analiziramo prave koje su takve da im se grafik
funkcija dovoǉno pribli�ava kada x te�i nekom broju ili ka beskonaqnosti.

Definicija 7.13. Prava x = x0 je vertikalna asimptota funkcije f akko je
| lim
x→x0+

f(x)| =∞ ili | lim
x→x0−

f(x)| =∞.

Primer 7.16. Prava x = 0 je vertikalna asimptota funkcija f(x) = 1
xn

za sve
n ∈ N.
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Definicija 7.14. Prava y = kx+ n je desna kosa asimptota funkcije f ako je

f(x) = kx+ n+ α(x)

gde je lim
x→∞

α(x) = 0

Leva kosa asimptota se dobija kao u prethodnoj definiciji samo se za-
hteva da x → −∞. Na primer, funkcija f(x) = arctgx ima pravu y = π

2
kao

desnu kosu asimptotu a pravu y = −π
2
kao levu kosu asimptotu. Ako je k = 0

kosa asimptota se naziva horizontalna asimptota.

Teorema 7.20. Prava y = kx+n je desna kosa asimptota funkcije akko postoje
graniqne vrednosti

k = lim
x→∞

f(x)

x
, n = lim

x→∞

(
f(x)− kx

)
.

Dokaz: (⇒) Neka je y = kx + n desna kosa asimtota funkcije f . Tada, po
definiciji

f(x) = kx+ n+ α(x), lim
x→∞

α(x) = 0

Tada je
lim
x→∞

(f(x)− kx− n) = 0

pa je
n = lim

x→∞
(f(x)− kx) = 0.

Kako je
lim
x→∞

n

x
= 0

dobijamo

lim
x→∞

f(x)− kx
x

= lim
x→∞

(
f(x)

x
− k
)

= 0

odakle je

k = lim
x→∞

f(x)

x
.

(⇐) Neka je k = lim
x→∞

f(x)
x

i n = lim
x→∞

(
f(x)− kx

)
. Tada, za funkciju

α(x) = f(x)− kx− n

va�i
lim
x→∞

α(x) = lim
x→∞

(
f(x)− kx− n

)
= 0

xto je trebalo dokazati. 2
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8 Primitivna funkcija i neodre�eni integral
U ovom poglavǉu definixemo postupak kojim se od neke funkcije dobija
funkcija qiji je izvod data funkcija. Matematiqkim reqnikom, opiximo
operator koji je inverzan operatoru diferenciraǌa.

Definicija 8.1. Funkcija F : (a, b) → R je primitivna funkcija funkcije
f : (a, b)→ R na intervalu (a, b) ako je za sve x ∈ (a, b)

F ′(x) = f(x).

Egzitencija primitivne funkcije date funkcije zavisi od intervala kao
xto ilustruje slede�i primer.

Primer 8.1. Funkcija F (x) = lnx + c (c ∈ R je konstanta) je primitivna
funkcija funkcije f(x) = 1

x
na intervalu (0,∞) dok je funkcija F (x) = ln(−x) + c

ǌena primitivna funkcija na intervalu (−∞, 0).

Zaista: Za sve x ∈ (0,∞) va�i

F ′(x) =
(

lnx+ c
)′

=
1

x
+ 0 =

1

x

dok za sve x ∈ (−∞, 0) va�i

F ′(x) =
(

ln(−x) + c
)′

=
1

−x
(−1) + 0 =

1

x
.

4
Primetimo da je u prethodnom primeru konstanta c mogla da bude proiz-

voǉan realan broj xto znaqi da na datom intervalu data funkcija mo�e da
ima vixe primitivnih funkcija. Slede�a teorema opisuje sve primitivne
funkcije date funkcije na datom intervalu.

Teorema 8.1. Neka je f : (a, b)→ R data funkcija.

• Ako je F : (a, b) → R primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b)
tada je i F (x) + c primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b) za
proizvoǉno c ∈ R.

• Ako su F,G : (a, b) → R dve primitivne funkcije funkcije f na intervalu
(a, b) tada postoji c ∈ R tako da je

G(x) = F (x) + c

za sve x ∈ (a, b).

Dokaz: Prvo, ako je F ′(x) = f(x) za sve x ∈ (a, b) tada je za proizvoǉno c ∈ R,(
F (x) + c

)′
= F ′(x) + c′ = f(x) + 0 = f(x)

za sve x ∈ (a, b).

Drugo, neka su F,G : (a, b) → R takve da je F ′(x) = G′(x) = f(x) za sve
x ∈ (a, b). Tada, funkcija H(x) = G(x)−F (x) je diferencijabilna na (a, b) i za
svako x ∈ (a, b) je

H ′(x) = G′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0.
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Tada, ako su x1, x2 ∈ (a, b) proizvoǉni (mo�emo da pretpostavimo da je x1 <
x2), funkcija H zadovoǉava uslove Lagran�eve teoreme na [x1, x2] pa postoji
c ∈ (x1, x2) tako da je

H(x2)−H(x1) = H ′(c)(x2 − x1) = 0(x2 − x1) = 0

xto znaqi da je H(x2) = H(x1). Otuda, funkcija H je konstantna pa postoji
c ∈ R tako da je H(x) = c za sve x ∈ (a, b). Tako dobijamo da je

H(x) = G(x)− F (x) = c,

G(x) = F (x) + c

za sve x ∈ (a, b). 2

Definicija 8.2. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f : (a, b) → R na
intervalu (a, b) nazivamo neodre�eni integral funkcije f na (a, b) u oznaci∫

f(x)dx.

Ako je F (x) jedna primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu (a, b)
tada je na osnovu prethodne teoreme∫

f(x)dx = F (x) + c, c ∈ R.

Primer 8.2. Na osnovu prvog primera iz odeǉka, na intervalu (0,∞) je∫
1

x
dx = lnx+ c

dok je na intervalu (−∞, 0) ∫
1

x
dx = ln(−x) + c.

Teorema 8.2. Neka je F ′(x) = f(x) a G′(x) = g(x) za sve x ∈ (a, b). Tada je

1. d
∫
f(x)dx = f(x)dx tj.

( ∫
f(x)dx

)′
= f(x);

2.
∫
d
(
F (x)

)
= F (x) + c;

3.
∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx;

4.
∫ (

f(x) + g(x)
)
dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

Dokaz: Prisetimo se da je po definiciji df(x) = f ′(x)dx.

1. (∫
f(x)dx

)′
=
(
F (x) + c

)′
= F ′(x) + 0 = f(x).

2. ∫
d
(
F (x)

)
=

∫
F ′(x)dx =

∫
f(x)dx = F (x) + c.
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3. ∫
kf(x)dx =

∫
kF ′(x)dx =

∫
kd
(
F (x)

)
=

∫
d
(
kF (x)

)
=kF (x) + c = kF (x) + kc′ = k

(
F (x) + c′

)
= k

∫
f(x)dx.

4. ∫ (
f(x) + g(x)

)
dx =

∫ (
F ′(x) +G′(x)

)
dx =

∫
d
(
F (x) +G(x)

)
=

=F (x) +G(x) + c = F (x) + c1 +G(x) + c2

=

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

2

Primer 8.3. Tablica neodre�enih integrala

1.
∫
xαdx = xα+1

α+1
+ c, α 6= −1;

2.
∫

dx
x

= ln |x|+ c;

3.
∫
axdx = ax

ln a
+ c,

∫
exdx = ex + c;

4.
∫

sinxdx = − cosx+ c;

5.
∫

cosxdx = sinx+ c;

6.
∫

dx
cos2 x

= tgx+ c;

7.
∫

dx
sin2 x

= −ctgx+ c;

8.
∫

dx√
1−x2 = arcsinx+ c;

9.
∫

1
1+x2

= arctgx+ c;

10.
∫

dx√
x2±1

= ln |x+
√
x2 ± 1|+ c;

11.
∫

dx
1−x2 = 1

2
ln
∣∣1+x

1−x

∣∣+ c.

Rexeǌe: Za 1. do 9., dokazali smo u prethodnom poglavǉu da su izvodi
funkcija sa leve strane podintegralne funkcije. Doka�imo isto to za 10.

(
ln |x+

√
x2 ± 1|

)′
=

1

|x+
√
x2 ± 1|

sgn
(
x+
√
x2 ± 1

)(
1 +

2x

2
√
x2 ± 1

)
=

1

x+
√
x2 ± 1

x+
√
x2 ± 1√

x2 ± 1
=

1√
x2 ± 1

.

4
Ovde napomiǌemo da neodre�eni intergrali

∫
e−x

2
dx,

∫
cos2 xdx,

∫
sin2 xdx,∫

dx
lnx

,
∫

cosx
x
dx,

∫
sinx
x
dx, postoje ali ne mogu da budu predstavǉeni kao konaqni

izrazi u kojima figurixu elementarne funkcije. Otuda, oni ne mogu da
budu izraqunati klasiqnim metodama integracije koje �emo da nauqimo u
ovom odeǉku.
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8.1 Osnovne metode integracije, metoda smene
Teorema 8.3. Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu
(a, b). Neka je ϕ : (c, d) → (a, b) diferencijabilna funkcija. Tada, F

(
ϕ(x)

)
je

primitivna funkcija funkcije f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) tj. va�i∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt = F

(
ϕ(x)

)
+ c.

Dokaz: Neka je F ′(x) = f(x) za sve x ∈ (a, b) i neka je ϕ : (c, d)→ (a, b) diferen-
cijabilna. Tada je(

F
(
ϕ(x)

))′
= F ′

(
ϕ(x)

)
ϕ′(x) = f

(
ϕ(x)

)
ϕ′(x)

xto kompletira dokaz. 2

Primer 8.4. Izraqunati slede�e integrale

1.
∫
esinx cosxdx;

2.
∫

dx√
1−x2 arccosx

;

3.
∫

dx
cosx

;

4.
∫ √

a2 − x2dx;

5.
∫

dx

(a2+x2)
3
2
.

Rexeǌe: Ideja je da u podintegralnom izrazu prepoznamo funkciju koja
definixe smenu i ǌen diferencijal.

1. Uvodimo smenu sinx = t, cosxdx = dt∫
esinx cosxdx =

∫
etdt = et + c = esinx + c, c ∈ R.

2. Uvodimo smenu arccosx = t, − dx√
1−x2 = dt

∫
dx√

1− x2 arccosx
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ c = − ln | arccosx|+ c, c ∈ R.

3. ∫
dx

cosx
=

∫
dx

cosx

cosx

cosx
=

∫
cosx

cos2 x
dx =

∫
cosx

1− sin2 x
dx.

Uvodimo smenu sinx = t, cosxdx = dt. Tako dobijamo∫
dx

cosx
=

∫
dt

1− t2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ c =
1

2
ln

∣∣∣∣1 + sin x

1− sinx

∣∣∣∣+ c, c ∈ R

4. Primetimo da se kao potkorena veliqina pojavǉuje izraz a2 − x2. Otuda,

a2 − x2 ≥ 0⇒ a2 ≥ x2 ⇒ −1 ≤ x

a
≤ 1.

75



Tada,

I =

∫ √
a2 − x2dx = a

∫ √
1−

(
x

a

)2

dx.

Ovde uvodimo smenu x
a

= sin t, dx = a cos tdt, kako x
a
∈ [−1, 1] sledi da t ∈

[
− π

2
, π

2

]
pa je cos t > 0. Tako dobijamo

I =a

∫ √
1− sin2 t a cos tdt = a2

∫ √
cos2 t cos t = a2

∫
cos2 tdt

=a2

∫
1 + cos 2t

2
dt =

a2

2

(∫
dt+

∫
cos 2tdt

)
=

=
a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ c =

a2

2

(
t+

1

2
2 sin t cos t

)
+ c

=
a2

2

(
t+ sin t

√
1− sin2 t

)
+ c

=
a2

2

(
arcsinx+ sin arcsinx

√
1− sin2 arcsinx

)
+ c

=
a2

2

(
arcsinx+ x

√
1− x2

)
+ c, c ∈ R.

5. Uvodimo smenu x
a

= tgt, dx = a
cos2 t

dt , t ∈
(
− π

2
, π

2

)
.∫

dx

(a2 + x2)
3
2

=
1

a3

∫
dx(

1 +
(
x
a

)2
) 3

2

=
1

a3

∫
adt

(1 + tg2t)
3
2 cos2 t

=
1

a2

∫
cos3 t

cos2 t
dt =

1

a2

∫
cos tdt =

1

a2
sin t+ c

=
1

a2

tgt√
1 + tg2t

+ c =
1

a2

x
a√

1 + x2

a2

=
x

a2
√
a2 + x2

+ c, c ∈ R.

4

8.2 Metoda parcijalne integracije
Teorema 8.4. Neka su u, v : (a, b)→ R diferencijabilne funkcije. Tada, postoji∫
udv akko postoji i

∫
vdu i va�i∫

udv = uv −
∫
vdu.

Dokaz: Kako su u i v diferencijabilne funkcije, uv : (a, b) → R je difere-
ncijabilna funkcija i va�i

d(uv) = udv + vdu.

Ako primenimo operator integracije na prethodni izraz dobijamo∫
d(uv) =

∫
(udv + vdu),

uv =

∫
udv +

∫
vdu

qime je teorema dokazana. 2
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Primer 8.5. Izraqunato integrale

•
∫ √

x lnxdx;

•
∫

arctgxdx;

•
∫
xarctg2xdx.

Rexeǌe: Kod ovakvih integrala za v se uzima funkcija koja mo�e da se
integrali a za u ostatak od podintegralnog izraza.

Za prvi integral

u = lnx, du =
dx

x

dv =
√
xdx, v =

∫ √
xdx =

x
3
2

3
2

=
2

3
x

3
2 .

Tada, ∫ √
x lnxdx =

2

3
x

3
2 lnx− 2

3

∫
x

3
2dx

x
=

2

3

(
x

3
2 lnx− 2

3
x

3
2

)
+ c, c ∈ R.

Za drugi integral

u = arctgx, du =
1

1 + x2
;

dv = dx, v =

∫
dx = x.

Tada,

I =

∫
arctgxdx = xarctgx−

∫
xdx

1 + x2
.

Ovde uvodimo smenu 1 + x2 = t, xdx = dt
2
. Tako dobijamo

I = xarctgx− 1

2

∫
dt

t
= xarctgx− 1

2
ln |t|+ c = xarctgx− 1

2
ln |1 + x2|+ c, c ∈ R.

Za tre�i integral se uzima da je u = arctg2x a dv = xdx. Radi se sliqno
prethodnom primeru. 4

Primer 8.6. Izraqunati integrale
∫
x2 sinxdx,

∫
x3e2xdx.

Rexeǌe: Integrali oblika
∫
pn(x) sin(ax)dx,

∫
pn(x) cos(ax)dx i

∫
pn(x)eaxdx se

rexavaju sa n parcijalnih intergracija gde se za u uvek uzima polinom pn(x)
a za dv ostatak izraza kao xto ilustruje slede�e rexeǌe.

Za
∫
x2 sinxdx neka je

u = x2, du = 2xdx;

dv = sinxdx, v = − cosx.

Tada,

I =

∫
x2 sinxdx = −x2 cosx+ 2

∫
x cosxdx.

Ovde opet radimo parcijalnu integraciju i to

u = x, du = dx;
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dv = cosxdx, v = sinx

pa dobijamo

I = −x2 cosx+ 2x sinx− 2

∫
sinxdx = −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ c, c ∈ R.

Drugi integral se radi analogno. 4
Primer 8.7. Izraqunati integral

∫
dx

(1+x2)2
.

Rexeǌe: Prvo radimo malu transformaciju podintegralnog izraza.

I =

∫
dx

(1 + x2)2
=

∫
1 + x2 − x2

(1 + x2)2
dx =

∫
1

1 + x2
dx−

∫
x

x

(1 + x2)2
dx.

Sada,
u = x, du = dx

dv =
x

(1 + x2)2
dx, v =

∫
x

(1 + x2)2
dx.

Za integral
∫

x
(1+x2)2

dx uvodimo smenu 1 + x2 = t, xdx = dt
2
pa je

v =
1

2

∫
dt

t2
= −1

2
· 1

t
= −1

2
· 1

1 + x2
.

Tako dobijamo

I = arctgx+
1

2

x

1 + x2
− 1

2

∫
dx

1 + x2
=

1

2

(
arctgx+

x

1 + x2

)
+ c, c ∈ R.

4
Primer 8.8. Izraqunati

∫
dx

(1+x2)n
, n ∈ N.

Rexeǌe: Za n = 1, 2 rexeǌa su poznata. Primeni�emo sliqnu transforma-
ciju kao u prethodnom primeru:

In =

∫
dx

(1 + x2)n
=

∫
1 + x2 − x2

(1 + x2)n
dx =

∫
dx

(1 + x2)n−1
−
∫
x

xdx

(1 + x2)n
.

Analogno prethodnom zadatku,

u = x, du = dx

dv =
x

(1 + x2)n
dx, v =

∫
x

(1 + x2)n
dx.

Za integral
∫

x
(1+x2)n

dx uvodimo smenu 1 + x2 = t, xdx = dt
2
pa je

v =
1

2

∫
dt

tn
=

1

2(1− n)

1

tn−1
=

1

2(1− n)

1

(1 + x2)n−1
.

Tako dobijamo

In =In−1 +
1

2(n− 1)

x

(1 + x2)n−1
− 1

2(n− 1)

∫
dx

(1 + x2)n−1

=
1

2(n− 1)

x

(1 + x2)n−1
+

2n− 3

2(n− 1)
In−1.

Primenom analognih transformacija se rade integrali In−1, In−2, . . . , I2 i za-
menom u prethodnom izrazu se dobija rexeǌe. 4
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8.2.1 Integracija racionalnih funkcija

Definicija 8.3. Neka su pn, qm polinomi sa realnim koeficijentima. Tada
funkciju

R(x) =
pn(x)

qm(x)

nazivamo racionalna funkcija.

Teorema 8.5. (Euklidov algoritam deǉeǌa) Neka su pn i qm polinomi sa rea-
lnim koeficijentima i neka je deg pn = n, deg qm = m. Tada postoje jedinstveni
polinomi g i r takvi da je deg g < m i

pn(x) = g(x)qm(x) + r(x).

Polinome g i r iz prethodne teoreme nazivamo koliqnik i ostatak deǉeǌa
polinoma pn polinomom qm. Otuda, svaka racionalna funkcija R(x) = pn(x)

qm(x)

mo�e da se predstavi u obliku

R(x) =
g(x)qm(x) + r(x)

qm(x)
= q(x) +

r(x)

qm(x)

gde je q polinom (qiji se integral lako raquna) a R1(x) = r(x)
qm(x)

je racionalna
funkcija takva da je deg r < m.

Za integraciju racionalnih funkcija kojima je stepen brojioca ve�i od
stepena imenioca koristimo dve teoreme koje �e da budu dokazane na predmetu
Matematika 2.

Teorema 8.6. (Svodǉivost polinoma) Svaki polinom qm sa realnim koefici-
jentima mo�e da se predstavi kao proizvod polinoma oblika (x − a)k i (x2 +
bx+ c)m gde je b2 − 4c < 0.

Teorema 8.7. Ako je

qm(x) = (x− a1)n1 · · · (x− ak)nk · (x2 + b1x+ c1)m1 · · · (x2 + blx+ cl)
ml

razlagaǌe polinoma qm tada, racionalna funkcija R(x) = pn(x)
qm(x)

gde je n < m
mo�e da se predstavi kao zbir

R(x) =

n1∑
i=1

A1i

(x− a1)i
+· · ·+

nk∑
i=1

Aki
(x− ak)i

+

m1∑
i=1

B1ix+ C1i

(x2 + b1x+ c1)i
+· · ·+

ml∑
i=1

Blix+ Cli
(x2 + blx+ cl)i

.

Sada, kada integralimo funkciju R(x), ona je zbir integrala
∫ Aji

(x−aj)idx i

integrala
∫ Bjix+Cji

(x2+bjx+cj)i
dx.

Integrali
∫

dx
(x−a)k

se jednostavno rexavaju smenom x− a = t, dx = dt i tako
dobijamo ∫

dx

(x− a)k
=

∫
dt

t
=

{
ln |t|+ c = ln |x− a|+ c, k = 1

1
1−k

1
(x−a)k−1 + c, k > 1

Integrali
∫

Bx+C
(x2+bx+c)k

dx, gde je b2−4c < 0 se jednostavnom transformacijom
svode na integrale

∫
dx

(t2+1)k
i
∫

tdt
(t2+1)k

kao xto ilustruje slede�i primer.
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Primer 8.9. Izraqunati
∫

xdx
(x2+x+1)k

, k > 1.

Rexeǌe: Izraz u imeniocu transformixemo na slede�i naqin

x2 + x+ 1 =
3

4

((
2x+ 1√

3

)2

+ 1

)
.

Tada

I =

∫
xdx

(x2 + x+ 1)k
=

4k

3k

∫
xdx((

2x+1√
3

)2
+ 1

)k .
Ovde uvodimo smenu 2x+1√

3
= t, dx =

√
3

2
dt, x = 1

2
(
√

3t− 1). Tako dobijamo

I =
4k

3k

√
3

2

∫ 1
2
(
√

3t− 1)

(t2 + 1)k
dt =

4k−1
√

3

3k

(√
3

∫
tdt

(t2 + 1)k
−
∫

dt

(1 + t2)k

)
.

Integral
∫

tdt
(t2+1)k

se radi smenom t2 + 1 = u, tdt = du
2
i jednak je∫

tdt

(t2 + 1)k
=

1

2

∫
du

uk
=

1

2(1− k)

1

(t2 + 1)k−1
+ c

dok se integral
∫

dt
(1+t2)k

radi sa k parcijalnih integracija kao xto je opisano
u prethodnom primeru. 4

Za ve�bu, uraditi integral
∫

2x3+3x2+2x+1
x2+x+1

dx. Napomiǌemo da je stepen bro-
jioca ve�i od stepena imenioca te je potrebno prvo izvrxiti deǉeǌe bro-
jioca imeniocem.

Primer 8.10. Izraqunati integral
∫

x+2
x(x2+1)2

dx.

Rexeǌe: Ovde prvo vrximo transformaciju racionalne funkcije

x+ 2

x(x2 + 1)2
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
.

Izjednaqavaǌem koeficijenata dobija se sistem

0 =A+B;

0 =C;

0 =2A+B +D;

1 =C + E;

2 =A

koji ima rexeǌe A = 2, B = −2, C = 0, D = −2, E = 1. Tada,∫
x+ 2

x(x2 + 1)2
dx =2

∫
dx

x
− 2

∫
xdx

x2 + 1
− 2

∫
xdx

(x2 + 1)2
+

∫
dx

(x2 + 1)2

=2 ln |x| − ln(x2 + 1) +
1

x2 + 1
+

1

2

(
arctgx+

x

x2 + 1

)
+ c

= ln
x2

x2 + 1
+

1

2
arctgx+

1

2

2 + x

x2 + 1
+ c, c ∈ R.

4
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8.2.2 Integracija nekih iracionalnih funkcija

U ovom odeǉku navodimo nekoliko primera integracija funkcija u kojima
figurixu korenovi nekog reda. Napomiǌemo da racionalna funkcija mo�e
da se bude i koliqnik polinoma sa vixe promenǉivih.

• Integrali oblika∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m1
n1

, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)mk
nk

)
dx

Ako je n = NZS(n1, . . . , nk), smenom ax+b
cx+d

= tn integral se svodi na integral
racionalne funkcije.

Primer 8.11. Izraqunati
∫

1
x+1

√
x−1
x+1

dx.

Rexeǌe: Po navedenom metodu, uvodimo smenu√
x− 1

x+ 1
= t,

x− 1

x+ 1
= t2, x =

t2 − 1

1− t2
,

dx =
4t

(1− t2)2
dt.

Tada, ∫
1

x+ 1

√
x− 1

x+ 1
dx =

∫
1

1 + t2+1
1−t2

t
4t

(1− t2)2
dt = 2

∫
t2

1− t2
dt

=

∫
t2 − 1 + 1

1− t2
dt = 2

(
−
∫
dt+

∫
dt

1− t2

)
=− 2t+ ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ c

=− 2

√
x− 1

x+ 1
+ ln

∣∣∣∣√x+ 1 +
√
x− 1√

x+ 1−
√
x− 1

∣∣∣∣+ c, c ∈ R.

4
Primer 8.12. Izraqunati integral

∫
dx

√
x+1
(

1+ 3√x+1
)2 .

Rexeǌe: U ovom integralu figurixu tre�i i kvadratni koren. Kako je
NZS(2, 3) = 6, uvodimo smenu

6
√
x+ 1 = t, x+ 1 = t6, dx = 6t5dt.

Tako dobijamo∫
dx

√
x+ 1

(
1 + 3
√
x+ 1

)2 =

∫
6t5dt

t3(1 + t2)2
= 6

∫
t2

(1 + t2)2
dt = 6

∫
t2 + 1− 1

(1 + t2)2
dt

=6

(∫
dt

1 + t2
−
∫

dt

(1 + t2)2

)
=6

(
arctgt− 1

2
arctgt− 1

2

t

1 + t2

)
+ c

=3 arctgt− 3
t

1 + t2
+ c

=3 arctg 6
√
x+ 1− 3

6
√
x+ 1

1 + 3
√
x+ 1

+ c, c ∈ R.
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4
• Integrali oblika ∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx.

Ovi integrali se rexavaju tzv. Ojlerovom smenom

• a > 0, smena
√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t;

• c > 0, smena
√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c;

• ako (x− x1)|ax2 + bx+ c, smena
√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)t.

Primer 8.13. Izraqunati
∫

dx√
x2+1

.

Rexeǌe: Uvodimo smenu √
x2 + 1 = x+ t,

x2 + 1 = x2 + 2xt+ t2,

x =
1− t2

2t
,

dx = −t
2 + 1

2t2
dt,

√
x2 + 1 =

1− t2

2t
+ t =

1 + t2

2t
.

Tako dobijamo∫
dx√
x2 + 1

=

∫
2t

1 + t2

(
− t2 + 1

2t2

)
dt = −

∫
dt

t

=− ln |t|+ c = − ln |x−
√
x2 + 1|+ c

= ln
1

|x−
√
x2 + 1|+ c

= ln |x+
√
x2 + 1|+ c, c ∈ R.

4
Za ve�bu, izraqunati integral

∫
dx

x+
√
x2−x+1

.

8.2.3 Integracija nekih trigonometrijskih funkcija

• Integrali oblika ∫
R(sinx, cosx)dx

gde je R racionalna funkcija. Uvodimo smenu tgx
2

= t, x = 2arctgt, dx = 2dt
1+t2

.
Tada

sinx =2 sin
x

2
cos

x

2
= 2

sin x
2

cos x
2

sin2 x
2

+ cos2 x
2

= 2
tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
,

cosx = cos2 x

2
− sin2 x

2
=

cos2 x
2
− sin2 x

2

sin2 x
2

+ cos2 x
2

=
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
.

Tako dobijamo integral ∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2dt

1 + t2

koji predstavǉa integral racionalne funkcije.
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Primer 8.14. Izraqunati integral
∫

dx
1+sinx

.

Rexeǌe: Smenom tgx
2

= t dobijamo∫
dx

1 + sin x
=

∫
1

1 + 2t
1+t2

2dt

1 + t2
=

∫
dt

(t+ 1)2
= − 2

1 + tgx
2

+ c, c ∈ R.

4
Napomiǌemo da postoje integrali u kojima u racionalnoj funkciji figu-

rixu sinus i kosinus koji mogu da se rexe jednostavnijom smenom.

Primer 8.15. Izraqunati integral
∫

dx
cos3 x sinx

.

Rexeǌe:

I =

∫
dx

cos3 x sinx
=

∫
cosxdx

cos4 x sinx
=

∫
cosxdx

(1− sin2 x)2 sinx
.

Ovde uvodimo smenu sinx = t, cosxdx = dt i tako dobijamo integral

I =

∫
dt

t(1− t2)2

koji je integral racinalne funkcije. Rexeǌe integrala je

I = ln |tgx|+ 1

2 cos2 x
+ c, c ∈ R.

4
• Integrali oblika ∫

R(tgx)dx.

Rexavaju se smenom tgx = t, x = arctgt, dx = dt
1+t2

. Dobija se integral
racionalne funkcije ∫

R(t)
dt

1 + t2
.

Primer 8.16. Izraqunati
∫

dx
1+tg2x

Rexeǌe: Smenom tgx = t dobijamo∫
dx

1 + tg2x
=

∫
dt

(1 + t2)2
=

1

2

(
arctgt+

t

1 + t2

)
+ c =

1

2

(
x+

tgx

1 + tg2x

)
+ c, c ∈ R.

4
• Integrali oblika ∫

sinm x cosn xdx.

Ovde razlikujemo dva sluqaja. Prvo, ako je bar jedan od stepena sinusa ili
kosinusa neparan, tada∫

sin2k+1 x cosn xdx =

∫
(sin2 x)k cosn x sinxdx =

∫
(1− cos2 x)k cosn x sinxdx

=−
∫

(1− t2)ktndt.
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Koristili smo smenu cosx = t, − sinxdx = dt, dobijen je integral polinoma.

Drugo, ako su stepeni sinusa i kosinusa parni, koristimo transformaciju

sin2 x =
1− cos 2x

2
,

cos2 x =
1 + cos 2x

2
,

i primeǌujemo na slede�i naqin:∫
sin2k x cos2n xdx =

∫
(sin2 x)k(cos2 x)ndx =

∫ (
1− cos 2x

2

)k(
1 + cos 2x

2

)n
dx

postupak nastavǉamo dok bar jedan od stepenova sinusa ili kosinusa bude
neparan i primeǌujemo prethodnu smenu.

Primer 8.17. Izraqunati integrale
∫

cos5 xdx,
∫

cos4 xdx.

Rexeǌe: Za prvi integral∫
cos5 xdx =

∫
(cos2 x)2 cosxdx =

∫
(1− sin2 x)2 cosxdx

=

∫
(1− t2)2dt =

∫
(1− 2t2 + t4)dt = t− 2

t3

3
+
t5

5
+ c

= sinx− 2
sin3 x

3
+

sin5 x

5
+ c, c ∈ R.

Koristili smo smenu sinx = t.

Za drugi integral∫
cos4 xdx =

∫
(cos2 x)2dx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx

=
1

4

∫
(1 + 2 cos 2x+ cos2 2x)dx =

1

4
(x+ sin 2x) +

1

4

∫
1 + cos 4x

2
dx

=
1

4
(x+ sin 2x) +

x

8
+

1

32
sin 4x+ c, c ∈ R.

4
• Integrali oblika∫

sin ax cos bxdx,

∫
sin ax sin bxdx,

∫
cos ax cos bxdx.

Rexavaju se korix�eǌem transformacije proizvoda sinusa ili kosinusa u
zbir:

sin ax cos bx =
1

2

(
sin(a+ b)x+ sin(a− b)x

)
;

sin ax sin bx =
1

2

(
cos(a− b)x− cos(a+ b)x

)
;

cos ax cos bx =
1

2

(
cos(a+ b)x+ cos(a− b)x

)
.

Primer 8.18. Izraqunati integral
∫

sin 5x cos 3xdx.

Rexeǌe:∫
sin 5x cos 3xdx =

1

2

(∫
sin 8xdx+

∫
sin 2xdx

)
= −1

2

(
cos 8x

8
+

cos 2x

2

)
+ c, c ∈ R.

4
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9 Odre�eni integral
Motivaciju za uvo�eǌe odre�enog integrala nalazimo u Arhimedovom dokazu
formule za povrxinu kruga. Ako krug izdelimo na n podudarnih delova
dijagonalama i delove slo�imo kao na grafiku, dobijeni objekat liqi na
pravougaonik qije su stranice polupreqnik kruga r i polu-obim rπ a sve
finije podele se pribli�avaju pravougaoniku.

Grafik 29: Podela kruga radi dobijaǌa povrxine.

Otuda, povrxina kruga polupreqnika r je jednaka povrxini dobijenog pra-
vougaonika tj. r · rπ = r2π.

Glavni zadatak u ovom poglavǉu �e da bude odre�ivaǌe povrxine krivoli-
nijskog trapeza

T = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

gde je f : [a, b]→ R proizvoǉna funkcija.

Grafik 30: Aproksimacija krivolinijskog trapeza pravougaonicima.

Ideja je da povrxinu trapeza T aproksimiramo zbirom povrxina fino
odabranih pravougaonika.
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Neka je

P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b}

podela intervala [a, b] rastu�im nizom taqaka i neka je

E = {ξi ∈ [xi−1, xi] | i = 1, . . . , n}

familija istaknutih taqaka.

Uoqimo pravougaonike Pi = [xi−1, xi] × [0, f(ξi)] sa osnovom du�ine xi − xi−1

i visinom f(ξi), i = 1, . . . , n. Tada, povrxina trapeza T je pribli�no jednaka
sumi povrxina pravougaonika Pi tj.

n∑
i=1

Pi =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) = σ(f,P , E).

Sumu σ(f,P , E) nazivamo integralna suma funkcije f na intervalu [a, b]
koja odgovara podeli P sa istaknutim taqkama E.

Da bi xto preciznije odredili povrxinu trapeza P potrebno je da in-
terval [a, b] ravnomerno izdelimo na xto sitnije podintervale. U tu svrhu
uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 9.1. Parametar podele P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; a = x0 < x1 <
x2 < · · · < xn−1 < xn = b} intervala [a, b] je realan broj

λ(P) = max
i=1,...,n

(xi − xi−1).

Jasno je da smaǌeǌem parametra podele, odnosno du�ine najve�eg inter-
vala, dobijamo sve sitniju podelu trapeza T na pravougaonike. Nas �e da
zanima graniqni sluqaj integralne sume kada parametar podele te�i nuli
te otuda slede�a definicija.

Definicija 9.2. Ka�emo da je

lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) = I

ako va�i
(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀P , E)λ(P) < δ ⇒ |σ(f,P , E)− I| < ε.

Tada, lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) je taqna povrxina trapeza T .

Definicija 9.3. Ako postoji lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) = I, |I| < ∞ i on ne zavisi

od podele P niti od istaknutih taqaka E, ǌega nazivamo odre�eni integral
funkcije f na intervalu [a, b]. Tada pixemo

b∫
a

f(x)dx = lim
λ(P)→0

σ(f,P , E)

i ka�emo da je funkcija f integrabilna na intervalu [a, b] u oznaci f ∈ R[a, b].
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Primer 9.1. Izraqunati integral
b∫
a

c dx.

Rexeǌe: Podintegralna funkcija u ovom sluqaju je konstantna funkcija
f(x) = c, x ∈ [a, b]. Neka je P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; a = x0 < x1 < x2 <
· · · < xn−1 < xn = b} podela intervala [a, b] sa istaknutim taqkama E = {ξi ∈
[xi−1, xi] | i = 1, . . . , n}. Tada

σ(f,P , E) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) =
n∑
i=1

c(xi − xi−1)

=c(x1 − x0 + x2 − x1 + · · ·+ xn − xn−1) = c(xn − x0) = c(b− a).

Otuda,
b∫

a

c dx = lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) = lim
λ(P)→0

c(b− a) = c(b− a).

4

Primer 9.2. Dirihleova funkcija χQ : [0, 1]→ R nije integrabilna na [0, 1].

Rexeǌe: Prisetimo se da je Dirihleova funkcija data sa

χQ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \Q.

Neka je P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = 1}
podela intervala [0, 1] sa istaknutim taqkama E = {ξi ∈ [xi−1, xi] | i = 1, . . . , n}.
Tada

σ(χQ,P , E) =
n∑
i=1

χQ(ξi)(xi − xi−1) =

{
1, E ⊂ Q,
0, E ⊂ .R \Q.

Otuda, integralna suma, a samim tim i ǌena graniqna vrednost, zavise od
izbora istaknutih taqaka pa zakǉuqujemo da

lim
λ(P)→0

σ(χQ,P , E)

ne postoji. 4

9.1 Integrabilnost funkcija
U ovom odeǉku analiziramo svojstva integrabilnih funkcija i odre�ujemo
dovoǉne uslove da funkcija bude integrabilna.

Teorema 9.1. Svaka integrabilna funkcija na intervalu [a, b] je ograniqena na
[a, b].

Dokaz: Neka je f : [a, b] → R integrabilna. Pretpostavimo da f nije ogra-
niqena odozgo. Neka je P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = b} proizvoǉna podela intervala [a, b].

Neka je M > 0 proizvoǉno. Postoji podinterval [xk−1, xk], k ∈ {1, . . . , n}
na kojem funkcija f nije ograniqena (u suprotnom, ako bi f bila ograniqena
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na svakom intervalu [xi−1, xi], bila bi ograniqena i na ǌihovoj uniji [a, b]).
Neka su ξi ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, . . . , n} \ {k} proizvoǉne taqke i neka je

σ0 =
∑
i 6=k

f(xi)(xi − xi−1).

Zbog neograniqenosti funkcije f na [xk−1, xk], postoji ξk ∈ [xk−1, xk] tako da je

f(ξk) >
M − σ0

xk − xk−1

.

Ako je E = {ξi | i = 1, . . . , n} tada

σ(f,P , E) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

=
∑
i 6=k

f(xi)(xi − xi−1) + f(ξk)(xk − xk−1)

>σ0 +
M − σ0

xk − xk−1

(xk − xk−1) = M.

Dakle, za proizvoǉnu podelu P, postoje istaknute taqke E tako da se inte-
gralna suma σ(f,P , E) mo�e uqiniti proizvoǉno velikom xto nije mogu�e ako

lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) postoji. 2

Postoji metoda tzv. nesvojstvenih integrala kojom je mogu�e integraliti
neograniqene funkcije i o tome �e biti reqi u nastavku.

Teorema 9.2. Svaka neprekidna funkcija f : [a, b]→ R je integrabilna na [a, b].

Dokaz: Neka je P = {xi ∈ [a, b] | i = 0, 1 . . . , n; a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = b} proizvoǉna podela intervala [a, b] sa istaknutim taqkama
E = {ξi ∈ [xi−1, xi] | i = 1, . . . , n}.

Kako je f neprekidna na svakom [xi−1, xi], po Vajerxtrasovoj teoremi postoje
xmi , x

M
i ∈ [xi−1, xi] tako da je

f(xmi ) = min
x∈[xi−1,xi]

f(x), f(xMi ) = max
x∈[xi−1,xi]

f(x)

za sve i = 1, . . . , n.

Uoqimo sume

s(f,P) =
n∑
i=1

f(xmi )(xi − xi−1), S(f,P) =
n∑
i=1

f(xMi )(xi − xi−1).

Grafik 31: Darbuove sume.
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Primetimo (grafik iznad) da suma s(f,P) raste a da S(f,P) opada kada se
parametar podele P dovoǉno smaǌuje. Tako�e, za proizvoǉnu podelu P va�i
da je

s(f,P) ≤ S(f,P).

Dakle, s(f,P) raste i ograniqena je odozgo a S(f,P) opada i ograniqena je
odozo kada λ(P)→ 0 xto znaqi da

lim
λ(P)→0

s(f,P), lim
λ(P)→0

S(f,P)

postoje.

Doka�imo da je lim
λ(P)→0

(
S(f,P)− s(f,P)

)
= 0.

Neka je ε > 0 proizvoǉno. Zbog neprekidnosti funkcije f na [a, b], postoji
δ > 0 tako da za sve x1, x2 ∈ [a, b]

|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

(b− a)
.

Neka je P podela intervala [a, b] takva da je λ(P ) < δ. Tada, |xMi − xmi | ≤
|xi − xi−1| < δ (jer xMi , x

m
i ∈ [xi−1 − xi]) za sve i = 1, . . . , n pa je

S(f,P)− s(f,P) =
n∑
i=1

(
f(xMi )− f(xmi )

)
(xi − xi−1)

<
n∑
i=1

ε

(b− a)
(xi − xi−1) =

ε

(b− a)

n∑
i=1

(xi − xi−1)

=
ε

(b− a)
(b− a) = ε.

Dakle, lim
λ(P)→0

S(f,P) = lim
λ(P)→0

s(f,P) = I.

Kako za proizvoǉnu prodelu P sa istaknutim taqkama E va�i

f(xmi ) ≤ f(ξi) ≤ f(xMi ),

f(xmi )(xi − xi−1) ≤ f(ξi)(xi − xi−1) ≤ f(xMi )(xi − xi−1),

n∑
i=1

f(xmi )(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

f(xMi )(xi − xi−1),

s(f,P) ≤ σ(f,P , E) ≤ S(f,P)

po teoremi o ukǉexteǌu, dobijamo da je

lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) = I

qime je teorema dokazana. 2

Malom modifikacijom prethodnog dokaza mo�e da se doka�e i slede�e
tvr�eǌe

Teorema 9.3. Svaka monotona funkcija f : [a, b]→ R je integrabilna na [a, b].
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Primer 9.3. Izraqunati integral
b∫
a

xdx.

Rexeǌe: Kako je funkcija f(x) = x neprekidna, ona je integrabilna xto
znaqi da graniqna vrednost lim

λ(P)→0
σ(f,P , E) postoji. Otuda, nema potrebe da

prethodni limes raqunamo za proizvoǉne podele ve� je dovoǉno da ga izraqu-
namo koriste�i odabranu familiju podela qiji parametar te�i nuli. U ovom
primeru koristi�emo tzv. ekvidistantnu podelu intervala.

Neka je n ∈ N proizvoǉno i neka je h = b−a
n
. Neka je

P = {xk = a+ hk | k = 0, 1, . . . , n}, E = {ξk = a+ kh | k = 1, . . . , n}.

Tada, xk − xk−1 = h za sve k = 1, . . . , n pa, λ(P) = h xto znaqi da λ(P)→ 0 akko
n→∞.

Otuda,

b∫
a

xdx = lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) = lim
λ(P)→0

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

= lim
n→∞

n∑
k=1

(a+ kh)h = lim
n→∞

(
ah

n∑
k=1

1 + h2

n∑
k=1

k

)
= lim

n→∞

(
na
b− a
n

+
b2 − 2ab+ a2

n2

n(n− 1)

2

)
=ab− a2 +

b2 − 2ab+ a2

2
lim
n→∞

n2 − n
n2

=
b2 − a2

2
.

4

Na sliqan naqin mogu da se odrede integrali
b∫
a

x2dx,
b∫
a

x3dx itd.

9.2 Osobine odre�enog integrala
Iz definicije odre�enog integrala je oqigledno slede�e.

Definicija 9.4. Neka je f data funkcija. Tada

•
a∫
a

f(x)dx = 0;

•
a∫
b

f(x)dx = −
b∫
a

f(x)dx.

Sada navodimo nekoliko osobina odre�enog integrala.

Teorema 9.4. (Linearnost integrala) Ako f, g ∈ R[a, b] tada αf + βg ∈ R[a, b]
za proizvoǉne α, β ∈ R i va�i

b∫
a

(
αf(x) + βg(x)

)
dx = α

b∫
a

f(x)dx+ β

b∫
a

g(x)dx.

90



Dokaz: Neka lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) i lim
λ(P)→0

σ(g,P , E) postoje. Tada

b∫
a

(
αf(x) + βg(x)

)
dx = lim

λ(P)→0
σ(αf + βg,P , E) = lim

λ(P)→0

n∑
i=1

(
αf(ξi) + βg(ξi)

)
(xi − xi−1)

=α lim
λ(P)→0

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) + β lim
λ(P)→0

n∑
i=1

g(ξi)(xi − xi−1)

=α

b∫
a

f(x)dx+ β

b∫
a

g(x)dx.

2

Kako se na ovom kursu radi integracija neprekidnih funkcija, slede�e
tvr�eǌe navodimo bez dokaza.

Teorema 9.5. Ako f, g ∈ R[a, b] tada

• f · g ∈ R[a, b];

• |f | ∈ R[a, b];

• 1
f
∈ R[a, b], pri tom f(x) > 0 za sve x ∈ [a, b];

• f ∈ R[α, β], za proizvoǉan [α, β] ⊆ [a, b].

Teorema 9.6. (Aditivnost odre�enog integrala) Neka je f ∈ R[a, b] i neka je
c ∈ (a, b). Tada je

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Dokaz: Kako je f ∈ R[a, b], na osnovu prethodne teoreme sledi da f ∈ R[a, c] i
f ∈ R[c, b].

Neka je P1 = {xi | i = 1, . . . , n; a = x0 < x1 < . . . < xn = c} podela intervala
[a, c] sa istaknutim taqkama E1 = {ξi ∈ [xi−1, xi] | i = 1, . . . , n} i neka je P2 = {yi |
i = 1, . . . ,m; c = y0 < y1 < . . . < ym = b} podela intervala [c, b] sa istaknutim
taqkama E2 = {ηi ∈ [yi−1, yi] | i = 1, . . . ,m}.

Tada, Pc = P1 ∪ P2 je podela intervala [a, b] koja sadr�i taqku c jer

0 < x1 < . . . < xn = c = y0 < y1 < . . . < ym = b

a E = E1 ∪ E2 je odgovaraju�a familija istaknutih taqaka i va�i

λ(Pc)→ 0⇔ λ(P1)→ 0 ∧ λ(P2)→ 0.

Kako po pretpostavci lim
λ(P)→0

σ(f,P , E) postoji, on mo�e da se izraquna i pomo�u
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podela koje sadr�e taqku c. Otuda

b∫
a

f(x)dx = lim
λ(Pc)→0

σ(f,Pc, E) = lim
λ(Pc)→0

( n∑
i=0

f(ξi)(xi − xi−1) +
m∑
j=0

f(ηj)(yj − yj−1)

)

= lim
λ(P1)→0

n∑
i=0

f(ξi)(xi − xi−1) + lim
λ(P2)→0

m∑
j=0

f(ηj)(yj − yj−1)

=

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx

qime je teorema dokazana. 2

Teorema 9.7. (Monotonost odre�enog integrala) Neka su f, g ∈ R[a, b] takve da
je f(x) ≤ g(x) za sve x ∈ [a, b]. Tada

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

Dokaz: Neka je P proizvoǉna podela intervala [a, b] sa istaknutim taqkama
E. Tada, za sve i = 1, . . . , n

f(ξi) ≤ g(ξi),

f(ξi)(xi − xi−1) ≤ g(ξi)(xi − xi−1),
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

g(ξi)(xi − xi−1),

σ(f,P , E) ≤ σ(g,P , E),

lim
λ(P)→0

σ(f,Pc, E) ≤ lim
λ(P)→0

σ(g,Pc, E),

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx

qime je teorema dokazana. 2

Ovde napomiǌemo da, iako smo odre�eni integral uveli tako da izraqu-
namo povrxinu krivolinijskog trapeza koja je pozitivna, vrednost odre�enog
integrala funkcije mo�e da bude i negativna ili jednaka nuli.

Posledica 9.1. Ako je f ∈ R[a, b] i f(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b] tada je

b∫
a

f(x)dx ≥ 0.

Zaista: Ako je f(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b] na osnovu prethodne teoreme je

b∫
a

f(x)dx ≥
b∫

a

0 dx = 0.

2
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Teorema 9.8. Ako je f ∈ R[a, b] tada

•
∣∣∣∣ b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ b∫
a

|f(x)|dx;

• inf
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤
b∫
a

f(x)dx ≤ sup
x∈[a,b]

f(x)(b− a).

Dokaz: Za prvi deo, znamo da je za sve x ∈ [a, b]

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ f(x)

pa je zbog monotonosti integrala

−
b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx

xto dokazuje da je ∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)|dx.

Drugo, kako je svaka integrabilna funkcija ograniqena, postoje inf
x∈[a,b]

f(x)

i sup
x∈[a,b]

f(x) i konaqni su. Tada kako je za sve x ∈ [a, b]

inf
x∈[a,b]

f(x) ≤ f(x) ≤ sup
x∈[a,b]

f(x)

zbog monotonosti integrala je

b∫
a

inf
x∈[a,b]

f(x)dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

sup
x∈[a,b]

f(x)dx,

inf
x∈[a,b]

f(x)

b∫
a

dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ sup
x∈[a,b]

f(x)

b∫
a

dx,

inf
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ sup
x∈[a,b]

f(x)(b− a)

xto dokazuje tvr�eǌe. 2

Na kraju navodimo teorijski vrlo znaqajnu tzv. prvu teoremu o sredǌoj
vrednosti. Razlog za termin prva je zato xto se ona u istoriji matematiqkih
nauka prva pojavila.

Teorema 9.9. (Prva teorema o sredǌoj vrednosti)

• Ako je f ∈ R[a, b] i ako je m = inf
x∈[a,b]

f(x) a M = sup
x∈[a,b]

f(x) tada postoji

µ ∈ [m,M ] tako da je
b∫

a

f(x)dx = µ(b− a).
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• Ako je f neprekidna na [a, b] tada postoji c ∈ [a, b] tako da je

b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a).

Grafik 32: Povrxina trapeza je jednaka povrxini pravougaonika.

Dokaz: Za prvi deo, uoqimo funkciju F : [m,M ] → R datu sa F (t) = t(b − a).
Tada, F je neprekidna i po prethodnoj teoremi va�i

F (m) = m(b− a) = inf
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ sup
x∈[a,b]

f(x) = M(b− a) = F (M).

Dakle,

F (m) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ F (M)

pa, po Bolcano-Koxijevoj teoremi o me�uvrednsoti, postoji µ ∈ (m,M) tako
da je

F (µ) = µ(b− a) =

b∫
a

f(x)dx.

Za drugi deo, uoqimo funkciju G : [a, b] → R sa G(x) = f(x)(b − a). Kako je
f neprekidna na [a, b], po Vajerxtrasovoj teoremi postoje xm, xM ∈ [a, b] takvi
da je

f(xm) = min
x∈[a,b]

f(x), f(xM) = max
x∈[a,b]

f(x).

Na osnovu prethodne teoreme va�i da je

min
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ max
x∈[a,b]

f(x)(b− a)

xto implicira da je

G(xm) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ G(xM).
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Kako je G neprekidna funkcija, na osnovu Bolcano-Koxijeve teoreme o me-
�uvrednosti postoji c koje je izme�u xm i xM , i koje pripada intervalu (a, b)
tako da je

G(c) = f(c)(b− a) =

b∫
a

f(x)dx

qime je teorema dokazana. 2

9.3 ǋutn-Lajbnicova formula
U ovom odeǉku navodimo najznaqajniju teoremu ovog poglavǉa koja nam mogu-
�ava da sve metode integracije neodre�enih integrala primenimo na raqu-
naǌe odre�enih integrala.

Teorema 9.10. Ako je f : [a, b]→ R neprekidna na [a, b] tada je ϕ : [a, b]→ R data
sa

ϕ(x) =

x∫
a

f(t)dt

primitivna funkcija funkcije f na [a, b].

Dokaz: Doka�imo da je

ϕ′(x) = lim
∆x→0

ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x)

∆x
= f(x).

Zbog aditivnosti odre�enog integrala va�i da je

ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x) =

x+∆x∫
a

f(t)dt−
x∫
a

f(t)dt =

x+∆x∫
x

f(t)dt.

Zbog neprekidnosti funkcije f , na osnovu prve teoreme o sredǌoj vrednosti,
postoji c koje je izme�u x i x+ ∆x tako da je

ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x) =

x+∆x∫
x

f(t)dt = f ′(c)(x+ ∆x− x) = f ′(c)∆x.

Pri tom c→ x kada ∆x→ 0.

Tada, zbog neprekidnosti funkcije f ,

ϕ′(x) = lim
∆x→0

ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x)

∆x
= lim

∆x→0

f(x)∆x

∆x
= lim

∆x→0
f(c) = f

(
lim

∆x→0
c
)

= f(x)

xto dokazuje teoremu. 2

Posledica 9.2. Neprekidna funkcija na zatvorenom i ograniqenom intervalu
ima primitivnu funkciju.
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Teorema 9.11. (ǋutn-Lajbnicova formula) Ako je F : [a, b] → R primitivna
funkcija neprekidne funkcije f : [a, b]→ R na [a, b] tada je

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Dokaz: Kako je po prethodnoj teoremi ϕ(x) =
x∫
a

f(t)dt jedna primitivna fun-

kcija funkcije f na [a, b], po teoremi o odre�ivaǌu svih primitivnih funkcija
date funkcije, postoji c ∈ R tako da je za sve x ∈ [a, b]

F (x) = ϕ(x) + c

gde je ϕ funkcija iz prethodne teoreme. Tada,

F (b)− F (a) =
(
ϕ(b) + c

)
−
(
ϕ(a) + c

)
=

∫ b

a

f(t)dt−
∫ a

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt.

2

Primer 9.4. Izraqunati integral
b∫
a

xkdx, k ∈ Z, k 6= −1.

Rexeǌe: Kako je
(
xk+1

k+1

)′
= xk za sve x ∈ [a, b], po ǋutn-Lajbnicovoj formuli

b∫
a

xkdx =
xk+1

k + 1

∣∣∣∣b
a

=
bk+1 − ak+1

k + 1
.

4

9.4 Raqunaǌe odre�enog integrala
U ovom odeǉku navodimo najosnovnije metode integracije odre�enih inte-
grala.

Teorema 9.12. (Metoda smene) Neka je f : [a, b]→ R neprekodna a ϕ : [α, β]→ [a, b]
neprekidno-diferencijabilna bijekcija. Tada

β∫
α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt =

b∫
a

f(x)dx.

Dokaz: Neprekidna funkcija f : [a, b] → R ima na [a, b] primitivnu funkciju
F : [a, b] → R tj. va�i da je F ′(x) = f(x) za sve x ∈ [a, b]. Tada je po ǋutn-
Lajbnicovoj formuli

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Kako je za sve x ∈ [α, β](
F
(
ϕ(x)

))′
= F ′

(
ϕ(x)

)
ϕ′(x) = f

(
ϕ(x)

)
ϕ′(x),
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funkcija F
(
ϕ(x)

)
je primitivna funkcija funkcije f

(
ϕ(x)

)
ϕ′(x) pa je po ǋutn

-Lajbnicovoj formuli

β∫
α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt = F

(
ϕ(β)

)
− F

(
ϕ(α)

)
= F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x)dx.

Pri tom, ϕ(α) = a i ϕ(β) = b jer je funkcija ϕ neprekidna i bijektivna pa je
zbog toga i monotona. 2

Primer 9.5. Izraqunati
a∫
0

√
a2 − x2dx, a > 0.

Rexeǌe: Prvo primeǌujemo malu transformaciju podintegralnog izraza:

I =

a∫
0

√
a2 − x2dx = a

a∫
0

√
1−

(
x

a

)2

dx

Ovde uvodimo smenu x
a

= sin t, dx = a cos tdt. Kako x
a
∈ [0, 1] (jer t ∈ [0, a]) i

t = arcsin x
a
smena je dobro definisana i preslikava [0, π

2
] u interval [0, a].

Tada,

I =a2

π
2∫

0

√
1− sin2 t cos tdt = a2

π
2∫

0

cos2 tdt

=
a2

2

( π
2∫

0

dt+

π
2∫

0

cos 2tdt

)
=
a2π

4
.

4

Teorema 9.13. Neka je f : [−a, a]→ R integrabilna. Tada

• ako je f parna tada
a∫
−a
f(x)dx = 2

a∫
0

f(x)dx;

• ako je f neparna tada
a∫
−a
f(x)dx = 0.

Dokaz: Zbog aditivnosti integrala va�i

I =

a∫
−a

f(x)dx =

0∫
−a

f(x)dx+

a∫
0

f(x)dx.

Za levi integral uvodimo smenu x = −t, dx = −dt i on postaje

0∫
−a

f(x)dx = −
0∫
a

f(−t)dt =

a∫
0

f(−t)dt.
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Otuda, ako je funkcija f parna dobijamo

I =

a∫
0

f(−t)dt+

a∫
0

f(x)dx =

a∫
0

f(t)dt+

a∫
0

f(x)dx = 2

a∫
0

f(x)dx,

dok, ako je funkcija neparna dobijamo

I =

a∫
0

f(−t)dt+

a∫
0

f(x)dx = −
a∫

0

f(t)dt+

a∫
0

f(x)dx = 0.

2

Teorema 9.14. Ako je f integrabilna i periodiqna funkcija sa periodom p tada

a+p∫
a

f(x)dx =

p∫
0

f(x)dx.

Dokaz: Neka je f(x + p) = f(x) za sve x iz domena funkcije f . Tada, zbog
aditivnosti integrala

a+p∫
a

f(x)dx =

p∫
a

f(x)dx+

a+p∫
p

f(x)dx.

Ako za drugi integral uvedemo smenu x− p = t dobijamo

a+p∫
p

f(x)dx =

a∫
0

f(t)dt.

Tada je, opet zbog aditivnosti integrala

I =

p∫
a

f(x)dx+

a∫
0

f(t)dt =

p∫
0

f(x)dx.

2

Teorema 9.15. (Metoda parcijalne integracije) Neka su u, v : [a, b]→ R neprekidno-
diferencijabilne na [a, b]. Tada je

b∫
a

udv = uv
∣∣b
a
−

b∫
a

vdu.

Dokaz: Kako su po pretpostavci u, u′, v, v′ neprekidne funkcije, funkcija u′v+
uv′ je neprekidna pa je i integrabilna. Kako je

u′v + uv′ = (uv)′
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po ǋutn-Lajbnicovoj formuli va�i da je

b∫
a

(u′v + uv′)dx =

b∫
a

(uv)′dx = u(b)v(b)− u(a)v(a) = uv
∣∣b
a
.

Kako je u′(x)dx = du i v′(x)dx = dv dobijamo

b∫
a

udv +

b∫
a

vdu = uv
∣∣b
a

qime je teorema dokazana. 2

Primer 9.6. Izraqunati integral
π
2∫

0

sinn xdx, n ∈ N ∪ {0}.

Rexeǌe: Va�i da je

I0 =

π
2∫

0

dx =
π

2
; I1 =

π
2∫

0

sinxdx = − cosx
∣∣π2
0

= 1.

Za n ≥ 2 neka je

u = sinn−1 x, du = (n− 1) sinn−2 x cosxdx;

dv = sinxdc, v = − cosx.

Tada,

In =

π
2∫

0

sinn xdx =

π
2∫

0

sinn−1 x sinxdx

=− sinn−1 x cosx
∣∣π2
0

+ (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x cos2 xdx

=(n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x(1− sin2 x)dx

=(n− 1)(In−2 − In).

Rexavaǌem dobijene jednaqine po In doijamo rekurzivnu formulu

In =
n− 1

n
In−2.

Tada, ako je n parno tj. n = 2k

I2k =
2k − 1

2k
I2k−2 =

2k − 1

2k

2k − 3

2k − 2
I2k−4 = · · · = (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1

2k(2k − 2) · · · 4 · 2
I0 =

(2k − 1)!!

(2k)!!

π

2
,

a, ako je n neparno tj. n = 2k + 1 dobijamo

I2k+1 =
2k

2k + 1
I2k−1 =

2k

2k + 1

2k − 2

2k − 1
I2k−3 = · · · = 2k(2k − 2) · · · 4 · 2

(2k + 1)(2k − 1) · · · 3 · 1
I1 =

(2k)!!

(2k + 1)!!
.

4
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9.5 Primena odre�enog integrala
U ovom odeǉku navodimo nekoliko najosnovnih primera primene odre�enog
integrala. Modifikacijom opisanih metoda, mogu se dobiti formule za
odre�ivaǌe mnogih fiziqkih veliqina.

9.5.1 Povrxina figura u ravni

Kako je odre�eni integral uveden sa namerom da se izraquna povrxina kri-
volinijskog trapeza, ǌega mo�emo da iskoristimo da izraqunamo povrxinu
figura u ravni koje mogu da budu dobijene kao unija ili razlika krivoli-
nijskih trapeza.

Grafik 33: Elementarne povrxi u ravni.

Na primer, povrxina figure (prikazane na grafiku iznad, levo)

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}

gde su f, g : [a, b] → R integrabilne funkcije, mo�e da se izraquna pomo�u
formule

P (D) =

b∫
a

(
g(x)− f(x)

)
dx.

Tako�e, zamenom uloga promenǉivim x i y, povrxinu figure (prikazane
na grafiku iznad, desno)

D = {(x, y) | c ≤ y ≤ d, f(y) ≤ x ≤ g(y)}

raqunamo pomo�u formule

P (D) =

d∫
c

(
g(y)− f(y)

)
dy.

Primer 9.7. Izraqunati povrxinu elipse date jednaqinom x2

a2
+ y2

b2
≤ 1.

Rexeǌe: Elipsa prikazana na grafiku ispod je simetriqna u odnosu na
koordinatne ose pa je zato ǌena povrxina qetiri puta ve�a od povrxine
ǌenog dela iz prvog kvadranta
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Grafik 34: Elipsa.

D =

{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b

√
1− x2

a2

}
.

Otuda, povrxina elipse je jednaka

4P (D) = 4

a∫
0

b

√
1− x2

a2
dx = abπ.

9.5.2 Du�ina luka grafika funkcije

Neka je f : [a, b] → R neprekidno-diferencijabilna funkcija. Odredimo
du�inu luka krive

γ =
{(
x, f(x)

)
| x ∈ [a, b]

}
.

Neka je P = {xi | i = 0, 1, . . . , n; a = x0 < x1 < · · · < xn = b} podela intervala
[a, b]. Neka su

Ai =
(
xi, f(xi)

)
i = 0, 1, . . . , n taqke krive γ. Du�inu krive γ aproksimiramo pomo�u du�ine
izlomǉene linije A0A1 · · ·An.

Grafik 35: Izlomǉena linija aproksimira grafik funkcije.

Primenom Pitagorine teoreme, du�ina du�i Ai−1Ai je

Ai−1Ai =

√(
f(xi)− f(xi − 1)

)2
+ (xi − xi−1)2.
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Kako je funkcija f neprekidno-diferencijabilna na [xi−1, xi], ona zadovoǉava
uslove Lagran�eve teoreme o sredǌoj vrednosti pa postoji ci ∈ (xi−1, xi) tako
da je

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ci)(xi − xi−1)

za sve i = 1, . . . , n.

Tako dobijamo da je za sve i = 1, . . . , n.

Ai−1Ai =
√
f ′2(ci)(xi − xi−1)2 + (xi − xi−1)2 =

√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1).

Neka je sada E = {ci | i = 1, . . . , n} familija istaknutih taqaka. Tada,
du�ina izlomǉene linije A0A1 · · ·An postaje

A0A1 · · ·An =
n∑
i=1

Ai−1Ai =
n∑
i=1

√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1) = σ(

√
1 + f ′2,P , E).

Dakle, du�ina izlomǉene linije je jednaka integralnoj sumi σ(
√

1 + f ′2,P , E).
Kako je f ′ po pretpostavci neprekidna, funkcija

√
1 + f ′2 je neprekidna kao

kompozicija neprekidnih funkcija pa je samim tim i integrabilna. Kako se
sve finijim podelama intervala [a, b] dobijaju sve boǉe aproksimacije krive
γ izlomǉenom linijom A0A1 · · ·An, du�inu luka krive γ dobijamo kada λ(P)
te�i nuli. Otuda

γ = lim
λ(P)→0

σ(
√

1 + f ′2,P , E) =

b∫
a

√
1 + f ′2(x)dx.

9.5.3 Zapremina obrtnih tela

Neka je f : [a, b]→ R integrabilna funkcija. Odredimo zapreminu tela T koje
je nastalo rotacijom krivolinijskog trapeza

T = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

Grafik 36: Vaǉci aproksimiraju obrtno telo.
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oko x−ose. Ideja je da umesto rotacije trapeza izvrximo rotaciju pravo-
ugaonika koji aproksimiraju trapez i tako zapreminu tela T aproksimiramo
pomo�u zapremine vaǉaka kao xto je prikazano na grafiku iznad.

Neka je P = {xi | i = 0, 1, . . . , n; a = x0 < x1 < · · · < xn = b} podela intervala
[a, b] i neka je E = {ξi ∈ [xi−1, xi] | i = 1, . . . , n} familija istaknutih taqaka.
Neka je Vi zapremina vaǉka dobijenog rotacijom pravougaonika Pi = [xi−1, xi]×
[0, f(ξi)] oko osnove koja se nalazi na x−osi, i = 1, . . . , n. Tada

Vi = πf 2(ξi)(xi − xi−1)

za sve i = 1, . . . , n. Otuda, zapremina tela V je pribli�no jednaka sumi
n∑
i=1

Vi = π

n∑
i=1

f 2(ξi)(xi − xi−1) = πσ(f 2,P , E).

Finijom podelom intervala [a, b] dobijamo sve boǉe aproksimacije zapremine
tela T a ǌegovu taqnu zapreminu dobiamo kada λ(P)→ 0. Tako dobijamo

V (T ) = π lim
λ(P)→0

σ(f 2,P , E) = π

b∫
a

f 2(x)dx.

Primetimo da, kako je f integrabilna na [a, b], i f 2 je integrabilna na [a, b]

xto znaqi da integral
b∫
a

f 2(x)dx postoji.

Primer 9.8. Izraqunati zapreminu sfere polupreqnika r.

Grafik 37: Sfera kao obrtno telo.

Rexeǌe: Sfera polupreqnika r mo�e da se dobije rotacijom oko x−ose polu-
kruga datog u formi krivolinijskog trapeza funkcije f(x) =

√
r2 − x2, x ∈

[−r, r] tj. povrxi

D = {(x, y) | −r ≤ x ≤ r, 0 ≤ y ≤
√
r2 − x2}.

Tada, zapremina dobijenog obrtnog tela je

π

r∫
−r

f 2(x)dx = π

r∫
−r

√
r2 − x2

2
dx = π

r∫
−r

(r2 − x2)dx =
4

3
r3π.

4
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9.5.4 Povrxina obrtnih tela

Neka je f : [a, b]→ R neprekidno-diferencijabilna funkcija. Odredimo povr-
xinu povrxi S nastale rotacijom grafika funkcije f na intervalu [a, b] oko
x−ose. Umesto rotacije grafika, izvrxi�emo rotaciju izlomǉene linije
koja aproksimira grafik. Linija se konstruixe kao kod raqunaǌa du�ine
luka krive.

Grafik 38: Zarubǉene kupe aproksimiraju povrxinu obrtnog tela.

Neka je P = {xi | i = 0, 1, . . . , n; a = x0 < x1 < · · · < xn = b} podela intervala
[a, b] i neka su

Ai =
(
xi, f(xi)

)
i = 1, . . . , n taqke na grafiku. Odredimo povrxinu povrxi nastale rotaci-
jom izlomǉene linije A0A1 · · ·An. Rotacijom du�i Ai−1Ai dobija se omotaq
zarubǉene kupe povrxine Si qija su osnovice polupreqnika f(xi−1) i f(xi) a
izvodnica je jednaka du�ini du�i Ai−1Ai. Kod raqunaǌa du�ine luka grafika
funkcije smo, primenom Lagran�eve teoreme, dokazali da je

Ai−1Ai =
√

1 + f ′2(ci)(xi − xi−1)

gde je ci ∈ (xi−1, xi), i = 1, . . . , n. Kako je povrxina omotaqa zarubǉene kupe
jednaka π(r1+r2)s gde su r1 i r2 osnovice a s je du�ina izvodnice kupe, dobijamo

Si = π
(
f(xi−1) + f(xi)

)√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1)

za sve i = 1, . . . , n. Povrxina povrxi nastale rotacijom cele izlomǉene lin-
ije A0A1 · · ·An je

n∑
i=1

Si = π
n∑
i=1

(
f(xi−1) + f(xi)

)√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1)

a povrxina povrxi S se dobija kada λ(P)→ 0 tj.

P (S) = π lim
λ(P)→0

n∑
i=1

(
f(xi−1) + f(xi)

)√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1).
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Izraz sa desne strane nije graniqna vrednost integralne sume jer u ǌoj
figurixu vrednosti funkcije u tri taqke xi−1, xi i ci. Me�utim, ako je
ξi proizvoǉna taqka intervala [xi−1, xi], kako |xi − xi−1| → 0 kada λ(P) → 0,
zakǉuqujemo da xi−i → ξi, xi → ξi i ci → ξi kada λ(P) → 0. Otuda, u posledǌoj
sumi, taqke xi, xi−1 i ci mo�emo da zamenimo sa ξi i tako dobijamo integralnu
sumu

P (S) =π lim
λ(P)→0

n∑
i=1

(
f(ξi) + f(ξi)

)√
1 + f ′2(ξi)(xi − xi−1)

=2π lim
λ(P)→0

n∑
i=1

f(ξi)
√

1 + f ′2(ξi)(xi − xi−1)

=2π lim
λ(P)→0

σ(f
√

1 + f ′2,P , E)

=2π

b∫
a

f(x)
√

1 + f ′2(x)dx.

Integral
b∫
a

f(x)
√

1 + f ′2(x)dx postoji jer su funkcije f i f ′ neprekidne pa je

samim tim neprekidna i kompozicija f(x)
√

1 + f ′2(x).

Primer 9.9. Izraqunati povrxinu sfere polupreqnika r.

Rexeǌe: Sfera polupreqnika r mo�e da se dobije rotacijom oko x−ose
grafika funkcije f(x) =

√
r2 − x2 na intervalu [−r, r]. Tada, ǌena povrxina

je jednaka

2π

r∫
−r

√
r2 − x2

√
1 +

(
r2 − x2

)′2
dx = 2π

r∫
−r

√
r2 − x2

r√
r2 − x2

dx = 4r2π.

4

9.6 Nesvojstveni integrali
Postoji mogu�nost raqunaǌa integrala u situacijama kada funkcija nije
ograniqena ili nije neprekidna u nekoj od granica intervala integracije
ili kada interval integracije nije konaqan.

Definicija 9.5. Neka je funkcija f : (a, b]→ R neprekidna na (a, b] i ima prekid
u taqki a. Tada se integral

b∫
a

f(x)dx

naziva nesvojstveni.

Ovaj tip integrala se radi pomo�u graniqne vrednosti

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a+ 1

n

f(x)dx.
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Sa desne strane se dobija niz integrala koji nisu nesvojstveni i ako on
konvergira ka�emo da dati nesvojstveni integral konvergira.

Primer 9.10. Ispitati konvergenciju integrala
1∫
0

dx
x
.

Rexeǌe: Funkcija f(x) = 1
x
ima prekid druge vrste u nuli zato dati integral

raqunamo na slede�i naqin:

1∫
0

dx

x
= lim

n→∞

1∫
1
n

dx

x
= lim

n→∞

(
ln 1− ln

1

n

)
= lim

n→∞
lnn =∞.

Dakle, dati integral ne konvergira. 4

Definicija 9.6. Neka je f : [a,∞)→ R neprekidna funkcija. Integral

∞∫
a

f(x)dx

se naziva nesvojstveni

Ovakav tip integrala se radi na slede�i naqin:

∞∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

n∫
a

f(x)dx.

Integrali sa desne strane se rade na intervalima [a, n] (pretpostavǉa se da
je n > a) i nisu nesvojstveni. Ako dobijeni niz integrala konvergira ka�emo
da nesvojstveni integral konvergira.

Primer 9.11. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala
∞∫
0

e−xdx.

Rexeǌe: Ovde formiramo slede�i niz integrala

∞∫
0

e−xdx = lim
n→∞

n∫
0

e−xdx = − lim
n→∞

(e−n − e0) = 1− lim
n→∞

1

en
= 1.

Dakle, dati integral konvergira. 4

Na kraju ovog kursa, navodimo metodu za proveru konvergencije brojnih
redova pomo�u nesvojstvenih integrala. Metod je poznat kao Koxijev inte-
gralni kriterijum i mo�e da se rekonstruixe iz rexeǌa slede�eg primera.

Primer 9.12. Dokazati da red
∞∑
n=1

1
np

konvergira za p > 1 a divergira za p ∈

(−∞, 1].
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Rexeǌe: Jasno je da za p ≤ 0 dati red divergira jer mu opxti qlan 1
np

ne
te�i nuli.

Ako je p ∈ (0, 1], sumu reda
∞∑
n=1

1
np

mo�emo geometrijski da predstavimo kao

povrxinu pravougaonika koji sadr�e krivolinijski trapez

T =

{
(x, y) | 1 ≤ x ≤ ∞, 0 ≤ y ≤ 1

np

}
kao xto je prikazano na slici ispod.

Grafik 39: Suma reda predstavǉena kao povrxina koja sadr�i krivolini-
jski trapez.

Tada
∞∑
n=1

1

np
>

∞∫
1

dx

xp
= lim

n→∞

n∫
1

dx

xp
= lim

n→∞

n1−p − 1

1− p
=∞.

Dakle, suma reda je ve�a od beskonaqnosti pa i sama mora da bude jednaka
beskonaqno xto znaqi da red divergira.

Grafik 40: Suma reda predstavǉena kao povrxina sard�ana u krivolini-
jskom trapezu.
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Ako je p > 1, sumu reda
∞∑
n=2

1
np

mo�emo geometrijski da predstavimo kao

povrxinu pravougaonika su sadr�ani u krivolinijskom trapezu

T =

{
(x, y) | 1 ≤ x ≤ ∞, 0 ≤ y ≤ 1

np

}
kao xto je prikazano na grafiku iznad.

Tada
∞∑
n=2

1

np
<

∞∫
1

dx

xp
= lim

n→∞

n∫
1

dx

xp
= lim

n→∞

n1−p − 1

1− p
=
−1

1− p
> 0.

Dakle, suma reda sa pozitivnim qlanovima je maǌa od konaqnog realnog broja
pa i sama mora da bude konaqna odnosno dati red konvergira. 4

Ovo |e ‖∇a| ‖u∇∫a Matemat〉‖e 1.
Vol〉 va∫ vax √∇o{e∫ o∇

Ma∇〉\‖o T 〉mot〉e|v〉�.
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