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1

Peasau 6pojeBu

I'pamuBo MomepHe MaTeMaTWUKe TeopHje ce GopMupa TaKo IITO ce IPBO Jedu-
HUIIY HAJOCHOBHUja TBphema Koja ce He MOKa3yjy, T3B. aKCUOME, & UCTUHUTOCT
CBUX OCTaJuX TBphHema ce mpoBepaBa CBODhemeM Ha akcuoMe moMohy mpaBuiia
3aKJbYUMBAHA.

OBaj kypc 3anounmemMo HaBO hemeM HajonTuMaJHIjer CKyIla akCuoMa Koje Oape-
byjy konnent peasnux 6pojeBa.

Hedununuja 1.1. Ypehero nowe peasrux bpojesa je ckyn R xoju cadpacu eaemenme
0 u 1 ca bunaprum onepayujama + u - U dbuHaAPHOM peaayujom < Koje 3600800845y
caedeha ceojemea

1.

~ N N N N N~
S

© o N S &R N

(Ve,y,2)c+ (y+2) =z + (y + 2);
Ve, y)r +y =y + x;
Va)z + 0 = z;

va)(3(—2))z + (—z) = 0;
Va,y,z2)x-(y-2) =z (y-2);
Va,y)r -y =y - x;

<E

(
(
(
(
(
(Vo)z -1 =z
(Vo #0)(Fz V-2t =1;
(Va,y,2)z- (y+2)=2-y+u-z
(Vo)x < z;
(Vz,y)r <yANy<z=z=y;
(Ve,y,2) e <yANy<z=z<z;
(Vz,y)z <yVy <
(Ve,y,2)r <y=xz+2<y+z
Ve, y)0<2zA0<y=0<z-y;
Axo cy A u B nomcxynosu ckyna R maxsu da
(Ve e A)(Vy € B)z <y
mada nocmoju z € R maxae da

(Ve e A)(Vy € B)x < z <.

[IpBux 9 akcmoma moTBpbhyjy ma je ckyn peasHux OpojeBa mMoJbe, a aKCUOME
10-15 onpebyjy ypebenoct tor moma. [locaenma akcuoma 16 ce HazuBa akcuoma
HEIPEKUTHOCTU.

3a Be:kOy, IpOBEPUTU KOje Ol aKCHOMa 3aI0BOJbaBa CKYI IPUPOITHUX OpOjeBa
N, koje ckyn meaux OpojeBa Z, a KOje CKyn panuoHaJHuUX OpojeBa Q.

Panu eneranTHmMjer 3ammca yBOAMMO O3HAKE
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e r-y =

Toxkom oBor kypca, cmarpahemMo ga cMO DOKa3aju HEKO TBpDhHeme ako ra npaBu-
JIMMa 3aKJbYyUYMBama CBEIEMO 10 HaBeIeHUX aKCHoOMa. Y HACTaBKY CJIeqV HEKOJIUKO
HAJOCHOBHUJUX IIPUMeEPA.

Teopema 1.1. (Cunwmakcne nocaeduye arxcuoma pearnus bpojesa). 3a npousgonhe
x,y € R samcu

1. (Vz)x-0=0;
2. Vz,y)z-y=02=0Vy=0;
3. (V)0 < 2.

Iloxa3s
l.z-0=x-(y—y)=aoy—zy =0.
2. («) Bawxnu 360r 1.

(=) Heka je ry = 0 u mera cy x,y # 0. Kaxo je y # 0 mocroju y~! Ttako ma
y-y~ ' = 1. Cnmuno, nocroju ogropapajyhe x~!. Tana, MEHO:XKemeM peramuje xy = 0
ca JIeBe CTpaHe ca r71 a ca necme CTpaHe ca y‘l nooujamo

aeyy ™t =270yt
Tj. 1 =0 mro muje moryhe. Oryna unu je x =0 unu je y = 0.
Ilorka3 tBpbhema 3. je jemHocrTaBaH. O
Kopucrehn penamnujy < moxkemo na neUHHUIIEMO TPU HOBE peJIaluje.
Hedpuannmja 1.2. V cxyny R dedunuwenmo peaayuje
o (Vo,ylr >y &y <=
o Vryr<yesrx<yAx#y;
o Vr,y)zr>y<x>yAx#y.

Teopema 1.2. YV npocmopy R 3a npoussomne x,y axncu mauno jedna 00 pesauuja:
rT=y, r <Y uau T > Y.

Ioka3z 3a npoussomue z,y € R 3mamo ma je mo akcuomu 13. x < y mim y < .
Tana, ako je r = y BaKu camMo OBa jeOHAKOCT. AKO je x # y, ako Ou Baskuie obe
HejeqHAKOCTN T < y U Yy < T, Taga Om Baskmyio 1 ¢ < y m y < x mTo 1o akcuomu 11.
UMIITUIAPA [a je © =y a TO Huje Moryhe. a.

[Iperxomua Teopema HaM omoryhasa na, ynopebmBamem ca HyJIOM, mehUHU-
meMo BPJO 3HavajHy (OyHKIMjy Ha cKymy R.

Hedbunaunuja 1.3. Cuenym(snar) peasnoz b6pooja x € R je peanan 6poj

—1, =<0,
sgcnxz=4¢ 0, x=0,
1, x>0.



Heduuunuja 1.4. Ancoaymmua epednocm bpoja x € R je peanan 6poj
|z| = max{z, —x}.

Craenehe ocobune amncoayTHe BPEIHOCTU CY MTO3HATE U3 OCHOBHE ITKOJIe 1 HeheMo
UX OBIC IOKA3UBATU.

Teopema 1.3. 3a ceaxo x,y € R saxncu:

o 2] = xr, x>0,
| -z, x<0;

[ ]
El

I
8
n
0w
=
8

[ J
Bl
I
|
B

°
&
I
8
=

-
o |z+y| <|z|+ |y| (nejednarocm mpoyeaa).

Teopema 1.4. (Peaana npasa) locmoju bujexyuja zeomempujcke npage u CKyna pe-
arnux bpojesa Koja wysa ypehewe mauara.

T
o .

o <
x 0

A

\ 4

I'pajur 1: Peanna nmpasa.

1.1 Heku moTCKynoBU CKyHoa peaJIHUX OpojeBa
Hedpunannmja 1.5. (Ilomcxynosu cxyna R)
1. Cxyn Ipupoonozx bpojesa je ckyn N C R xoju 3adosonasa axcuome

e 1 eN;
enceN=n+1eN.

Maxae, N={1,2,3.4,... . n,n+1,...}.
2. Ckyn yeaux b6pojesa Z. = N U{0} U{—n | n € N}.
3. Cryn payuornarmuz bpojesa Q = {= | m € Z,n € N}.
4. Crkyn upayuonasnux bpojesa R\ Q.
Hepwmuumnuja 1.6. ITomckyn A C R je unmepsaa axko
(Ve,ye A)(VzeR)x <z2<y=z¢€ A

[Tpumepu unrepsaaa (a,b), (—oo,b], (—a,a). Viarepsanu ce uecto jaBbajy Kao
pemena HejeqHAUYMHA Ha CKymy R.

IIpumep 1.1. Pewumu nejednavune |x| < a, |z| > a 2de je a > 0.
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Pememe: |z| < a & max{r,—r} <aeer<aN—cr<aer<alr>—as —a<
r<a<e e (—a,a).

Cramuno, npyra jeqHadvHa uMa peuiewme r € (—oo, —al] U [a, 00). A
Hedbununuja 1.7. Hexa je ACR u a € R. Tada,

e « je majoparma cxkyna A axo (Vx € A)x < «;

o « je munopanwma cxyna A axo (Vr € A)x > «;

o najmamwa majoparma ckyna A ce nasusa cynpemym cxyna A y osnayu sup A;

najeeha muroparnma cxyna A ce nasusa ungumym ckyna A y osnayu inf A;
e axo sup A € A mada sup A = max A;
e axo inf A € A mada inf A = min A.

IIpumep 1.2. Odpedumu cee majoparme u cee munopawme ckyna A = (—1,2].

Pememe: Cse majopanrte ckyma A cy [2,00) a mumuopante (—oo,—1]. Oryaa,
supA =2, inf A =—1. A
Teopema 1.5. (O munumymy) Ceaku menpaszan nomckyn ckyna npupooHus bpojesa

UM MUHUMYM.

Iloxka3z: Herka 1 € B. Tama, min B =1 = minN. Heka 1 ¢ B. I[Ipermocrasumo na
3a B Baxku
1,2,3,....n¢B=n+1¢B.

Tana, mo npuHIUIY MaTeMaTuuke naaykmuje, NN B = () mTo muje moryhe. Oryna
nocroju n € N Tako nma
1,2,....n¢€BAn+1¢€B.

Tako moka3zyjemo na je n + 1 MuHHUMYM ckyna B. O

Teopema 1.6. (O cynpemymy) Ceaxu nenpasan, ozpanusen 000320 NOMCKYN CKYNa
PEAARUT OPOjesa uMa CYnpPeMymMm.

IToka3: Heka je o majopanTa ckyna A # (). Tanma, CKyn CBUX MajopaHTH
B={yeR|(Vz e Az <y}
ckyna A je memnpasan jep a € B. Tana, 3a ckynose A u B Baku:
(Ve € A)(Vy € B)x <.
Orynma, Mo akcuoMu HEpeKuAHOCTH, mocToju z € R takas ma
(Ve e A)Vy € Bz < z <.
Iakse, mo medpuHUNUjU, 2z je HajMama MajopaHTa OTHOCOHO 2 = sup A. O

ITocnemuna 1.1. Caaxu nenpaszan ozpanuier 000300 NOMCKYN CKYNA Peasrur 6pojesa
UM UHPUMYM.



IMTocaemuma 1.2. Axo je A C R nenpaszan u ozpanuuver maoda
A C [inf A, sup A].

Y KJIaCUYHOj T€OMeTPUjU, Kalda Cy AaTe OYy:KU a U b, Iy a MOXKe na ce YMHOKHU
MOBOJbAH OPOj MyTa Tako Oa MOOUWjeHu yMHO:KaK npebe my:xkuHy ny:&u b Kao ITO
je IpUKa3aHo Ha TPaUKy KUCIOMI.

a 2a 3a 4a

I'padur 2: ApxumemoBO CBOjCTBO.

CanyHO CBOjCTBO MMajy ¥ MO3UTUBHU PEAJHU OPOjeBwU.

Teopema 1.7. (Aprumedoso ceojcmeo pearnux bpojesa) 3a npouzsosne nozumueHe
peaare bpojese a,b € R nocmoju jedurcmeen npupodan 6poj n € N maxo da je

(n—1)a <b < na.

Ilokas: IIpermocraBuMo cynpotoHo, Tj. n1a je na < b 3a cBako n € N. Youwumo
ckyn A = {na | n € N}. Tana, b je majopanra ckyna A mro 3Haun na je A Hempasax
u orpanuden omo3ro. Ilo teopemu o cynpemymy, moctoju ¢ = sup A. Kako je a > 0
crenu ga je ¢ —a < a ma ¢ — a HAje MajopaHTa CKyma A MTO 3HAYW Oa MOCTOjU
noa € A uc—a < nya na je ¢ < (nyg+ 1)a mro uuje moryhe jep (ng+ 1)a € A a
c =sup A.

Haxise nmocroju n € N Tako ma na > b. Youumo ckyn N = {n € N | na > b}.
Tana, N je HempasaH HNOTKCyn ckyna N ma, mo TeopeMyu O MUHUMYMY IOCTOjU
nog = min N. Tama nga > b jep ng € N a ng—1 ¢ N na uuje (no — 1)a > b mro
nMmnnupa ga je (ng — 1)a < b. 0.

ApxuMenoBO CBOjCTBO MMa BPJIO 3HAYAJHE TEOPHUjCKE MOCJIEAUIIE.
IMocaemuma 1.3. V cxkyny peaanux bpojesa saxnce caedeha ceojcmaea.

o (Ve>0)(IneN)L <e.

o Axo je x € R mako da (Ve > 0)0 < x < € mada je x = 0.

Ioxka3z: Ilpso, 3a b= 1 u a = ¢ mo ApxumenoBoMm cBOjcTBY moctoju n € N Tako ma
jel<nerj %<e.

Ilpyro, ako 3a T Ba;Kui HaBeIeHA MPETIOCTAaBKA U aKO MPETIOCTABUMO CYIPOTHO
na je x # 0, tama 6u ciaemuno ma je x > (0 ma HA OCHOBY MPETXOMHO MTOKA3AHOT
MIOCTOJU € = % TakKo Ja € < & MTO NPOTUBYPEUU MPETIOCTABIM 3a . Kako je mo

npernoctaBiu r > () 3akmydyjemo ma je x = 0. O

Teopema 1.8. (R je cenapabunan) 3a npoussonne a,b € R maxee da je a < b nocmoju
2 € Q maxo da je

m
a < — <b.
n



Iloka3: Kako je a < b cnenu na je b —a > 0 ma, Ha OCHOBY IPETXOMHE TOCJIEIUIE,
nocroju n € N tako na je % < b—a. Ilo ApxumenoBOM CBOjCTBY peajHUX OpojeBa,
3a 1,na € R nocroju m € N tako na m —1 < na < m 71j. a < 2. 3Ba apyry
HEjeTHAKOCT

m
m—-—n<na= — <a,
n

1 1
—<b—a=a<b——,
n n

JmMe je TeopeMa IOKa3aHa. O

Kopucrehu mperxomuy TeopeMmy JIakO MO:Ke na ce OOKaske ma u3Mmehy naBa
IPO3BOJbHA peajiHa Opoja MoCcToju ODECKOHAYHO PAIMOHAJHUX OpojeBa.

ITpumep 1.3. Cxyn Q we 3a0080ma8a aKCUOMY HENDEKUOHOCTNU.

Pememe: Ha npumep, 3a ckymose

A={qeQl¢<7},B={q€Qlqg>n}
BaKU
(Vx € A)(Vy € B)x <.

Mebytum, 3a npousBomuo ¢ € Q uau je ¢ < m wiau je ¢ > w. Ako je ¢ < m 1o
nperxomaHoj reopemu nocroju ¢ € Q Tako ma g < ¢ < m mro 3Haum ga ¢ € A ma y
OBOM CJIIyYajy ¢ He MOyKe ma pas3aBaja ckymoBe A m B. Cauuno ako je q > 7.

Ilakise HU jenman panuoHasian Opoj He Moxke na ce Habe mamebhy ckymoBa A u B
mTo nokasyje na Q He 3amM0BO/bABA AKCUOMY HENPEKUIHOCTH. JAN



2 Hwu3oBu peasnux OpojeBa

Y mMmaremaTuiu je mosHaT KoHHenTt ypebenux n—rtopru peasHux OpojeBa. To cy

CJIEMECHTU CKYIIa
Rn:{(mla"'axn)lwi GR,Z: 1,...77’2,},

[IocraBma ce murame Kako NeUHUCATH MaTeMaTUYKM OOjeKaT KOjU je reHepa-
auzanuja ypebene n—ropke asu ca OeckomauyHo koopauHaTta. Otyna ciaemeha
nepuHANN]a.

Hedpuannmja 2.1. Huz eaemenama ckyna A je ceaxa dynxuyuja a : N — A. Axo je
a(n) = a, € A, mada nuz a: N — A osnavasamo ca:

(@n)nen = (an) = (ag,az, ..., a,,...).

AV ={a|a:N— A}-pamuruja ceur nuzosa cxyna A.
RY gamunuja ceur nuszosa pearnuz bpojesa.

[ToTpebHO je mcnmraTy mTa ce nelmaBa ca KOOpIWHATAMA HU3a Kala Ce HBUXOB
WHIEKC TPOM3BOJBGHO moBehaBa Tj. ma Ju ce KOOpAWHATE NPUOIMEKABAjY WA HE
HEKOM peaJiHOM Opojy. ¥ Ty CBpPXY, Ae(@UHUIIEMO KOHIIENT KOHBEPIeHIH]e.

Hepuunmuja 2.2. (Jlumec wuza) I'panuuna epednocm (aumec) nuza (a,) je a € R
aKo

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)la, —a| < e

mada nuwemo lim a, = a u Kancemo da wu3z (a,) KOHEEP2UPA KG Q.
n—oo

Ycnos |a, — a| < & MOKEMO ma MPEINCTABUMO U Ca
—e<a,—a<esSa—ce<a,<atesSa, €(a—e,a+¢)

OJAKJIEe 3aK/bYUyjeMO Ia KOJ KOHBEPIeHTHUX HU30BA OKOJUHE (a4 — &,a + €) campske
CKOPO CB€ UJAaHOBE HM3a Tj. HE CaAp:Ke KOHAYHO MHOT'O YJaHOBA HU3A.

Hedpunannmja 2.3. (Geckonauan aumec)

lim a, = oo < (VM > 0)(3Ing € N)(Vn > ng)a,, > M,

n—oQ

lim a, = —oc0 < (VN < 0)(3ng € N)(Vn > ng)a, < N.

n—o0

IMpumep 2.1. Joxazamu da je lim n = oo.
n—oo

Pememe: Heka je M > 0 npousBosmuo. Tanma, mo ApxumenoBoM CBOjCTBY PeaJHUX

opojeBa 3a M u 1 moctoju ng € N Ttako na je M < ng <n 3a cBe n > nyg. A

IIpumep 2.2. Ucnumamu da au lim (—1)" nocmoju.
n—oo

Pememe: Herka je x € R mpomsBosmuo. Tama, 3a MOBOBHO MAJO £ OKOJUHA
(x — e,z + ¢€) He canpxku OGeckoHauHO unaHoBa Hu3a. OTyna, DaTu HU3 HE KOH-
Beprupa Hu Ka jenoj tauku x € R. A

IMpumep 2.3. Joxazamu da je lim % = 0.

n—oo
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Pememe: Heka je ¢ > 0 mo mocaemunu ApxXumMemoBOr CBOjCTBa, mocroju ng € N
1

Tako na je - <e. Tana, 3a cBe n > ng BaxN
1 1
-—-0<—<e
n Mo
OBuM je matu amuMec NOKa3aH MO Ne()UHUIM]N. A

IMpumep 2.4. /Jloxazamu da je 3a ¢ > 1, lim ¢" = oco.
n—oo

Pememe: 3a ¢ > 1, g=1+h rne je h > 0. orkaxkuMo JaTu JuMeC 1O AePUHUIN]U
beckonaunor gumeca. Heka je M > 0. Ilo ApxumenoBomMm cBOjCcTBY, mocToju ng € N
tako ga je M < ngh. Tanma, ako uckopuctumo BepHynaujeBy HejeTHAKOCT

(1+h)">14+nh
KOja Basku 3a cBe h > —1, 3a cBe n > ny godOUjamo:
"= 1+h)">1+nh>nh>nyh>M.
OBuM je rpaHnYHa BPEIHOCT TOKA3aHA. YA

IIpumep 2.5. Zoxazamu da je 3a |g| < 1, lim ¢" =0
n—o0

Pememe: Axo je |¢| < 1 rana je ﬁ > 1 ma je mo mpeTxogHOM IpUMEPY

. 1
lim — = o0.

Iorasxxkumo nmuMec m3 npumepa no nepumaunuju. Hera je € > 0. Ilo mperxonmuom
OEeCKOHAYHOM JIIMECY, 33 % > (0 mocToju ng € N Tako ma 3a cBe n > ng

1
W>g<:>\q]”<a<:>|q"—0|<g.

3a Be:xkOy, mokasatu ga 3a ¢ < —1, lim ¢" He mocroju.
n—oo

2.1 Ocobune rpaHnyHEe BpeTHOCTU

Teopema 2.1. ['panuura 8pedHocm KOHBEP2EHMHOZ HU3A jE JeOUHCMEEHA.

Joxka3z [IpernocraBumo ma mocroju Hu3 (r,) Takas ga je lim x, =a u lim x, =b
n—00 n—oo
b—a

rae je a < b. Tana, mo mepununuju aumeca 3a € = *5% BaKN
(Fn1)(Vn > ny)|x, —al < e,

(Ing)(Yn > no)|x, — b < e.

Tana 3a ng = max{n;,ns} u cBe n > ny BaxKU
T, €(a—e,a+e)ANx, € (b—e,b+e)

a Kako je (a —e,a+¢e)N(b—e,b+¢) =0 monaszumo M0 KOHTPAIUKIU]E. O
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Teopema 2.2. Axo je lim a, =a u lim b, = b u axo je a < b, mada nocmoju nyg € N
n—oo n—0o0

maxo da 3a ceen > ng je a, < b,.

JMoka3 3a € = b’T“ BasKU

(Fn)(Yn > nqy)la, —al < e;

(Ing)(VYn > na)|b, — b| < e.

Tana 3a ng = max{ny,ne} u cBe N > ny BaKN
a, € (a—¢e,a+e)ANb, € (b—e,b+e).

Kako je a+e=0b—¢, cBako = € (a —€,a + €) je mame oxn cBakor y € (b—e,b+¢).
Tako 3akmyuyjeMo ma je 3a cBe n > ng, a, < by,. 0O

IMocaemuma 2.1. Axo je lim a, = a v a < b mada nocmoju ng € N maxo da 3a cee
n—oo

n >ng je a, < b.

IToxka3: Y nperxonuoj treopemu 3a uHu3 (b,) y3eru koHCTaHTaH HU3 b, = b. O

Y ommreMm caydajy u3 a, < b, 3a cBe n € N He Mmopa ma cienu na je

lim a, < lim b,.
n—o0 n—oo

Ha mpumep a, =0, b, =+ anu lim a, = 0= lim b,.
n n—00 n—00

Teopema 2.3. (O yxwewmeny) Axo 3a caen € N (uau noues 00 nexoz ng € N) saxncu

u axo je lim a, = a = lim ¢, mada je lim b, = a.
n—oo n—oo n—o0

Iloka3: Heka je lim a, =a = lim ¢, na, <b, <c¢, 3a cege n € N. Heka je ¢ >0
n—oo n—oo

npou3BosbHO. Tana

(Fn)(Yn > ny)la, —al <e s a—e<a, <a+e;
(Fng)(Vn > na)|e, —al <esa—e<c, <a+e.
Tamna, ako ICKOPUCTUMO JaTe Heje THAKOCTU U Heje THAKOCTU U3 IMMPETIOCTABKE JO-
6ujaMo na 3a my = max{nj,ny} U cBe N > ng BaKN

a—c<a,<b,<c,<a+c¢

omakie ciaemu na je a —e < b, < a-+e¢e 1j. |b, —al <e. a.

OBme moka3yjemMo BpJIO 3HAUYAJHO CBOjCTBO HM30BA PAIMOHAJHUX OpOjeBa Koje
hemo kopucTuTH Yy HACTABKY.

Teopema 2.4. 3a npouszsoman pearar 6poj o nocmoju Hu3z (q,) payuorasnus bpojesa
maxas oa je

lim ¢, = a.
n—oo

12



Iloka3: 3a cBako n € N, mo Teopemu o cenapabuanoctu ckyma R, mocroju ¢, € Q
TaKO na je

1
o< @y <o+ —.
n

Kako je lim a = lim (a+ 1) = a, mo TeopeMu 0 yrmpmemTeny je lim = Q. O

Hedpunnnmja 2.4. Hexa je (a,) nus peasnux bpojesa. Tada

e Jdamu nuz je oeparuven 0dozeo axo (IM)(Vn)a, < M;

e Jdamu wuz je ozpanuyen 000300 akxo (IN)(Vn)a, > N;

e Jamu HU3 je 02PaHUYEN aKO je 02panuyver 000300 U 000320.
Teopema 2.5. Csaru Kongepzewmar Hu3 je 02PaAHUYEN.

Hloka3: Heka je lim a, = a. Tana, 3a ¢ = 1 mocroju ny € N Tako ma 3a cBako
n—oo

n>ngjea—1<a,<a+1l. Younmo M = max{ai,...,an,,a —1,a+1}. Tana, 3a
cBako n € N je a,, < M. CiamyHo ce KOHCTPYWUIIE U IOW-€ orpanudeme. Jlakie, Hu3
je orpaHWYeH. a.

O6puyTo He Basku, Ha npuMep, Hu3 (—1)" je orpaHudYeH ajgu He KOHBEPrupa.

Teopema 2.6. Hexa je lim a, =0 u nexa je nuz (b,) oepanuven. Taoda je
n—oo

lim a,b, = 0.
n—0o0

Hoxa3: Heka je |b,| < M 3a cse n € N. Hera je ¢ > 0 Tazna, kako je lim a, = 0,

n—oo
nocroju ny € N tako ma 3a cBe n > ng, |a, — 0| = |a,| < 57. Tana
5
|anb, — 0] = |an||bn| < MM =c
yuMe je Tpa:keHa I'DAHUYHA BPEAHOCT IOKAa3aHa. O

Teopema 2.7. Hexa je lim a, = a u lim b, = b. Tada je
n—oo n—oo

1. lim (a, £b,) =a+b;

n—0o0
2. lim(anby,) = ab;
3 lim =9 bA0,

n—o0

JIloka3: 1. Heka je € > 0 tana

Y

(3n1)(Yn > nq)la, —al < g & —g <a,—a<

€
2
(3ns)(Vn > na) by — b < g N —% <b,—b< g

CabupameM IPETXOJHIX HEjeTHAKOCTY 3aKbYdyjeMo na 3a ng = max{ni,ny} u cBe
n > ng BaKu
—e < (ap,+b,) —(a+b) <e

tj. |(an +by) — (a+b)| <e.
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2. Kopuctumo cBojcrBo ma je lim a, = a akko je lim (a, —a) = 0. Tazna
n—oo n—oo

lim (a, — a)(b, — b) = lim a,b, — alimb, — blima,, + ab.

JleBu smMec je jemHak HYJM HA OCHOBY NPETXOIHE TeOopeMe a Kala 3aMEHUMO
JuMece ca necHe cTpaHe mobujamo

0 =lima,b, — ab— ab+ ab

mTo mokasyje ma je lima,b, = ab.
3. Ilpernocrasumo na je b > 0. Kako je lim b, = b # 0 au3 (b,) je KOHBeprenTaH mna
n—oo

je orpanuuen omo3no Tj. |b,| > M, rako je b > 0 MOkeMO Ia HPETHOCTABUMO na je

M > 0 3a cBe n € N. [lokaxkumo ma je lim bin = % Hera je € > 0. 36or rpanuune
Bpequoctu lim b, = b mocroju ng € N Tna_;{o(; Ia 3a cBe n > ng Baxku |b, — b| < bMe.
Taﬂa n—00

i_l':|b—bn\ ]b—bn\<b]\/[5:€’

b, b b|by,| bM bM
Cauuro ce mora3yje ako je b < 0. O

Teopema 2.8. Axo je a, xoneepzenman nuz u k € N mada je

. . k
lim af = ( lim an)
n—0o0 n—oo

Ioxa3: Vuaykmujom mo k. O

IIpumep 2.6. Joxaszamu da je 3a a >0, lim {/a = 1.
n—oo

Pememe: Axo je a > 1 rama {Ya > 1 ma a, = a—1 > 0. Axo ucropucTumo
BepuynujeBy HejemnakocT modbujamo

a=(a)"=(1+a,)" > 1+ na, > na,

ma je 30or Tora

a
- >a, >0
n

OIPUMEHOM TeopeMe O YKJbemTewny, nmobujamo ma je lim a, = 0 mTo je Tpebaio
n—oo
MOKA3aTH.

ARojeO<a<1Taﬂaje%>1naje

. . 1 1 1
lim {/a= lim — = ——— = - = 1.
n—00 n—sco —L_ . 1 1
Va  lim {/=
n—oo V @
Axo je a =1 mobuja ce KOHCTAHTAH HU3 KOjU TEKU jeIAHUIIN. A

IIpumep 2.7. Zoxazamu da je lim {/n = 1.

n—oo
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Pememe: 3a n > 1 Baxku ma je /n > 1 na je a, = ¥Yn—1 > 0. Tanma je mo
OMHOMHO] (OpPMYyIU

n=(n)"=1+a,)" =1+ <n)an+ (Z)an2+---+ <n)an" > Maﬁ

1 n 2

Haxme n > @

a,? omaxme je

2

0<a,?<
n—1

Ma TPUMEHOM TeopeMe O yKbemTemy nobujamo lim a,? = (lim a,)? = 0 ma je u

lim a, = 0 mTo je Tpebaso moraszaru.
n—oo

2.2 KoHBeprenmuja MOHOTOHUX HM30BAa

Hebunannuja 2.5. Husz (a,) je pacmyhu axo 3a ceaxo n € N (uau nowes 00 nexoz
no) eaxcu a, < any1 (cmpoeo pacmyhu axo je a, < ani1). Awnasnozno ce dedunuwsy
onadajyhu v cmpozo onadajyhu Huzoseu.

Axo je nuz pacmyhu uau onadajyhu xaxcemo oa je MOHOMOHN.

Teopema 2.9. (I'panuvna epednocm monomonur Huzosa) Axo je nuz (a,) pacmyhu
u oepanuven 000320, mada je on U Koneepeenman. Axo pacmyhu wus nuje ozpanuen
000320, OH MENCU OECKOHAYHOCTMU.

Iloka3: Heka je a, pacryhu mu3 u mera mocroju M tako ma je a, < M 3a cBe
n € N. Tazna je ckyn A = {a, | n € N} Henpazan orpasnden 0403ro mna mo TeopemMu
O CympeMyMy MOCTOju HmeroB cynpemym o = sup A. Iloraxkumo na je li_}rn a, = Q.
Heka je ¢ > 0 Tama, a — ¢ mHuje majopanra ckyna A ma mocroju ng EnNooTaKO na
je an, > a —¢c. Tana, 3e cBe n > ny, KaKO je HU3 pacTyhwm Baxkd a,, < a,. Tako
nobujamo

a—e<lp, <ap,<a<ate

MITO UMIIINIIPA O je |an — Oz! < €.

Hera (a,) Buje orpanuden omosro. Tama 3a mpousBosro M > 0 mocroju ny
Tako Ia a,, > M a kako je HM3 pacTtyhu, 3a cBe n > ng, a, > a,, > M mTo
nokasyje na Hu3s (a,) Texn 6eCKOHAUHOCTH. O

IMocaemuma 2.2. Cseakxu monomono onadajyhu Husz oepanuven 000300 KoH8EPZUPQ.
Axo onadajyhu nuz nuje oepanuder 000300, OH MENCU KA MURYC OECKONAUHO.

IMpumep 2.8. /Joxazamu da je lim %7: =03aqg>0.
n—oo :

. n
Pemem.e: Hexa je a, = i;. Tana

n+1 n

q __9 ¢ _ _4q
n+1)! n4+1 nl n+l

Apt1 = ( Ay, .

I[To ApxuMemoBOM CBOjCTBY peaJiHUX OpojeBa 3HaMO ma mocToju ng € N rako ma je
g <mno+1ma3acsen>ngBaxku —— < 1. Oryma, 3a cBe N > Ng je apr1 < Gy Tj.

n+1
HU3 (G,) je MOHOTOHO omanajyhu.
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Ipyro, kako je a, > 0 3a cee n € N uHu3s (a,) je orpanumyen omosmo. lakie,
nocroju lim a, = a. Kopucrehn jemnaxkoct

n—oo
i1 = a a
+1 =

nooujamo

lim a,41 = lim lim a,

n—o0 n—oo N + 1 n—oo

=0-a

omakie je a = 0. A

ITpumep 2.9. Jloxazamu da je lim Z_: =0s3cacRuqg>1.

n—oo

Pememe: Pasmorpumo npso cayuaj a = 1. Hexka je a, = q%. Tana

n+1
a Tt 1 1 1
lim = = Jim £ = = lim (1+—) ==,
n—oo a,n n—oo q—n qn—><>o n q

1

KRako je ; < 1, mocroju ng € N rako ma 3a cBe n > ng Bamm

< 1 onmaOCHO
an+1 < @, WTO MOKa3yje na je Hu3 (a,) omamajyhwu. Ouwnrmenso je a, > 0 3a cBe
n € N ma HM3 je orpanuyed 010310 WITO IO MPETXOMHO] MOCIIEUIM UMIIAIDA 18

oH KoHBeprupa. M3 lim %+l — % nobujamo

n—oo n

lim An+1 1
n—00 _

lim a, q
n—oo

ONaKJe CJeau
q lim a,y; = lim a,
n—oo n—oo
na je ga = a tj. (¢ — 1)a =0 mro nokasyje na je a =0 jep je ¢ > 1.

3a a > 0 #Hera je m meo 6poj Behu ox a. Tanma

n< n™m n m
0< — < — = ——
- n - n n
q q (/q)
na, IPUMEHOM TeOpPeMe O VKJbEIITEenY, KaKO je Mocieqha I'PAHNYHA BPEIHOCT jeI-
HaKa HYJU jep ce CBOAW Ha MPETXOMHU CJAydYa]j, CBU JUMECU Cy jeTHAKU HYJIU Ia U

lim 2. A
q
ITpumep 2.10. (Ojaeposa koncmarnma) Henumamu Koneepzeruufy Husa a, = (1—1—%)”.

Pememe: [lonazumo om mpousBoaa

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1
1= — —(1 1— —(1- —
a“( n—i—l) < +n+1) ( n+1) ( (n+1)2>

1 1
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Y mpernocaentoj Heje IHAKOCTU CMO KOPUCTUIU BepHynaujeBy HejeaHaKoCT. AKO
. . —n—1
caza JeBY U HNECHY CTPaHy HOOujeHe HejeTHAKOCTU MOMHOKUMO Ca (1 — HLH)

nooujamo
> (1 1 B 1+ LY
an - = - =a,.
1 n+1 n

Hakmne, a,.1 > a, 0a, HA3 je MOHOTOHO pactyhwu. [lasme,

(£ 0

k=0

IlokaskuMmo na je 3a k > 2, (Z)nik < 2]%1 3aucra

n\1 1 nn-1) (m-(k-1) 1 1_1 1_k—1 <i_
k)n* kKl n n n k! n n k!
1 1 1 1
Eo1-2-(k—=1)-k ~2--.2.2  2k17

Cana, 3aMeHOM y OeOUHUNNjU HU3A

11”_”n11111 N |
+ = —; L) Sl g g =8 g <3

Y mpernocaenmeM KOpaKy CMO KOPUCTUIU CYyMy reomerpujckor pena. llakie
a, < 3 MTO NOKa3yje Ia je a, OTPaHWmYeH OJ03TO0 Ia KOHBEPrUpa. A

Iepuaunuja 2.6. lim (1 + %)n = e naszusamo Ojreposa KoHCMAHMA.
n—oo

17



3 bpojau penosmu

AHTUYKN GUI030(U Cy CBOjEBPEMEHO MOCTABJHAJM MUTAE A4 JU je cyMa OecKoHa-
YHO MHOI'O MO3UTWBHUX BEJWUYMHA KOHAYHA WJAU OECKOHaYHa. & OBOM IOTJIABJLY,
aHajgu3upahemo cyme OeCKOHAYHO MHOTO peaJHUX OpojeBa y jemaHOM ITOCeOHOM
KOHTEKCTY.

Hedunannuja 3.1. Heka je (a,) Huz peaanuz 6pojesa. Cymy ceur waanosa nusa (ay)
HA3UBAMO PED PEANHUT OPOJEBA Ca ONUIMUM YAGHOM A, U 0DEAENCABAMO Ca

(o]
E Qp.

n=1

IIpumep 3.1. Jla au je cyma Y 2% Konauna?
n=1
1

Pememe: Axo cakum cabupak 3, mocmMaTrpamMo kao oxarosapajyhm meo xpyra,

BUIVIMO Ja CBU cabupiy ¢opMupajy Ieo Kpyr Kao HITO je IPUKa3aHO Ha I'paduKy
UCIIO .

I'pagpur 3: Ilomena kpyra.
Oryna
=1
S
2n

n=1
Hepnuunmja 3.2. Hexa je dam ped ) ay,.

n=1

e Huz S, =a;+as+ -+ a, Ha3u8aM0 HU3 NAPYUUJANHUT cYMa 0amoz peoa;

o o0
o nuz R, = > a, — S, = ), ap Ha3uBaMO HU3 0CMAMAKA.
n=1 k=n+1

[es)

I[e(iwmnunja 3.3. Peo Z an KOHBED2UPQ (U,Ma KOHAYHY cymy} axo me208 Hu3 Napuu-
n=1

j(L/LH’U,iL' CYma KoOHB8eEpP2upa. T(I,@(J,, cyma pe@a je 2PaRUNYHG epednocm HU3a napuuja,/mu:v

cyma. Axo ped He Konsepaupa Kancemo 0a OuBepzupa.

Teopema 3.1. Ped xoneepzupa akko %»ez08 HuU3 0CMAMaKra MENCU HYAU.

o
IIpumep 3.2. Hcnumamu xoneepzenyujy 2eoemempujcroe peda »  q", q € R.
n=1
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Pememe: Husz mapnujasuux cyma OoBOI pena je CyMa IeOMeTPHjCKOT HU3a

n+1
W 0—q q "
Sn=q+¢@+ - +¢" = = (1—q").

l—q l—gq
Tana,
. ot lq| <1,
lim S, = ——(1— lim ¢") =< oo, q>1,
n—o00 1— q n—o0

He mocToju, q < —1.

(o9}
IIpumep 3.3. Hcnumamu Koneepzenyujy Tapmonujckoz peda » %
n=1

n . .
Pememe: Hus (1 + %) je orpaHUYeH OMI03r0 0jyiepoBoM KoHcTaHTOM € ma Kamga

Ha Ty HejeIHAKOCT IPUMEHMMO JIOTAPUTAMCKY (PYHKIU]Y T0OMjamo

n+1\" n+1 1 1
<e=1n <—=In(n+1)—lnn< —.
n n n n

Kana mobujeny HejemHaKOCT IPUMEHUMO HA HU3 MaPIUjAJTHUX CyMa XapMOHU]CKOT
pena mobujamo

1 1 1
Sn:I—l—é—t—...—i—— >In2—-Inl4+m3—-In2+---+In(n+1) —Inn=In(n+1).
n
Hakme S, > In(n + 1) ma je lim S, > lim In(n + 1) = oo ma, lim S, = oo mro
n—00 n—00 n—r00
OKA3yje Ja XapMOHUjCKUA pel » % = 00 OUBEPTUPA. A

n=1
3.1 Ocobune OpojHUX pemoBa

Teopema 3.2. Axo ped > a, koneepeupa mada je lim a, = 0.
nel n—00

Hoka3: Baxu na je a, = S, .1 — 5, ma, ako S,, KOHBeprupa BaKu

lim a, =1lim S,,; —lim S, =5 -5 =0,
n—oo

rae je S cyma pena. O

oo
OOGpHyTO HE BasKM, Ha MIPUMED Z% = oo aau lim % = 0. Mebyrum, ako je
n=l n—00

o0
lim a, # 0 Taga matm peln mUBeprupa Kao Ha OpPUMED ped . "T“ Tarkobe, pen
n—00 n=1
" He moOCTOjU.

> (—1)" me romBeprupa jep snnmec lim (—1)
n=1 n—oo

o0 o0
Teopema 3.3. Axo cy > a, u Y, b, Koneepzenmnu pedosu maoda 36 NPOEU3BONHHE
n=1 n=1

peaane o, B, ped > (aa, + Bby,) Koneepeupa u eaxncu
n=1

Z(aan + pb,) = aZan + Ban.
n=1 n=1

n=1
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o0

Hoxka3: Hera je S HM3 mapuujaidHux cyMma pena . d, W HEKa je nhjgo Sho= 9.
n=1

o0
Takobe, Hera je S/ Hm3 mapuujadHux cyma pena . b, u Heka je lim S/ = S”.
n—oo

n=1
Tana vHr3 mapuujanaux cyma pega » (aa, + Bby,) je aS! + S n Baxn
n=1

lim (@S, + 8S") =« lim S + 8 lim S/

TO MOKa3yje ma je

oo (o] (o]
> (aay +Bb) =a an+8Y b
n=1 n=1 n=1
Hamomumemo na oOpHYTO HE MOpa Oa BaKW. O

00 00
TeopeMa 3.4. Pea Z an KOHBEP2UPaA aKKO 34 C8aAKO T - N ped z an KOoHB8epzupa.
n=1 n=ngo

Iloka3: Kaxko je

ian=a1+a2+---+ano+ i an,

n=1 n=ng+1
oo [e.e] [ee]
cymMa . a, je KOHAUHA aKKO je cyMa Y. a, KOHAUHA Tj. pex », d, KOHBEPrupa
n=ng n=1 n=ng
oo
AKKO pel »  d, KOHBEPIUpa. O
n=1

3.2 PenoBu ca mMo3UTUBHUM UJIAHOBUMA

o0

Hepuannuja 3.4. Ped > a, je ca nozumusHum waakosuma axo je a, > 0 sa cee
n=1

n € N (uau noues 00 nexoz ng € N).

Teopema 3.5. Huz napuyujasnuxr cyma peda ca no3umusHuUM 4AGHO8UMA je pacmyhu.

JMoxka3: 3aucta
Sn+1 :a1+"'+an+an+1 :Sn+an+1
a Kako je a,y1 > 0 camenu na je S, > S,. O

Ha ocHOBY mperxonHe TeopemMe u TeopeMe O KOHBEPTEHIINjU MOHOTOHUX HU30Ba,
pen ca MO3WTUBHUM UYJIAHOBUMA WM KOHBEPTUPA UM MY je cyMa beckoHauna. OBO
HaM oMoryhasa ma ¢opMmpaMoO T3B. KPUTEPUjyMe KOHBEPIeHIH]E.

Teopema 3.6. (IlIpsu xpumepujym ynopehusamwa) Hexa je 0 < a, < b, 3a cee n € N.
Tada

o0 o
e akxo Y b, Koneepzupa mada u Y, a, KOHEEP2UPa;
n=1 n=1

® axo Y a, dueepzupa mada u Y b, dusepeupa;
n=1 n=1
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o o
Hoxka3: 3a pacryhe mmzose S, m S maprujajHux cyma pemoBa ». a, u » by,

n=1 n=1
peaoM BaiXN

!/ !
S,=a1+-+a, <bhh+...+b,=5,.
Tana, ako je lim S komauan, HU3 S, je OIpaHMYEH OJO3r0O Ia je KOHBEPIEHTAH

n—oo
o0

IITO 3HAYU O& ), U, KOHBEPIUpA.
n=1

Axo je lim S/ Gecronauan Tana je m lim S! = co 360r ropme HejeTHAKOCTH IIa
n—oo n—oo

pexn Y b, muBeprupa. O

n=1

Teopema 3.7. (pyzu xpumepujym ynopehusamwa) Hexa je a,,b, > 0 3a cee n € N u
HEeKa je

lim 2% =
lim g =
20e je c #0 u c < oco. Tada ped Y. a, koneepzupa akko u Y b, Koneepeupa.
n=1 n=1

Teopema 3.8. (Harambepos xpumepujym) Hexa je a, > 0 3a cee n € N. Hexka je

a
lim - — [ < .

n—oo an

Tada peo i ap

n=1

e xonaepeupa axo je L < 1;
e Jusepeupa axo je L > 1.
Axo je L =1 wne 3na ce xonsepzenyuja damoz peoa.

Teopema 3.9. (Kowujes xpumepujym) Hexa je a, > 0 3a cee n € N. Hexa je

lim a, = L < cc.

n—o0

Tada peo i ap

n=1

e xonsepeupa axo je L < 1;
e Jusepeupa axo je L > 1.

Axo je L =1 ne 3na ce konsepzenyuja 0amoez peoa.
Hepnuunmja 3.5. [Ipoussowar ped >, a, (e mopa da byde ca nozumueHUM 4AGHOBUME)
n=1

oo
ancoaymHo xKoxneepupa axo pe(? ca No3umu8HUM 4YAaH0B8UMA Z \an\ roHeepzupa.
n=1

Hepuaumnuja 3.6. Ped xoneepzupa yci08HO 4KO KOHEEP2UPG 4 He KOHBEP2UPQ aANnco-
AYMHO.

Teopema 3.10. Csaxu ancoaymmo xKoneepzenmar peo je U KoHBep2eHMAaH.
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o0 o0

Hoxa3: Hexka je ) a, TakaB ma ) |a,| komBeprupa. Ilomenumo unanose pena

n=1 n=1
oo

> a, wa crenehin maumu: Heka je af = a, a a, = 0 ako je a, > 0 y cynporaHom
n=1
Heka je af =0 a a, = a,. Tanga,

ian:ia:—kian

n=1 n=1 n=1

ma je, KaJa y3MeMO allCOJIyTHE BPEIHOCTU YJIaHOBA

o0 oo o0
E : _E : + } : -
‘an’ - Qp + (_an)
n=1 n=1 n=1
[e.e] o0
Oryna, pefoBu ca MO3UTUBHUM djiaHOBUMa Y. af, > (—a;) KoHBeprupajy jep 3a
n=1 n=1

o0
BUXOBe mapiujanae cyme S um S wm mapuujammy cymy S, pema Y. |a,| Bakwn
n=1

St<S,uS,; <S8, a S, kouseprupa.

oo o0 o0

Kako ) (—a,) romBeprupa cienu ma » . a, KOHBEPrupa ma », d, KOHBEPTUPA
n=1 n=1 n=1

Ka0 CyMa ABa KOHBEPIeHTHA peJa. O

3.3 AJjarepHaTUBHU penoBU

Hepuannuja 3.7. Hexa je a, > 0 3a cee n € N. Ped > (—1)"a, nasusamo aamep-
n=1
HaMUBHU peo.

[e.e]

Hakne penosu obuuka »  (—1)"a, = —a; +ay —ag+ay — -+ — agpy1 + Ay — -+
n=1

ce Ha3WBajy AJTEPHATUBHU DPEIOBU. 3a HBUXOBY KOHBEPIEHIU]y MOCTOjU jeInaH

jemHOCTaBaH KPUTEPUJYM.

Teopema 3.11. (Jlajonuyoe xpumepujym) Hexa je (a,) mowomono onadajyhu wus

oo
maxae Oa je lim a, = 0. Tada armepnamuenu ped > (—1)""a, xoneepzupa.
n—oo
n=1
Iloka3: Monotono omanajyhm HU3 KOju TeXUW HYJIU MMa CKOPO CBe uiaHoBe Behe
on uyme. One hemo ma mpernmocTaBuMo 1a je a, > 0 3a cBe n € N. Hexka je makie,
ap+1 > a, 3a cBe n € N u mera je lim a, = 0.

n—oo
o0
Iokaskumo na mu3 S, naprujasaux cyma peaa ». (—1)""la, konseprupa. Iloka-
n=1

3ahieMO ma mOMHM3 MapHUX YJIaHOBA Sy, W MOTHU3 HEMAPHUX YIaHOBA S, i KOH-
Beprupajy. [ocmarpajmo uu3 Sy, = (Sa, Sy, Se, - - .):

S2n:a1—ag—i-ag—a4+a5—a6+~--+a2n_1—agn ZO
jep as,_1 —ag; >0 3a cee i = 1,...n 3aTo mro je uu3 (a,) omamajyhu. Ipyro

So(nt1) = Son + A2ng1 — Q2,42 = Sop
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mTo mokasyje ma je S, pacryhu. Tpehe

Sgn:al—@2+a3_a4+@5+"'+_a2n72+a2n71_a2n

=da; — (a2 - Cl3) - (a4 - a5) — (a2n—2 - a2n—1) — agp < ay.

,Z[aKJIe S. je orpaHudYeH 04o03r0 Ca aj. OT oa, IIO TeopeMMu O KOHBE I‘eH]_II/I'I/I
’ 2n 9

MOHOTOHUMX HU30Ba, mocToju lim Sy, = S.
n—ro0

3a So,y1 TPUMETUMO 14 je
Sont1 = San + G2nq1-

Oryna

lim 52n+1 = lim SZn + lim Aon+1 = S +0= S.
n—00 n—00 n—00

Hakne, lim Sy, = lim Sy,.1 = S. Iokaxwumo nma je lim S, = S. Hera je ¢ > 0
n—oo n—o0 n—o0
IpOM3BOJLHO. Tana,
(Iny € N)(Vn > nqy)|[San — S| < &
(Elng € N)(Vn > n2>’52n+1 — S’ < E.

Tana 3a ng = 2max{ni,ns} + 1 u cBe n > ny Basxku axo je n = 2k tana je k > n; ma
je |Sn — S| =|S% — S| < e a ako je n =2k + 1 rana je k > ny onakie ciemu na je
|Sn—S|:|SQk+1—S|<€. O

IIpumep 3.4. 3a xoje p € R ped > (CL" KOHBEP2UPAQ
n=1

npP
® aANcCoAYMmHo,

® Yca08HO?

(=Dn

npP

Pememe: [IpBo, na 6u pen KOHBEPrupao HU3 OMIITUX UIAHOBA
HyJId a TO Bayku ako je p > 0.

MOpa aa TEeXRN

1

Hpyro, 3a cee p > 0 HM3 - MOHOTOHO omanajyhe Texu Hymu mrto no Jlajonu-

IIOBOM KPUTEPUjYMY MOKa3yje na maTu pen KoHBeprupa 3a cBe p > (.

Tpehe, 6ulie qokazano Ha Kpajy OBOT Kypca ma pem . n—lp KOHBeprupa 3a p > 1
n=1
a nmuBeprupa 3a p < 1.

Ilakne, maty pen KOHBeprupa amncouayTHo 3a p € (1,00) a ycaosuo 3a p € (0,1)
a museprupa 3a p € (—oo,0]. A
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4 <PyHKNIUje peaiHE TPOMEHILUBE

Y MaTeMaTWYKO] aHAJIU3U U Y HLEHUM peaHUM IpUMeHaMa u3Mehy nBe IpoMeHJbUBe
MOMk€ Oa MOCTOJU cImenuuyHa Be3a T]. jelHa IPOMEHJbUBA MOXKE Ja 3aBUCHU Ol
apyre. Ha mpumep, BaszaymHm ODPUTUCAK HA HEKO] HMOBPIIMHU 3aBUCU O TEM-
ImepaTrype Ba3myxa, cHara MarHeTHOT IIOJba 3aBUCHU OJf CHAre eJeKTPUYHOT II0Jba,
TeJleCHA Maca YOBEKa 3aBUCU O]l HerOBE€ BHUCUHE MTH. Y OBAKBUM CUTYAIVjaMa
“MaMO jemHy cJOoDOMHY, T3B. HE3aBUCHO IPOMEHJbUBY U APYTY T3B. 3aBUCHO
IPOMEHJLUBY 3a KOJy KasKeMO na je (pyHKIU]a He3aBUCHO IPOMEHJbUBE.

Tako mona3umo 1o mojMa peaJsHe QYHKIUje jeqHe IPOMEHJLUBE U HUXOBA aHA-
mm3a he ma Oyme riiaBHa TeMa ocTtaTka Kypca Maremartuke 1.

Hepunnmmja 4.1. Ipasunro xojum ce ceakom easemenmy x ckyna A C R dodenwyje
mauno jedan eaemenm f(x) ckyna R nasusamo gynruyuja xojy o3navansamo ca

frA—=R

A—domen Pynryuge;

Ri={f(z) |z € A} CR cxyn spednocmu pynryuuge;

R— xodomen pynruyuje;

Iy = {(a, f(2) |2 € A} C B2 cpagur fyrmyuje.

I'pagpur 4: I'padux ¢pyurnmje.

Hepunnnuja 4.2. Pynxyuje fi1, fo : A — R cy jeonaxe axo fi(z) = fo(x) 3a cee x € A.
Hepumuunuja 4.3. dynxyuja f: A — B je

o [-1 (umjexyuja) axo uz x1 # x9 caedu f(xy) # f(x2);

o ,na” (cupjexyuja) axo 3a ceaxo y € B nocmoju v € A maxo day = f(x);

e bujexuuja axo je 1-1 u ,,na”.
Teopema 4.1. Hexa je f: A — B dama dynryuja, mada

o fje I-1 akxo (Vxy,x2)f(x1) = f(x2) = 1 = Xo;

o f je,na” axko Ry = B.

24



Heduannmja 4.4. Hexa cy f: A — B ug: B — R dame dynxyuje. Tada dyrnxuyujy
f:A—= R damy da

h(z) = g(f(2))
HA3UBAMO CAOMCENA PyrKyuja u o3nauasamo ca h = go f.
Ha npumep, mera je f(x) = 2% a g(r) = 2x+ 1. Tama go f(x) =22°+1 a fo

g(z) = (2x+1)2. OBuM cMO NOKa3adM Aa KOMIO3UNUja (YHKIM]a HAje KOMYTaTUBHA
onepanuja. [lo mepmunnuUju, koMnosunuja GpyHKIVja jecTe acONUjaTHBHA Tj.

folgoh)=(fog)oh.

4.1 HWuBep3Ha ¢pyHKIUja

Heka je f : A — B oujerknuja. Tanma, mo mperxomHoj TeopeMu, 3a CBakKo y € B
nocroju TavHo jemuo r € A tako ma je y = f(r) (ma mocroju Bume, QpyHKIUja He
6u 6una 1-1). To mam omoryhasa ma mepunumemo ¢yrrmajy f~': B — A ca

Ty =z& flz)=y.

Teopema 4.2. Axo je f : A — B bujexyuja mada fo f~*(y) = y 3a cee y € B u
fto f(z) =z 3a cee x € A.

IIpumep 4.1. dynxuuja g(x) = \/x je unsepsna Pynryuuja dynkyuje f(x) = 2% na

unmepaany [0, 00).

Samcra: Uutepsana [0,00) je Takas na je f(x) = 2? OGujerknmuja a cam KOpeH ce
neduHUIIe Kao UHBepP3Ha (QYHKIUja KBaIpaTHE (QyHKIU]je. JAN

Teopema 4.3. I'padur uneepsne dynxyuje f~' : B — A je cumempuuan zpadury
pynrwyuje f: A — B y odnocy na npasy y = T.

I'paduxr 5: I'padumu I'y u I'p-1.
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Joxka3z: okaxkumo na je tauka A(xg,yp) cumerpuuna tauku B(yo, o) y OIHOCY HA
npaBy y = x. [IpaBa kpo3 A, B nma jemnadumy

Y—Y% T —Xo

)
To — Yo Yo — To

Yy=—T+To+ Y

¥ HOpMaJIHA je Ha mpaBy y = = (KoepuuujeHtu y3 z).

A+B _ (900+y0 Yo+-zo

Hpyro, cpenumre myxu AB je =3 S0, Y0050y mpunana npaBoj Y = .

ITo meduunnujn masepsue ¢pyurmuje (z,y) € I'y arkko (y,z) € I'y-1 mro norasyje
na cy rpagunu I'y u I'y1 cuMmeTpuyHM y OOHOCY Ha IPaBy Y = T. O

4.2 OcHOBHe 0cOOMHE peasIHUX (QyHKIHUja

Y OBOM OZeJbKy aHAJIM3UPaAMO OCOOUMHEe (yHKNUMja Koje heMo na KOPUCTUMO y Ha-
CTaBKY KypcCa U KOje ce KOpPUCTe 3a NepUHUCAHe CIOKEeHNJUX CBOjCcTaBa (PyHKIU]a.

4.2.1 MonoToHe pyHEKIHjE
Hedbununuja 4.5. Pynxyuja f: A — R je
e pacmyha na ckyny A axo Vo, 2o € A)xy < 29 = f(x1) < f(22);
e cmpozo pacmyha wa cxyny A axo (Vry1,x9 € A)zy < 29 = f(21) < f(22);
e onadajyha na ckyny A axo (Y1, x0 € A)xy < 3 = f(x1) > f(22);
e cmpozo onadajyha na ckyny A axo (Vri,z0 € A)xy < 29 = f(21) > f(22).
3a pacmyhe u onadajyhe pyrnxyuje xaxncemo da cy moHomore.
IMpumep 4.2. Pynrxuuja y = kx +n je
e cmpozo pacmyha axo je k > 0;
e cmpozo onadajyha axo je k < 0;
e xoncmawmua axo je k = 0.

Pememe: Hexka je x1 < z9, Tana
f(x1) = f(z2) = kvy +n — kxg —n = k(z1 — 29).

Oryna 3a k > 0 je f(x1) < f(x9) ma je ¢ymrmmja crporo pacryha, 3a k < 0 je
f(z1) > f(z2) ma je dpynruuja crporo omanajyha a za k=0 je f(x1) = f(zq) ma je
(yHKIVja KOHCTAHTHA. A

Jlako ce moka3syje ma je ¢pyHEIUja ncroBpeMeHo pactyha u omanajyha akko je
KOHCTAHTHA.

IIpumep 4.3. Pynruuja f(z) = 22 je cmpozo pacmyha wa [0,00) a ecmpozo onadajyha
Ha (—o0,0].
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Pememe: Heka je x1 < x5. Tana
f@1) = flaz) = af — a3 = (21 + @) (21 — 22).
Rako je z1 — xy < 0, Baskm
x1,22 € [0,00) = 21+ 22 > 0= f(x1) — f(z2) < 0= f(z1) < f(xz);
x1,22 € (00,0] = 21+ 22 < 0= f(21) — f(z2) > 0= f(21) > f(22).
A

Teopema 4.4. Csarxa cmpozo monomona pynkyuja f : A — Ry je bujexyuja u uma
UHBEP3HY PYHKUUTY.
Hokas: IIpso, cBaka ¢pynrmuja f: A — Ry je ,,Ha”.

Heka je f crporo pacryha. Tama, 3a cBako x1,T2 € A ako je x1 # xy Tama je
1 < To min je o < x1. Y upBoM cayuajy je f(x1) < f(xg) ay apyrom f(za) < f(x1).
Y ob6a cayuaja je f(x1) # f(x2) mro mokasyje na je f uHjekuuja. O

Teopema 4.5. Axo je f : A — B pacmyha bujexuuja mada je [~ : A — B maxobhe
pacmyha.

Iokas: Heka je y; < 3. Tana, 3a x1 = f~'(y1), 2o = [~ (y2) ako je xy < x1, Kako je
f pacryha ¢yrrnmja nobujamo f(xy) < f(r1) Tj. y2 < y1 mro Huje moryhe. Oryna
r1 < Z9. O

4.2.2 llapHe m HenmapHe (yHKIUje

Hepunnmnmja 4.6. Kancemo da je ckyn A C R cumempuuan y oonocy wa axo v € A
axxo —xr € A.

Ha npumep, ckynosu (—a,a), (—oo, —a]U[a,o0), R cy cumerpuunu y omHocy Ha
HYJIy.
Hedunaunuja 4.7. dynxuyuje f: A — R defunucana na cumempuurnom ckyny A je

e napra axo f(—x) = f(x) 3a cee x € A;

o nenapra ako f(—x) = —f(x) 3a cee x € A.

A A

\ 4 \ 4

I'padur 6: I'padux napre u rpadur HenmapHe (QyHKIH]jE.

Teopema 4.6. I'padur napre pynryuje je cumempuvar y oonocy na y—ocy. I'padur
HenapHe Pynxyuje je cumempuuar y 00nocy Ha Koopdunamuu nowemar. Axo je A
cumempuvar cxyn a f: A — R nenapna dynxyuja mada je Ry cumempuuan cxyn.

dyurumja f(r) = 2", n € N je napua 3a n—mapHO a HemapHa 3a n—HEIapHO.
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4.2.3 llepuomuune pyHKIUjE

Hedbumuunuja 4.8. Pynrxyuja f : A — R je nepoduuna axo nocmoju p # 0 maxo da
r+peAuf(r+p) = f(x) 3a cee v € A. Tada p Haszusamo nepuod gynruuje f. Axo
PynrYUja UME HAFMABU NOFUMUBAH NEPUOOD HE2A HAZUBAMO OCHOBHU NEPUOO.

ITpumep 4.4. Pynxyuja f: R — R dama ca f(z) = x — [x] je nepuoduuna.
Pememe: Hexka je p € R rako na je f(z+p) = f(z). Tana,
c+p—lrtp=a-l

p=z+p]—[z].
Iaxrmne, p je neo 6poj. Ilpumerumo ma 6umo KOju 1eo OPOj MoOxke ma Oyme mepuos
¢yurmuje f. Tana, ckyn Z je CKyn CBUX IepruoIa OBe (yHKNUje a HeH OCHOBHU
mepuon je 1. A

IIpumep 4.5. Kowcmawmua dynxyuje f(x) = ¢ je nepuoduwna anru Hema 0CHOBHU
nepuoo.

Pememe: 3awucra, 3a cBako p € R Baxku f(r + p) = ¢ = f(x) wro 3maum na je
CKyI cBUX nepmona oBe ¢yHEnuje R a y R He mocrojum HajMamu mo3uTuBaH OpOj
pa3auyuT On HYyJE. A

IIpumep 4.6. upurseosa pynryuja X : R = R dama ca
07 x g Q7
ww={ 7 123
je nepuodutHa anl Hema 0CHOBHU NePuoo.

Pememe: Kako je 30up mpamnumoHaIHOr Opoja U PAIMOHAJIHOOT WPAINOHAJAH, &
30up OBa panuoHaJHA Opoja panuoOHAJAH, 3aK/HYUyjeMO [a je CBaKU palrOHaJaH
6poj mepuon GyHEIUje Xg a HM jeJaH MpalUdOHaJaH Opoj He MO:xe na Oyne HeH
mepuoa. Ckyn panuoHaJHUX OpojeBa HeMa HajMambU MO3UTUBAH OPOj PA3IUUUT O
Hysae na {upuxieoBa QyHKIMja HeEMA OCHOBHU IEPUO. A

CBe OCHOBHE TPUTOHOMETPHUjCKE (YHKIHje Cy MEePUOIUIHE.
Teopema 4.7. V cxyny peasnusr pynruuja saxnce caedeha ceojemaa.
o Axo cy p u q nepuodu pynxuyuje f mada je p+ q nepuod gyrnryuje f.
o Axo je p nepuod gynxyuje f mada je u kp, k € Z \ {0} nepuod pynruuge f.
e Axo je f nepuoduuna a g npouzgonrna mada je g o f nepuoduvwHa.

IToka3s: Ilokazahemo apyro tepbeme. IIpBo, ako je p mepuon Tama je Ha OCHOBY
npsor TBphema Teopeme p + p = 2p takohe mepuon. AKo mpeTmocTaBuUMO Ia je np
neproJt, omner To npsoMm TBphemy Teopeme (n+ 1)p = p+ np je rakobe nmepuoxn na,
IO TPUHIAIY MaTeMaTUudKe UHAYKIUje, np je nepuon 3a cse n € N.

Ilpyro, ako je p mepuon ¢yHEIUje [ Tanga
flx)=fl@—p+p)=f(z—p)

IITO AOKa3yje na je —p Takobhe mepuon a Ha OCHOBY Beh mokaszanor, —np je taxkobe
nepuon 3a cBe n € N. O
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4.2.4 OrpaHuueHe (QYyHKIUje

Hedbuuunuja 4.9. Pynxuyuja f: A — R je oepanuvena 0dozeo axo nocmoju M maxo
da 3a cee x € A, f(x) < M. Cauuno, gynkuuja f : A — R je oepanuuena 000300 axo
npocmoju N maxo da je f(x) > N 3a cee v € A. Pynxuyuja f: A — R je ozpanuvena
axo je ozparuvena 000320 U 000300.

Teopema 4.8. Hexa je f: A = R dama dynxyuja.

o Pynryuja f je ozpanuuena axxo je Ry ozpanuyen cryn.

o Pynryuja f je ozpanuvena axko je 3a cee x € A, |f(x)| < M 3a nexo M € R.
IIpumep 4.7. 3a caedehe dpynryuje saxncu

o f(x)=x— [z]| oepanuuena;

. f(2)

o f(z)=[z], f(x) =2 nucy oepanuverne Hu 000320 HU 000300.

22, f(x) = |z| oeparnunene 000300;

5 OcHoBHe esleMeHTapHE (QYHKIUje

Y 0OBOM OJIeJbKYy HABOIUMO OCHOBHE eJIeMeHTapHe QYHKINje YujuM ce 30upom, pas-
JIMKOM, TPOM3BOIOM, KOJWYHUKOM ¥ KOMIIO3UIIMjOM n00ujajy T3B. eJeMeHTapHe
¢yHEIUje ca KojuMa hemo pamuTty Ha OBOM Kypcy. Hamommmemo na moctoje
GyHEIUje KOje HUCY eJleMeHTapHe a HhUXoBa aHasm3a he na Oyne npenmer Ma-
TeMaTHuKe 3.

5.0.5 Crenene ¢pyHKIHjE

dyurmuja f(r) = 2% = >0, @ € R ce Ha3uBa creneHa QpyHKuuja. Y 3aBUCHOCTHU O
«, nepuHUIIE ce Ha cilenehw HadvwH:

a=neN z"=zx-x---x;

ea=-nneN, g =1

xn )

ea=1 neN, T = {/x uuBep3Ha (QyHKIUja QYHRUUjE T";

n’

ea==2 necZ meN, zm = 2",

m?

3a ¢ Q mocroju uu3 (¢,) pammonasHUX OpojeBa TakaB ma je lim g, = a.
n—oo
Tanma, % = lim x?.

n—oo

IIITo ce Tnue ocobuHA CcTeneHE (YHKIMje OHE 3aBUCE O BPEAHOCTU «v. Y Haj-
ONIITHjeM CiIydajy, 3a npou3BomHO o € R pyuruumja f:[0,00] = R, f(x) =z

e uma nomeH [0, 00);
e 3a a > 0 je crporo pactyha a 3a a < 0 crporo onanajyha;

e HUje HU NapHA HU HEApHA OCUM 3a cilydajeBe a € Z;
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® HIUje MePUOIUYHA;

e OrpaHUWYEHa OM03I0 OCUM y CIydYa]y « € Z Kana HUje OrpaHUYEeHa HU OH03I0
HU OIO3T0.

I'padux 7: Crenena ¢ynruuja.

WNusepsna ¢yurnuja crenene dpyurmuje f(z) = z* je takobe cremena ¢QyHKuuja
1
f(@) = ot
5.0.6 ExrcmoHeHIujasHa ¥ JIOTapuUTaMCKa (YHKIHja

dyuruuja f(r) = a*, * € R, a > 0 ce HasuBa ekcnonennujansua ¢ykimuja. OBa

GyHEKIUI]a
e uMa gomeH R;
e 3a a > 1 je crporo pacryha a 3a 0 < a <1 crporo onanajyha;
® HUje HU NapHA HU HEMAPHA;
® HIUje IePUOANYHA;
e orpaHudena omosno ca 0.

OcHoBa a Mopa na Oyne HNO3WTWMBHA jep HA NPUMED 3a T = % BpemHOCT a® He
nocToju 3a a < 0.
Croenujanna eKCHOHEHIjaHA (YHKIMja je y = e”.

Jlorapuramcka (yHKNUja ce nepuHUIIE KaO WHBEP3HA (YHKIMja €KCIOHEHIIU-

jayiHe (YHKIVj€e OJHOCHO
log, 2 =y < ad’ = .

Oryna, log, a” = x. Jlorapuramcka ¢yHEIUja nma ciaenehe ocobune

e uma nomen (0, 00);
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e 3a a > 1 je crporo pacryha a 3a 0 < a < 1 crporo onanajyha;
e HUje HU MapHa HU HemapHa;
® HUje MEePUOIUYHA;

e HIje OIPAHMYEHA HU ON03I0 HU ONO3T0, KOJOMeEH je R Kao moMeH eKCIOHEeH-
nujaJsHe (QyHKIUje.

A

I'padur 8: Excrnomenmnujanra u jorapuraMcka ¢yHKOUja 3a a > 1.

Teopema 5.1. 3a sozapumamcky gynwkyujy y = log, x, cee a,b,c >0, a,b,c # 1 u cae
z,y € R sancu

1. log, zy = log, z + log, y;

2. log, g = log, r — log, y;

3. log, x* = alog, z;

4. 10gge x = 2 log,x , o # 0;
1 .

5. log, b= g a’

6. log, b = 128>

log.a*
Croenujanna jgorapuTaMcka (YHKIUja je ca OCHOBOM e, log,x = lnz. Y my-
MepHUUYKe CBPXE, UeCTO Ce KOPUCTU JOrapUTaMCKa (yHKIUja ca ocHOBOM 10 m 03-
HavaBa ca log .

5.0.7 TpuroHomerpujcke U MHBEP3HE TPUTOHOMETPUjCKE (PyHKIUje

OcHoBHE TpUrOHOMeTpHjCKe (VHKIUje cy y = sinz, y = cosx. Iedunumy ce
nmoMonhy TPUrOHOMETPUjCKOr Kpyra Kao HITO je MIPUKA3aHO Ha IPa(UKy.
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(cosz,sinx)

sinxeé

I'pagur 9: TpuronomeTrpujcKn Kpyr.

Hla 6u oxpenuiu Sin & M COS T MPOMU3BOJLHOD PEaJHOr Opoja & Ha TPUTOHOMETPU-
jCKOM Kpyry yOUMMO KDY/KHU JYK IY:KUAHE T Yy IO3UTUBHOM CMEDPY AKO je T M03U-
TUBHO & y CyIPOTHOM Yy HEraTUBHOM cMepy on rtauke (1,0), Tauka Ha Kpajy JIyKa
rMa koopauHaTe (Cos,sin).

w
5
5
SN )
w
N

I'padur 10: Pysrumja y = sinz.
dyurmuja y = sinx numa ciaenehe ocobune
e mMa gomeH R;

e cTporo je pactyha Ha cBakoMm mHTEpBady [—3 + 2k, § 4 2k7], k € Z a cTporo
omanajyha ma cBaxom muTepBaty [J + 2km, 37” + 2km], k € Z;

e HelapHa je;
® IEePUOIUYHA Ca MEPUOAOM 2T;

e OrpaHUYEHa je, 0m0o31m0 ca —1, omo3ro ca 1.

I'padur 11: ®ysrnmja y = cos.
dyHEIUIja y = coST UMa 0COOUHE
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nMa momeH R;

crporo pacryha je ma cBakoMm umHTepBasy |[—7m + 2km, 2kn], k € Z a cTporo
omanajyha ma csakom muTepBamy [2kw,m + 2k7|, k € Z;

nmapHa je;
MIePUOANYHA Ca TEePUOIOM 2T;

orpaHmyeHna je, omo3no ca —1, omo3ro ca 1.

y = tgw Yy = ctgw

\ 4

A

I'pagur 12: TanresEc u KOTaHT'€HC.

Y OocHOBHe esieMeHTapHe (QyHKNUje ce ybpajajy u pyHKmnuje y = tgr = ==

CoOsS T

ctgr = ===

sinx *

y = arcsinx Y = arccos T
A

Tk

I'pagpur 13: ®Pymrnmje y = arcsinz m y = arccos .

VuBep3He TpuroHoMeTpujcke (GyHKIWje y = arcsinz u y = arccosr mmajy oc-
obuHe Koje cy mobujeHe u3 ocobuHA CUHYyCa W KOocuHyca. PyHKIUja y = arcsinx

nma momeH [—1,1];
crporo pacryha je;
HelapHa je;

HUj€e TEPUOIUYIHA;

OrpaHWdYeHa je, 00310 ca —3, OJ03r0 ca f.

CnuyHo je 3a (YHKIUjy y = arccos .
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5.1 I'pammuna BpemHoCT (yHKIHUje

Ila O6u medumHMCAIN T'DAHUYHHY BPENHOCT (QYHKIMje NPBO AePUHUIIEMO TadKe Y
KOjuUMa OHa MOKe ma ce ompebyje.

Hedununuja 5.1. Tauxa x € R je mauka wazomunasamwa ckyna A axo
(Ve > 0)(Fa € A)|z —a|] < e.

Hedpuaunmja 5.2. Hexa je f : A — R dama dynxyuje v xo maurxa nazomMuia8ana
ckyna A. Tada epanuvna epednocm gynwkyuje f xada x mexcu xo ce dedunuwe ca

lim f(z) =b< (Ve >0)(30 > 0)(Vz € A)|z — x| < = |f(z) —b| <e.

T—rx0

bk y = f(x)
b¢
R

A
\ 4

v
I'padur 14: I'pannusa BpengHOCT (QyHKIU]E.

Taura ro Mopa ma Oyme Tauyka HaroMuiaBama na Ou mocrojaje Tadke ckyma A
Ha pacTojamy MameM O CBAKOT ) [0 TadKe Ty, y CYIPOTHOM cBaku Opoj b € R 6u
Morao na Oyzae rpaHWYHA BPETHOCT (YHKIUje [ Kaga & TEXKU Ij.

ITpumep 5.1. Zloxazamu da je lirr} ’;2_*11 =2.
z—

Pememe: 3a x # 1, f(r) = x+ 1. Heka je ¢ > 0 npoussBomuo. Tana, 3a §d =c u
cee xr € Rrakse majexz # 1lu |z —1| <eBawm |f(x)—2|=|z+1-2|=|z—1| <e.A

Hednuaunuja 5.3. Hexa je f : A — R dama ¢dynruuja u xy mauka Ha2oMuULG8ATHA
ckyna A. Tada

lim f(z) =00 < (VM > 0)(30 > 0)(Vz € A)|z — x| <6 = f(z) > M.

Tr—xTQ

IIpumep 5.2. Jloxazamu da je lin% % = 00.
r—r



Pememe: Heka je M > 0 npou3BoJ/bHO Tama 3a 0 = \/LM u cBe r € R TakBe ma je

lz— 0| =|z| < \/LM BasKU
1 1
flx)=—= > = M.
2y

A

Hepuuumnuja 5.4. Hexa ckyn A wuje oepanuven 00oseo u wexa je f : A — R dama
pynryuja. Tada

lim f(x)=b< (Ve > 0)(AM > 0)(Vx € A)x > M = |f(x) — | < ¢

T—r00

lim f(z) =00 < (VN > 0)(3IM > 0)(Vz € A)x > M = f(x) > N.

T—00

IIpumep 5.3. Joxasamu da je lim arctgr = 7.
T—00

\ 4
I'pacdur 15: I'panuuna BpemHocT Kaga T — OQ.

Pememe: Hexa je ¢ > 0. Tanma 3a M = tg(5 —¢) u cBe > M Baxu

s s
arctgxr > arctg (tg <§ — 6)) = 5~ €

T
5~ arctgr < €.

IITO MOKa3yje na je

A

Rana He moctoje rpaHwvYHe BpenoCTH (QYHKIMje MOIY Oa IOCTOje T3B. JIEBU
OMHOCHO NEeCHU JUMeC. 3a HBUXOBO neduHUCAHme MOTPeOHO je ma ckym A canpiim
TaYKy DOBOJHHO OJIMCKY TadKU T CA J€Be OJHOCHO JeCHEe CTpaHe Kao IITO Ce BUIU
u3 ciaenehe nepuruUIyje.

Hedpuaunmja 5.5. Hexa je f: A — R dama dynxyuja. Tada

lim f(z)=b< (Ve >0)(30>0)(Vz € A)z € (xg — 0,20,) < = |f(z) — b| <e,

T—T0—

lim f(z)=b< (Ve >0)(35 > 0)(Vz € A)z € (g, 20+ ) <= |f(z) — b <e.

T—T0+

Hedpuanunmja 5.6. Hexa je f: A — R dama pynxyuja. Tada

lim f(z) =00« (VM > 0)(30 > 0)(Vox € A)x € (xg — §,20) < = f(z) > M.

T—T0—

AHAJOrHO ce meUHUIIY OCTaJjie TPAHUYHE BPETHOCTU.
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A Yy = sgnr

A
\ 4

—1

\ 4
I'pagpur 16: I'padur pyHEIUje Yy = sgnw.

IIpumep 5.4. Jloxazamu da je lim sgnr =1 u lim sgnz = —1.
z—04 z—0-—

Pememe: Hexka je ¢ > 0, Taga noctoju 0 = 1 Tako na 3a cse = € (0 — 1,1) Baknu

lsgnz — (—=1)|=|—-14+1=0<e.
A
IIpumep 5.5. Jokazamu da je lim * = oo v lim + = —oo.
z—04 F z—0_ 7
Pememe: Hera je M > 0. Tana 3a § = % u cBe x TakBe na je 0 <z < ﬁ BaKU
1 1
fla)==-2=2+=
Toow
A

6 (OcobuHe rpaHUYHE BPEOHOCTU

I'panuuna BpemHOCT (YHKIUjEe WM TPAHWYHA BPEAHOCT HU3A MMA]y WUCTE O3HAKE.
Canma maBOOMMO TeopeMy KOjoM hemo ma moBekeMO OBa [Ba IOjMa Koja he ma
HaM oMoryhu ma cBe ocoOMHe I'paHWYHE BPEIHOCTU HU30Ba T'E€HEPAJIMU3yjeMO Ha
aHAJOTHEe OCOOMHE I'PaHUYHE BPETHOCTU (DYHKIWjA.

} y = f(z)

A
\

X1 To Tp— 2o

v
I'pagur 17: I'parmyra BpenHOCT (hYHKOUje IPEKO JHUMeca HU30BA.
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Teopema 6.1. (Jumec dynxyuje npexo aumeca nusosa) Hewa je f: A — R u xg

mavwka naeomunasawa ckyna A. Tada lim f(z) = b axxo 3a cearxu nuz (x,) mauara
T—T0

ckyna A maxas da je lim x, = xg eaxmcu da je lim f(z,) =b.
n—oo n—oo
Joxka3:(=) Heka je lim f(x) = b u ueka je (z,) rakas na je lim z,, = zo. Joraskumo
T—x0 n— o0
na je lim f(x,) =0b. Heka je € > 0 npoussBosmuo. Tana, no neQuHANUjU IDAHUUHE
n—oo
BpenHocTH (yHKIMje, noctoju § > 0 Tako ma u3 |x — xo| < cnemu |f(z) — b < e.
3a 0BO §, MO HeGUHUIMjU TPAHUYHE BPETHOCTU HU3A, MOCTOju Ny € N Tako ma
3a cBe n > ng je |r, — xo| < 0. Tana je u |f(x,) —b| < & 3a cBe n > nyg.
(<) IlpernocraBuMoO ma je CIMKa CBAKOI HU3A KOJU TEXRU Ka To QYHKUUjoM f HU3
koju Texku kKa b. IlpermocraBumo na muje lim f(z) = b. Heranmjom mepummnmje
T—T0

IPaHUYHE BPpeTHOCTU (YHKIMje DoOumjamMo
(Fe)(V6 > 0)(3x € A)|x — 20| <IN |f(z) —b] > e.

Tana 3a § = L nocroju x, € A Tako ma |z, — xo| < + u |f(z,) —b| > ¢ 3a cBe n € N.
Kaxko % Texu Hyu, Hu3 (r,) Teku Ka o a f(x,) je Ha pacrtojamy Behewm oxm € no

b ma He MOke ma TeXU Ka b TO HAC HOBOAW IO KOHTPAIUKIU]E.
ITociemuma 6.1. Axo nocmoju, epanuvna epednocm gyrrkyuje je jedurcmeena.

Joka3: Ako je lim f(x) =a u lim f(z) =b rme je a # b, Tana 3a TIpON3BOJHAH HU3
r—To T—rx0

(x,) KOjU TERM Ka To, MO HPETXOTHO] TEOPEMU HU3 HHEroBUX Cauka f(,) Texu Ka
a u Ka b mrTo Huje moryhe jep cMO mOKa3zaJu Aa je TPAHUYHA BPEAHOCT PEAJTHUX
HM30Ba jeTWMHCTBEHA. O

Hoxkasu crnenehux tBphema cy amajorau n HeheMo UX CBe HABOAUTU.

IMocnemuna 6.2. (Teopema o ykwewmeny) Hexa cy f,g,h: A — R dame gynryuje u

Ty mavka wazomusasamwa ckyna A. Heka nocmoju § > 0 maxo da 3a cee v € A makee

da je |x — xo| < 6 samcu f(x) < g(x) < h(x) u nexa je lim f(z) = lim h(z) =b. Tada
T—T0

Tr—xTQ
je u lim g(z) =b.
Tr—xTQ
ITocnemuna 6.3. Hexa cy f, g pynryuje dedunucane na cxyny A ca mawkom nazomuna-
samwa xo. Hexa je lim f(x) =a, lim g(x) =0b. Taoda je
T—T0 T—T0

o lim (f(z) +g(x)) =a+b

e lim f(z)g(z) = ab;

T—T0

o lim {® —a b=#0.

T—T0 (:E) b’

Hoxka3: Pamu unycrpammje, morazahemo npyro tspbeme. Heka lim f(x)
T—T0

lim g(x) = b. Tana, 3a cBaku HU3 (T,) KOjU TERU Ka Ty 34 HU3 HETOBUX CJIUKA
T—T0

a,

BaKU
lim f(0)g(za) = lim f(z,) lim g(z,) = ab,
n—oo n—oo n—oo
Ha ocuoBy npse Teopeme onesmka, lim f(z)g(x) = ab. O
T—rT0

Axo Heka penanuja BayKu 3a I'PAHUYHE BPEHIOCTH (YHKIMja Kaaa T — Lo, UCTA
penanuja Mebhy BpeqHocTrMa (GYHKIMja BaKU HA HEKO] OKOJIMHU TaYKe T( KaO IITO
unycrpyje caenehe tBpheme.
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Teopema 6.2. Hexa f,g : A — R u 2y mauxa nazomurasamwa cxkyna A. Hexa je

lim f(x) =a u lim g(z) = b u nexa je a < b. Tada nocmoju § > 0 maxo da 3a cee
T—T0 Tr—TQ

r € A makse da je |x — xo| < 0 samcu f(x) < g(z).

A

»

A

1’0—5 Zo &ZO—F(S

\ 4

I'pagpur 18: Jloramso ynopebuBame ¢yHEIUTja.
JIloka3: Heka je € = I’_T“ Tana, mo mepmHUNMjU IPAHUYHE BPETHOCTU (YHKIN]jE
(361) (Vo € A)|z — 0| < 01 = |f(x) —al <e,
(F02)(Vx € A)|z — x| < b2 = |g(z) — b] < e,

Taga 3a 6 = min{d;,dy} u cBe x € A TakBe ma je |r — xo| < 0
flx)<a+e=b—ec<g(x).

O
Ha cnenehy nmocmenury hiemo Bumie nmyTra na ce mo3mBaMoO y HaCcTaBKy Te€ CTOra
U aleKBATHO UMe.

ITocnemuna 6.4. (Bumwa) Hexa je f: A — R, xy mauka nazomunrasamwa ckyna A u

lim f(x) =a. Tada axo je u a < b nocmoju 6 > 0 mako da 3a cee x € A maxee da je
T—T0

|z — x| <6 samcu f(x) <b.

Panmu nokasza, DOBOJLHO je y IPETXOMHO] TeopeMu 3a (GYHKIW]Y ¢ y3€TU KOH-
crauTHy ¢yuruujy g(z) =b 3a cse x € A.

Teopema 6.3. Axo je f: A — R, xy mauxa nacomunasamwa ckyna A v lim f(x) =0
T—T0

20¢e je |b| < 0o, mada nocmoju § > 0 mako da je f oepanuvena na (o — 9, z9+ ) N A.

ITpumep 6.1. Jloxazamu da lim sin%

He MOCMOJu.
x—0

Pememe: Hera je b € [—1,1] npousBosHO. Younmo HK3

1

Tp=——.
" arcsinb + 2n7
Tanga lim z, =0 u
n—oo
lim f(x,) = lim sin ———— = lim sin(arcsinb + 2n7) = sinarcsinb = b.
n—oo n—oo _— n—oo

arcsin b+2nm

Ilakne, rpaHUYHA BPeIHOCT (YHKIUje [ Kama T TeXU HyaIum Moxke na oyne b. Kako
je b 6bmio Tpou3BOBHO & IPAHMUYHA BPETHOCT (YHKIMjE je je THUCTBEHA, 3aKJbyUy-
jEMO ma mata paHUYHA BPETHOCT HE MOCTO)U. A
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Teopema 6.4. (Cmena npomennuse) Hexa cy f : A — B ug: B — R peaane
Pynryuje, Ty mavwka nazomusasana ckyna A, yo mauka nazomunrasana ckyna B. Hexa

je lim f(z) =yo u lim g(y) = b. Tada nocmoju lim g(f(x)) u eamxcu
T—T0 Yy—Yo T—T0

lim g(f(z)) = lim g(y) = b.

T—T0 Y—Yo

Joxka3: Heka je ¢ > 0. Tanma mocroju § Tako ma u3 |y —yo| < 6 caenm |g(y) —b| < e.
3a mobujeno 0, nocroju dy > 0 Tako ma u3 |r — xg| < dy caenn |f(z) —yo| < 5. Tana
je |9(f(z)) — b| < & mro KommIeTHPA HOKA3. 0

6.1 HenpexnnoHocT ¢yHKIUja

Cana anmamu3mpaMoO BEPOBATHO HAjOUTHUjU KOHIENT IEJOKYIHE TEOPUje, KOHIEIT
HENTPEKUTHOCTU.

Hepununmmja 6.1. Hexa je f: A — R uxg € A mauka nazmunasanwa. Kancemo da je
f menpexuona y mavwku xo axo je

lim f(z) = f(o)-

T—T0

Axo je [ menpexudna y ceaxoj mawku ckyna A mada xaxmcemo da je Pynxuyuja f
nenpexuora na A u nuwemo f € C(A).

Axo yBememo cmeny x — rg = Az Basku na Ax — 0 akko © — xo. Tama f je
HENPEKUIHA Y TAYKU Ty aKKO je

f(wo) = lim f(z) = lim f(zo+Az) & lim (f(zo+ Az) = f(29)) = 0.

T—rT0

Ako yBememo ozuary Ay = f(xg+ Ax) — f(z9) Tana Henpexkumaoct (yuruuje f y
TAYKN T( j€ €KBUBAJIEHTHA T'PDAHUYHO] BPETHOCTU

dim, Ay =0.

Y IpeTxXOomHOM JIMMECY Ce BUAU CYNITUHA HENPEKUIHOCTU (PYHKIMje, Maje IPo-
MeHe CJIMKa OATr0oBapajy MOBOJLHO MAaJMM IIPOMEHaMa OpPTUHAJA UM, KOA HEeIPEeKU-
MHUX (YHKIMja, aKO IPOMEHa OPTUHAJa TEXKU HYJIU U IPOMEHa CIUKA TEXU HYJIN.

IIpumep 6.2. Ceaka dynryuja y = kx + n je nenpexuona na R.

3aucra: 3a DpousBOBHO Tg € R lim (kz +n) =k lim = 4+ n = kxg + n. A
T—x0 T—T0

ITpumep 6.3. Csaxa gynryuja f(x) = 2", n € N je nenpexudna na R.

Pememe: 3a npousBomHO xg € R Basku

lim f(z) = lim 2" = (lim )" = a5 = f(x0).
T—T0 Tr—T0 T—T0

Teopema 6.5. Ceaxa easemenmapra Pynkuuja je Henpexuora Ha c80M 0OMENY.
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Iloxa3s: IIpoBepumhemo HENIPEKNIHOCT HEKOJINKO OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX (PyHKIM]jA.

Crenena ¢yuruuja, f(r) = z*. Ilpucerrmo ce ma ce y HAJONIITH]EM CJaydajy 3a
IPOM3BOJLHO (¢ CTeNeHa (yHKIUja Ae(UHUIIE IOMONY HM3a palyoHAJIHUX OpojeBa
(¢n) KOjU KOHBEPTUpA Ka (v Ca

% = lim z%
n—oo

Tana, 3a mpou3BoJbHO o > 0,

lim f(z) = lim 2% = lim lim 2% = lim lim 2%
T—x0 T—x0 T—T) N—00 n—00 T—Tg

Ako npernocraBumMo na je x? menperugHa (jecTe KaO KOMIO3UUI]a HEIPEKU IHUX )
nobujamo

lim f(z) = lim lim 2% = lim 2" = 2§ = f(zo).
T—x0 n—00 T—To n—00

3a ekcnoHeHuujanny ¢GyHrnujy f(xr) = a® padyHamo aumec

li Af = i m+Ax_x:xl- Ax—l:_
A A= e ) =t e - D =0

3a norapuramcky ¢yurmujy f(z)=Inz

A A
limAf = lim (In(z+ Az) —Inz) = lim mET2T (1 + _x) =Inl=0.
Az Az—0 Az—0 X Az—0 T

Y macrtaBky he ma Oyne nOKa3aHO na je MHBep3HA (DYHKIMja HENPEKUIHE (YHKI]je
rakohe HemperumgHa. O

Hedunaunuja 6.2. Tauka xg € A je mauxa npexuda gynxyuje f : A = R axo dynuyruja
Huje HENPEeKuona Y MauKy .

[IpakTuyso, Tauka Ty je Tayka npekuna Gpyukmuje [ akko lim f(x) He mocroju
T—T0

niau je pasznuaut oxn f(zo).
Heduaunmja 6.3. Tauxa npexuda xo € A pynxyuje f: A — R je

e npexud npse epcme axo cy aumecy lim f(x) uw lim f(z) xonauwu, cneyujasro,
T—>T0+ T—>To—

npexud npee 8pcme je 0mKAOBUE AKO je

lim f(z)= lim f(z);

T—>TO+ T—>To—

e npexud dpyze epcme ako bap jedan 00 aumeca lim f(x) u lim f(x) ne nocmoju
T—To+ T—=T0—

UAU HUJE KOHAUAH.

Axo f: A — R uMa OTKIOBUB IPEKU Y TAUKA T( TAJA MOKEMO na IeOUHUIIEMO

¢yurmujy g: A — R ca
f(iL‘), T 7é o,
g(x) = lim f(z), == x.
T—To—

KOja HeMa NMPEeKUd y TadKu Xg.

IIpumep 6.4. V mawrku v = 0 dynryuja
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1

x

()
()

e f(x)= % uma npexud Opyze epcme;
(x) uma npexud opyze epcme.

IIpumep 6.5. Pynruuja f(x) = [x] uma y mawkama x € Z npexude npse apcme.

6.2 Ocobune HenpeKkNTHUX (YHKIUja

Teopema 6.6. Hexa cy f,g: A — R nenpexuone y mavwru xy. Tada cy pynrwyuje f+g,
fo, g (9(xo) # 0) nenpexuone y mauxu xg.

Teopema 6.7. Hexa je f : A — B nenpexudna y mauxku xo a g : B — R nenpexuona
y f(zo). Tada je go f: A — R nenpexuona y xo.
Hoxkas: Hexra je lim f(z) = f(zo) u lim g(y) = g(f(z0)). Tana je no Teopemu o

T—To y—f(zo)
CMEHU IPOMEHJ/LUBE

lim g(f(x)) = lim g(y) = g(f(xo))

=20 y—f(zo0)
IITO IOKa3yje ma je g o f HempeKumHa Y TAUKU I. O

Teopema 6.8. (Loauyano-Kowujesa meopema o mehyspednocmu) Hera je dynryuja
f:a,b] = R nenpexuona u nexa je f(a)f(b) < 0. Tada nocmoju ¢ € (a,b) maxo da je
f(c) =0. Cneyujaano, 3a ceaxo (B xoje je usmehy f(a) u f(b) nocmoju ¢ € (a,b) maxo

da je f(c) = f.

Hoxa3: Heka je f(a) < 0 a f(b) > 0. Yoummo cryn A = {z € [a,b] | f(z) < 0}.
Tana, a € A ma, ckyn A je Hempasan u orpanmdesn ogo3ro (ca b), mro 3Haum na
nocroju ¢ = sup A. Hokaxkumo na c € (a,b).

A

L

A

P —————————
\

-—— - —

I'padur 19: Boanano-Komujesa Teopema o mehyBpennocTu.
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IIpBo, akro je ¢ = a kKako je f memperkunna y a 1j Basku lim f(z) = f(a) < 0 no
r—a

BayKHOj mociemuny, nocroju 0 > 0 Tako ma je f(x) < 0 3a cBe x € [a,a + 6]. To
sHaum 1a je [a,a+ 9] C A ma, supA > a+ 0 = ¢+ mro Huje moryhe jep ¢ = sup A.
Ipyro, ako je ¢ = b kako je f Hemperkuaua y b TO 3HAUU 14 je lin}) f(x) = f(b) > 0.
z—
Omner, o BaskHO] mocsenuiy, noctoju 0 > 0 tako ma je f(x) > 0 3a cBe z € [b—0,b).
To 3uaum ma je [b—6,b)]NA =0 na, supA <b— 9 = c¢— ¢ wro muje moryhe jep
¢ =sup A.

Hokaxumo cana ga je f(c) = 0. Kopuctuhemo camune aprymenrte kao y
nperxomHa nBa ciayuaja. Heka je f(c) < 0, kako je [ HempekumgHA y ¢ Tj BaKU
lim f(z) = f(¢) < 0 ma mo BaskHOj mocsenunu, nocroju 0 > 0 Tako na je f(x) <0 3a
Tr—cC
cBe x € [¢c —§,c+d]. To 3maum na je [c — d,c+ ] C A na, supA > ¢+ § mro Huje
Moryhe jep ¢ = sup A.

Cmununo ce mokasyje ma f(c) > 0 muje moryhe (kao mapyru ciayudaj).

Cana, axo je f(a) < B < f(8), 30 dymaumiy g(z) = f(z) — § pammt g(a) < O,
g(b) > 0, ma, ma ocmoBy Beh mokasanor, nmocroju ¢ € (a,b) Tako ma je g(c) = 0 Tj.

fle) =B =0maje f(c)=p. O
ITpumep 6.6. Joxazamu da jednavuna x — cosx = 0 uma pewena.

Pememe: Younmo ¢yurmmjy f(x) = x —cosx. Tana, f je menpekunna u 3a = < 1
je f(x) <0 a3z3axz>1je f(xr) >0. Tana, HaA OCHOBY HIPETXOAHE TEOPEME, MOCTOJU
z € (—1,1) rako ma je f(r) =0 1j. marta jeqHayYMHA MMa PEIIEHE. A

Teopema 6.9. Csaxa nenpexudna u unjekmuena gynrkyuja f : [a,b] — R je cmpozo
monomona. Tada, Ry je sameopenu uwmepean ca eparuyama f(a) u f(b).

Joxra3: Hexka je, na npumep, f(a) < f(b). Tana, 3a npousBosmHO z € [a,b], ako je
f(z) < f(a) Baskm ma je f(x) < f(a) < f(b) ma, mo Boanano-Komujesoj reopemu,
nocroju ¢ € (x,b) rako na je f(c) = f(a) mro 3uaun na f wuje 1-1 jep ¢ # a.

Axo je f(z) > f(b) ranma f(a) < f(b) < f(x) na, no Goanano-Komujesoj reopemu,
nocroju ¢ € (a,x) Tako na je f(c) = f(b) mro muje moryhe jep f je 1-1 a ¢ #b.

Taxobe, 3a cBako a € (f(a),f(b)), no Bonmano-Kommjesoj Teopemu, mocroju
c € (a,b) raro ma je f(c) = a. Oryna, Ry = {f(z) |z € [a,b]} = [f(a), f(D)].

Heka mocroje 1,22 € (a,b) Tako ma je 1 < x3 u f(x1) > f(z2). Tanma, rako
cmo nokazauau ga je f(a) < f(x2), ciemm ma je f(a) < f(x2) < f(z1) ma, omer mo
Bonanano-Kommujesoj reopemu, nocroju ¢ € (a,x1) tako ma je f(c) = f(xe) m ¢ # x4
mTo Huje moryhe jep ¢ # x5 a f je 1-1. O

Teopema 6.10. (Henpexuowocm unsepsme gymxyuje) Axo je bujexmuena dyrryuja
[ i la,b] = [c,d] nenpexuona wa [a,b] mada je mena uneepsna dynryuja [~ : [c,d] —
[a,b] nenpexuona Ha [c,d].

Hoxka3z: Ilpso, rako je ¢pyuruuja f : [a,b] — [c¢,d| uHjekTUBHA M HempeKuAHA, 11O
IPEeTXOIHO] TeopeMu OHa je cTporo MoHoToHa. IIpermocraBumo ma je f cTporo
pacryha. Tana je u f~! Takobe crporo pacryha.

Heka je yo € [c,d|, nokaxkmvo na je lim f~'(y) = f~'(yo) = 7o mo nepununuju
Y=o

rpaanyHe BpennocTu pyurnuje. Heka je € > 0 npousBosbHO. Tana, Kako je rg—e <

42



xg < To+ ¢ a ¢pyurunja f je pacryha, caenn na je f(zg—¢) < yo < f(xo+¢). Hera
je 0 > 0 Taro ma je

flro—¢€)<yo—0<yo<yo+0< flwo+e).
Tana, 3a cBako y € (Yo — 0,40 + d), Kako je f~! crporo pactyha Basku na je
FH(flwo =€) < f7Hy) < f7H(f(wo + 2)),
zo—e< fHy) <xote
tj. [T (y) € (o — &, 30 + €). O

Teopema 6.11. (Bajepwmpacosa meopema) Ceaxa gynryuja f : [a,b] — R je oepanuuena
wa [a,b] u nocmoje T, xyr € |a,b] maxo da je

max f(z) = f(za), min f(z) = f(zm).

z€[a,b] z€[a,b]
A
F g )gpreeeress e ~_
¥ ()
N
(@)
RRED T b

I'papuk 20: Makcumym u MuHUMYM (QyHKIUje Ha [a,b].

Hoxka3z: IIpernocrasumo ma f Huje orpanmueHa omo3ro Ha |a,b]. Tama, mocrtoju
r1 € la,b1] = [a,b] Tarko ma je f(x1) > 1. Ako mpemonoBumo umHTEpBad [a,b] Ha
Ba WHTEepBaJja nCTe Oy:kuHe, ¢pyHKnuja f Hehe nma Oynme orpaHmyeHa HA jeIHOM
O BUX jep ako Ou Ouia orpaHmyeHa Ha oOa MHTepBaJja Owuiia OM OrpaHUYEHA HA
BUX0BOj yHUju mTO Huje Moryhe. Ilakie mocroju [as, by] € {[ar, 4], [“ b)) u
Tg € [ag, by] Tako ma je f(xg) > 2.

AKO HaCTaBMMO IIPOIEC MOJIOBJHEHA MHTEPBaJIa, M00OUjaMO HU3 MHTEPBAJIA

[(ll,bl] D) [ag,bg] DD [an,bn] DI

rae je [an,b,| € {[an_l,“"‘I;bn‘l],[“”‘I;bn‘l,bn_l]} ([an,bs] je jemna momoBuua on

[@n_1,b,—1]) 1 PyHEIUja f HUje orpaHuveHa Ha [a,,b,| ma, mocroju x,, € |an, b,| Tako
ma je f(x,) > n.

3a uuzose (a,), (b,), (z,) Basku: (a,) je MOHOTOHO pacTyhu 1 orpannuen omo3ro,
(b,) je monoroHo omanajyhwm wm orpammyen omoszno u a, < x, < b,. Ha ocuoBy
TeopeMe O KOHBEPTEHIUjU MOHOTOHUX HU30BA, (a,) u (b,) Cy KOHBEPreHTHU a KaKO
je

—a : . . b—a . :
b, — a, = —— = lim b, — lim a, = lim —— =0 = lim b, = lim a, = ¢ € [a,}].
on n—o00 n—00 n—00 n n—00 n—00

Ha ocHoBy TeopeMme O yKIbemITEHY

lim z, = c.
n—oo
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IIo Teopemu o mumecy ¢GyHKIUje IPEKO JMMeca HU30BA,

f(c) = lim f(x,)= lim n = o0
n—oo n—oo
mTo HUje Moryhie jep mara ¢yHKIMja je HeOpeKUIHA Ha |a,b] U Ty momaszmMo mo
KOHTPAaIUKII]€.

ITakne, ¢ysrnuja f je orpanmuenHa omnosro. CumyHO ce nokasyje na je f
OrpaHUYeHa OH0310.

Oryna, ckyn Ry = {f(z) | z € [a,b]} je orpanmuen na nocroju = supRy u
o = inf Rf.

Tana, 3a ceako n € N rako § — % HUje CympeMyM CKyma Ry, mocroju x, € [a,b]
Tako na je f—1 < f(z,) < B. Tana, aro je ) = hm Ty, IO TEOPEMH O YKJLCIITEHY

lim f(z,) = f(zy) = 5. Harne, 8 = f(zy) = mafo mTo je Tpebaso mOKa3aTH.
n—oo

Cnudgro ce mOKa3yje ma MOCTOJU I, € |a,b] Tako ma je f(z,,) = minRy. O

TBpbheme He Basky ako MHTePBAJI Ha KOjeM je QYHKIUja Ae(pUHVCAHA HUje 3aTBO-
peH u orpanudved. Ha npumep, dpyurmmja f(x) = % HEMa MAaKCUMyM HU MUMUMYM

a (0,00) a jecre HempeKUIHA HA OBOM WHTEPBAJLY.

INocnemuna 6.5. Axo je f : [a,b] = R nenpexudona mada je Ry = [ m[ir})] f(z), m[a%] f(a;)}
re|a, xEe|a

Ilakie, canka 3aTBOPEHOT U OIPAHMYEHOI MHTEPBAJIa HEIPEKUITHOM (DYHKINjOM
j€e 3aTBOpEH M OTPAaHUYEH WHTEPBAJI.

6.3 Hexke 3HauajHe TpaHUYHE BPETHOCTHU.

Slnl’ —_ 1

ITpumep 6.7. Joxazamu oa je hn%

Pememe: lokaxmmo na je sinz <z <tgr 3a ce v € (0, F).

A

C

(T = = = = = = p

sinae¢

A

N1
v

I'padur 21: I'padux m3 moxasa.
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Axko je P, tpoyrao OAB, P, noBpmuHa KPY>KHOI MCEUYKA KOjU OArOBapa JIYKY T a
sin x tgx

P3 noppmuna Tpoyria OAC tana Py < P, < P3 u Basn Py = 5%, Py = 3, P3 = &%,
Tako mobujamo ma je

sine <z < tgx

MTO UMILITUTIAPA A4 je
1

sin x

1
— <
tgx

ma, KaJa MPETXOMHY peJjalujy MOMHOKUMO ca sinx, nobujamo

SR

<

sinx
cosr < — < 1.
T

Kana myctumo na x — 0, y OpeTXOmHO] pesanuju, Ha OCHOBY TeOpeMe O YKJbe-

mTelny A00UjamMo
. sinzx
lim =1
z—=04+ X

_T

Cmurano, ako je x € (=7,

0) tama 0 < —z < T ma BaKn pesainyja

cos(—z) < D)

—X

sin x
cosr < — <1
x

IIa je OIeT Ha OCHOBY TeOPeMe O YKJLEMTEHnY

. sinx
lim =1.
z—0_ I

Hakmne lim 322 — 1. A
z—0 7T

ITpumep 6.8. loxazamu da je lim (1 + j—c)x =e.

T—r00

. n
Pememe: Kopuctumo mo3HaTy rpaHuvHy BPEAHOCT 71113010 (1 + %) =e.
IlaTy rpaHWYHy BPEmHOCT HOKa3yjeMO MOMONy Teopeme O IpaHWYHU] BPEIHO-
cT GyHKIUje MPEKO IpaHUuYHe BPEAHOCTU HU30Ba. Heka je (r,) NpoOM3BOJbAH HU3
Koju Tesku OeckoHaunoctu. Tanma, ako je m, = [x,] Huzosu (m,) u (m, + 1) Takobe

Teske DECKOHAUYHOCTU U BaKU

1 mn 1 mp+1
lim <1+_) ~ lim (1+_> e
n—00 my, n—00 m, + 1

ITonasumo on HejeHAKOCTU

my, <z, <m,+1,

1 1 1
l+ —— <1+ =<1+ —,

1 Mn 1 Tn 1 mn+1
(1+—) <(1+_) §<1+—> |
m, + 1 T My,
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Tana cy rpaHuydHe BpemTHOCTU

mn+1

. 1

Loy ,}LH;(H—W)
(1+ > = =

lim _¢
my, + 1 I 1 1
nboo +1

n—o0

. 1 mn+1 ‘ 1 mMn ‘ 1
lim |14+ — =lim (14— lm (1+— | =e-1=c¢,
n— o0 my, n—00 My, n— 00 my,

a, Ha OCHOBY TEOPEME O YKJLEIITEHY
} 1\™
lim (14 — =e.
n— o0 T

IIpumep 6.9. Jokazamu da je hII(l)(l +a)r =e.
r—

Pememe: AKO y mpeTxonHOj IPAHMYHO] BPEAHOCTU YyBEAEMO CMEHY
na xr — oo akko t — 0 ma mobujamo

o=

T—r00

1 x
e = lim (1 + —) = hm(l +1)r.
T

log,, ( 1+x)

ITpumep 6.10. Jokazamu da je hm = log, e.

% = I BaKHA

Pememe: [Ipucerumo ce nma je morapuraMmcka (yHKIUja Henmpekmana. Tana

. log,(1+z) 1 : 1
}CILI(I) — = glglg(l)loga(l +z)= = log, ilir(l)(l +z)= = log, e.
IMpumep 6.11. Jloxaszamu Oda je hn% =Ina.
Pememe: Osne kopuctumo cmeny a® — 1 =t, Tana z = log,(t + 1) u Bawku © — 0
akko t — 0,
i a®* -1 t 1 1 | |
1m = im = = = 10g_a = Ina.
20w 0log,(t+ 1) I R logee
t—0

(1+m)

ITpumep 6.12. Jlokazamu da je hm = .

Pememe: OBne mpumemnyjemMo TpanchopMammjy

(1 + x)a _ ealn(lJrac)'

Tana:
(T2 =1 em0F) _1aln(l + ) e+ m) 1 (1 + 1)
lim ——— = lim = alim im .
20 x 20 x aln(l + x) 20 aln(l+x) =—0 =z

Il
3uamo na je hn%) In(1+2) ”
T—

=lIne =1, 3a 1eBy rpaHUYHY BPETHOCT Ha KPajy YBOIUMO

CMeHy t = aln(l + x) tama © — 0 akko t — (0 u rpaHMYHa BPEAHOCT IIOCTAaje

lim &= =1Ine =1. Tako mokasyjemo na je hm e
—0 €T

t—0 t
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IMpumep 6.13. Axo je lim f(r) =a >0 u lim g(z) = b mada je lim f(x)I@

T—x0 T—T0 T—T0

Pememe: Baxu na je

lim In f(z) =In lim f(z) =1Ina

T—T0 T—rT0

jep je nmorapuTaMckKa (QyHKIUja HenmpekuaHa. larxobe

lim g(z)In f(z) = lim g(x) lim In f(z) = blna.

T—rx0 T—T0 T—rT0

Tana, kKako je ekcnoHeHIMjaJHA (YHKIVja HEIPEKUIHA

lim g(x)In f(z
lim f(2)?@ = lim /@MW /@ — o, 9@I@) pina (™Y — gb.

T—T0 T—TQ
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7 IludepeHnUjasIHU pauvyyH peajlHUX (QyHKOUja

Hexe ¢ynrnuje nokasno nude Ha npase y = kr +n. Kako ocobune npaBux 3aBuce
HUCKJ/BYUYMBO OJ KOoepuiujeHTa k, y IPAKCU je BPJIO KOPUCHO 3HATU OBE KOe(u-
nujeHTe 3a (PYHKIMje KOje ce JIOKAJHO IOHaImajy Kao mpaBe. KRoepunujent k je
3ampaBO TAHTEHC yIJa (¢ KOjU IpaBa 3akjamna ca r—ocoMm. HaBenmeHy mpaBy Koja
nonupyje rpaduk QyHKIMje Ha3MBaAMO TAHTEHTA.

I'pagpur 22: Tanrenra Ha rpadux QyHKIUI]jE.

Heka je f: A — R u vera xy € A. Ila 6u oapemunu roedurujeHT k TaHTEHTE
Ha rpadur ¢yuruuje f, nHera je Ax tako na v+ Ax € A. Tana ako je ¢y yrao koju
XUMOTEHY3a MPaBOYLJIOr TPOYIJA Ca CJIWKE WCIOJ 3aKJala ca T—OCOM, BayKU na

je
fzo+Az) — f(zo) Ay

tgpo = ==
&¥o To + Ar — x9 Az

u, mTOo je HajouTHuje, o — ¢ kamna Axr — 0.

/

T T+ Ax

I'padur 23: Hedurunuja n3Bomna.
MoruBucanu nperxomgHuM, yBoaumo ciaenehy mepuHunujy.
Hedbwunumnmja 7.1. Hexa f: A — R uxy € A. Axo nocmoju

. fleo+Ax) — f(zo) .. Ay
Aliglo Azx - Alu}crgo Ax

mada Kaxncemo 0a pynruuja f uma npeu u3e00 Yy mawku Ty U 00eAEHCABAMO 24 CQ

R e
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IIpumep 7.1. Odpedumu npee uzgode eaeMenmapHuT Gyrryuja:
1. y=c,ceR;
2. y=2x% aeR;
3. y=a",a>0,a#1;
4. y =sinx;
d. Yy =cosz.

Pememe: 3a ompebuBame mpBux m3Boma MaTuX (QYHKIUja, KOPUCUMO TDAHUYHE
BPEIOHOCTU U3 IPETXOMHOI ONECJbKA.

1. 3a f(z)=c
;o Jle+Az)—f(x) . c—c
= R VRS v
2. 3a f(x) ="
e+ An)—f@) . (@+Ar)e -z (1480
a\/ __ _ _ T
(2) = lim, Au e =207 lim 7

OBme yBOOMMO CMEHY % =t, taga Ax — 0 agkgo t — 0 (3a x # 0). Tako
nobujamo

1+6)* -1
(%) = 2> lim a+97=1_ *a.
t—0 t
3. 3a f(x) =a”
. fle+Az) — f(x) . attAT ¥ .a®t—1
x\/ — — - = a* _— = Il .
=0T A AT A AT Ay e

Crenujanso (e¥) = €.

4. 3a f(z) =sinz,

R : A _ .
sin 7 = lim f(.x + Ax) f(x) — lim SlIl(ZL’ -+ ,]}) sin

OBI1€ KOPUCTUMO TpI/IFOHOMeTpI/IjCKI/I NAOCHTUTET

a+p . a—p

sina — sin § = 2 cos 5 Sin—

U HEOPEKUIHOCT (pyHKuUje cosx. Taro mobmjamo

., ~ 2cos ”AQ””” sin “A;"” ' Az\ . sin %
sinx = lim = lim cos [ z+— | lim ~;— = cosz-1 = cosw.
Az—0 Az Az—0 2 Az—0 75‘

Y mocaenmUM IPAHUYHUM BPETHOCTUMA KOPUCTUJIUA CMO CMEHY % =1t.

5. Cumuno ce nokasyje ma je (cosx) = —sinz TpanchopmanujoM 36upa KOCUHYCA
Yy IPOM3BOJ CUHYCA U KOCUHYCA. A
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IIpumep 7.2. Henumamu da au gynkyuje f(z) = Jzx u f(x) = |x| umajy uzsode y
C8aAK0] MAYKU.

Pememe: IIpso, 3a pyukuujy f(zr) = T3 U cBe T # (0 BasKU

1

2
=
3V x?

1 1
T3 =
3

3a x = 0 rpaHUYHY BPEIHOCT MOPaMO & PAYyHAMO MO Ie(GUHUIL]U.

~ Arso Ax T aro0 YA
Hakne, f'(0) e mocroju.

Hpyro, 3a ¢oyurnujy f(z) = |z| u cBe x # 0, aro je x < 0, f(z) = —x ma je
f'(x) = =1 a ako je > 0, f(z) = z ma f'(z) = 1. 3a z = 0 u3Box Mopamo na
padyHaMoO IO Ne(pUHWUIUU T).

v 1 [0+ Az =0 . Az sgnAr
A - T

Iokazanu cMO ma NOCIenma TPAHUYHA BPEIHOCT HE MOCTOjU IITO 3HAUM & He
nocroju usson f'(0). A

[Ipumerumo na, nako je f(x) = |r| HenpekumHa y HyJIU, OHA Me MOPa Ia UMA
U3BOJ y HYJIU.
Teopema 7.1. Axo ¢ynxuuja f : A = R uma uzeo0d y mawku o € A, mada je ona
HENPEKUOHA Y MAUKYU T(.

Ioka3: Hexa je Alirgow = ['(wo) rme je [f'(zo)] < o0.

dyurnuja je HemperumHA y TAuyku Ty ako je lim f(x) = f(xy) a ako yBememo
T—T0

cMmeny = = xg + Azr (taga r — x9 akko Ax — ) IpeTxoaHA TPAHUYHA BPEAHOCT je
€KBUBAJICHTHA Ca

Jim (f(zo + Ax) = f(w0)) = 0.

AKO mOTpasKMMO MOCIIe Y JUMeEC T00MjamMo

, Ar f(zo+ Ax) — f(x0) . o _
gim, (Fleo +82) = flao) 5 = fim) ==, fim Ar=f(w) -0 =0
IITO AOKa3yje HEIPEKUTHOCT QYHKIUje f y Tauru O

7.1 JleBu u mecHu M3BOI

CnuvHO 1€BOj U AECHOj TPAHUYHO] BPEIHOCTU (DYHKIMje, MOKE A Ce Ne(UHUIIE U
aHaJM3UPa JE€BU U AECHU U3BOJ (PyHKIH]je.

Hedwununuja 7.2. Hexa je f: A— R ux e A. Axo nocmoju

f(zo+Az)—f(xo

e lim ) = I (x0) weza nasusamo aesu uzsod gynryuje f y mauru To;

Az—0_ Az
: flzot+Az)—f(zo) _ ¢ .
° Agg%h SRR = fh (10) masueamo ea decru uzeod dynxuuje oy marku xo.
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Teopema 7.2. Pynkyuja uma u3800 Yy HEKOJ MAYKU AKKO OHG UMG A€8U U OECHU U300
Y Moj Mmauky Koju cy jeOHaKu.

IMpumep 7.3. Odpedumu f'(0) u f.(0) dynryuje f(x) = |z|.

Pememe:
. f(zo + Az) — f(x0) . |0+ Az| — |0] . .
! — — — —
1-(0) = A}:Ii%_ Az N A}cli%_ Az A}clg(lj_ SEIL A}:IL%_ L L
. flxo+ Az) — f(x0) ) |0 + Az| —|0] , .
/ — Bt B o R — —
f:0) = A}elg%)+ Ax N Al«li%Jr Az A}clg%)+ R A}elg%)+ I=1
Oryna, Ha OCHOBY mperxonHe Tteopeme, f(x) = |z| Hema m3Bon 3a x = 0. A

7.2 Judepennmujan ¢pyHKIUje

Hebunmaunmuja 7.3. dynxuuja f: A — R je dudepenyujadbuana y mawrku xo € A axo
nocmoju f'(xo) u |f'(x)] < 00. Ako je gynruuja dudepenyujabuina y c8aKoj Mmawku
ckyna A, mada xKamcemo 0a je f oupepenyujabuana na A u nuwemo f € D(A).

Hexka je f mupepennmjabuina y Tadu j, Tana

f(zo + Ar) — f(z0)
Ax

— ['(z0) = a(Ax)

rme je
lim a(Az) = 0.

Axz—0

To 3Haum na mpupamraj (pasinka BpeIHOCTH (QYHKUUje y Takama To + Ar u zg)
¢yuKIUIje [ y TAUKU Ty MOKE A Ce IMPEICTABU Ca

fxo+ Ax) — f(xg) = f'(x0)Ax + a(Az)Ax

OIHOCHO jenmHak je 30upy nuneapue ¢yurmuje df (Ax) = f'(xo)Az (ca roeduunjen-
ToMm f'(x9)) n dyrmmje p(Ax) = a(Ax)Azr Takse ma je

I'padur 24: Iudepernujan GpyHKIH]jE.

Hepuunnuja 7.4. Jluneapra gynruyuja df (Ax) = f'(xg)Ax ce nasusa dudepenyujan
pyrryuje f y mavwru xq.
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Iudepennujan GyHKIUje MMa MUPOKY IPUMEHY y MaTEMATUYKO] TEOPUjU aJu
Ha OBOM Kypcy Ta TBpbhewma HeheMo HaBoauTH.

Teopema 7.3. (Apummemuure onepayuje u usgod) Axo cy dynxyuje f,g : A — R
Jupepenyujabuane y mawku x € A, mada cy f+g, fg, 5 (g9(z) # 0) Judepenyujabure
Y MAYKU T U 8ANCU

L (f+g)(x) = f'(z) + ' (v);

2. (f9)'(x) = ['(2)g(x) + f(x)g'(x)

/ "(x)g(z)—f(x)g' (x
3. (1) (¢) = Llakta)tie

Ioxa3z: Heka lim w u lim w
Az—0 z Az—0 z

g UMajy U3BOAE Y T OHE Cy HENPEeKuIHe y T.

IOCTOje U KOHauHU cy. Rako f u

1. 3a ¢yurmujy f+g

[z + Az) + g(z + Az) — (f(z) + g(x))
Axz—0 AZL’

2. 3a ¢pyuruujy fg
fx+ Az)g(x + Az) — f(z)g(z)

Az—0 Az

L JE A0+ A) = F(a)g(x) + fo + Ar)g(z) — flx + Av)g(e)
Az—0 Al’

i T+ 80) (gl + Ax) — g(@) + 9(@) (/@ + Aa) — [ ()
Az—0 Az

gle + Azx) — g(x) flz+ Az) - f(z)

= li Ax) li li
Ar0 flz+ Az) Arso Ax +9(z) Aro Ax
=f(x)g'(z) + g(z) f'(2).
3. 3a pyHRUIUjY g MOKe na Ce M3Bele CIWYaH NOKa3 Kao 3a GyHKuujy fg. 0O

ITocnemuma 7.1. Axo je dynxuuja f : A — R dudepenvyujadbuana y x € A mada 3a
npoussonno ¢ € R sancu

(cf)(z) =c f'(x).
3aucra: AKO IPUMEHUMO MIPETXOIHY TEOPEMY
cf)(@)=c f+ef =0f+cf=cf
O

ITocemuna 7.2. Axo cy f,g: A — R dugepenyujabuasre y x mada je 3a npousgomre
a, B € R pynryuja oof + Bg dudepernyujabusna y x u 8axcu

(of + Bg)'(x) = o f'(z) + B g'(x).
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3aucra: AKO IpUMEHMMO MPETXOMHA ABa TBPDHema

(oof + Bg)'(x) = (af) () + (B9)'(z) = af'(z) + By (x).

O
IIpumep 7.4. Uspauynamu tg'(z) u ctg'(x).
Pememe: [Ipumernhemo gopmyny 3a M3BOI KOJIMUHUKA.
, sinz\’ sin’zcosx —cos’ xsine  cos® +sin’x 1
cos T cos? x cos? x cos?
/ -1
Amamorso ctg'(z) = -, A

7.3 W3Bopn cioxxeHe QpyHKNUje, N3BOJ NMHBEP3HE (PYHKIIHjE

Teopema 7.4. (13800 cromcene gynxyuje) Axo je f: A — B dufepenyujabuata y
a g: B — R dupepenyujabuana y f(z), mada je go f : A — R dufepenyujabusna y x
U 8aNCU

(9o f)(@) =g (f(2)f ()

IToka3: Heka moctoje Alirgo%w = f'(z) n Alifilo g(f(x)JrAz)y_g(f(x)) = g’(f(x)).
Tana,
" g(fle+Ar) —g(f@)  fla+ Ax) — f(x)
(g(f(x))) _Aliglo Az ‘ flz+ Az) — f(2)
o g(flatAn)) —g(f(x) | flz+ Az) - f(x)
A T et An) — fa) A, Az ‘

3a neBy rpaHUYHy BpeqHocT yBoamMmo cMmeny f(x + Az) — f(z) = Ay Tanma, 360r
HenpekuaHocT! (yHKIMje f y Taukyn x (Koja je HENpeKuIHA jep uMa W3BOJ) U3
Ax — 0 cmenn Ay — 0. Ako je y = f(z), f(z + Azx) = y + Ay. Tako nobujamo

<9(f(x))> oy YW EAY) —gly) L fet A) — f(2)

Ay—0 Ay Azxz—0 Az

=¢'(y) f'(z) =g (f(2)) f(=).

IIpumep 7.5. Jokasamu da je sa g(x) # 0, (%)/(x) = f/(w)g(rgég)(x)g/(x).
b

Pememe: Koimunnk | (z) Moxe a ce IpecTaBn Kao IPOU3BOL f(:v)é(x) Oryna,
AKO MCKOPUCTHIMO (DOPMYJYy 3a M3BOJ IPOU3BOJA, Ha OU ONPENUIN U3BOJ KOJIN-
YHMKA JOBOJBHO j€ Ha 3HAMO U3BOJ (DYHKIU]je é(x) PyuKITja é(x) je KoMIo3unuja
hog(x) rme je h(z) = . Kakro je I'(z) = =3 nmobujamo

lx /: og(z)) = 2))d (z) = ! ,x:_g/(a:)

(@) = (hoglo)) = (o) (o) = o) =~ 0

Tana,

PN - L (1 @ @)\ _ P - f@)g)
<g( )) f<>g<x>+f”<g( )) o) f”( 92<x>) 2(0)
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Teopema 7.5. (3600 uneepsne pynryuje) Axo bujexkmusna pynrkyuje f : A — B uma
u3600 pazaunum 00 wyae y mawku r € A, mada mena unsepsna dynryuja f~1: B — A
uma w3600 y mauku y = f(x) u eaxncu:

;1
- f@

(S )

Joxka3: Heka nocroju Alirgo %ﬂw = f'(x) # 0. Oppemumo u3BOI
—1 —1
Y e LW AY) = () 1
= 1 =
W) = fim, Ay pp—

Y
Ay—0 I y+AY) = (y)

Osae yBomumo cumeny f'(y+ Ay) — f~1(y) = Az. Kako je f~! nenperkumna y y (jep
[ je menperunna y x) uz Ay — 0 ciequ Az — 0. Kana ma jemmakoct f~'(y+ Ay) =
Az + z npumenumo ¢yurimjy [ nobujamo Ay = f(z + Azx) —y = f(z + Az) — f(z).

Tako modbujamo
1 1

fﬁl(y>,: T xfx: l '
( ) etaa-1G@) ~ fi(z)

lim
Az—0

W3 nperxonre Teopeme ciaenu popmyna

—1 T /: 1
) = 5y

IIpumep 7.6. Odpedumu uszsode caedehur dynryuja
1.y=log,z,2>0,a>0,a#1;
2. y=arcsinz, x € (—1,1);
3. y = arccosz, x € (—1,1);
4. y = arctgr, v € R;
5.y =arcctgx z € R.

Pememe: [Ipumenom nmperxonHe ¢opmysie Jako mobOMjaMo TpaskeHe U3BOJE.
1. 3a ¢ysrmmjy f~H(z) =log, z, f(z) =a®, f'(z) =a"lna
1 1 1

(f_ (x)) - f/(f—l(x)) T @%%rlna  zlna’

2. 3a ¢ymruujy f~!(z) = arcsinz, f(z) =sinz, f'(r)=cosz

1 1 1 1

()

3. AHAJIOTHO MPETXOAHOM CIIyYajy

cos(arcsin z) B \/1 — sin? arcsin B V1—2%

(f ()

-1
i

arccos’ r =
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4. 3a pynrmujy f'(x) = arctgz, f(z) = tgz, f'(z) = @

1 1 1 1
—1 / 9

z)) = = = cos“(arctgr) = = .
(7)) f(f () m (arctge) 1 +tglarctgr 1+ 22

: 2, _ 1
Kopuctunu ¢cMo TpuUroHOMETpPUjCKU UIEHTUTET COS” T = TrigZs -

4. AHaJOrHO MPETXOMHOM CJIydajy
-1

t
(arcctgr)’ = i

7.4 WVI3Bomu BUIEr pena

Aro ¢ymrumja f: A — R nma usBon y cBakoj tauku ckyna B C A Ttana meH IpBU
M3BOJ MOMKEMO Ja mocMarpamo kKao nocebuy ¢ymrmujy f': B — R roja moxke na
“Ma U3BOJ Y HEKMM TadykKaMa CKymna b.

Heounmunuja 7.5. Axo fynxuyuja f : A — R uma uzeode y ceum mawkama mexe
okoaune mawxe r mada, 0pyzu w300 Pynryuje f y mauxu x defunuwemo ca

f”(l‘) _ (f/<£lj'>), — lim f/(l‘ + AZE) B f/(l’)

Az—0 Azx

Axo dymwyuja f™7Y 0 B — R uma u3800 Yy ceuM maukama meke oKOAUNE MauKe T,
mada n—mu u3eod pynxyuje [ y mauxu r dedunuwemo ca

7O w) = (£ (@)’

IIpumep 7.7. Odpedumu n—mu u3800 Pynryuja

1 f(z) =2™;

2. f(z) = sinx;

3. f(z) = cosx;

4 f(z)=da",a>0,a#1

Pememe: OnpenuMo Buiie u3Bome MO AeDUHULNI]U.

1. 3a ¢yurumjy f(z) ==z

fx) = 2™
flx)=mam"
f"(z) =m(m —1) 2™
f'"(l’) =m(m —1)(m —2)
m(m — 1)( 2)--(m—(n—1)z™" n<m,
fW(x) =< ml n=nm,
0 n>m
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2. 3a ¢yuruujy f(z) = sinz;

Opnmaksne mobujamMo ma je n—TU WM3BOA MMa [UKJIYC MO MOAYJIY 4 M MOXKe ma ce
3amuire ca:

sin x, n=0 mod 4;

cos x, n=1 mod 4,

—sinz, n=2 mod 4;

—cosz, n=3 mod 4.

sin(™ g =

3. 3a ¢yuruujy f(xr) = cosxr aHAJOMHO TPETXOIHOM CJIydajy mOOUjamo

cos T, n=0 mod 4;
cos™p— 4~ sinz, n=1 mod 4;
) —cosz, n=2 mod 4;
sin x, n=3 mod 4.
4. 3a ¢ysrmujy f(x) =a”®
f(z) =a®;

"™ (z) =a® In" a.

Heonaunuja 7.6. Axo dynxyuja f @ A — R uma n—mu us800 na ckyny A mada
kancemo da je [ n—nyma dudepenyujabuana na A a axo je f" A — R nenpexuona
Pyrryuja mada maxncemo da je f n—nyma nenpexudno-oudepenyujabusra Ha A.

7.5 OcHoOBHe TeopeMe MudpepeHIjaTHOT pavyHa

Y oBOM OZeJbKy HaBOIOVIMO TaKO3BaHE TeOpeMe O CPeIH0j BPEIHOCTH, €CEHIjallHe
3a 1aJby TEOPWHjy.

Teopema 7.6. (Pepmaosa meopema) Hexa gynryuja f : [a,b] - R y mauxu ¢ € (a,b)
UMG AOKAAHY EKCTPEMYM (MAKCUMYM Ut Munumym 1o (¢ —6,¢+0) C (a,b)). Tada,
axo je f dugpepenyujabusna y c sancu

f'(e) = 0.
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b_l_._._>
C1 Ca

I'padpur 25: Excrpemymu mudepennujadbuinne GyHKOIUI]jeE.
Joxa3: Hera f uma makcumym y c € (a,b) Ha crymy (c—9d,c¢+0) C (a,b). Tana, 3a
cBako Az Ttako na c+Azx € (¢—6,c¢+0) Baxwu f(c) > f(c+Ax) na je f(c+Ax)—f(c) < 0.

Kako je mo maBezmenoj Teopemu f'(c) = f'(c) = f'(c) mobujamo

f/(C) _ f_/,_(C) — lim f(C+ AJZ‘) B f(C)

Az—04 Az

<0

3aTO MITO je y IMOCJHeOmheM M3pasy Opojuiial] HeraTuBaH a MMEHUJIAIl MTO3WTUBAH.

Takobe
Az) —
fl(c) — f/_(C) — Al}i;%f f(C + A:C:Z f(C) 2 0

3aTO MITO Cy y HOocJenmeM m3paldy Opojunan u mMvenusaan HeratuBHU. [lakie 0 <

f'(c) <0 ma je f/(c) =0 O

Teopema 7.7. (Ponosa meopema) Heka je f : [a,b] — R nenpexuona wa [a,b] u duge-
penyujabuana wa (a,b) u nexa je f(a) = f(b). Tada nocmoju mauxa ¢ € [a,b] maxo da
je f'(¢) = 0.

I'padur 26: PomoBa Teopema.

Hoxka3: Kako je f :[a,b] - R menperkmmgna, mo BajepmrpacoBoj TeopemMmu mocroje
TAYKe T, Ty € [a,b] y KOjuMa pyHKIMja NOCTUKE MUHUMAJIHY Y MAKCUMAJHY Bpe-
mHOCT Ha [a,b]. AKO ce MAKCMMyM M MUHUMYM IOCTU/KY Ha KpajeBHMa MHTEPBAJIa,
omHocHO ako je {a,b} = {z,,, zy} Tana, kako je f(a) = f(b), 3a cBe x € [a,b] Bakn

fla) = f(zn) <z < flzu) = f(a).

Tako nobujamo nma je f(z) = f(a) 3a cBe = € [a,b] omgaoCcHO [ je KOHCTAHTHA
GyHKIM]a ma je HeH M3BOJ jelHAK HYJU y CBAKO] TAYKU MHTEpBaJsa [a,b).

Ako 6ap jemHa om Tavaka I,,T) OPUIala YHYTPAIIHLOCTUA UHTEpBaJa |a,b|, Ha
npumep, T, € (a,b) rana, kako je f nudepenimjabunna ua (a,b) oHa je nudpepennu-
jabuna y Taykm T, KOja je MUHUMYM (YHKIUje na, Ha OCHOBY PepmaoBe Teopeme

f(@m) = 0. O
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Teopema 7.8. (Jlazpanacesa meopema) Hexa je f: [a,b] — R nenpexudna na [a,b] u
Jupepenyujabuana wa (a,b). Tada nocmoju mawka ¢ € (a,b) maxo da je

f(b) = f(a) = f(c)(b—a).

a C b

I'padur 27: JlarpamxeBa TeopeMa.

Iora3: YouuMmo (QyHKIU)y

F(z) = (f(z) = f(a))(b—a) = (f(b) — f(a))(z — a).

Tana, F(z) je nenpekunuaa Ha [a,b] u mupepennujabuna wa (a,b) u Bakn
F(a) = (f(a) = f(a))(b—a) — (f(b) — f(a))(a —a) =0,
F(b) = (£6) - F(@)(b—a) — (/) — f(a))(b—a) =0

tj. F(a) = F(b). Iakne, F ucnymasa yciaose Posose Teopeme na, nocroju ¢ € (a, b)
Tako ma je F'(c) = 0. Kako je F'(z) = f'(z)(b—a) — (f(b) — f(a)) mobujamo

0=F'(c) = f(c)(b—a) = (f(b) — f(a)),
f(0) = f(a) = f'(c)(b—a).
(Il

Teopema 7.9. (Kowujesa meopema) Hexa cy dynryuje f, g : [a,b] — R nenpexuone na
[a,b], dupepernyujabunae na (a,b) u nexa je ¢'(x) # 0 sa cee x € (a,b). Tada nocmoju

¢ € (a,b) maxo da je
f'le) _ f(b) = f(a)

g(c)  g(b)—gla)

Iloxka3s: IIpBo, ¢pyHENUja ¢ 3am0BOmaBa ycaoBe Jlarpam:xeBe TeopeMe Ia

g(b) — g(a) = g'(c)(b — a).

Kako je b —a # 0 m mo npernocrasiu ¢'(c¢) # 0 3a ¢ € (a,b) 3akmydyjemMo na je
g(b) — g(a) # 0. OBo mam omoryhasa na nepunuIeMO OYHKINjY:




Tana, pyuruuja F je menperugsa Ha [a,b|, nudpepennujabunna ua (a,b) n Baku

-ﬂ@z(ﬂ@—g@ﬂ%%{%%%—ﬁ@%—ﬂ@)=(ﬂ®—f®»—(ﬂ®—f@»=0

Hakne, F(b) = F(a) na ¢ysruumja F 3amnoBossaBa ycioBe PosoBe Teopeme mrTo
3HaYM na nocroju ¢ € (a,b) rako ma je F'(c¢) =0. Kaxko je

Fo) =g/ @l = 1 - i)
obujamo
o RN
0= F() =g TE = - o)
o) fB) - 1)
70 = 90 —gla)’

7.6 JlommraJjsioBa mpaBmJia

Y oBOM Om€e/BbKY HABOIUMO jeIHY BPJIO MPAKTUUHY TeopeMy 3a oapehuBarme rpaHnyHe
BPEeIHOCTU Mu(ePeHnrjabnIHnxX ¢yHKIN]a.

Teopema 7.10. (IIpso Jlonumanoso npasuno) Hexa cy f,g : A — R dynryuje xoje
UCNYMHasajy ycaoee

e lim f(z)= lim g(x)=0;

T—rTQ T—rIQ
o f ug cy dupepernuujabuare na nexom unmepsany (ro — d,x9+0) C A;

o ¢ () #0 3a cee x € (xg — , 79+ 0);

e nocmoju lim <
T—TQ 9 (w)

Taoa )
lim @ = lim f(@)

z=e0 g(x)  emeo g'(z)

JHoxka3z: Hera je &y < . Tana [xg — do, o + do] C (29 — d, 20 + ) u dpyuruuje f,g cy
mupepennujabunne Ha [xg—d, To+0p] & cAMUM TUM U HETIPEKUIHE Ha [T — dg, T+ o).

300r HENPEKUTHOCTU (YHKIUja BAKHU N4 je

f(zo) = lim f(z) =0, g(zo) = lim g(z) = 0.

Tr—TQ T—T0

[To Tpehem ycnoBy Bawku ¢'(z) # 0 3a cBe [xg — by, o + do|. Oryma, pysrmmje f
U ¢ 3a00BOJbaBajy ycioBe KomujeBe Teopeme ma

flo)  f@) =0 _ f(@) = flzo) _ flc)
glx)  g(x) =0 g(x) —g(xe) ¢'(ca)
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rie je ¢, Tadyka Koja IpUIana WHTEPBAJy ca KpajeBuMa Ty U = (Ha IpuMep, ako
je x < xg, ¢z € (x,20)). Tama, kamga TOTPAKUMO JUMeEC Kala T — Tg y HOCIETHUM
penamujama modumjamMo
/
. oy . c
lim =) = lim fe)

==w0 g(x)  eoeo g'(c)

!
KRako ¢, — xp kKama r — zy a MO YETBPTOj MPETOCTABIM MOCTOjuU lim L)

T—T0 g’(:):) ’
nocroju u lim I'e) o pasm
T—T0 9 (Cz)
/ /
lim f'(z) = lim f(ex)
T—T0 g’(gj) T—T0 g’(cx)
omakJe mobujamMo ma je
/
lim _f(:c) = lim f'(z)
z—x0 g(;c) T—T0 g’(x)
mTO je Tpebajio MOKa3aTu. O

Hanomomumenmo na ako f'(z) u ¢'(z) 3amoBosmaBajy ycioBe Teopeme Tana

lim M — lim f’(iL‘) — lim f”(l’)

x—x0 g(x) T—x0 g’(x) T—x g”(:z;)'

ITpumep 7.8. Odpedumu liH(l) w
T—>

Pememe: Pynrumje f(x) = In(l + z) u g(r) = = 3am0BOmaABA]Y YCIOBE MPETXOIHE
TaopeMme ma je
In(1 In'(1 JE
TR ) TN Y U ) B =
z—0 T z—0 ! z—=0 1

= 1.
A

Teopema 7.11. (pyeo Jlonumanoso npasuno) Hexa cy f,g : A — R dynryuje xoje
UCNYMHasajy ycaoee

e lim f(z)= lim g(x) = oo;

T—T0 T—T0

f u g cy dupepenyujabuare na nexoj okoAUNY MawKe To;

g (z) # 0 na nexoj okoaunu mavke To;

nocmoju lim L)
zzo 9 (@)

Taoa )
lim m = lim f'(@)

e g(z) v g(2)

Ilokas je cauvan mokasy mpsor JlommrasgoBor mpaBuia.

3a rpaHUYHy BPETHCOT U3 NpBOr JlommrasoBOr mpaBuiia ce Kayke Oa je Heo-

npebenoct o6auka (8) a 3a IpaHWYHYy BPEIHOCT M3 APYTOr IpaBuia HeonapebheHocT

obJIKa (%) Cana maBoaMMO OcTaJie mpuMepe HeonapebheHocTu Koje ce CBoIe Ha

OHE OIIMCaHe€ y MpPEeTXOOTHMM TeopeMaMa.
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e (0-00) Heka je lim f(x) =0, lim g(z) = co. Tana

T—T0 Tr—TQ
lim f(x)g(x) = lim f(lx)
T—T0 T—T0 m

a MOCJeIibU JIUMEC je 0bJImKa (8).

e (00 —o0) Heka je lim f(z) = lim g(z) = co. Tana

T—T0o T—T0
1 1 i B
i (0 - oe) - i, (2 - ) - (#37)
T—ITQ T—x0 —_— _— T—x0 S S
f(z) g(z) () g(x)

a MOCJeIIbU JIUMeC je oDJImKa (%).

e (0°), (00", (1°°) Hera Baxu Gap jenan map ycJosa

lim f(x) =0, lim g(z)=0;

T—T0 Tr—xQ

lim f(x) =00, lim g(x)=0;

Tr—xQ T—T0

lim f(z) =1, lim g(z) = co.

Tr—x0 T—T0

Tana, kKako je eKCIOHeHIUjaldHa (YHKIUja HEMPEeKUIHA,

lim f(z)’® = lim P @D i p9@) Inf@) exliggog(m) In f()
Tr—x0 T—T0 Tr—xTQ

a aumec lim g(x)In f(z) je obaura (0 - co).
Tr—IQ

IIpumep 7.9. Uspauynamu epanuvne epednocmu lim xlnz, lim x®.
14)0_4_ 14)0_4_

Pememe: IIpso,

1
. . Inz ) = .
lim zlnz = lim —— = lim %5 = — lim 2 =0.
CE*)O... x~>0+ - x—>0+ ;2 I~>0+

xr X
Ipyro, npyra rpaHndyHa BPEeIHOCT je 00JIUKa (00) aJii TPUMEHOM €KCIIOHEHIIN]aJTHe
TpaHchopmanuje nobmjamo

lim zlnz
lim 2% = lim "% = *~0+ = =1.
.T*)O_’_ :L'*)O_Q,

7.7 TejnmopoBa popmyia

Y OBOM OI€JbKy HABOIUMO TeOpeMy (YHIAMEHTAJHY 3a OCHOBE HYMEPHUYKE Ma-
TeMaTuke. Teopema onmcyje MeTony KOjOM Ce BPEeTHOCTU PeaHUX (YHKIUja IPU-
OJMKHO pauyHajy Ha pavyyHaApuMa.
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Heka ¢pynrmuja f: A — R numa n3Box n—r1or pena Ha HEKO] OKOJIUHU (Lo —J, T+

k

n
9) C A raure xy. Onpennmo nomuaoMm T,,(x) = Y ar(x — x0)" Tako na je

k=0
F (@) = T ()

sam=0,1,...,n (mpu tom fO(z) = f(z)). Kaxo je

T (x) = k(k— 1) (k= (m = 1))ag(x — 20)"™"
k=m
=apm! + api(m+1)m---2(x —xo) +---+nn—1)---a,(n — (m—1))(z —xo)"™™
sumamo na je T (zy) = a,,m! ma, kama 3aMEHEMO y TPasKCHOM YCIOBY
F(x0) = apm!
nobujamo na cy xkoedunujeru moamHoma 1,

f(m)(:vo)‘

m!

Ay =

Hebmaunmmuja 7.7. Hexa ¢gynvuyuja f @ A — R uma useod n—moz peda na nexoj
okoauny (g — d,z9 +9) C A. Tada noaurom

n ) (g .
1) =3 T )

k!
k=0

f(n) ()

n!

:f(l’()) + f/(.l’o)(x - .To) + @(;E — xO)Q 44

nasueamo Tejropoe noaurom n—moz cmenena pynryyuje f y mauku 9. Pazauxy

(x — xo)"

Ha3usamo ocmamarx n—1moe pe(?a,.

Teopema 7.12. (Jlazpanxcos obauk ocmamka) Hexa gynryuja f: A — R uma uzgoo
(n+1)—oz peda na nexoj okoaunu (xo—0,x0+0) C A mauke xy. Taoda, 3a wen Tejropoe
NOAUHOM N—MO02 PEOG HA OKOAUHU MAYKe Ty 00KOCHO 0CMAMAKX N—moe peda 8aNCU

1)

n+1
(n+ 1! '

R.(z) = (x — )

20e ¢ npunada UNMEPBay 02ZPARUYEHOM CQ T U X(.
JTokaz: Yoummo ¢yurmuje H(z) = f(z) — T, (x) u g(z) = (z — x0) ",

Kako je f(™(xq) = T (x0) 3a cBe m = 0,1,...,n Baxkn ma je H™(zy) = 0 3a
cege m=0,1,...,n.

Takobe, kaxo je ¢ (z) = (n+1)n(n—1)--- (n+1—(m—1))(z—20)"'~™ mobujamo
ma je ¢ (o) =03acee m=0,1,...,n 1 ¢g"(z) = (n+ 1)

[TocmaTpajMoO KOTUYIHUK

H(zx) H(x)—0 H(x)— H(x)

g(z)  glx)—0  g(x)—g(z)
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Rako ¢pynrnuje H u g 3anmoBosmaBajy ycinoBe RomujeBe Teopeme o MmobhyBpennocTn
Ha WHTEPBAJy ca KpajeBuUMa T W Ty, MOCTOJU C; KOje IMpUlaga TOM WHTEPBAILY U
BaKU 14 je

H(zx) H(x)— H(zo) H'(cr) H'(er)—0  H'(c1) — H'(20)

g(@)  g(@)—glxe)  gla)  gla)=0  gla) —g(z0)

Kako ¢yurumje H' u ¢’ 3amoBosmasajy ycaose Komujese Teopeme o MmobhyBpennoctu
Ha WHTEPBAJy ca KpajeBUMa ¢} W Ty, HOCTOJU Cy KOje MpUMNaga TOM WHTEPBAILY U
BayKU 11a

H(x) _H'(e)) _ H'(e) = H'(wo) _ H'(cs) _ H"(cz) =0 _ H"(cs) = H' (o)
g(x)  g'(e1) g'(c1) — g'(x0) g"'(c2)  g"(c2) =0 g"(ca) — g"(x0)

[IpeTxomHN MOCTYIAK MOMKEMO 1a HacTaBuMo cie mok cy H™(xzg) m ¢ (zy) jen-
HAKU Hyau Tj. 3a cee m = 3,4,...n. Tako monaszumo no Hu3a

H(x) _ H(c)  H'e)) _ _ H™(c)

g(@)  gle)  g'(ca) gt (enia)

rme KOHCTAHTE ¢; NPUIANajy WHTEPBAJUMa Ca IpaHUIaMa ¢;_1 U Tg 38 CBe | =
1,...,n+ 1. Kako je

H(n+1)(x) _ f(n+1)($) - (Tn(x))(n+1) _ f(n+1)($) 0= f(n+1)($)

U3 je THAKOCTU
H(z)  HO(cp)

g(x) gD (cpa)

nooujamo
Fx) = Tule) _ [ )

(x —20)"tt  (n+1)!
Kako ¢ = ¢, mpunama mHTEpBaJy ca TPAHUIOM & W Ty JOOUjaMoO ma je oCTaTak
n—ror pena TejmopoBor pasBoja ¢yHkuUje f:

_ Fr(c) ynt1

Ry(x)=f(x)—-Ty(¢x)="——F(r—7
IITO je Tpebajio MOKa3aTu. O
Crnemnujanno, ako je zop = 0 TejmopoB monmHOM cremeHa n ce Ha3uBa Mak-

JIOPEHOB MOJMHOM cTeneHa n. Tana je

n.ork)
f@):}jfkp%%+34@,
k=0 '

F0)
(n+1)!
a ¢ mpunazna uHTepBady ca rpasunoM 0 u x (Ha mpumep, ako je < (0 uHTEpBAaJ je
(z,0)).

[IpencraBmame pyuruuje nomohy TejrmopoBor monumHoMa 1 oarosapajyher oc-
TATKa Ce y JUTepaTypu Ha3uBa U 1ejIopoB pa3Boj.

Ry (x) =
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Tejmopos pasBoj je Bpio npaktuuald y cienehum okonnoctuma. Axo je |f™(x)]
orpanuuena ca M 3a cBe xy € (g — d, 20+ 9) u cBe n € N, Tazna je

(”Jrl) _ n+1
(n+1)! (n+1)!
ma je 3a CBe ¥
|z — 20|+
lim |R,(z)|=M lim ———— =M -0=0.
n—00 n—oo  (n+1)!

Oryna, nmoBehamem crenena TejmopoBor pasBoja cMmamyjemMo ocTtarak. 10 HaM
omoryhaBa ma BpeqHOCT ¢yHKHMje [ y HEKOj TAYKU Ca JOBOJLHO MAJIOM I'DEIIKOM
oIpeauMoO MMOMONY BpemHOCTU moJuHOMa 1, y TOj TaUKU.

IIpumep 7.10. Odpedumu Maxaopernose paszeoje caedehuz dyrnxyuja

Pememe: ITorpe6uo je camo ma momyruMo koedumujenre f(0) y dopmymm

n k)
- Z / k'(o)xk + R, (x).
k=0 '

1. 3a ¢ymrmmjy f(r) = e® 3mamo ma je f(z) = e® ma f(0) = ® = 1. Otyna,
Marismopenos pa3soj ¢pyuruuje f(z) =e€” je

e’ —Z——i—R

2. 3a ¢yuruujy f(z) =sinz 3mamo na je

sin x, n=0 mod4
() _ J CosT, n=1 mod4
TAC) —sinz, n= mod 4

—cosr, n=3 mod4

ITa je
0, n=0 mod4
1 n=1 mod4 0 n =2k
(n) _ ) _ ;
f(z) 0, n=2 mod4 { (=D n=2k—-1

-1, n=3 mod4

Oryna, y MakmopeHOBOM pa3BoOjy CHUHYyCa (UIYPUILY CAMO HEapHU KOe(pUINjeHTN
MMOJINHOMA M OH je ODJUKa

: —~ (=DM ey
smx—Zﬁ + Rop—1(z).

64



3. Cununo, 3a ¢oyHrnujy f(x) = cosz Baxku

cos x, n=0 mod4

() _ ) —sinz, n=1 mod 4

IAC)) —cosx, n=2 mod4

sin x, n=3 mod4

IIa je
1, n=0 mod4
f(”)()— 0, n=1 mod4 [ O, n=2%k—1
UTY 21, n=2 mod4d | (=1)F, n=2k

0, m=3 mod4

Iakne, y MaknopeHOBOM pa3BOjy KOCHUHYCA (PUTYPHUITYy CAMO MapPHU KOC(DUIIN]EeHTH
MOJIMHOMA W OH je ODJIuUKa

. ~ (=1)* ,
sinx = Z ((21{;;! 2%+ Ry, ().
k=0

3. Ogpemumo n—tu u3Bon ¢yurmuje f(z) = (1 + x)“.

flo) =(1+2)%;

fl@) =a(l+ )"

(@) =ala = 1)(1+ )"
() )

f(N) (:1:) :Oé(Oz — 1)(a — 2) - (a _ (n _ 1))(1 + x)o‘_”,

Oryna
FM0) = ala—1)(a—2) - (a— (n—1))

mTo 3Haum na je MakiopeHOB pa3Boj ¢pyHkumje f

f(x) = Z ala — e Q)k:!“ (o= (k- 1))x’“ + R, (z).

A

Crnenehu mpumep onpaskaBa CYIITUHY TEOPHUje MPEeNCTABLEHE ¥ OBOM OMEJLKY.
IIpumep 7.11. Uspauyrnamu /e ma mpu 0eyumarna mecma.

. 1
Pememe: Gpoj /e Mmoske na ce nmpencrasu ca e2. Oryna, ma 6u ra oapeanin Ha,

TPU JenuMaJIHa MecTa KopucTuMo MaKOJIpeHOB pa3BOj eKCIOHEHINjaHe (yHKITje
1

3&%25

rme je




acE(O l).

72
1

Wneja je ma amcoyTHa BpeIHOCT ocTaTka He Oyae seha ox 1072 ommocuo 1006

e e

< .
(n+ 1127+t~ (n 4 1)12n+1

R, =
[locnemmu m3pas je mamum onx 0,001 3a n = 4. [lakme, MakrkmopeHOB HOJIUHOM
YETBPTOT CTEIEeHa ApPOKCUMUPA /€ Ha TPU JelUMaJie U TO je
1 1

1,+22+23+24—1648

vem 1+ ol T 31 4l

A

7.8 IlpencraBibame ¢pyHEKNUja nomohy mudepeHnujasrHor pauyHa
Ananusupajmo Besy m3aMmeDy mpBOT m3BOma (GyHKOUje U MOHOTOHOCTHU (DYHKIUjE.

Teopema 7.13. Hexa je f : [a,b] — R nenpexudna na [a,b] u dufepenyujobuana na
(a,b). Tada, axo je

o f'(x) >0 3a cee x € (a,b) pynxyuja f je cmpozo pacmyha;
o f'(x) <0 3a cee x € (a,b) pynryuja f je cmpozo onadajyha;
o f'(x) =0 3a cee x € (a,b) pynryuja f je Koncmanmma.

Iloka3: Herka cy x1,7r2 € A mpon3BobHU TakBU 1a je Tp < Xo. Tana, dpyHrmmja f
Ha MHTEepBady [T, 22| C [a,b] 3amoBosbaBa ycnose JlarpamkeBe TeopeMe ma mOCTOjU
¢ € (z1,x9) TAKO HA je

Kaxko je xo — xy > 0 3nak pasaure f

x1) = f'(c)(wy — x1).

x9) — f(z1) 3aBucu camo ox f'(c). Oryna

— /(
( )
e axo je f'(c) >0 cuemnn na je f(x2) :El);
e aro je f'(c¢) <0 caemn na je f(x2) )
e axo je f'(c) =0 caemu ma je f(x2) )
yuMe je TBpheme moka3aHo. O
Teopema 7.14. Hexa je f : [a,b] — R duepernyujabuana na [a,b]. Tada

o axo je pynxyuja f je pacmyha na [a,b] eaxcu da je f'(x) > 0 3a cee x € (a,b);

e axo je pynxyuja f je onadajyha wa [a,b] eaxcu da je f'(x) <0 3a cee x € (a,b);

e axo je gynryuja f je koncmanwmma na [a,b] saxmcu da je f'(x) =0 3a cee x € (a,b).
Joka3: Kako ¢pysrmuja f mma ussoxn, 3a cse z € (a,b) Baxku na je

[la+ ) = [(@)

Aac—>0+ Ax

fi(x) = fi(x) =

Kako je Ax > 0 cmemn na je v < =z + Az. Axo je ¢pymrmuja pacryha Baxku na
je f(x + Az) — f(z) > 0 ma je fi(x) > 0. Cumuno, ako je ¢pymrnmja omamajyha
f(x+Azx) — f(x) <0 ma je fi(x) <0. Ha xpajy, axo je f(x+ Ax)— f(x) =0 crenu
na je fi(x)=0.. O
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Hedpuannmuja 7.8. Hexa je f : A — R dama ¢ynruuja u c € A. Tada pynxuyuja |y
MavKU ¢ UMG

® L0KAAHU MAKCUMYM ako nocmoju 6 > 0 mako da

(Ve e A)|lz —c| <d = f(z) < f(e);

® LO0KAAHU MUHUUMYM ako nocmoju & > 0 mako da

(Ve e A)|lz —c| < d = f(z) > f(e);

® NOKAANHU MAKCUMYM 00HOCHO NOKAAHU MUHUMYM CY CIMPo2u aKo je

(Vo e A\{c})lr —c| <0 = f(x) # f(o)
mj. A0GAHU MAKCUMYM 0OHOCHO MUHUMYM ce QOCTUNCY CAMO Y MAYKY C.

Jlokamne MaKCUMyMe€ OOJHOCHO JIOKaJITHE MUHMMYME Ha3MBaMO JIOKaJHA €EKCTPEMYMU.

Teopema 7.15. Axo dgynryuja f : A — R uma aokaanu excmpemym y maswku ¢, maoa
axo je f oufepenyujabuana y ¢ eaxcu da je f'(c) = 0.

Iloka3z cJjIe Ha OCHOBY (IDepMaOBe TeopeMe.

Hepunannuja 7.9. Tauke ¢ € A maxse da je f'(¢) = 0 nasusajy ce cmayuonapre
mauxe gynxuyuge f: A — R.

ITpumep 7.12. Huje ceaka cmayuonapHa mauka A0KAAHU eKCMPEeMYM.

3amcra: [Tocmatpajmo ¢yrrmmjy f(z) = 23, 3a my je f'(z) = 32% u f/(0) = 0 amm
HyJIa HUje JIOKAJHU eKCTEePMyM OBe (YHKIMje 3aTo mTo 3a cBako d > 0, f(0—9) =
—5 < 0uf(0+06) =6 > 0. A
Teopema 7.16. Hexa je gynruyuja f : A — R dugepenyujabusna na okoaunu (a,b) C A
mauwke ¢ € (a,b). Taoda, axo 3a cee x € (a,c) u caey € (¢,b) samcu da je f'(z)f'(y) <0
(mj. axo npeu 3600 Mema FHAK Y MAYKY C) MANKG C je N0KAAHU eKCmpPemym GyHKuuje
f a axo je f'(x)f'(y) > 0 mada ¢ nuje aokarnu excmpemym dyrnryuje f.

Joka3: Hera je ma mpumep f'(z) > 0 3a cBe = € (a,¢) a f'(z) < 0 3a cBe x €
(¢,b). Tama, mo mpBoj Teopemu oBOr omesbka, ¢pyHkrmuja f je pacryha Ha [a,c| a
onanajyha ua [c,b] ma, 3a cse x € [a,b] Baxku

e ako je x < ¢ cremu na je f(x) < f(c),
e ako je x > ¢ cuemm na je f(x) < f(c).

Ilakne, Tayka C je JOKAJIHU MaKCUMyM (yHEIuje f.

Cnuuro ce mokasyje ma ako je f'(x) < 0 3a ce x € (a,c) a f'(z) > 0 3a cse
z € (¢,b) pyHrnIMja f y TAUKM ¢ UMa JOKAJIHM MUIHUMYM.

Axo je f'(z) > 0 3a cBe = € (a,c¢) a f'(z) >0 3a cBe z € (¢,b), Tana je pyHEUU]A
f pacryha na [a,c] u Ha [¢,b] a To umnnmuuupa na je f pacryha ma [a,b]. Tana, 3a
cBe T < ¢, f(x) < f(c) a3a x>c¢ f(r)> f(c) mro 3HAauM ma ¢ He MOke ma Oyme
JIOKAJIHA €KCTPEMYM.

Cuanuno, ako je f'(x) <0 3a cse x € (a,c¢) u f'(z) <0 3a cBe = € (¢,b) pyuruuja
f je onamajyha Ha [a,b] ma, ¢ He MOxke na Oyne BEH JOKAJHUA €KCTPEMYM. O
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IIpumep 7.13. Pywrxyuja f(x) = |z| uma aokaanu munumym y mauku x = 0 a
Pynryuja f(x) = 23 nema aokaanu excmpemym y manky = 0.

3auncra: 3a f(z) = |z|, raro je f'(x) = —1 < 0 3a cBe x € (—00,0) a f'(x) =1>0
3a ce = € (0,00), mo mperxonHoj Teopemu f(x) = |r| uMa JOKATHM MUHUMYM Yy
tayku r = 0.

Ipyro, 3a ¢ynknujy f(z) = 2° Baxu f'(z) = 322 > 0 mTO UMIIUIUPa A8 HEH

IPBU M3BOJ HE MeWa 3HakK y Tavku r = () ma, mo mperxonHoj treopemu, r = () HUje
JIOKQJIHU €KCTPEMYM. AN

[IpumeTmMO @ Ha OCHOBY IPETXOJHE TeOPEME U IPETXOTHOT TpUMepa (yHKINja
He Mopa na Oyne mudepeHjabuiIHa Y JIOKAJTHOM €KCTPEMYMY.

Teopema 7.17. Hexa je f: A — R maxsa da je
Fle) = F() == D) =0, f7(e) £0

U Hexa je f(”“)(x) nenpexuona PynKyuja na nexoj oxoaury mayxe c. Taoda

e axo je (n+ 1) napro u axo je f"V(c) > 0 dynwyuja f uma soxarru MUHUMYM
Y MaYKY C a aKo je f(”H)(c) < 0 gynruuja f uma 20KGAHU MAKCUMYM Y C;

e axo je (n+ 1) nenaprno, ynkuuja f Hema y mauky ¢ A0KGAHY €KCTIDPEMYM.

Ilokas: Kako je f"*!(r) menpexumna na oxomunn tauxe ¢ u ") (c) # 0, mo BaskHO]
TOCJITe T, TIOCTOju OKosmHa (¢ — J, ¢ + §) Taure ¢ Tako ma cy fOH)(x) u fO+D(c)
MCTOT 3HAaKa 3a cBe T € (¢ —d,c+J).

TejnopoB pa3zBoj n—ror pena ¢yHKuUje f y TAUYKU C je 0DIMKA

"),
@) = 1@+ 3D o 4 Ry ()

k=1

a 360r mpernoctaske f*)(c) =0 3a k=1,...n nobujamo ma je

_ f(n-l—l)(g) (m B C)n-i-l'

Axo je (n + 1) mapno, Taga je (xr —¢)"™ > 0 na 3nak pazmuke f(r) — f(c) 3aBucu
camo ox f"V (). Aro je f*V(c) > 0 Tana je f"(e) > 0 3a cBe £ € (c—d,c+0)
(jep € npunana maTEpBaLY ca rpaHunoM ¢ u x) na je f(x)— f(c) > 0 1j. f(x) > f(c)
3a cBe x € (c—0,c+0) mTo 3HAUM 1A je ¢ nokasHu MuHUMYM ¢yuruuje f. Canuno,
ako je ftD) < 0 ranma je f(z) < f(c) 3a cBe © € (¢ — J,c+ §) ma je ¢ moKadHU
MakcuUMyM ¢yHEIUTje f.

n+1

Axo je (n+1) menmapno, Tazga (z—c)""! Mema 3max y ¢ a xkaxo je [+ (g) crammor

F D (e) +1_
SHAKA, TPOU3BOL () (x — )" = f(x) — f(c) MeHa 3HAK Yy TAUKU C MTO 3HAUN
& ¢ HUj€e JIOKAJHU eKCTpeMyM mare (GyHknuje f. 0

IIpumep 7.14. Hcnumamu da au je © = 0 aokaanu excmpemym pynwrkyuje f(z) = z".
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Pememe: Axo je f(z) = 2" Ttama je f'(0) =--- = f®D(0) =0 a f™(0) =n! > 0.
Oryna, Ha ocHOBY mpeTxoane Teopeme, © = () je MuaMMyM (yHEIUje [ 38 n—IapHO
a HUje JIOKAJHU eKCTPEMYM 3a Nn—HeHapHO. A

Canma HaBOOMMO nMeUHUNN]Y TaHTeHTe Ha nudepeHnujabuny ¢yurmujy. Ilorpe-
OHa HaM je IpaBa YMjU je KOepUUUjeHT IpaBla jeJHAK IPBOM M3BOAY (YHKIUje Yy
TAYKU Ty U KOja IPOJa3u KPO3 TAUKY (ZB(), f(mo)).

Hedpuaunmja 7.10. Tanzenma dupepenyujabuane gynkyuje f: A — R y mavwku o je
npasa

y — f(xo) = f’(%)(x — Tp).

Y nurepaTypu Cy NO3HATU KOHIENTU KOHBEKCHOCTU W KOHKABHOCTU PEAJHUX
¢yurmmja. OHu ce nepuHumy Kopuctehm aguTUBHOCT (YHKIMja & Taj HOCTYIAK je
MHOT'O IyT ¥ KOMIIIMKOBaH 3a OBaj Kypc. YMecTO Tora, 3a NepUHUCAH€ KOHBEK-
CHOCTU VMICKOPUCTHNEMO jenHy JIely TeOMeTPUjCKy OCOOMHY KOHBEKCHUX ()YHKIIN]ja
a TO je na Cy TauykKe H-eHOT I'paduKa yBEK W3HAJ H-€He TAHI€HTe y IIPOM3BOJLHO]
TAYKM UHTEPBAJa KOHBEKCHOCTU, KAO MITO je MpuKa3aHo Ha rpaduky ucnon. Ciu-
YHO, KOHKaBHUM (QyHKIMjaMa I'paUk je YBEK UCIOA TAaHT'eHTe Y IPOU3BOJLHO) TAUKU
WHTEPBaJa KOHKABHOCTMU.

A
\ 4

I'pagpur 28: KorBekcHOCT rpa¢uka QyHKIU]je.
Hepumuunuja 7.11. Hexa je f : (a,b) = R dugepenyujabusna na (a,b).

e Axo je 3a cee x,xy € (a,b)
f(x) = f(zo) + f'(w0)(x — 20)
maoda Kaxcemo 0a je pynryuja f xonsexcna na (a,b).
o Axo je 3a cee x,x¢ € (a,b)
f(@) < fxo) + f'(wo) (2 — o)
maoda kaxcemo 0a je Pynryuja f xonrasna wa (a,b).

Teopema 7.18. Hexa ¢ynkyuja f : (a,b) — R uma dpyeu uszeod y cearxoj mawku
unmepeana (a,b). Tada

e axo je f"(x) >0 3a cee x € (a,b) gynrxyuja f je xoneexcrna na (a,b);

e axo je f"(x) <0 sa cee x € (a,b) dynruuja f je xonkaena na (a,b).
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Joxka3: Herka je xg € (a,b) npoussosmuo. Tejnopos pasHoj apyror pena ¢yHKIuje
f Ha orosmmHEM Tauke T je

f"(c)
2

(7 — x0)?

f(@) = f(zo) + f'(2)(x — w0) +
rae je ¢ Tauka MHTEpBaJa ca KpajeBuMa T U To. Kako je (x — zg)% > 0,

e arxo je f"(c) > 0 cnemn nma je f(x) > f(xo) + f'(z)(x — x¢) Tj. dyHRIHja je
KOHBEKCHA;;

e aro je f"(c) < 0 cnemu ma je f(x) < f(zo) + f'(z)(x — x¢) Tj. dyHRUUMja je
KOHKaBHA

IMTO je Tpebasio MOKa3aTu. O
Hebmaummja 7.12. Tauka x je npesojra mavwka Pynryuje f axo nocmoju & maxo da
o fynryuja f je xoneexcrna wa (rg — 9, T9) a KoHKasHa Ha (To, To+ 0) uau
o fynryuja [ je xonxasna wa (vo — d,x0) a Konsexcra na (o, xo + 9).
[IpakTruno, (PyHKNUja Yy IPEBOJHO] TAYKU MeHa KOHBEKCHOCT.

Teopema 7.19. Hexa f : (a,b) — R uma 0dpyeu uzeod y céum mawkama uHmepeana
(a,b). Axo je xo € (a,b) maxsa da je f"(x)f"(y) <0 3a cee x € (a,xy) u ceey € (x,b)
mada je xo npesojua mavka gyrnxuuje f.

Joxka3: Heka je f’(x) > 0 3a cBe = € (a,x9) a f"(x) <0 3a cBe x € (x9,b). Tana,
Ha OCHOBY IpETXOAHE TeopeMme, GyHKIMja f je KOHBEKCHa Ha (a, () a KOHKABHA Ha,
(x9,b) mTO 3HAUM Ha je Ty NpeBojHA Tauka (yHKIUje f. O

[IpumeTnMOo M3 AOKa3a MPETXOMHE TeopeMe a Yy IPEBOJHO] TAYKU Ty OPYTU
n3Bon f"(xg) je jemHak HyJIUW UM HE IMOCTOjU.

IIpumep 7.15. Hcnumamu konsexcrocm dynxyuja f(z) =z sa n > 2.

Pememe: 3a ¢pynrmujy f(r) = 2" Basku f’(z) = n(n — 1)2" 2. Bpojesu n u n — 2

cy ucrte mapuoctu. Ako je n—napuo, f’(z) > 0 ma je y oBoM ciuyuajy CBaka O[
¢yHruUMja kKoHBeKCHA. AKO je n—menapuo, tana je f’(z) <03ax <0 a f'(x) >0
3a x > 0. Oryna, y oBoM ciayuyajy cy (GyHKNUje KOHKaBHE 3a ¥ < () a KOHBEKCHE 3a
x>0 a z =0 je npeBojua tauka u Basku f”(0) = 0. A

[Ipumerumo na je y mapHoM ciaydajy 3a n > 2 rakobe f”(0) =0 amu z = 0 Huje
IIPEeBOjHA TAYKA.

7.9 Acumnrore rpa¢pukra pyHKIUjE

Ha kpajy oBor morsasspba aHAIM3WPaMO IPaBe KOje Cy TaKBe Oa UM ce Ipadux
¢yHKIUja TOBOJHHO NPUOIIMKABA Kada £ TEKU HEKOM OPOjy Ui Ka OECKOHAYHOCTH.

Hepununuja 7.13. llpasa v = x( je sepmuxasna acumnmoma pynryuje f axxo je
| lim f(z)| =00 wau | lim f(z)] = co.
T—>T0+ T—T0—

IIpumep 7.16. Ilpasa © = 0 je sepmukaana acumnmoma pynryuja f(x) = :%n 3a cee

n € N.
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Hedunanunmja 7.14. lpasa y = kx + n je decna xoca acumnmoma pynryuje f axo je
f(x) =kx +n+a(r)

20e je lim a(x) =0
T—00

JleBa KOca acmmnrToTa ce nobmja Kao y OPETXONHO] NePUHUIMJU CaMO Cce 3a-

xTeBa ma r — —oo. Ha mpumep, dymrnmja f(r) = arctgr mma mpaBy y = 5 Kao
IeCHy KOCy aCUMITOTY a IpaBy Yy = —5 Kao JeBy Kocy acumnTory. Ako je k=0

KOCa aCHUMIITOTa C€ Ha3MBa XOPHU3OHTaJHa aCHUMIITOTA.

Teopema 7.20. IIpasa y = kx +n je decha Koca acumnmoma Gyrwkyuje axko nocmoje
2paruuHe 8pedrnocmu,

T [ C) I
b=t S n = (o) — k),
JHoka3: (=) Heka je y = kx + n mecua koca acumrora ¢yuruuje f. Tama, mo
AehrHNNN)U
flz)=kz+n+a(z), lim a(z) =0

T—00
Tana je
lim (f(z) =k —n) =0
ma je
n= lim (f(x) — kx) = 0.
T—>00
Kako je
lim =0
T—00 I
no0ujaMo
—k

i L@ =k (@_ >:0

T—00 T T—>00 i
ONaKJe je

k= lim _f(x)
r—00 I
(<) Heka je k= lim @ un = lim (f(z)— kz). Tana, 3a ¢pysknujy
T—00 T—>00
alz) = f(xr) —kz —n

BasKU

mh_}rroloa(:z:) = xh_}rgo (f(x) = ke —n) =0
MTO je Tpebajio MOKa3aTu. O
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8 IlpuMmuruBHa dyHKOUja U HeonpebheHu mHTETpAJI

Y oBOM IOIJIaB/bY NEePUHUIIEMO IOCTYIAK KOJjUM Ce O HeKe (YHKIuje nooduja
¢yHEIUja YUju je M3BOZ JaTa ¢yHEKOMUja. MareMaTHYKUM PEYHMKOM, OIUIINMO
onepaTop KOJjU je MHBEP3aH OIepaTopy AuepeHIupama.

Hepumannuja 8.1. Pynxyuja F : (a,b) — R je npumumuena dynxyuja dyrruuje
f:(a,b) = R na unmepsany (a,b) axo je 3a cee x € (a,b)

F'(z) = f(z).

Er3urennuja npuMuTuBHE (yHKOUje naTe (YHKOUje 3aBUCU O MHTEpPBaIa Kao
MTO WIycTpyje caemehu mpumep.

IIpumep 8.1. Pynxuuja F(r) = Inx 4+ ¢ (¢ € R je xoncmanma) je npumumuena
dynryuja dynxyuge f(z) = % na uwmepaany (0,00) dox je gynrkyuja F(x) =In(—z) +c
BEHA NPUMUMUBHA PYHKYUja Ha unmepsany (—oo,0).

3auncra: 3a cse z € (0,00) Bakn

A

[IpumernMo na je y IpeTXOAHOM IPUMEPY KOHCTAHTA ¢ MOTrJa Oa Oymae mpoum3-

BOJbAH peajlaH OpOoj ImITO 3HAUM Ja Ha JaTOM MHTEPBAJLY OaTa (YHKIVja MOKE Oa

nMa Bume npuMuTtuBHUX (yHEuuja. Ciemeha Tteopema ommcyje cBe NPUMUTHUBHE
¢yHEIUje nate QyHKIVje Ha NAaTOM MHTEPBAIY.

Teopema 8.1. Hexa je f : (a,b) = R dama dynruuja.

o Axo je F : (a,b) — R npumumuena dynxyuja dynrkyuje f na uwmepsany (a,b)
mada je u F(x) + ¢ npumumusna gynrkyuja pyrwryuje f wa unmepsaay (a,b) sa
npoussonro ¢ € R.

o Axo cy F,G : (a,b) = R dee npumumusne gynxyuje gynrxyuje f na unmepsany
(a,b) mada nocmoju ¢ € R maxo da je

G(z) = F(z)+c¢
3a cee x € (a,b).
Hoxa3z: Ilpso, ako je F'(x) = f(x) 3a cBe = € (a,b) Taga je 3a npousBosmHO ¢ € R,
(F(2)+¢)' = F'(z) + ¢ = f(x) + 0 = f(x)
3a cBe x € (a,b).

Hpyro, weka cy F,G : (a,b) — R rmaxse nma je F'(x) = G'(x) = f(x) 3a cBe
z € (a,b). Tana, pysrimmja H(x) = G(z) — F(x) je nupepenunjabunna sa (a,b) u 3a
cBako z € (a,b) je

H'(z) = G'(z) — F'(z) = f(z) - f(z) = 0.
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Tana, ako cy x1,23 € (a,b) Ipon3BOBMHU (MOKEMO A& MPETIHOCTABUMO 1A je T <
x9), Gpyrimmja H 3amoBosmasa yciose JlarpamxkeBe Teopeme Ha [T1, Te] A TOCTOjU
c € (x1,x2) TAKO A je

H(xg) — H(z1) = H'(¢)(zy — x1) = 0(z2 — 21) =0

mro 3Haun na je H(xs) = H(xp). Oryma, pyurumja H je KOHCTAHTHA Ha MOCTOjU
c € R Tako na je H(x) =c 3a ce z € (a,b). Tako mobujamo na je

3a cBe x € (a,b). 0

Hepuannuja 8.2. Cryn ceur npumumusnur dynryuja dynwkuuje f : (a,b) — R na
unwmepsaay (a,b) nasusamo neodpehernu unmeepan dynxyuje f wa (a,b) y osnayu

/ f(x)dz.

Ako je F(x) jemna mpumutuBHa (yHKuuja ¢yurnuje f(z) ma uarepsany (a,b)
Taja je Ha OCHOBY MPETXOIHE TeOPEeMe

/f(ac)dac = F(z)+¢ ceR.

IIpumep 8.2. Ha ocnosy mpeoz npumepa uz odenka, wa unmepeany (0,00) je

1
/—dmzlnm—{—c
z

dox je na unmepsany (—oo,0)

Teopema 8.2. Hexa je F'(z) = f(z) a G'(x) = g(x) 3a cee = € (a,b). Tada je
1. d [ f(z)de = f(x)dz mj. ([ f(x)de) = f(2);
2. [d(F(z)) = F(x) +¢;
3. [kf(z)dz =k [ f(z)dz;
4. [(f(z)+g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz.

Joxka3z: IIpucerumo ce na je mo mepununumju df (x) = f'(z)dx.

1. (/f(:v)d:v)/ = (F(z)+¢) = F'(x) + 0 = f(x).

/ d(F(2)) = / F(2)ds = / f(@)dz = F(z) +c.
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/ (F(2) + 9(x))da :/ (F'(x) + G'(2))dx = /d(F(x) L) =

)+ G(x)+c=F(x)+c+G(x)+ e

/f d:ﬁ—l—/()d

ITpumep 8.3. Tabauya neodpehenur unmezpana

a _xa+l
1. [2%dx = e

_1;

e =In|z|+¢

2
3. [a%dz =&+, [e"dr=e"+¢;
4. [sinzdr = —cosx + ¢;

)

. [coszdr =sinz + ¢;

=tgxr +c¢;

cos2 x

7. dr —ctgzr + ¢

sm- x

dx _ : .
8 [ s = arcsina + ¢;

9. | 1 = arctgr + ¢;

10. f\/%zln\x—l—\/ﬂj:l\—l—c;

11. dr _ _ 1+x|+c

1—x2

Pememe: 3a 1. mo 9., morasaju CMO y TPETXOMHOM MOTJIABBY Oa Cy W3BOIU
¢yHEIUja ca JeBe CTpaHe MoAuHTerpajHe pysknuje. lokaxkumo mcto to 3a 10.

1
msgn(w + V .972 + 1) (1 +

B 1 x+\/x2i1_ 1
V2R E1l VaEl VaREl

2
(nfo+ VP ET]) = )
xXr

A
O —7*d 2 2d in? zd
BIe HAOMUEeMO aa Heoxpeberu mureprpamm [e % dx, [cos®zdz, [sin®zdz,
dx cosT sin x :
e, i ~Edz, i ~*dxr, mocToje anu HEe MOTY JHa OyXy TPeACTaB/HEHU KAO KOHAYHU
n3pasu y kKojuma ¢urypuiry eiaeMmenrtapue ¢yurmuje. OTyna, OHM He MOTY [na
Oymoy m3padyHaTd KIACUYHUM METOAaMa WHTerpanuje Koje hemMo na HAyduMO

OBOM OJIEJBKY.
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8.1 OcHoBHe MeTOIe MHTEerpaluje, MeToaa CMeHe

Teopema 8.3. Hexa je F(x) npumumusna dynryuja dynxyuje f(r) na unmepsany
(a,b). Hexa je ¢ : (c,d) — (a,b) dufepenyujaburna gynxyuja. Tada, F(p(z)) je
npumumuena yrkyuje yrryuje f(gp(t))go’(t) mj. eaxncu

/ fp(®)¢(D)dt = F(p(x)) + ¢

Joxka3: Heka je F'(x) = f(x) 3a cBe = € (a,b) u Heka je ¢ : (¢,d) — (a,b) nudepen-
nujabunua. Tana je

OITO KOMILJIETHUPAa OOKa3. O
ITpumep 8.4. Uspauyrnamu caedehe unmezpane
1. [ e cosxdx;

dr .
cosx’

. [Va? — 2?dx;
5. f dx .

(a+22)%

o

o

Pememe: llneja je ma y moawHTErpaJHOM H3pa3y NPENO3HAMO (YHKINU]Y Koja
ne(urHUIIe CMEHY U HeH IuepeHIrja.

1. ¥YBomumo cMmeny sinx = t, cosxdr = dt

/eSi” cosxdx = /etdt =e+c=e""4¢ ceR.

2. ¥YBOOIMMO CMEHY arccosx = t, —\Ad—f7 =dt

dt
:_/7:_1n|t\+c:—ln|arccosa:\+c, c e R.

/ dx
V1 — 22 arccos x

dx dxr coszx CcosS T COS T
CcosS T COSZ COS T cos? x 1 —sin“z

YBomuMmo cMmeny sinx = t, cosxdr = dt. Tako mobujamo

/ dx / dt 11 1+t+ 11
= =—ln|l—|4+c==-In
COS T 1—t2 2 1—1¢ 2

4. TlpumeTuMoO na ce Kao MOTKOPeHa BeJWdYMHa HojaBibyje uspas a® — x°. OTyna,

1+sinz

+c, ceR

1 —sinx

x
-2 >0=>d2>=>-1<=2<1.
a

75



Tana,

1—/mdx—a/,/1_

OsBae yBOIUMO CMeHy L =sint, dr = acostdt, kako £ —1,1] cnemn na t € [— o g]
na je cost > 0. Tako ,ZIO6I/IJ&MO

:a/\/l—sin2t acostdt:aQ/\/COSthost:a2/0082tdt

1 ot 2
/ﬂdt:%</dt+/cosztdt> _

2 1
(t—l——sm2t> +c= %(t+§28intcost> +c

|
S,

t+sintV1 —sin’t) + ¢

l\"|®wl\"|®wl\"|®w Ml@

(
( arcsin x + sin arcsin x\/l — sin? arcsin x) +c
(

arcsinx + xv 1 — x2) +¢ ceR.

5. ¥YBomumo cmeny £ = tgt, dv = S dt |t € (— R g)

/ dx 1 / dz 1 adt
(a® +22)2  d 2 a® ) (1+tg2t)s cos?t

(1+ )

L feosit, 1 / tdt = & sint +
S = — [ costdt = — sin c
a? | cos?t a? a?
tgt

+c,ceR

= tc
a? \/1 + tg’t G2 /1 a \/a2 + a2

8.2 MeTona napiujajiHe MHTETpamunje

Teopema 8.4. Heka cy u,v : (a,b) = R dupepernuujabuane dynxyuje. Tada, nocmoju
Judv axro nocmoju u [vdu u eaxcu

/udv:uv—/vdu.

Ioka3: Kako cy u u v mudpepennujabunne ¢pyuruuje, uv : (a,b) — R je mudepe-
HIjaOuIHa (YHKIUja U BaKU

d(uwv) = udv + vdu.

AKO mpuUMeHMMO OmepaTop MHTEerpalyje Ha MPeTXOIHU M3pa3 qobujamo

/ d(uv) = / (udv + vdu),
uv:/udv—i—/vdu

yuMe je TeopeMa TOKa3aHa. O
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IIpumep 8.5. Hapauyrnamo unmezpane
o [xlnzdr;
o [arctgrdz;
o [ rarctg’zdr.

Pememe: Kon oBakBux wmHTerpaJia 3a v ce y3mMa (QYHKOMja KOja MOKe Ia
WHTETPaJIM & 3a U OCTATAK O MOAWHTErPAJJHOT m3pasa.

3a mpBU MHTErpaJ

u=lInx, du:d—x
x

2
dv = \/xdw, v:/ﬁdx:%:§x3.
2

Tana,

2 2 [xide 2/( : 2
/\/Elnmdngxglnw—g/xxx:g(wglnx—?ﬁ)%—c,ceﬂ%

3a Opyru MHTErpaJl
1

1—1—332;
dv:dx,v:/dx:x.

I / toxd t / vdx
= arctgraxr — rarctgr — .
g g o

u = arctgr, du =

Tana,

Osne yBomumo cmeny 1+ 22 =t, xdr = %. Tako mobujamo

1 [adt 1 1
]:xarctgx—§/7:xarctgx—§ln|t|+c:xarctgm—§ln|1+x2|+c, ceR.

ce

3a Tpehu mHTErpas ce y3mma ga je u = arctg’r a dv = xdv. Pamm ce camuno

IPETXO0HOM IPUMEPY.

IIpumep 8.6. Hzpauynamu unwmezpane fx2 sin zdz, f:):?’e%dx.

VAN

Pememe: Vnrerpamu obmura [ p,(x)sin(az)dz, [p,(z)cos(ax)dr u [ p,(z)e*dx ce
pemraBajy ca n IMapuyjaJHUX UHTePrpamuja Cae ce 3a U YBeK y3UMa MOJUHOM Py, ()

a 3a dv ocTaTak m3pas3a Kao MITO WIycTpyje ciaemehe perreme.

3a [a?sinzdr Heka je
uw=2% du=2uxdz;

dv =sinxzdx, v = —cosz.
Tana,
I = /x2sinxdx = —x2005x+2/xcosxdx.

OsBne omer paauMo TMapIUjaJHy WHTETPAIUY U TO

u=x, du=dx;
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dv = cosxdr, v=sinx
ma mobmjamo

I =—x cosx+2xsinx—2/sinxdx:—x2005x+2xsinx+2008x+c, ceR.

I pyru unTterpaJ ce paau aHAJIOTHO.

A
IIpumep 8.7. Uspauynamu urmezpan f a +x2
Pememe: [IpBo pamumo many TpanchopManmjy MOIUHTETPAIHOT U3Pa3a
dx 1+ 2% — 2?2 1 x
I = = dr = dr — ————dr.
/(1+932)2 / (1+a222 /1+$2 ! /x(1+x2)2 !
Cana,
u=ux, du=dx
x x
dv = ——=d = | ——=dx.
R Rl
3a mHTErpaja f dx yBOIMMO cMery 1+ 22 =t, xdr = @ ma je
dt 11 1 1
vV = — _— = — — e - .
2/ 2 2t 2 1+ a2
Tarko mobujamo
It+1x1/dx1t+x+eR
= arctgr + = — = = — | arctgr ¢, ¢ .
ST o vz 2 T2 2\ T2 7O
A
IIpumep 8.8. Hspauyrnamu f 2 —,neN.

Pememe: 3a n = 1,2 pemema cy mo3uHara. [Ipumernunhemo cauuny tpanchopma-
jy Kao y IPEeTXOMTHOM IIPUMEPY:

7 _/ dx _/1+x2—x2dx_/ dx —/:c xdx
) A+ ) A+ ) A+t (

1+ 22"
AHaJOrHO MPEeTXOIHOM 33aIaTKY,
u=ux, du=dx
x x
dv = ———d = [ ——d
= 0 e
3a uaTerpan | swdz yBomuMo cMemry 1+ v’ =t, vde = % na je
1 / dt 1 1 1 1
v = — —_— = ==
2/t 2(1—n)tr~t  2(1—n) 1+ 22!
Tarko mobujamo
1 1 d
In :In—l + ’ - / ’
2(n—1) (1 +22)»1 2(n—1) ) (1+a2)!
1 T 2n — 3

S = 1)]”‘1’

I[IpumenoMm anasorHUX TpaHChopManuja ce pane uHTrerpaau I, 1, [, o,..., I, u 3a-
MEHOM y IPETXOJHOM M3pa3y ce nobuja pememe

A
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8.2.1 MHMurerpanuja panmoHaJIHUX (yHKIUja

Hedununmja 8.3. Hexa cy pn, ¢m noauromu ca peasnum roepuyujenmuma. Taoda
Pyrruugy

HA3UBAMO PAUUOHAANG PYHKUUIA.

Teopema 8.5. (Eykaudos anzopumam demwemwa) Hexa cy p, U ¢ NOAUHOMU CG Pea-
ARUM KoePuyujernmuma u nexa je degp, = n, deg ¢, = m. Tada nocmoje jeduncmeernu
NOAUHOMY § u T maKeu da je degg < m u

Pn() = 9(2)gm () +7(2).

[TonmuuoOoMe g ¥ r U3 TPEeTXOqHE TeopeMe Ha3UBAMO KOJUYHUK U OCTATAK IeJbeia
HOJIMHOMA P, TOJUHOMOM ¢,,. OTymnma, cBaka panuoHasHa ¢yHEKIUja R(Tr) = —;’”((2))
m
MO:Ke M1a Ce TMPENCTaBU Y OOJIUKY

9(2)am(x) + (z) _
Gm ()
r(z)

rae je ¢ moauHOM (Yuju ce MHTerpaJtl Jako pauyHa) a Ri(x) = ) je pamuoHaJsHa
¢yHEOUja TakBa ma je degr < m.

R(z) =

3a mHTEerpaiujy paluoHAJHUX (YHKIUja KOjuMa je cTemeH Opojuona Behm on
CcTelleHa UMEHMOa KOPUCTUMO JBE TeopeMe Koje he na Oyay moka3aHe Ha IpeaMeTy
Marematuka 2.

Teopema 8.6. (Ceodnusocm nosunoma) Ceaku NOAUHOM G €A DEGARUM KOePHuyU-
jenmuma moxce 0a ce mpedcmasu kao npouzsod noaunoma obauxa (v — a)* u (z% +
bx + ¢)™ 20e je b* — 4c < 0.

Teopema 8.7. Axo je

gm () = (x —a))™ -+ (x —ap)™ - (@* + bz + )™ - (2* + bz + )™

PA3AAZATHE NOAUHOMA G MA0a, Payuonarna Pyrnkuuja R(r) = 5:;((?) 20e jen < m

Moxce 0a ce npedcmasuy Kao 30up

R(x) :i A _Au "’Z Api i Bz + Cy; '+_..+§( Bz + Cy;
i=1

— (x —ay) (x —ag)? 4 — (22 + b1z + 1)’ 22+ b+ )t

Cana, rana uaTerpaaumo Gpyukuujy R(z), oHa je 36up mHTErpasa f dx u
iz+Cj;
WHTErpaJia fmdx
Nurerpanau f —aF CC jeIHOCTaBHO pemaBajy cMeHoOM * —a = t, dx = dt u Tako

no0ujaMo

/ dx _/dt_ Injt|l+c=Injz —al+¢, k=1
(x—a)k ) t ﬁerc, k>1

Unrerpamu [ %dw rae je b* —4c < 0 ce jenHOCTaBHOM TpaHCHOPMAIU]OM

CBOZe Ha MHTerpase | (tQ u [ (t?tﬁti - Kao IITO MIyCTPYyje ciaemehu mpumep.
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IMpumep 8.9. Uspauynamu [ %; k>1.

Pememe: 3pa3 y umenuony tpanchopMuieMo Ha cienehn Hauymu

3 20 +1 2
e (SO
4 V3

[—/ xdx _{/ xdx
) (@24 xR 3k (

() 1)

OBnme yBOOMMO CMEHY % =t, dr = %gdt, xr = %(\/gt —1). Tako mobujamo

f/%ﬂ_l - “qf/ 24 1) /<1ftt2>k>‘

Nurerpan f t2+1 bt ce pamu cmenoMm t2 + 1 = u, tdt = —“ U jeqHAK je

/ tdt _1/@_ 1 L
@r1F 2] v 20—k @t

IOK ce uaTerpas | (1f—tt2)’“ panu ca k mapumjaJHUX UHTErpalunja Kao MITO je OMUCAHO
Yy IPETXOMIHOM TIPUMEDY. A

3 2 .
3a BexOD amuTy uHTerpadt | 232+l jp.  HamomumeMo ma je crermneH 6po-
3 x24x+1

juona Behm o1 cTemeHa MMEHMONA T€ je MOTPEOHO MPBO M3BPIIUTU AeJbeHe OPOo-
juoIa MMEHMOIEM.

Tana

IIpumep 8.10. Hspawynamu unwmezpan | %dm.
Pememe: OBne mpBo BpmmMO TpaHCHOPMAIU]Y PAIMOHAIHE (DYHKIM]E

T+ 2 _A+B£E+C+ Dz +FE
r(x2+1)2  z  22+1 (22 +1)2

N3zjennavaBameM KoepunujeHara qo0uja ce CUCTEM

0=A+ B;
0=C,
0=2A+ B+ D;
1=C+E;
2=A

Koju uMa pememe A=2, B=-2, C=0, D=-2, F=1. Tana,

/ T+ 2 dx 2/ / xdx / xdx +/ dx
(22 +1)2 2241 (22 4+ 1)2 (22 +1)2

1 1 x
o 2
—21n|m|—ln(a? +1)+SB2—+1+§( 2+1)+C
x? 1 12+x
zlnx2+1—|—2arctg:v+2 2+1+c, ceR.
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8.2.2 WaTerpamnuja HEKUX WPANMOHAJIHUX (YHKIHja

Y 0BOM OJeJbKy HaBOOVWMO HEKOJUKO IIpUMepa WMHTerpanyvja (QyHKOUja y KOjuMa
¢urypumy KOpeHoBH Hekor pena. HamomMmmemo na pamuoHailHa (GyHKIUja MOKe
na ce Oyme M KOJUYHUK MOJMHOMA Ca BUIINE MPOMEHHLUBUX.

e Nurerpanu obimka

my my
/R x, ar b 1,..., ar + by dx
cx+d cr+d

Ako je n = NZS(nq,...,ng), cMeHOM % = {" mHTEerpajJ ce CBOOY HA MHTErpaJl
panuoHaJgHe (QyHKIU]E.
Ipumep 8.11. Uspauynamu [ —74/Zqde.

Pememe: [lo maBenenom meTomy, YyBOAUMO CMEHY
r—1 ; r—1
r+1 T+l

4t

dr = ———dt.
T o)y

x—l 4t t2
dt =2 dt
(/x+lv /1+t2+1 (1—2) L/l—ﬁ

1—¢2

t?—1+1
_1/ - T dt= 2( /ﬁr+/1_ﬁJ

1
=—2t+1In 1+

Tana,

—1 1 —1
:—2\/x—+ln vetldve +c,ceR
r+1 Ve+1—+z -1

dz
NZEST (1+\3/m+1)2 '
Pememe: Y oBoM wmHTerpasy ¢urypumy tpehm m xBagpatam kopeH. Kako je
NZS(2,3) = 6, yBoaumMo cMeHy

Vr+1l=t x+1=1% dx=6t7dt

ty
C
t

IIpumep 8.12. Uspauwyrnamu unmezpan f

Tako modbujamo

x _/“ 6t°dt _6/‘ t° (ﬁ_q/ﬁ+1—1ﬁ
Viri(l+vz+1)° J ea+e)2 ) a+e)p ) (1+e2)

(/5% [wr)

1 1t
=6 (arctgt — §arctgt To1 4 t2) +c

=3 arctgt — 3

1+t2—|—c

vo+1
=3 arctgvVrx +1—-3—————+4¢, c€R.
8 1+ vz +1
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e Nurerpanu obimka
/R(:l:, Var? + br + c¢)dx.
OsBu maTerpasu ce pemasnajy T3B. OjaepoBoM CMEHOM
e a >0, cmena Vax? + br + ¢ = Jax + t;
o ¢>0, cvena Vax? + bx + ¢ = xt + \/¢;
e ako (r — xy)|ax® + bz + ¢, cmena Vaa? + bx + ¢ = a(x — z)t.

Ipumep 8.13. Hspawynamu [

dz
Va241®

Vat+1l=x+t,

2?2+ 1= 2%+ 2t + 2,

Pememe: YBoaumo cMeny

1 —¢2
:L':
2t
241
de = — dt
. 22
1—¢2 1+ ¢2
Va2 = t= )
S o T 2%

Tako modbujamo

P41 g [
,/xz 1+t2 212 N t

—Injt|+ec=—-Injlz—-Vva2+1 +c
1
=In =nlz+va?2+1+¢ ceR.
|z — Va2 + 1|+ ¢ | |

3a BexOy, U3padyHaT UHTErpaJ [ Hf—\/fTH.

8.2.3 MHMarerpanuja HEKMX TPUTOHOMETPUjCKUX (yHKIUja

e Vlarerpanmu obymka

/ R(sinz, cos x)dx

rae je R panuonamsna QyHEmMja. YBOAMMO cMeHy tg7 = t, x = 2arctgt, dr = 2dt

T 1+¢2°
ama
, LTz sin £ cos £ tg®< 2t
sinx =2sin ~cos - = 2——— T = 57 = 5
2 2 sin” 2 + cos® 5 IT+tg*s 1+t
x o T  COS

2
or o2 T g T 0SS s’ s 1 otg’y 12
T = Cos sin” — = —— Sy = 2 = =
2 2 sin”3+cos?y  14+tg*5 141

B Sin
/R 2t 1 —1t*\ 2dt
1+22"1+12)1+1¢2

KOjU IIpeNCcTaB/ba MHTErpaJjl pallioHAJHe (DYHKIU]E.

Tarko mobujamo mHTErpaJ
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dx
1+sinz”

IIpumep 8.14. Uszpawyrnamu unmezpan f
Pememe: Cmvenom tg7 =1 nobujamo

/ dz / 1 2dt / dt 2 n cR
— = = — C,C .
1+sinz 1+ 21+ ¢2 (t+1)2 1+tgs 7

1442

A

HanoMumeMo fa IOCTOje MHTerpajau y KOjuMa y PallOHAJIHO] QYHKIUjU QUry-
pUIILy CHMHYC WU KOCUMHYC KOJU MOLY Ja Ce pelle je JHOCTAaBHIjOM CMEHOM.

dx
cos3 rsinx

7 dz cos xdx cos xdx
cos® rsinx cos* rsinz (1 —sin®z)?sina’

OBme yBomuMo cMeHy sinz = t, cosxdr = dt u Tako mobujamMo MHTErpaJa

KOJU je MHTerpall panuHagHe QyHENUje. Pememe maTerpaia je

IIpumep 8.15. Hspawynamu unwmezpan |

Pemene:

I =1ntgz| +

2cos? x to ceR

e VlaTerpasm obJsmka
/ R(tgx)dz.
PemaBajy ce cmenom tgr = t, x = arctgt, dr =

panuoHaJgHe (QyHKIN]je
dt
R(t :
/ ( )1 + 2

IIpumep 8.16. Hspauyramu [ % ;tlz%

dt
1+¢2 -

Ilobuja ce wmHTErpaJ

Pememe: Cmenom tgr =t mobujamo

/ dx / dt 1 bt + t n 1 n tgx n cR
11 g’z Arepe 2\ T e 2 11tg2z)  ©

A

e Nurerpasu obdJmka

/ sin™ z cos” zdx.

Ospne pasaukyjemo nBa ciaydaja. IIpBo, ako je 6ap jemaH on CTelmeHa CUHYCA WU
KOCUHYCa HEMapaH, Tana

/ sin®*™!  cos™ xdx = /(Sin2 2)F cos™ xsin xdr = /(1 — cos? z)F cos™ x sin wdx

=— /(1 — t*)kendt.
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Kopuctunu cmo cmeny cosx = t, —sinxdr = dt, nobujeH je mHTErpaJ MOJIUHOMA.

IIpyro, ako Cy CTeIeHU CUHYCa ¥ KOCUHYCa IapHU, KOPUCTUMO TPAHCHOPMAI]Y

. 9 1 —cos2z

sin“o = ———,
2

9 1+ cos2z

Cos" T = ———,

U IpUMenyjeMo Ha ciienehu HauyuH:

1-— 20:\* /1 20\ "
/SianICOS2n[EdIL’:/(Sin2$)k(cos2x)ndl‘:/( CQOS f]f) ( +CQOS $) do

MIOCTYIIaK HACTaBJHAMO IOOK Oap jemaH OX CTEeHOBA CUHYCA WUIU KOCUHYyca Oyme
HellapaH U IPUMeEHnYjeMO NIPETXOAHY CMEHY.

IIpumep 8.17. Uspawynamu unmezpane f cos’ zdx, f cos? xdx.

Pememe: 3a npBu mHTErpas
/COS5 xdr = /<C082 x)? cos xdr = /(1 — sin®2)? cos zdx

A
:/(1—t2)2dt:/(1—2t2—|—t4)dt:t—2§—|—g+c
: sinz sin®z
=sinz — 2 3 + 5 +c, ceR.

Ropuctunam cmo cmeny sinz = t.

3a Apyru MHTErpaJl

1 22\
/COS4 xdr = /(0032 r)’dr = / (#) dx
1 [1+cosdx

1 1
= Z—l/(l+20082:c+(30522x)dx: Z(x+sin2x)+Z/de

1 1
= L—l(x+sin2m)+§+§sin4x+c, ceR.

e Vlarerpanm obymka
/ sin ax cos bxdzx, / sin ax sin bxdzx, / cos ax cos bxdzx.

Pemasajy ce xopumhemeM TpaHChOpManmje MPOU3BOLa CUHYCA UIU KOCUHYCA Y
36up:
sin ax cos br == (sin(a + b)z + sin(a — b)z);

sin az sin br == (cos(a — b)z — cos(a + b)z);

N =N -

cos ax cos bx :§(COS(G +b)x + cos(a — b)z).

IIpumep 8.18. Uszpauynamu urwmezpan f sin bx cos 3xdzx.

Pememe:

1 1 2
/sin5xcos?>xdm = §</sin8xdx+/sin2xdx> = _§(cos88x + COSQ x) +c, ceR.

VAN
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9 Onpebenu nmaTErpas

MoTuBanujy 3a yBobheme onpebhenor unrerpaa Haaa3uMo y ApxXuMen0BOM IOKA3Y
dopMyne 3a mOBPIUHY Kpyra. AKO KPyr M3AeIMMO HA N MOAYAAPHUX IEI0BA
OujaroHajJaMa U IeJIOBE CJIIOKMMO Kao Ha rpaduky, nobujeHM objexaT aumdm Ha
NIPaBOYTaOHUK YHKje CY CTPAHUIE MOJYIPEYHUK KPyTa I U HOJYy-OOUM I'T a CBe
¢uHMje monene ce npubIMKaABa]y TPABOYTAOHUKY.

I'paduxr 29: Ilomena kpyra pamum nobujama IOBPIIUHE.

Oryna, moBpmmHA Kpyra MOJNYyNPEYHUKA I je jelHaKa MOBPIIUHU TOOUjeHOr mpa-
BOyTAOHUKA Tj. T - I'T = r’T.

['maBuu 3amaTak y oBoM noraassmy he na 6yae onpebhuBame TOBPIIMHE KPUBOJIU-
HIjCKOT' Tpame3a

T={y) R [a<s<b0<y< f(x)}

rae je f:[a,b] — R npousBomua ¢yHKIM]A.

I re) 4
f(&3)
P2 f(£4)
g Fs f(&6)
f(&5)
=
A 5 P,

4-...§1| .§2|§.3..|.§4.. §5... |§5..‘
N To=0a I To T3 T4 Ts Tg=0b

v

I'pagpur 30: AnmporcmMaluja KPUBOJIWHUjCKOT Tpale3a IPaBOyTaOHUIMA.

Wpneja je ma mopmmuy Tpame3a ] ampokcuMupamo 30UpOM MOBpIIMHA (DUHO
onabpaHnX MPaBOYTaOHUKA.
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Hexka je
P=A{x;€a,b]|i=0,1...;n; a=xg <21 <Tg <+ <Tp_1 <x, =0}
nozesia uHTEpBasa [a,b] pacryhum HH30M Tauaka U HEKa je
E={¢, elrim, ) |i=1,...,n}

dbamMuamja NCTAKHYy TUX TadaKa.

Younmo npaBoyraouuke P; = [x;_1,2;] X [0, f(§)] ca ocHOBOM myskuHe T; — ;1
u BucuaoM f(&;), i = 1,...,n. Tana, nospmuHa Tpanesa 7 je IpubIMKHO jeqHAKA,
CyMU MOBpPIIVHA IPABOYyraoHUKa D Tj.

Zpi = Zf(fz’)(xz‘ —zi-1) = o(f, P, €).

Cywmy o(f,P,€) masuBamo umHTerpasHa cyma ¢yHkuuje f Ha uHTEpBaLy [a,b]
KOja oAroBapa moaenau P ca MCTaKHYyTUM Tadrama .

Ila Ou mTo mMpenu3HUje OAPEnUSM MOBPINUHY Tpame3a P moTpebHO je ma uH-
TepBaJ [a,b] paBHOMEPHO U3IENIUMO HA MITO CUTHUjE MOAUHTEPBaJe. Y Ty CBPXY
yBomuMo ciaenehy nmepuaUMIM]y.

Hepunuunmja 9.1. apamemap nodeae P = {x; € [a,b] |i=0,1...,n; a=1x¢ < x; <
Tog < -+ < Tp_1 < T, = b} unmepsaaa [a,b] je peanan 6poj
A(P) = max (x; —x;_1).
i=1,...,n
JacHo je ma cmamemeM mapameTrpa moaese, OMHOCHO Iy:KWHE HajBeher mHTEp-
BaJia, mOOMjaMO CBe CUTHUjYy HOMAeJy Tpame3a ] Ha mpaBoyraonuke. Hac he ma

3aHUMa TPAHWYHU CJAyYaj MHTErpaJiHe CyMe Kaja mapamerap MOoaesie TEKU HYyJIu
Te oryna cieneha mepununuja.

Hepununmnmja 9.2. Kaxcemo oda je

lim o ] P.E)=1
A( El) 0 ( s I )
axKo 8aNCU

(Ve > 0)(39 > 0)(VP,E)N(P) <6 = |o(f,P,E)—I| <e.

Tana, lim o(f,P,&) je Trauna nospmuHa Tpamnesa 7 .
A(P)—0

Hepununuja 9.3. Axo nocmoju (f,P,E) = I, |I|] < co u on He 3a8ucu

lim o
A(P)—0
00 nodeae P Humu 00 ucmaxnymur mavaxa £, weza Ha3usamo oopehenu unmezpan
dynryuje f na unmepsany [a,b]. Tada nuwemo

b
/f(x)dx: lim o(f,P,€&)

A(P)—0
u Kancemo 0a je pynkyuja f unmeepabuana na unmepsany [a,b] y osnauu f € Rla,b).
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IIpumep 9.1. Uszpauynamu urmezpan f cdzx.

Pememe: IlomuaTerpasna ¢yHKOUja y OBOM CIydajy je KOHCTAHTHA (YHKIN]ja
f(z) =c¢, x € [a,b]. Hera je P ={z; € [a,b] | i =0,1...,n; a =29 < 21 < 29 <

- < Xp_1 < xp, = b} momena mHTEpBasNa [a,b] ca ucrakmyTrM Tauykama £ = {§; €
[zi_1, 2] |i=1,...,n}. Tana

n

o(f,P,€) Zf& i—wia) = Y el — i)

i=1
:c(:vl—x0+a:2—x1+--~—|—x — Tp1) = (T — x9) = (b —a).

Oryna,
b

/c d:}:—/\léni> o(f,P,€) = )\(lgrioc(b—a):c(b—a).

IIpumep 9.2. Aupuzaeosa dynryuja xo : [0, 1] = R nuje unmezpadbuana na [0, 1].
Pememe: IIpucerumo ce na je IupuximeoBa ¢yHKIUja maTa ca

|1, zeQ,
X@(‘U)_{o, reR\Q.

Herka je P={z; € [a,b] | i=0,1...,n; 0= <1 <23 < -+ < Tp_1 < T, = 1}
nonena uarepsasa [0, 1] ca ucrakayrum raukama £ = {& € [x;_1, 2] | i =1,...,n}.
Tana

1, £CQ,
o(xq, P, &) = ZXQ& xil):{o’ EC%\@.

Oryna, uHTErpasHaA CyMa, & CaMUM TUM U HEHA DAHUYHA BPEAHOCT, 3aBUCE O
n300pa UCTAKHYTUX TadvaKa Ia 3aK/bydyjeMo na

!
AP 70 P8

HE TOCTOjU. A

9.1 WaTerpadbusaHOCT pyHKIUja

Y 0BOM OJleJbKY aHAJM3UPAMO CBOjCTBA MHTErpaOWIHUX QYHKIVja U oxpebyjeMo
IOBOJbHE yCJIOBe Ha (GyHKIVja Oyme MHTerpaduMIIHA.

Teopema 9.1. Ceakxa unmezpabuana gyrkyuja na unmepeaay [a,b] je ozpanuuena na
[a, b].

Joxka3: Heka je f : [a,b] - R uarerpabuana. IIpermocraBumo na f Huje orpa-
Hndena ono3ro. Heka je P ={z; € [a,b] | i =0,1...,n; a =29 <21 < T3 < -+ <
Tp-1 < T, = b} mpon3BOJbHA mOENA MHTEPBAIA [a,b].

Heka je M > 0 mpowusBosmuo. Ilocroju momuurepsan [zyx_1,xx|, k € {1,...,n}
Ha KojeM ¢yHEnuja f Huje orpanudena (y CympoOTHOM, ako Ou f Guia orpaHudeHa
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HA CBAKOM WHTEDpBady |r;_i,7;|, Ouima Ou orpaHnyeHa M Ha BUXOBOj yHUjU |a,b]).

Heka cy & € [z;_1,2], i € {1,...,n}\ {k} npousBomsHe Tauke u HEKa je
og = Z f@i) (@ — miq).
i#k

360r HeorpanudeHoctu GpyHrnuje f Ha [ry_1,xy|, mocToju & € [xg_1,xk] Tako na je
M — (o))

Axo je E={& i=1,...,n} Tana
o(f,P.€) =3 f(&)(wi — zia)
= Z f(@i) (@i — 2iq) + f(&) (T — Tp1)

M — (o)
>00+ ——— (g, — Tp_1) = M.
T — Tk—1
Ilakme, 3a MPOM3BOJBHY TOAETY P, MOCTOje UCTAKHYTE TAUKe £ Tako ma ce mHTe-
rpaJigHa cyMma o(f, P, 5) MOYK€ YUMHUTU TPOU3BOJHLHO BEJIUKOM IIITO HUje MOTyhe ako

A(l7i>1;ri)oa(f,77,5) IIOCTOj 1. 0

ITocTtoju MeTOmA T3B. HECBOjCTBEHUX MHTErPAJIa KOjOM je MOryhe MHTeTrpaIuTu
HeOI'DaHUYEHe (YHKIMje M O TOMe he OMTU peyn y HACTaBKY.

Teopema 9.2. Csaxa nenpexuona dynxyuja f : [a,b] — R je unmezpadbuana na |a,b).

Hoxra3z: Heka je P = {x; € [a,b] | i = 0,1....,n; a = 19 < 71 < Ty < -+ <
Tpo1 < T, = b} mpomsBobHA HOmeNa WHTEpBaJa [a,b] ca MCTAKHYTHM Tadkama
£ = {& € [Ii_l,l‘i] | 1= ]_,...,TL}.

Kako je f menperunua Ha cBakoM [z;_1,x;], mo BajepmrpacoBoj Teopemu nocroje

moaM e [z, 1, x;] Tako ma je

f@)= min f(z), f(z}')= max f(z)

1‘6[.%1'_1,.%1'] $€[$i_1,$i]

T

3acBet=1,...,n.

Youumo cyme

n n

s(fP) =Y f@) (@i — i), S(LP) = fla) (@ —zia).

i=1 i=1

s(f,P) S(f,P)

5 v fo 1 T3 T3 T4 s

A

\ 4

I'padur 31: Hdapbyose cywme.
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[Tpumernmo (rpadur usnan) na cyma s(f, P) pacre a na S(f,P) onmana rana ce
mapameTrap nonesie P noBoJsbHO cMamyje. Takobe, 3a mpou3BobHY TTOoneay P Baku
na je

s(f,P) < S(f,P).
Hakne, s(f,P) pacre u orpanunuena je omo3ro a S(f,P) omama m orpanuyena je
0n030 kana A(P) — 0 mro 3uaum na

lim s(f,P), lim S(f,P)

A(P)—0 A(P)—0

mocToje.
I je i S(f,P)—s(f,P)) =0.
OK&KMMO I1a je ,\(7%20( (f,P)—s(f,P))
Heka je € > 0 npowusBossHO. 360r Henpekuanoctu ¢pyukuuje f Ha [a,b], mocroju
d > 0 Tako ma 3a cBe T, 23 € [a,b]

(b—a)

|1 — 12| < 6= [f(21) — f(22)] <

Heka je P momesna wmmtepsaia |a,b] Taksa ma je A(P) < §. Tama, |[zM — 2| <
lz; — 21| <& (jep M, 2™ € [x;-1 —x5]) 3a cBe i =1,...,n na je

n

S(f.P)=s(f.P) = (f(=) = f(a]") (@i — xiz1)

< ; ﬁ(% —Ti) = C i 2) Z(% —Ti-1)

(b—a)=c¢.

(b—a)
Haxmne, A(%goS(f’ P) = A(%I)ILOS(f’ P)=1.

Kako 3a mpousBosmHy mpomesny P ca UCTAKHyTUM Taudkama & BasKu
f@r) < f(&) < fzh,
F@) (@i — xim1) < f(&) (w — xim) < f(@)) (@ — im1),

Z f@i) (@ —2i) < Z &) (zi —xi) < Z f@!) (@ — zi9),

s(f,P) <o(f,P,€) <5(f,P)

[0 TEOpPEeMU O YKJbEMTEHnY, A00ujaMo ma je

(f,P,E)=1

lim o
A(P)—0
yuMe je TeopeMa TOKa3aHa. O

Manom MommduKanmjoM TPETXOMHOT MOKa3a MOKe Oa ce NOoKaxke u ciaenehe
TBpbheme

Teopema 9.3. Csakxa monomona dynxyuja f : [a,b] — R je unmezpadbuana na [a,b).
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IIpumep 9.3. Uszpauynamu urmezpan f xdzx.

Pememe: Karo je ¢pymrmuja f(r) = x Hemperuana, oHa je MHTerpabMIIHA MITO
3HAYM 1A TPAHUYHA BPETHOCT (lign o(f,P,E) nocroju. Oryna, Hema morpebe na
A(P)—0

IPEeTXOIHU JUMEC PavuyHaMoO 3a IPOU3BOJbHE Moaesie Beh je MOBOBHO Ha ra m3payvy-
HaMO Kopuctehu onabpany ¢paMuiInjy monena yuju napamMerap TeXU HyJIu. Y OBOM
IprUMepy KOPUCTUNEMO T3B. €KBUIAVWCTAHTHY IMOIEy MHTEPBAJA.

Heka je n € N nmpous3BomHO u Heka je h = b_T“ Heka je
P=A{apy=a+hk|k=0,1,....n}, E={&=a+kh|k=1,...,n}.

Tana, ) —vg—1 = h 3a cBe k=1,...,n na, A(P) = h mro 3naun ga A\(P) — 0 akko
n — oo.

Oryna,

b
/xdx: hm a(fPé’ lim Zf&k (g — x_1)

A(P)—0
2
—JLIEOZCL—Fkhh—rLll_)rgo(ath—i-h ;k)
, b—a b —2ab+a*n(n—1)
= lim | na +
n—o00 n n2 2
2 2 2
:ab—a2+b 2ab+a lim "
2 n—oo M2
b2—a2
T2

b b

Ha canuan Hauus Mory ma ce ompene unrerpamu [ zde, [ a’dx wnrn.
a a

9.2 Ocobune onpebhenor muTErpaIa
W3 nepuuunuje onpebenor uarerpasa je ounrsento cienehe.

Hedpuanunmja 9.4. Hexa je f dama dpynrxyuja. Tada

o [ f()dn—

Cana maBoauMO HEKOJMKO ocobuHa ompebenor maTerpasa.

Teopema 9.4. (Jluneaprocm unmezpana) Axo f,g € Rla,b] mada af + Bg € Ra,b]
3a npoussonne o, 3 € R u saxncu

/b(af(x)—l-ﬁg(:c))dx:a/bf(x)daﬁ—ﬁ/bg z)dx
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Hoxka3: Heka lim o(f,P,€) u lim o(g,P,E) nocroje. Tana
A(P)—0 A(P)—0

A(P)—0

b n
[ (@) )i = tim olas +50.P.8)= i 3 (06) + €)1

=a lim Y f(&) (@i —zi1) + B lim Zg& T — i)
=1

A(P)=0 A(P)—
b b
:a/f(a:)dx—l—ﬁ/g(x)dx

(Il
KRako ce Ha oBOM KypcCy panam WHTerpaluja HENPeKuIHUX (yHKnuja, ciaenehe
TBpbheme HaBOMUMO 0Oe3 moka3sa.

Teopema 9.5. Axo f,g € Rla,b] mada
o f-g€Rla,bl;
e |/l € Rla,0];
o % € Rla,b], npu mom f(x) >0 3a cee x € [a,b];
o f € Rlo,p], 3a npouseonan [a, ] C [a,b].

Teopema 9.6. (Adumusenocm odpehenoz unwmezpana) Hexa je f € Rla,b] u nexa je

€ (a,b). Tada je ) ) )
/f(x)dx:/f(a:)dx—l—/f(x)d:c

Iokas: Kako je f € R|a,b], Ha ocHOBY mperxomue teopeme ciaemu na f € Rla,c] u
f € Rle,b.

Heka je Py ={x; |i=1,...,nja =29 < 21 < ... < &, = ¢} momesa MHTEPBAJIA
la,c] ca mcrakmyTMM Taukama 81 {& €lwis,z] |i=1,...,n} n nera je Py = {y; |
i=1,....mc=1y <y <...<YyY, = b} nomena uarepsasa [c,b] ca ucrakayTuM

raukama & = {n; € [yi—1,yi| | i =1,...,m}.

Tana, P. = P; UP, je momena uarepsaJa [a,b] koja cauap:xu tauky ¢ jep
O<m<...<xp=c=yo<yy<...<yYp=">
a =& UE& je onroBapajyha daMuianja mCTaKHYTUX TaYaKa U BaKU
AP.) =0 AP1) = 0AAP2) — 0.

Kako nmo npernocrasuu (lign o(f,P,E) mocroju, o MOke na ce mudpadyHa u nomohy
A(P)—0
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momesia Koje canpske tauky c. Oryna

b

[1@ar= g ot Pu)= tim (Zf& v m) if(m)(yj—yjl))

A(Pe)—0

= lim Zf& Ti— Tj— 1 + lim Zf T]] yjfl)

A(P1)—0 A(P2)—0

:/f(x)dx+/f(x)dx

JyuMe je TeopeMa TOKa3aHa. O

Teopema 9.7. (Monomonocm odpehenoz unmeepana) Hexa cy f,g € Rla,b] maxee da
je f(x) < g(z) 3a cee x € [a,b]. Tada

/bf(w)dw < /bg(x)dﬂf-

Jora3: Hera je P mpomsBosmHa monena mHTEpBaJa [a,b| ca MCTAKHYyTUM Tadkama,
E. Tanma, 3a cBei=1,...,n

f(&) < g(&),
fE) (i — xima) < g(&) (@i — wim1),
Zf(gl) Ty — Ti—1 SZQ _xifl)a

i=1 =1
o(f,P,E) <oy, P,E),
<
lim o(/.P€) < lim o(g.Pe.£).

A(P)—
/bf(x)dx < /bg(:v)d:v

YyyMe je TeopeMa JOKa3aHa. O

OBne HamoMumEMO 1a, MAKO CMO onpeheHr MHTerpaJs yBeJaud TAaKO na M3pady-
HaMO MOBPIIVHY KPUBOJWHU]CKOT Tpale3a KOoja je MO3UTUBHA, BpeTHOCT oapehenor
nHTerpaJia QyHKOUje Moxe na Oyne u HeraTWBHA WM jeTHAKa HYJIU.

ITocnemuna 9.1. Axo je f € Rla,b] u f(z) > 0 3a cee x € [a,b] mada je

/bf(:v)dx > 0.

Saucra: Axo je f(z) > 0 3a cBe x € [a,b] HA OCHOBY HpeTxoIHE TeOpeEMeE je

b

/f(q;)de/bO dx = 0.

a
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Teopema 9.8. Axo je f € Rla,b] mada

b b
J f(@)de| < [ |f(w)|de;

b
o inf f(z)(b—a)< [ f(z)dx < sup f(z)(b—a).

z€la,b] xz€|a,b]

Joka3: 3a upsu neo, 3HaMO naa je 3a cBe T € [a, b]

—[f(@)| < fz) < f(z)

ma je 300r MOHOTOHOCTHY WHTErpaJja

b

LG / fw)dz < / £(2)lde

\ / Fa)de| < / (@)l

Ilpyro, Kako je cBaka mHTerpabuiHa (yHKIUja orpanudena, nocroje inf f(x)

IITO OOKa3yje ma je

z€[a,b]
u sup f(z) u ronmaunu cy. Tanma kakro je 3a ce x € [a, b]
z€[a,b]
inf f(z) < f(z) < sup f(x)
z€la) velad]
300T MOHOTOHOCTHU MHTErpaja je
b b
/ inf f(z)dr < /f Ydx < / sup f(z)dx
z€[a,b] z€[a,b]
b
inf f(x /dx< flz)dz < sup f()/dx,
z€a,b] z€[a,b]
inf f(z)(b—a) f Ydx < sup f(z)(b—a)
z€[a,b] z€[a,b]
IITO IOKa3yje TBpbheme. O

Ha kpajy HaBoAMMO TEOPUjCKM BPJIO 3HAUAJHY T3B. IPBY TEOPEMY O CPEMHO]
Bpenuoctu. Pa3zior 3a TepMUH IpBa je 3aTO MITO Ce OHA Y UCTOPUjU MATEMATUYIYKAX
HayKa IIpBa IIOjaBUJIA.

Teopema 9.9. (IIpsa meopema o cpedwoj epednocmu,)
o Axo je f € Rla,b] u axo je m = ir[lfb]f(x) a M = sup f(x) mada nocmoju
z€|a,

z€a,b]
w € [m, M| maxo da je



o Axo je f menpexudna na [a,b] mada nocmoju c € |a,b] maxo da je

b

/ f(@)dz = F()(b - a).

a

f(c)

+.a c b
I'pagpur 32: IloBpmumHa Tpamesa je jeqHaka HOBPUIMHYU IIPABOYTAOHUKA.
Hoxa3: 3a npsu neo, younmo ¢yuruujy F : [m,M] — R maty ca F(t) = t(b— a).

Tana, F' je HenupekuaHa U MO MPETXOMHO] TEOPEMU BaKU

F(m)=m(b—a) = inf f(x)(b—a)g/f(x)dxg sup f(x) =M —a)=F(M).

z€(a,b] z€a,b]

Iaxrne,

Fm) < [ f()de < F(M)

Se— .

na, no Boanauno-Kommujesoj reopemu o mehyspenucoru, nocroju i € (m, M) Tako
na je

P = (b =) = [ f(o)de

3a npyru geo, younmo ¢yHrmujy G : [a,b] — R ca G(z) = f(z)(b—a). Kaxro je
f mempermmua Ha |a,b|, mo BajepmrpacoBoj Teopemu nocroje x,,ry € |a,b] Taksu
na je

f(xm) = min f(z), f(za) = max f(z).

z€|a,b| z€[a,b]

Ha ocmoBy mperxonne Teopeme BasKku Oa je

b

min f()(6 - a) < / f(o)ds < max f(2)(6— a)

MITO UMILIUIIPA Oa je
b

Glam) < / F@)dz < Glza).

a
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Kako je G menpexmnmua ¢ysEIUja, HA ocHOBY Bomamano-KomujeBe teopeme o me-
byspemsocTu nocroju ¢ kKoje je uameby x,, u x), 1 Koje npunana uarepsauy (a,b)

TaKO na je
b

a@:f@w—@:/#@Mx

4ynMe je TeopeMa JOKa3aHa. O

9.3 Ibyts-Jlajorunmosa ¢opmysia

Y 0BOM OJ€JbKY HABOAMMO Haj3HAUAjHU]y TEOPEeMYy OBOT IIOTJIaBJha KOja HAM MOTY-
haBa ma cBe MeTome MHTErpamuje HeoapebheHUX MHTerpaJia IPUMEHUMO Ha pady-
Hambe onpebheHux mHTErpaJa.

Teopema 9.10. Axo je [ : [a,b] — R nenpexuona wa [a,b] mada je ¢ : [a,b] — R dama
ca

wwzjf@w

npumumuera gynryuja pynrkyuje f na [a,bl.
Iloka3: [lokasxkumo na je

oy e ple+ Ar) —p(x)
#(w) = A, Az = @)

3060r aguTuBHOCTU OnpeheHOr mHTerpajga BaKU Oa je

r+Ax T r+Ax

oot b) =)= [ e [ foae= [ o

300r HeNPEeKNAHOCTHU QYHKIMje f, HA OCHOBY IPBE TeOPEME O CPEAH0j BPEIHOCTH,
mocToju ¢ Koje je mamebhy x u x + Ax Tako ma je

r+Ax

oz + Ax) — p(z) = / FOdt = F(O)(x + Az — 2) = F(c)Ax.
IIpu Tom ¢ — x kama Az — 0.

Tana, 360or HenpekngaocTH QyHEUUjE f,

Azx) — A
o) = fim, BT < g R < i g10) = 1 Jim,0) = 10

IITO OKa3yje TeopeMy. O

ITocemuna 9.2. Henpexudna Gynkyuja 1a 3ameoperom u 02parHUYeRoM UHMEPBALY
UMA NPUMUMUBHY GYHKUUTY.

95



Teopema 9.11. (Ebymu-Jlajornuyosa gopmynaa) Axo je F : [a,b] — R npumumuena
Pynryuja nenpexuone dynryuje f : [a,b] = R na [a,b] mada je

/f(x)dx = F(b) — F(a).

IToxa3: Kaxko je no mperxonmoj teopemu ¢(z) = [ f(t)dt jenna npumuruBHA (yH-

kiuja Gyrrnuje [ Ha [a,b], mo Teopemu o onpebhuBamy CBUX IPUMUTUBHUX (yHKII]ja
nare ¢pyHruuje, mocroju ¢ € R Tako na je 3a cBe x € [a, b

Fz) = plx) + ¢

rue je ¢ pyHKEOUja U3 nIperxonHe TeopeMe. Tana,

P(b) — F(a) = (o(b) + ¢) — (io(a) +¢) = / F()dt — / "yt = / )t

b
Ipumep 9.4. Uspauynamu unmezpan [ z¥dx, k € Z, k # —1.

Pememe: Kaxo je (f:), = 2% 3a cBe 7 € [a,b], mo HoyTH-JIaj6EUTOBO] GopMyIH
’ k+1 |b k+1 k+1
/xkdx o _ b a
k+1], E+1

9.4 Pauyname onpebenor mHTErpasa

Y 0BOM OmeJ/bKy HABOIUMO HAjOCHOBHUjE METOMAE WHTerpalije onpebheHuX uHTe-
rpaJa.

Teopema 9.12. (Memoda cmene) Hexa je f : [a,b] — R nenpexoona a ¢ : [a, ] — [a,b]
Henpexudro-oudepenyujabusna bujexyuja. Tada

B b
/f(w(t))w’(t)dt:/f(x)dx.

JHoxka3: Henperkumua ¢yuruuja f : [a,b] — R uma Ha [a,b] npumutusHy (yHKIMU]Y
F :[a,b] = R 1j. Basku ma je F'(x) = f(x) 3a cse = € [a,b]. Tanma je mo HoyTn-
JlajormnoBoj Gpopmynn

b

/f(x)dx = F(b) — F(a).

Kako je 3a cBe z € [a, ]



GyHKIT]a F(go(x)) je mpuMuTHUBHA (QYHKUMja (yHKIUje f(gp(x))gp’(x) na je mo Hbyru
-Jlajorumnosoj popmyin

8
/f(@(t))w’(t)dt =F(¢(B)) — F(p(a)) = F(b) — F(a) = /f(ﬂf)dﬁi

ITpu oM, () = a u p([) = b jep je dpyHKRUU]a @ HeNpeKkuaHA U OUjEKTUBHA T4 je
300r TOTa U MOHOTOHA. O

Ipumep 9.5. Uspauynamu [ va? — x?dx, a > 0.
0

Pememe: [IpBo nmpuMmemyjemo Maidy TpaHchOpManUjy IOAWHTETDAJIHOT M3Pa3a:

a a 2
[:/\/aQ—aﬁdx:a/Ul—(g) dx
0 0

T

OBpe yBomumo cmeny £ = sint, dv = acostdt. Karxo Z € [0,1] (jep t € [0,a])
t = arcsin? cmena je mobpo medunmcama m mpecamkasa [0, 7] y mETepsas [0,al.
Tana,

jus
2

5
I =a® / V1 — sin?t costdt = a? / cos? tdt

0 0

2 p p 2
:%(/dt+/cos2tdt) = %.
0 0

Teopema 9.13. Hexa je f : [—a,a] = R unmezpabuana. Tada

e axo je f napna mada ]lf(:c)dx =2 [ f(x)dx;

—a 0
e axo je [ wenapna mada [ f(x)dr =0.

Jloka3: 300r aauTUBHOCTH MHTErpPaJja BaKuU

I:/af(a:)dx:/of(x)der/af(x)d:z:.

3a JeBU MHTErpajl yBOAUMO CMeHy r = —t, dv = —dt u OH mocTaje
0 0 a
/f(a:)da: = —/f(—t)dt = /f(—t)dt.
—a a 0
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Otyna, ako je ¢pyurumja f mapHa mobujamo

a

[:/af(—t)dtJr/af(x)dx:/af(t)dtJr/af(:c)d:v:2/f(x)dx,

0

JIOK, aKo je (QyHKIMja HemapHa J00ujaMo

]:/af(—t)dt+/af(x)dx:—/af(t)dt+/af(:p)dx:0.

O

Teopema 9.14. Axo je f unmezpabuara u nepuoduvwra pynryuja ca nepuodom p mada

7pf(:c)dx:/pf(x)d:c.

Hoxa3: Heka je f(x + p) = f(z) 3a cBe x u3 momena ¢ymrmmje f. Tama, 36or
aIUTUBHOCTU MHTErPaJia

7pf(;1:)d3:: /pf(a:)dx—l— 7pf(x)dx.

AxKo0 3a Opyru mHTErpajJ yBeaeMo CMeHy T — p =t mobujamo

7pf(x)d:c: / F(t)dt.

p

Tamna je, omer 300T aAUTUBHOCTU UHTETPAJa
P a P
I:/f(x)dx+/f(t)dt:/f(x)dx.
a 0 0

Teopema 9.15. (Memooa napyujasre unmezpayuje) Hexa cy u, v : [a,b] — R nenpexudno-
Jufepenyujabuare na |a,b]. Tada je

O

b b

/udv-uv}i—/vdu.

a a

IToka3: Kako cy mo npermocrasuu u,u', v, v’ Henpekunne GpyHrnuje, pyHrumja u'v +
uv' je HemperuaHA Ma je u uHTerpabuina. Kako je

u'v 4w’ = (uv)’
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o Ibyra-JlajornmoBoj ¢popMynu Baku na je

b b

/(u’v + w')dx = /(uv)'d:v = u(b)v(b) — u(a)v(a) = uv‘z

a a

Kako je u/(z)dr = du un v'(z)dx = dv mobujamo

b b
/udv+/vdu:uvz

yuMe je TeopeMa TOKa3aHa. 0O

3
IIpumep 9.6. Uspauynamu uwmezpan [ sin™ zdz, n € NU{0}.
0

Pememe: Baxu na je
3
T
Ioz/dflj':g, 11:
0

u=sin""'z, du= (n—1)sin""?z cos zdr;

ks
sinxdr = —cosx 5 =

o
[VE]

3a n > 2 HEKa je

dv = sinxzdc,v = — cos x.
Tana,
sin” ! x sin zdx

I, =

sin” zdx =

o\

SE

o\
(VB

s
= —sin" 'z cosx‘g +(n—1) [ sin" 2z cos® vdx

o —
vl

=(n—1)

sin"? z(1 — sin® z)dx

o\
(VB

=(n—1)(Ip—2 — Ip,).

Pemasamem nobujene jennauwmne mo [, noujamo peKyp3uBHY (HOPMYITY

L=""1r
Tana, ako je n mapuo tj. n =2k
Ly = 21{:—1]%_2: 2k — 12k —3 et = (21{:—1)(2]{—3)---3-1]0: (2/{—1)!!:
2k 2k 2k —2 2k(2k —2)---4-2 (2K 2
a, ako je n HemapuHo Tj. n = 2k + 1 mobujamo
]%H:i%_l: 2k 2]{;—2%_3:”': 2k(2k —2)---4-2 - (2k)N ‘
2k+1 2k +12k—1 2k+1)(2k—1)---3-1 (2k + D!
A
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9.5 Ilpumena ompebenor maTErpasa

Y OBOM OneJbKy HABOAMMO HEKOJMKO HAJOCHOBHUX NPUMepa IpuMeHe onpebheHor
nHTerpasia. MomupuranujoMm ommcaHUX MeTOoda, MOIY ce nodutm (GopMmyie 3a
onpebrBame MHOIUX (PUBNUKNAX BEeJIUYMHA.

9.5.1 IloBpmmumHa ¢urypa y paBHU

Rako je ompebenn muTerpas yBeneH ca HaMepPOM na Ce M3padyHa MOBPIIMHA KPU-
BOJIMHUjCKOT Tpare3a, Hmbera MOKEMO J1a MCKOPUCTUMO Na M3PaduyHaAMO MOBPIIUHY
¢urypa y paBHU KOje MOy na Oyny nobujeHe Kao yHUja UIU PAa3JIMKa KPUBOJU-
HIjCKUX TpaIe3a.

I'padpur 33: EnemenTapHe nOBpmU y PaBHU.

Ha npumep, nospmuaa ¢urype (mprkasane Ha rpaduky WU3HAL, JEBO)
D={(z,y) la<z<b flz) <y <g()}

rae cy f,g : [a,0] - R maTerpabunne ¢yHkmMje, MOxke na ce m3padyHa moMohy
dopmy e

Takobe, 3ameHoM ysora NpOMEHJBUBUAM T U Y, MOBPIIKHY ¢urype (IpuraszaHe
Ha rpaQuKy M3HAI, ECHO)

D={(z,y)|c<y<d fly) <z <gy)}

pauyHaMo nomohy ¢opmyiie

ITpumep 9.7. HUspauyramu nospwuny eaunce dame je0HaMUHOM 2—2 + Z—z <1.

Pememe: Enunca npukaszaHa Ha rpaUKy HCHOXA je CUMETPUYHA y OTHOCY HAa
KOODJAMHATHE OCe Ta je 3aTO HheHa MOBPIIMHA YeTUpW IyTa Beha o1 moBpuIinHe
HBEHOT Jejla U3 IPBOT KBaApPaHTa
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o]
v

I'padpur 34: Emmnca.

2
D:{(w,y)IOSxSa,Ogygb,u_%}
a

Oryna, mOBpIIMHA €JUTICE je jeTHaKa

a x2
AP(D) = 4/1) 1-— gdx = abm.
0

9.5.2 y:xwmHa jgyka rpa¢ukra QyHKIUje

Heka je f : [a,b] — R uenpermmuo-mupepennujabunna ¢yuruuja. Oapenumo
NYsKUHY JyKa KpUBE
7= {(2. f(@)) | = € [a.8]},
Heka je P ={z; | 1 =0,1,...,nja = 2y < 11 < --- < x, = b} momesa uHTEpBaJIa
[a,b]. Hera cy
A = (Ii7 f(xz))

1 =0,1,...,n Tauke kpuBe 7. [ly;kuHy KpuBe 7y ampoOKCHUMUPAMO IMOMONY Ay:KUHE
usjaoMibeHe jguauje AgAp--- A,.

A Ay

o= a T

A

v
I'padur 35: VM3nommeHa IUHMja allpOKCUMUDPa I'paduk QyHKIHU]je.

[Tpumenom [Muraropune Teopeme, my:xuua my:xu A, 1A; je

Ai 1Ay = \/(f(ﬂfz) — [l — 1))2 + (zi — w4-1)%
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Kako je ¢pyurnmja f HempexunHo-nudepenunjaburna Ha [T, 1, T;], OHA 3aT0BOJbABA,
ycaose Jlarpam:xeBe TeopeMe O Cpenmn0j BPEIHOCTH Na NOCTOJU ¢; € (-1, T;) TAKO
na je

f@i) = f(wia) = f(ei)(xi — 2i)

3acBet=1,...,n.
Tako mobujamo ma je 3a cBe ¢ =1,...,n.
A A = VR (e) (@ — mim1)? + (2 — 221)? = V14 f2(e) (@ — zim1).
Heka je cama &€ = {¢; | i = 1,...,n} dammiamja ucrakHyTHx Tadaka. Tana,

nysKuHA n3aoMmibere gunauje AgA; - -+ A, mocraje
AAL Ay =) ATA =) VT Ra) (@ — i) = o(V/1+ [2,PE).
i=1 i=1

Ilakne, nysKUHA U3JIOMJbEHE JIUHUjE je jennaka marerpaianoj cymu o(1/1+ f2, P, E).
Kako je [’ mo mpermocraBuu Hemperumna, ¢pyHruuja +/1+ f2 je Hemperumgaa Kao
KOMIIO3UIMja HENPEKUAHUX (QYHKIHMja Ia je caMuM TUM 1 uHTerpabunna. Kako ce
cBe QUHUjUM IOZesaMa WHTepBaja [a,b] nobujajy cBe Gosbe ampOKCHMANVje KPUBE
v m3noMibeHOM smHUjoM AgA; - -+ A,, mysxuny nyka kpuse v mobujamo kanga A(P)
resku Hynu. Oryna

b

7= Jim o(VTF IR P.E) = [ VIT

a

9.5.3 3ampeMuHa OOPTHUX TeJa

Heka je f: [a,b] — R unrerpabunua ¢pyuruuja. Onpemumo 3anpemuny tena T Koje
je HacTaJo pOTaIljOM KPUBOJMHU]CKOT Tpale3a

T={(z,y) |a<z<b0<y< fz)}

<
<

I'padur 36: Bammu anpokcumupajy o6pTHO TeJO.

102



oko r—oce. HWneja je ma ymecTo poTalije Tpale3a MU3BPIIUMO POTAIN]y HIpPaBO-
YTaOHMKA KOJU allPOKCUMMPA]jy Tpalle3 U TaKO 3alpeMuHy Teja 1’ alpOKCHMUPaMO
noMolly 3ampeMmHe Basbaka Kao IITO je IPUKA3aHO HA I'PAPUKy W3HALI.

Heka je P ={z; |i=0,1,...,nja =20 < 21 < --- < x, = b} momesna unrepsBana
1,...,n} damMmauja UCTAKHYTUX TadaKa.

[a,0] n mera je & = {§ € [zi1,2] | i
Hexka je V; 3anpeMuna Basbka 00OUjE€HOr POTALM]OM HpaBOyraoHuka P, = [z;_q, x;] X

[0, f(&)] oo ocHOBe kKOja ce Hasa3u Ha r—ocH, i = 1,...,n. Tana
Vi = mfA(&) (i — xia)

3a cBe i = 1,...,n. Oryna, 3anpeMuna Teiaa V je npubIMmKHO jenHaKa CyMU

d Vi=w) L&) i — xin) = 7o(f2,P,E).
=1 =1

dunMjoM TOmENIOM MHTEPBAA [a,b] mobujamo cBe Gosbe ANPOKCUMAI]E 3AlPEeMUHE
tena T a weroBy tauny 3anmpeMuny mnobuamo kana A(P) — 0. Tako mobujamo

A(P)—0

b
V(T) = lim a(f2,77,5):7r/f2(:1:)da:.

[TpuMeTuMo ma, Kako je f uHTerpabunna Ha [a,b], u f? je uaterpabumana ua [a,b]

b
mro 3Haun ma uHrerpan | f(x)dr mocroju.
a

IIpumep 9.8. Mspauyramu sanpemuny chepe nosynpeuHuKa .
A

Piae
L

I'padur 37: Coepa xkao o6GpTHO TETO.

Pememe: Chepa nonynpednuka r Moxke na ce nodUje poTannjoM OKO X—OCe MOy~
Kpyra JaTor y (OpMM KPUBOJWHUCKOr Tpame3a ¢yuruuje f(x) = /r2—a2, = €

[—7,7] Tj. moBpumM
D=A{(z,y)| —r<zx<r0<y<vr:—az?}

Tana, 3anpemMuna oOKUjeHOr OOPTHOT Teja je

T T T 11
7T/f2($)d$ = 7'('/\/7’2 2Pz = 7r/(7“2 — ) dr = gr?’ﬂ.

T
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9.5.4 IloBpmmwmHa OOpTHUX TeJa

Heka je f : [a,b] = R menpekunnno-mudepennujabunna ¢pyuruuja. Onpeaumo mosp-
MUHY TOBPIIM S HACTAJe POTanujoM rpaduka QyHkuuje f Ha mHTEpPBATY [a,b] OKO
r—oce. YMecTo poranuje rpaduka, U3BpIMNeMO pOTaIlUjy WU3JIOMJbEHE JIMHU]jEe
KOja ampokcuMmupa rpa¢uk. JIuHmja ce KOHCTpywWIIe Kao KOA padyyHama MY:KUHE
JIyKa KpUBE.

4

A

I'padur 38: 3apybibeHe Kyle anpoOKCUMUPA]jy MOBPIIMHY OOPTHOT Teja.

Heka je P ={z; |i=0,1,...,nja =29 < 21 < --- < x, = b} momena uHTEpBaIa

[a,b] m HEKA Cy
A = (Iza f(xz))

¢t = 1,...,n Tauke Ha rpaduky. OapearMMO TOBPUIMHY MOBPIIN HACTAJE POTAIM-
jom mzmomibene suauje AgA;---A,. Poramumjom nyxwm A; 1A; mobuja ce omorau
3apybibene Kyle moBpmmHe S; unja Ccy ocHoBuie moxyunpevnura f(z; 1) u f(x;) a
M3BOMHUIA je jemHaka myskuau ny:xu A; 1 A;. Kon pauynama ny:kuHe 1yka rpaduka
¢yHEDUje cMO, IpuMeHOM JlarpamxeBe TeopeMe, TOKA3aJIl Oa je

zlA \/1+f,2 _le

roe je ¢ € (xi_1,x;), i = 1,...,n. Kako je moBpmmua oMoraua 3apyOJ/beHe KyIe
jemnaka m(r1+7r2)S TOe Cy 71 U 'y OCHOBHULE & § je Ly:KUHA U3BOIHUIE KyIe, 1001jamMo

Si=m(f(xi1) + f(@) V1 + f2(ci) (i — xi1)

3a cBe ¢ = 1,...,n. [loBpmuHa MOBpIIM HacTaJe POTAIMjOM Ieje U3JIOMJIbEeHE JIMH-
I/Ije A()Al cee An je
n n

8= Y (Flaet) + F) T+ PR @ — i)

a mospmmHa noBpimu S ce nobuja kaxa A(P) — 0 Tj.

n

P(S) = T (f(@iza) + fl)) V1 + f2(e) (@i — zim).
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WMN3pa3 ca mecHe cTpaHe HUje TPAHUYHA BPEIHOCT MHTErpaJIHE CyMe jep y O]
¢urypumy BpenHocTH (GYHKIUje y TpU Tadke x,_1, T; U ¢;. Mebyrum, ako je
¢, TpoOM3BOJLHA TadyKa WHTEpBaJa |[T; 1,%;], Kako |r; — x;_1| — 0 rama A\(P) — 0,
3akpyUyjeMo na x;_; — &, v; — & n ¢ — & rana A(P) — 0. Oryma, y mocuensoj
CyMU, TaUKe T;, T; 1 U ¢; MOKEMO M1a 3aMEHUMO ca & U TaKOo Jo0OMjaMo MHTErpaHy
cyMmy

n

P(S) =r lim (f(fi) + f(fi)) V14 f2(6) (0 — xi21)

A(P)—0 1
—2m lim > J(E)VIT F2E) (i i)
=1

:27?/\(17i)r)n00(f\/1 + f2,P.€)

:27T/f(x)\/l+f’2(x)dx.

b
Unrerpan [ f(z)y/1+ f?(x)dz mocroju jep cy ¢pynrnumje f u f' Hempermmne ma je
caMuM TUM Hempekugaa u kommnosunuja f(x)y/1+ f?(x).
IIpumep 9.9. Uspauynamu nospwuny cdepe noaynpewrnura r.

Pememe: C¢epa monynpedHura 7 MOXKE Oa ce IOOUje POTALMjOM OKO I—OCe
rpaduka ¢pyurmuje f(z) = /r? — x? wa nnarepsany [—r,r]. Tana, mena moBpmmHa,
je jemHaka

,
27 7’2—:162\/1—1— r2 — 2 /2d$:27r/ r2 —p2———dx = 40’7,
/ (r# = %) e =

9.6 HecBojcTBeHU MHTETpaJIU

[Toctoju moryhHOCT pauyyHama WHTerpaJsa y cuUTyaundjaMa Kana (yHKIUja HUje
OrpaHMYeHa WU HUje HEUPEKUIHA Y HEKO] Ol TPAHMIla WHTEPBaJa WHTErPaluje
IV KaJa WHTEePBaJ MHTErpaluje Huje KOHAYaH.

Hepunannmja 9.5. Hexa je pynruyuja [ : (a,b] = R nenpexuona na (a,b] u uma npexud
y mauku a. Tada ce uwmezpan
b
/f(x)dx

OBaj Tun mHTErpajga ce paau TOMONy IpaHUYHE BPEIHOCTU

Ha3usa H€CS’0jCTfL86HU.

b b

/f(x)dx = lim f(z)dz.

n—o0

a 1
a+n
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Ca mecue ctpase ce mobuja HU3 WHTErpaja KOju HUCY HECBOjCTBEHU U AKO OH
KOHBEPTrUpa KaKeMO [1a JaTW HECBOjCTBEHU MHTETrPaJ KOHBEPTUPA.

dz

T’

IIpumep 9.10. Hcnumamu xoneepzenuujy uxwmezpana

o .

. ; 1
Pemreme: ®ymrnuja f(r) = - wMa OIpekun Apyre BpCTe y HYJIX 3aTO JATU HHTET DA
pauyHaMmo Ha cjaemaehm HaAUYUH:

1 1
d—x:lim d—x:lim (lnl—lnl):hm Inn = co.

x n—00 x n—0o00 n n—00

3=

Ilakne, matu UHTErpaJ He KOHBEPrUPA. A

Hepunnnmja 9.6. Hexa je f : [a,00) — R nenpexuona gynxyuja. Unmezpan

CE Ha3usa Heceojcme EHU

OBakaB Tul mHTErpaJa ce paau Ha ciemnenu HauuH:

n

/ f(x)dx = lim | f(z)dx.

n—oo
a

WNurerpanu ca mnecHe crpaHe ce paje Ha WHTepBaauMa [a,n] (IpermocraBiba ce na
je n > a) n HUCY HeCcBOjCcTBeHU. AKO NOOUjeHM HU3 MHTErPaja KOHBEPIUpa KarKeMO
Jla HECBOjCTBEHU MHTErpPaJl KOHBEPTUPA.

[e.e]

IIpumep 9.11. Hcnumamu xoneepzenuujy Heceojcmeeroz uHmezpana fe_rdx.
0

Pememe: OBne popmupamo ciemehn HU3 MHTErpaJa

oo n
_ : _ : _ 1
e dr = lim [ e “dr=—lim(e™"™ —€’)=1— lim — = 1.
n—o00 n—o00 n—oo en
0 0
Ilakie, naTyu MHTErPaJ KOHBEPIUPA. A

Ha kpajy oBor kypca, HaBOAMMO METOLY 3a MPOBEPY KOHBEpPTreHIUje OpOjHUX
penoBa nomohy HecBojcTBeHUX mHTerpasa. Meton je mo3Hat kao KomujeB unTe-
TPAJIHU KPUTEPUjYM U MOKE & Ce PEKOHCTPYWUIINE M3 peliewma ciaeneher mpumepa.

IIpumep 9.12. Jlokazamu da ped > nip xonsepzupa 3a p > 1 a dusepzupa 3a p €

(—o0, 1]. "~
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. : : 1
Pememe: Jacuo je ma 3a p < 0 maTu pen amBeprupa jep My ONIITH YJIaH - HE

TEXRU HYJIN.
o0
Axo je p € (0,1], cymy pema Y. - MOKeMO TEOMETPUjCKM Ja TPEACTABUMO Kao
je p € (0,1}, cymy pex < PUjCKU Ha TIpen
n=1
IOBPUIVHY IPABOYTAOHUKA KOjU CAIAP:KE KPUBOJIMHIjCKM TPAIE3

TZ{@wﬂlﬁxSwﬁSyéi}

np
KaO IIITO je IIPpUKa3aHO Ha CJIINIOU MCIIO.

A

I'papur 39: Cywma pema mpencraB/beHa Kao MOBPIIMHA KOja CAAPKU KPUBOJIUHU-
JCKM Tpares.

Tana - .
=1 dx . dx R |
E — > — = lim — = lim ——— = o0.
. np xP
n— 1

n—00 xP n—oo | — P
1

Iakme, cyma pema je Beha onm 6eCKOHAYHOCTM Ia W caMa MOpa na Oyne jemHaka
OECKOHAYHO IITO 3HAYM 14 Pel AUBEPrupa.

A

I y:x—p

o
\ 4

A

I'padpur 40: Cyma pema mpencraB/heHa Kao MOBPIIMHA capKaHa Yy KPUBOJIUHU-
JCKOM Tparesy.
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o0
Ako je p > 1, cymy pema ). n—lp MOYKEMO TE€OMETPHUJCKU Ma IIPENCTABUMO Kao
n=2
MOBPIIMHY MPaBOYTAOHUKA CY CAAP:KAHU Y KPUBOJWHU]CKOM TpaIles3y

npkP

TZ{(x,y)HSxﬁoo,OSySi}

Kao IITO je IPWKA3aHO Ha I'paduKy M3HAI.

Tana

=1 Td rd I-» _ —1
Z—</—x lim —x:limn = > 0.
1

np T n—oo | P  nooo 1 — 1—
n=2 D p

Ilakmne, cyma pena ca MO3UTUBHUM YWIAHOBUMA j€ Mama O KOHAUHOT PeaJHOT Opoja
ma U camMa Mopa na Oymne KOHadYHa OJHOCHO JaTU pela KOHBeprupa. A

O [] VA [NV /A MAUIgHL)(T 1
WVl) CHf CHm \/Vzﬂfzv

MAVAIR THRTE)
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