Uvod u nauku o podacima | Branko Arsi¢

1. Metode skupljanja (Shrinkage Methods)

Metode izbora podskupa koje smo opisali na proslom predavanju ukljucuju upotrebu metode
najmanjih kvadrata kako bi se kreirao linearni model koji sadrzi podskup prediktora. Kao
alternativu, mozemo kreirati model koji sadrzi svih p prediktora koristeéi tehniku koja ogranicava
ili regulise procene koeficijenata, ili ekvivalentno tome, koja smanjuje (eng. shrink) procene
koeficijenta na nulu.

U ovom trenutku deluje nejasno, jer nije ocigledno, zasto bi takvo ogranicenje trebalo da
poboljsa prilagodavanje modela podacima, ali se ispostavilo da skupljanje procena koeficijenta
moze da znacajno smanji varijansu modela. Dve najpoznatije tehnike za skupljanje koeficijenata
regresije ka nuli su grebena regresija (eng. ridge regression) i laso (eng. lasso).

1.1 Grebena regresija

Za klasic¢ni linearnu regresiju sa kojom smo se upoznali ranije vazi:

n p
RSS = ;(}’i —Bo — ;ﬁjxij)z

Grebena regresija je vrlo sliéna metodi najmanjih kvadrata, osim Sto se koeficijenti procenjuju
minimiziranjem malo drugacije veli€ine.
T . AR . . .. A . se o .
Procene koeficijenta grebene regresije ™ su vrednosti koje minimiziraju sledeci izraz:

n 14 p 14
D Gi=fo— ) Bt A ) BE =RSS+2) f?
i=1 Jj=1 j=1 j=1

gde je 4 dodatni parameter koji treba odrediti posebno. Kao i kod metode najmanjih kvadrata,
grebena regresija trazi procene koeficijenata koje dobro odgovaraju podacima, ¢ineci RSS malim.
Medutim, drugi izraz, 125;1,8]-2, koji se naziva kazna skupljanja (eng. shrinkage penalty), ima
malu vrednost kada su 8y, B, ..., By blizu nule, pa to izaziva efekat skupljanja f; prema nuli.

Parametar podesavanja (eng. tuning parameter) A sluzi za kontrolu relativnog uticaja ova dva
¢lana na procenu koeficijenata regresije. Sta vazi kada je njegova vrednost 0, a $ta kada je
vrednost velika?
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Za razliku od metode najmanjih kvadrata, koji generiSu samo jedan skup procena

koeficijenata, grebena regresija ée proizvesti drugaciji skup koeficijenata procene, ,[?f, za svaku

vrednost A.

BITNO: (3, nije deo drugog sabirka, jer ne Zelimo da skupimo intercept vrednost.

Primer: Credit dataset
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Slika 1. Prikazani su standardizovani koeficijenti grebene regresije za skup podataka o kreditima,
u funkcijiod 4 i ||,[§f||2/||,[§||2 (shrinkage factor).

scale equivariant

|81, je I, norma koja se racuna kao ||B]l, = ’25-;1 ]-2. [, norma meri udaljenost 8 od nule.

Standardne procene koeficijenta metode najmanjih kvadrata koje smo razmatrali do sada su
ekvivarijantne na skali (eng. scale equivariant): mnoZenje X; sa konstantom ¢ dovodi do skaliranja
procena koeficijenta najmanjih kvadrata sa faktorom 1/c. Drugim recima, bez obzira na to kako
je j-ti prediktor skaliran, Xj,[?j ¢e ostati isti. Suprotno tome, procene koeficijenta grebene regresije
mogu se bitno promeniti mnoZenjem datog prediktora konstantom. Zbog toga je najbolje
primeniti regresiju grebena nakon standardizacija prediktora, koristec¢i formulu:

€Tij =

:E'Lj
7
\/% > i (@ij — T;)?
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tako da su prediktori na istoj skali. Na slici 1, osa i prikazuje standardizovane procene koeficijenta
grebene regresije - to jest, procene koeficijenata koje su rezultat izvrSavanja grebene regresije
pomocu standardizovanih prediktora

Zasto je ovaj pristup bolji od metode najmanijih kvadrata?

Prednost grebenske regresije u odnosu na metodu najmanjih kvadrata zasnovana je na
kompromisu pristrasnosti i varijanse (eng. bias-variance trade-off).

Neka su simulirani podaci za koje je p =45 i n = 50.

Kako se A povecava, fleksibilnost grebenske regresije opada, Sto dovodi do smanjenja
varijanse, ali i povecane pristrasnosti.

50
50

40
L
40

Mean Squared Error
20 30

Mean Squared Error

10
|

1e-01 1e+01 1e+03 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A 188 12/1131l2

Slika 2. Kvadrirani bias (crna boja), varijansa (zelena boja), i test MSE (ljubicasta) za predikciju
grebene regresije na simuliranim podacima, kao funkcija od A. Isprekidana horizontalna linija
predstavlja najmanju mogucu MSE.

Podsetnik:

E(yo - f(xo))" = Var (f(x0)) + [Bias(f (xo))]? + Var(e),

Grebenska regresija takode ima znacajne racunske prednosti u odnosu na najbolji odabir
podskupa, koji zahteva pretragu kroz 2P modela. Cak i za umerene vrednosti p, takva pretraga
moze biti racunski neizvodljiva. Suprotno tome, za bilo koju fiksnu vrednost 4, grebena regresija
fituje samo jedan model.
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1.2 Lasso

Grebena regresija ima jedan ocigledan nedostatak. Za razliku od pristupa izbora najboljeg
podskupa, izbor sa korakom unapred i korakom unazad, koji ée generalno odabrati modele koji
ukljucuju samo podskup promenljivih, grebena regresija ¢e u konaéni model ukljuciti svih
p prediktora.

Laso je relativno nedavna alternativa grebenoj regresiji koja prevazilazi ovaj nedostatak.

n p p p
Z(yi —Bo — Zﬁ,-xi,-)z + AZ|5,-| = RSS + AZ|/3]-|
i=1 Jj=1 j=1 j=1

Statistickim jezikom, laso koristi kaznu [; umesto kazne [,. Norma [; vektora koeficijenta
dataje sa [IBll, = X|B;]-

Kao i kod grebene regresije, i laso smanjuje procene koeficijenta ka nuli. Medutim, u slucaju
lasa, kazna [; ima za posledicu ,prisiljavanja“ nekih procena koeficijenata da budu ta¢no jednake
nuli kada je parametar podesSavanja A dovoljno velik. Slicno kao i izbor najboljeg podskupa, i laso
vrsiizbor prediktora, pa je samim tim i interpretacija modela laksa.
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Slika 3. Standardizovani laso koeficijenti na skupu podataka Credit.
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1.3 Poredenje dva pristupa

Jasno je da laso ima veliku prednost nad grebenom regresijom, jer proizvodi jednostavnije i
razumljivije modele koji uklju¢uju samo podskup prediktora. Medutim, koja metoda dovodi do
bolje ta¢nosti predvidanja? Ni grebenska regresija ni laso neée univerzalno dominirati jedno nad

drugim.
Generalno, moglo bi se oéekivati da ¢e laso imati bolji u¢inak u okruzenju u kojem relativno

mali broj prediktora ima znacajne koeficijente, a preostali prediktori imaju koeficijente koji su
vrlo mali ili jednaki nuli. Grebena regresija ée bolje raditi kada je output funkcija mnogih
prediktora, svi sa koeficijentima priblizno jednake veli¢ine.

Medutim, broj prediktora koji je povezan sa odgovorom nikada nije poznat a priori za stvarne
skupove podataka.

Kao i kod grebene regresije, kada procene metode najmanjih kvadrata imaju prekomerno
veliku varijansu, laso resSenje moZe da dovede do smanjenja varijanse na racun malog povecanja
bias-a, i shodno tome moZe da generise tacnija predvidanja. Za razliku od grebene regresije, laso
vrsi selekciju prediktora i otuda rezultira modelima koji su laksi za tumacenje.

1.4 |zbor parametra podeSavanja

Unakrsna validacija pruza jednostavan nacin za reSavanje ovog problema. Biramo mreZu
vrednosti A i izraunavamo gresku unakrsne provere za svaku vrednost A. Zatim biramo vrednost
parametra podesavanja za koju je greska unakrsne provere najmanja.
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Slika 4. Levo: Greske unakrsne validacije koje su rezultat primene grebena regresije na kreditni
skup podataka sa razli¢itom vredno$¢u A. Desno: Procena koeficijenta u funkciji od A. Vertikalna
isprekidana linije ozna¢ava vrednost A izabranog unakrsnom validacijom.
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Slika 5. Levo: 10-fold unakrsna validacija. Desno: Odgovarajuci laso koeficijenti.

2. Smanjenje dimenzija (Dimensionality reduction)

Metode o kojima smo do sada diskutovali su kontrolisale varijansu na dva razlic¢ita nacina, bilo
koris¢enjem podskupova izvornih promenljivih (feature selection), bilo smanjivanjem njihovih
koeficijenata prema nuli (shrinkage methods).

Sada istrazujemo klasu pristupa koji transformisu prediktore, a zatim fituju model najmanjih
kvadrata koristec¢i tako transformisane promenljive. Ove tehnike se nazvaju metodama
smanjenja dimenzija.

Neka Z4,Z,, ..., Zy, predstavljaju M < p linearne kombinacije nasih originalnih p prediktora.

p
Zn= ) b,
j=1
za neke konstante ¢y, Gom, -, Ppm, 8dejem = 1,2, ..., M. Sada linearna regresija ima sledeci

oblik:
M
yi = 0o + Z Omzim +6, 1=1,...,n

m=1

Ako se konstante ¢y, Pam, .-, Ppm biraju na odgovarajuci nacin takvi pristupi smanjenja
dimenzija ¢esto mogu nadmasiti regresiju zasnovanu na metodi najmanjih kvadrata.

Pojam smanjenje dimenzija dolazi iz Cinjenice da ovaj pristup smanjuje problem procene p +
1 koeficijenta By, f1, ... Bp do jednostavnijeg problema procene M + 1 koeficijenta 6, 64, ... Oy,
gdejeM <p.
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M M p p M p
E Omzim = E O E Cf)jmfl?ij = E E 9m¢jm$ij = E 5jil?ij
m=1 m=1 j=1 7j=1

j=1m=1

gde je
M
Bi=> Onbjm-
m=1
Smanjenje dimenzija sluZi za ograniCavanje procenjenih f; koeficijenata, jer sada oni moraju
da imaju navedeni oblik. Ovo ogranicenje u obliku koeficijenata ima potencijal da pristrasno (bias)

proceni koeficijente. Medutim, u situacijama kada je p veliko u odnosu na n, odabirom vrednosti
M < p moZe se znacajno smanijiti varijansa dobijenih koeficijenata.

2.1 Analiza glavnih komponenti (Principal Components Analysis)

Analiza glavnih komponenata (PCA) je popularan pristup za dobijanje manje-dimenzionalnog
skupa prediktora iz velikog skupa promenljivih.

Prvi glavni pravac komponenti podataka je onaj u kojem se observacije najvise razlikuju. Linija

koja je najbliza podacima!
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Slika 6. Velicina populacije (pop) i potrosnja oglasavanja (ad) za 100 razlicitih gradovi su prikazani

kao ljubicaste tacke. Zelena puna linija oznagava prvu glavnu komponentu, a plava isprekidana
linija drugu glavnu komponentu.
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Prva glavna komponenta prikazana je graficki na slici 6, ali kako se ona moZe matematicki
prikazati? Prva glavna komponenta je data formulom:

Z; = 0.839 x (pop — pop) + 0.544 x (ad — ad).

Ideja je da se od svake moguce linearne kombinacije pop i ad takvih da je ¢?, + ¢%, = 1, dobije
konkretna linearna kombinacija koja daje najvecu varijansu.

Var(¢11 x (pop — Pop) + ¢21 x (ad — ad))

Neophodno je razmotriti samo linearne kombinacije oblika ¢% + ¢3, = 1, jer bismo u
suprotnom mogli da poveéavamo ¢;; i ¢,; proizvoljno i tako bismo mogli da ,naduvamo”
varijansu.

Do sada smo se koncentrisali na prvu glavhu komponentu. Generalno, moze se konstruisati
do p razli¢itih glavnih komponenti. Druga glavna komponenta Z, je linearna kombinacija
promenljivih koja nije u korelaciji sa Z; i ima najvecu varijansu koja podleze ovom ogranicenju.
Pokazuje se da je nulti uslov korelacije Z; sa Z, ekvivalentan uslovu da pravac mora biti
ortogonalan na prvi smer glavne komponente.

Ako bismo imali druge prediktore, kao Sto su starost stanovnistva, nivo dohotka, obrazovanje
itd., onda bi se mogle konstruisati dodatne komponente. Oni bi sukcesivno uvecavali varijansu,
prema ogranicenju da budu nekorelisani sa prethodnim komponentama.

2.2 Principal Component Regression (PCR)

Kljuéna ideja je da je ¢esto mali broj glavnih komponenti dovoljan da objasni vecinu
varijabilnosti u podacima, kao i odnos sa outputom. Drugim recima, pretpostavljamo da pravci u
kojima X1, X5, ..., X, pokazuju najviSe varijacija su pravci koji su povezanisa Y (*).

Ako vaZi pretpostavka (*) u osnovi PCR-a, prilagodavanje modela na Z;, Z,, ..., Z; ¢e dovesti
do boljih rezultata od prilagodavanja modela na X3, X, ..., X, jer je vecina ili sve informacije u
podacima koje se odnose na output ve¢ sadrzane u Z;,Z,, ...,Zy, @ procenom samo M < p
koeficijenata mozemo ublaziti overfitting.
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| PRIMER: grebena regresija i PCR
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Slika 7. PCR, grebena regresija i laso primenjeni su na simulirani skup podataka u kojem prvih pet
glavnih komponenti X sadrZi sve informacije o odgovoru Y. Na svakom panelu, ireducibilna
greska je Var(e) prikazana kao vodoravna isprekidana linija. Levo: Rezultati za PCR.

Desno: Rezultati za laso (solid) i grebena regresiju (tackasto). X-osa prikazuje faktor skupljanja
koeficijenata.

PCR nije feature selection metod! To je zato Sto je svaka od M glavnih komponenti korisé¢enih u
regresiji linearna kombinacija svih p originalnih karakteristika.

U PCR-u, broj glavnih komponenata, M, obi¢no se bira unakrsnom validacijom.
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Slika 8. Levo: PCR standardizovane procene koeficijenta na kreditnim podacima u zavisnosti od
vrednosti M. Desno: MSE vrednost za 10-fold unakrsna validaciju dobijenu primenom PCR-a, u
funkciji od M.

Prilikom izvodenja PCR-a, generalno se preporucuje standardizacija svih prediktora pre
generisanja glavnih komponenti. Ova standardizacija osigurava da su sve promenljive na istoj

skali.

Partial Least Square (PLS) — DOMACI!
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