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Slika 14.4: Tlustracija meSavine normalnih raspodela. Na slici (a) prikazane su
konture tri normalne raspodele sa pridruzenim verovatno¢ama da tacka pripada
klasteru (brojevima 0.5, 0.3 1 0.2). Na slici (b) prikazane su konture mesavine,
a na slici (c¢) njen grafik.

14.2 Mesavina normalnih raspodela i EM algoritam

Mesavina normalnih raspodela (eng. mizture of Gaussians) predstavlja nesto
sofisticiraniji model klasterovanja od modela k sredina, ali je zanimljivo prime-
titi da postoji i veza, koja ¢e biti objasnjena na kraju. Osnovna pretpostavka je
da se podaci mogu podeliti u odredeni broj relativho kompaktnih globularnih
klastera ¢iji se oblik moZze dobro opisati normalnim raspodelama sa razli¢itim
prosecima i matricama kovarijacije. Proseci, jasno, definiSu pozicije klastera u
prostoru, dok matrice kovarijacije opisuju njihov oblik i orijentaciju u prostoru.
Povrsi jednake gustine u okviru jednog klastera u tom sluc¢aju predstavljaju
elipsoide. U ovom modelu, raspodela je malo sloZenija nego u dosadasnjim,
ali ima prirodnu dekompoziciju na jednostavnije raspodele. Zamislimo kako se
moze dobiti nasumi¢no generisana tacka iz ovakve raspodele. Prvo se moze na-
sumice izabrati klaster, a potom se iz tog klastera moze izabrati tacka u skladu
sa normalnom raspodelom koja mu odgovara. Ukoliko je C' broj klastera i za
brojeve p1,...,pc vazi p; > 01 Ziczlpi = 1, onda (p1,...,pc) predstavlja
multinomijalnu raspodelu nad klasterima. Gustina raspodele nad instancama
se moze zapisati kao:

C
p(x) = > pilN(w; s, 5i)
i=1

gde je N gustina normalne raspodele sa vise promenljivih
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Ovo je ilustrovano slikom 14.4.
Primetimo da ovaj model prestavlja generativni model i mogao bi se koristiti
u razli¢ite svrhe, pa i u svrhe klasifikacije. Posto svakoj klasi moze odgovarati
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Slika 14.5: Ilustracija podataka iz meSavine normalnih raspodela. Na slici (a)
prikazani su podaci kao uzorci iz raspodele p(z, z) = p(z|z)p(z), zbog Cega se
na slici vidi i njihova boja, koja se dobija na osnovu multinomijalne raspodele i
porzicija, koja se dobija na osnovu normalne raspodele. Na slici (b), prikazana je
informacija koja se moze dobiti na osnovu marginalne raspodele p(x) i otud nije
poznata informacija o promenljivim z, odnosno o bojama. Na slici (¢) tacke
su obojene meSavinom boja klastera, pri ¢emu je svaka od boja zastupljena
proporcionalno verovatnoéi da tacka pripada tom klasteru.

jedan klaster, uslovna raspodela p(z|z = ¢) je definisana kao dogovarajuca
normalna raspodela, a ona se moZe koristiti za klasifikacju, jer Bajesova teorema
omogucava da se na osnovu nje izratuna p(y|z). Ipak, time se neéemo baviti.
U kontekstu klasterovanja, neka promenljiva z uzima vrednosti od 1 do C' u
skladu sa multinomijalnom raspodelom (py,...,pc). Verovatnoca da instanca
pripada klasteru k je

pu(alz =k)pu(z=k) _  pul(alz = k)pu(z = k)
Pu (@) Sy Pul@lz = k)pu(z = k)

gde je w vektor parametara koji objedinjuje sve parametre iz svih vektora puy
i matrica Xy, kao i (p1,...,pc). Hustracija podataka kao uzoraka iz mesavine
raspodela, data je na slici 14.5

Primetimo da, iako se koriste u modelu, vrednosti promenljive z za razli¢ite
instance nisu poznate u vreme obucCavanja. Primetimo takode, da bi problem
bio vrlo jednostavan ukoliko bi bile. Kada su poznate vrednosti z; za svaku od
instanci, parametri uy i 2 normalne raspodele klastera k se ocenjuju standard-
nim empirijskim ocenama — prosekom instanci za koje vazi z; = k matricom
kovarijacija izmedu svih atributa izra¢unatom na osnovu tih instanci. U ova-
kvim situacijama, kada se moze pretpostaviti da postoje takozvane latentne,
odnosno skrivene promenljive z koje nisu opaZene i kada je ocena parametara
raspodele p,,(z) teska, a ocena parametara raspodele p,,(x,z) laka (kada su
dati empirijski podaci i za z i za z), pribegava se algoritmu maksimizacije
ocekivanja (eng. expectation mazimization) iliti, skraceno — EM algoritmu.

EM algoritam éemo prikazati prvo u op$tem obliku, pa éemo ga precizirati

puw(z = klz) =



za model meSavine normalnih raspodela. Za logaritam funkcije verodostojnosti
parametara vazi:

ﬁ( ) logﬁ ZlOng z ZIOg/pw 1'17 )d

ili u diskretnom slu¢aju

Y(w) = log L(w Zlogpw ;) Zlog pr zik
=1

Ovaj problem nije lak za reSavanje, poSto logaritam ne moZe da prode kroz
sumu. ReSenje se sastoji u posmatranju funkcije verodostojnosti u odnosu na
zajednic¢ku raspodelu promenljivih = i z. Imajuéi u vidu da svakoj instanci
pored vrednosti opazenih promenljivih x odgovaraju i vrednosti latentnih pro-
menljivih z, ovo je potpuno legitimno, ali kako vrednosti z nisu poznate, takva
funkcija verodostojnosti se ne moze izracunati, veé¢ predstavlja slu¢ajnu pro-
menljivu. lako se ona ne moze izrac¢unati, moze se izrac¢unati njeno oc¢ekivanje
u odnosu na promenljive z, tako da optimizacija moze biti vrSena po njemu.
Konkretno, logaritam funkcije veodostojnosti koja uzima u obzir i promenljive
z je

N
= Zlogpw($i> zi)
i=1

Neka je (Q pomocna funkcija

Q™) = Bl ™) = [ tw)pus (2)d:

Nova vrednost parametara w se dobija maksimizacijom funkcije Q). Konkretno

w' = arg max Q(w, w' 1)
w

Ovako definisan algoritam se moZe podeliti u dva koraka. U prvom se
ocenjuje funkcija Q). Ovaj korak se naziva E, poSto se u tom postupku zapravo
vrsi ocena o¢ekivanja. U drugom koraku se vrsi maksimizacija, pa se zato
naziva korak M. Ovaj algoritam ima jedno zanimljivo svojstvo, a to je da se
vrednost funkcije @@ nikad ne smanjuje, Sto moZe biti korisno pri debagovanju
njegove implementacije.

U slucaju problema klasterovanja pomoéu mesavine normalnih raspodela,



funkcija @ ima slede¢i oblik:
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Korak E se sastoji od izracunavanja veli¢ine p,:—1(z; = k|x;) na sledeéi
nadin:
_ _ N LS
Puwi-1(2 = klzi) = C t—1 yt—1
Zj:l ij($§ Ko 2_]’ )
Kako su sve vrednosti koje izraz uklju¢uje definisane u prethodnom koraku,
ovaj izraz je lako izraCunati.
Korak M se sastoji od maksimizacije funkcije () po w, odnosno po veli¢inama
Dk, i 1 L. Moze se izvesti sledeée resenje:
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Primetimo da su izvedene formule intuitivnhe. Naime, p; je prakti¢no udeo
instanci koje su pridruzene klasteru ¢, s tom ogradom da sad svaka instanca
pripada svakom klasteru, ali sa tezinom p,:-1(2z; = k|z;). Prosek ovih teZina
za klaster k je ocena pg. Slitno, prosek klastera k je prosek svih instanci, ali
otezanih u skladu sa udelom sa kojim pripadaju tom klasteru. Interpretacija
formule za kovarijansu je potpuno analogna. IzvrSavanje ovog algoritma u vise
iteracija ilustrovano je na slici 14.6.

Primetimo da se algoritam k sredina moZe posmatrati kao jednostavnija

verzija klasterovanja pomoc¢u meSavine normalnih raspodela koja se karakterise
slede¢im pretpostavkama:
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Slika 14.6: IzvrSavanje EM algoritma za meSavinu normalnih raspodela u 20

koraka.

e ¥, = o?] za svako k,
e pp, =1/C za svako k i

o p(z; = k|z;) je 1 ako je medu svim prosecima p; instanci z; najblizi bas
Ui, & 0 u suprotnom

Ocito, klasterovanje zasnovano na meSavini normalnih raspodela je znacajno
izrazajnije — moze prirodno modelovati ne samo loptaste klastere, ve¢ i kla-
stere u obliku elipsoida razli¢itih orijentacija u prostoru. Pritom njihov oblik
se moze ustanoviti na osnovu matrice kovarijanse, $to znac¢i da ovaj model
omogucdava i interpretaciju. Takode, dodele instanci klasterima nisu tvrde, veé
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mogu izraZavati i pouzdanost da instanca pripada nekom klasteru.
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