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IIpunpema 3a yac peaausoBan nomohy Wolfram Mathematica-e

Tok yaca
YBoaum 1eo yaca (10 munyra)

Yac mnoummeMo KpaTkum mojcehameM Ha TO mTa Cy KOMIUICKCHH OpOjeBH,
MMarmHapHa jeIMHUIIA U MOJy0 KOMILIEKCHOT Opoja.

Jenmnaunna x? + 1 = 0 (M He caMO OHa) HEMA PEIIEHE Y CKYITy pealHux OpojeBa, na ce
3aTo CTpyKTypa peanHux OpojeBa (R, +,") mpommpyje 10 CTPYKType y KOjoj jeqHaunHa MMa
pememe. Ta HOBa CTPYKTypa je CTPYKTypa KOMILJIEKCHMX OpojeBa. Enement i, TakaB ma
BakH i? + 1 =0 HasMBa ce MMarmHapHa jexmuuna. CKyn KOMIUIEKCHMX OpojeBa 03HayaBa
ce ca C={(a,b)la,beR}, tne ce ypehen map (a,b) peannux OpojeBa a W b Ha3HBa
KOMILJIEKCAH OPoj.

Anrebapcku OOJIMK KOMIUIEKCHOT Opoja o3HavaBa ce ca z = a + ib. Peannu Opoj a
Ha3MBa Ce peaJiHU /Ie0 KOMIUIEKCHOT Opoja z M 03HavaBa ce ca a = Re(z) , a peannu 6poj b
Ha3WBa Ce HMaruHAPHM €0 KOMIUIEKCHOT Opoja z 1 03HauaBa ce ca b = Im(z).

Mpumep 1. Oxpennt pearHu 1 UMaruHapHHU €0 KOMILIEKCHOT Opoja
z=1—+3+4i.
Pememe. 3a natu komIuiekcan Opoj UMamo Ja je:

Re(z) =1—+/3, a Im(z) = 4.

Monayo komIuieKcHOT 6poja z = a + ib nepunmuine ce ca: |z| = va? + b?, a,b € R.

Tpumep 2. V3pauyHaTn MOIyo KOMILIEKCHOT Opoja z = 3 + 2v/2i.

Pememwe. Pauynajyhu no naBenenoj hopmysnu g1o0ujamo:

|z| = /32 +(2V2)2 =9 +8 =+17.

3a nBa KomIuiekcHa Opoja (a,b) u (c,d) xaxe ce Ja Cy jeqHaKa W THIIY ce
(a,b) = (c,d) akomcamoakoa=cub =d.

IIpumep 3. 3a kxoje he BpenHOCTM mu n OUTHU jeAHAKHM KOMIUIEKCHU OpojeBu (3m,8) u
(9,—4n)?

Pememwe. I33m =9u 8 = —4ncrnenu naje m =3 un = —2. Jlakie, akoje m =3 un = —2,
OBa JIBa KOMILIEKCHA Opoja Cy jeaHaka.




enTpannu geo yaca (30 Mmunyra)

[Tocne kpaTKoOr MOJACETHHKA, YIIO3HAjeMO YYCHHKE ca TEMOM OBOI 4aca, a TO Cy
orepalnje ca KOMIUIEKCHUM OpojeBUMa.

30upom komiuiekcHHUX OpojeBa (a,b) u (c,d) HasmBa ce€ KOMIUICKCAH OpOj
(a+c,b+d), tne je a+c,b+d cabupame peanmnux OpojeBa. Omepanuja cabupama
KOMIUIEKCHUX OpojeBa 03HauaBa ce Takole ca + u 3amnucyje:

(a,b) + (c,d) =(a+c,b+ad).
Axo y3Memo anrebapcku 00JIMK OBUX KOMIUIEKCHUX Op0ojeBa, BUIAUMO Jla OBO 3aUCTa BAXKH:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

IIpumep 4. Cabparu cnenehe Opojese: z; =2 —3i u z, =7 + 5i.
Pememe. 36up KOMIUIEKCHUX OpojeBa pauyyHamo Ha cienehu HauuH:
2142, =R2=3D+T+5)=Q+7)+(=3+5)i =9+2i
HJIN

z1+2,=(2,-3)+(75) = (2+7,-3+5) = (9,2).

3a cabupame KOMIUIGKCHHX OpojeBa BaXe KOMYTAaTUBHU W acCOIMjaTHBHHU 3aKOH. To
Mmokasyjemo Ha ciiefiechun HaunH:

" (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+ad+b)=(cd)+ (ab)

. ((a,b)+(c,d))+(e,f)=(a+c,b+d)+(e,f)=(a+c+e,b+d+f)

=(a,b)+ (c+ed+f)=(ab) +((c,d)+(e,f))

Kommnnekcan 6poj (0,0) Ha3uBa ce HyJIa, jep 3a OMII0 Koju KoMILUIeKcaH 0poj (a, b) Baxu:

(a,b) + (0,0) = (a, b).

Kommiekcan 6poj (—a, —b) je cynmpoTaH eneMeHaT 3a KoMruiekcan 0poj (a, b), jep Baxu:
(a,b) + (—a,—b) = (a—a,b —b) = (0,0).

Hakne, —(a,b) = (—a,—b).




Ipumep 5. U3pauyHatn pa3iuKy KOMIUIEKCHUX OpojeBa z; = 3 —2i U Z, = % — 1.
Pememe. Pa3nuky koMIuieKCHUX OpojeBa pauyHaMo Ha ciieiehn HauuH:
21—22:(3—2i)—(%—i) =(3—2i)+(—§+i)=(3—%)+(—2+1)i=§—i
HJIn

7n-2=03-2-(3-1)=6-2+(-31)=(-1).

[IpousBox komiiekcHUX OpojeBa (a,b) u (c,d) je KoMmIuiekcaH Opoj
(ac — bd,ad + bc). [axine, MHOXEHE KOMIUIEKCHUX OpojeBa CBOJIM CE€ Ha MHOXCEHE,
oly3uMame W cabupame peanHux OpojeBa. Ormepamnmja MHOXKEHA KOMIUICKCHUX OpojeBa
O3HauaBa ce Takohe ca - ¥ 3ammcyje:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Ako y3MeMo anre0apcku OOJIMK KOMIUICKCHUX OpojeBa, A0 pe3yiTara MHOXKEHA JI0JIa3UMO
Tako ITO ce OpojeBHu a + bi U ¢ + di MHOXE Kao OOMYHUM OMHOMH U TPU TOM CE€ KOPHCTU
yumbeHuIa Ja je i2 = —1. Jlakne, 6uhe:

(a + bi)- (c +di) = (a+ bi)c+ (a+ bi)di = ac + bci + adi + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i .

Mpumep 6. [Tomuoxutu cnenehe koMmruiekcHe opojeBe: z; = —3 —4imz, =5—1.
Pememse. [Ipon3Bo/ koMIUIEKCHUX OpojeBa pauyHaMo Ha ciieiehr HauuH:
212, =(-3—4i) (5—-i)=—-3"5—4i-5—3"(—i) —4i-(—i) = —15— 20i + 3i + 4i2
=-15-17i—4=-19-17i
NI
z12,=(-3,-4)-(5,-1)=(-3:5-(—4)"(-1),-3- (1) +(—4)-5) = (—15— 4,3 - 20)
= (-19,-17).

MHokeme KOMIUIEKCHUX OpojeBa 3a/10BoJbaBa cliefiche mpaBUIHOCTH:
* (a,b):(10=(a-1-b-0,a-0+b-1)=(a,b)
= (a,0)=a, (bO)=b = (a,0)+»h,0)=(a+b0) A (a,0)-(b,0)=(ab,0)
= i=(01) = i2=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0)=(—1,0)

i=(0,-1) =2 i2=(-1,0




IMpumep 7. Uspaaynaru: i3 + i* — i +i® —i’.
Pememe. Y 0BOM 3a/1aTKy KOPHUCTHUMO YHELEHHILY J1a je i2 = —1, ma qodujamo cienehe:
PHit =P+ =7 =% i+ (=@ i+ @) -3

=—1-i+ (12— (D% i+ (13- (-1D3-i

=—it+l—i—1+4i=—i.

JlebemeM KOMILIEKCHHX OpojeBa oneT 1001jaMo KOMILIEKCaH Opoj:

a+bi a+bi c—di_ac+bci—adi—bdi2_ac+bd+(bc—ad)i_ac+bd+bc—ad.
T c+di c—di c? — (di)? B c? + d? T Zydz cZydr!

3ac?+d?+#0.

Ipumep 8. [logenutu cnenehe xomrekcue opojese: z; =4 +i U z, = 2 — 3i.

Pememe. Konnunuk nBa koMiiekcHa Opoja noOujamo Ha cienehu HauuH:

zy _ 4+i _ 4+i 2430 _ 8+2i+12i—-3 _ 5+14i

z,  2-30 2-3i 2430 449 13

5 14 .,
=—+—=1.
13 13

Konjyropanu komimiekcHu Opoj Z 1aTor KOMIUIEKCHOT Opoja z = a + bi je 0poj
a — bi, K0ju ce 0] z pa3NUKyje y 3HaKy UMaruHapHOT Jela.

IIpumep 9. OxapenuTu KOHJyroBaHO KOMILIEKCHE Opojese cienehux 6pojesa:

2 =3-VZi, 7y =~T—5i, 2= 13+ 2.

Pememe. Ha ocHOBY neduHuUIMje KOHjyroBaHO KOMILIEKCHOT Opoja 100ujamo:

z,=3-V2i = Z=3+2i

N
i\
I

2, =-7-5i = z=-7+5i

=13+20 > Z=13-0;.
2 2




Ha kpajy, HaBoguMo anrebapcke 3aKOHE KOje 3a70BOJbaBa CTPYKTYpa KOMILIEKCHUX
opojera (C, +,’). 3a Ma Koje KOMILUIEKCHE OpojeBe X, y U z Baxe HopMyIe:

" x+ty=y+x

= x+0=x

" x+(+z2)=x+y)+z
= x+(—x)=0

" xry=y-x

" x1=x

= x*x0 = x-%zl

s ) =@y
* x-(yt+tz)=xy+x-z

IIpumep 10. 13pauynaru:

(1T+2i)1000 + (1T_2i)1000 |

Pememwe. OBaj 3a1aTak MOKEMO PELINTH Ha cienehr HauuH:

™ )™ = () +(55Y)

| 21500 g 500
:<1+2l+l> +<1—Zl+l> _ 500 4 (_ys00

500

2 2

— (i2)250 + ((_02)250 — (_1)250 + (_1)250 =1+1=2.

Ipumep 11. M3pauynatu: z—z—2-= akojez=1—1.

Pememe. Hajnpe hemo ogpenutt Z U Ty Bp€HOCT 3aMEHUTH Y HAIlIEM U3Pa3y.

=1+i

N

1 Ny

. . ._ .2__. _9.(_ _
_1+i—(1—i)—2'£=2i—2+2l=21 2i%-2 21= 2:(-1) Zzll_iz().

Z—z—2-= . . , .
z 1-1 1-1 1-1 1-i




IIpumep 12. Jlatu cy KOMIUIEKCHH OpojeBH z; = 3 + 2i, z, = 2 + i. OapeauTu KOMILUIEKCaH
0poj z = x + iy, ako je:

_ z 3
Re(zz;) = —1,Im (Z> =z

Pelneme.

. — Z
Hajnpe hemo uzpauynatu npousBoj z - Z; U KOJIMYHUK — !
Z2

z-z; = (x+iy)(3 — 2i) = 3x + 3yi — 2xi — 2yi® = 3x + 2y + i(—2x + 3y)

z _ x+iy _ x+iy 2-i 2x+2yi—xi—yi? _ 2x+y+i(—x+2y) _ 2x+y n —x+2yl.
z,  2+i 240 2-i 4—i2 5 s 5

3atuM opeAMMO peaHu J1eo Opoja z - Z; 1 UMarnHapHH J1eo Opoja Zi :
2

—x+2y

Re(z-z;) =3x+ 2y , Im( )= -

z
Z2
Cana nobujamo cucTem:

3x+2y=-1

Y HETOBUM pelIaBameM jJooujamMo najex = —1uy = 1.

Jlakiie, HalI TpaXeHU KOMILIEKCaH Opoj je z = —1 + i.




3aBpuuHu 1eo yaca (5 MUHYyTA)

3ajeqHO ca ydYeHHMIIMMAa IIOHAaBJAMO KOje Cy TO OIepanuje ca KOMIUIEKCHUM
OpojeBHMa, Kako ce IPHUMEHY]y U KOj€ 3aKOHUTOCTH BaXKe 3a KOMIUIEKCHE OpojeBe. Jlajemo
UM M HEKOJIMKO 3aJlaTaKa 3a BexO0y.

3agamnu 3a Bex0y

1. WUspauynatu:
a) i21 _ i17 + i36 _ i42;

0) (1 —i)* + (=5 +4i)(2 + 30).

2. OppenuTty KOHjyroBaH Opoj KOMILJIEKCHOM Opojy:
a) (1-10)3;
2+43i
6) —.
4-51

3. Uspauynartu:
A+ +E-1)8
T -—a-oe

1, .3
4. W3pauyHaT BPEJHOCT U3paza x> —x +13ax = — >t lg.
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