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IIpearosop

OBa K®\Hra je HacTajla Kao IO/ BUIIETOIUIIBET paja y OKBUPY Ipea-
Mmeta Juckpeitina maitiemaiiuka y UHCTUTYTy 32 MaTeMaTHKY M HHYOPMATUKY
ITpupoano-matemaTnukor dakynrera y Kparyjesny u nma 3a 1musb Jia CTy-
JeHTUMa 00e30e1 IITO aJeKBATHU]Y JIUTEPATypy 3a IPUIPEMarbe UCIINTA 13
ITOMEHYTOT IIPEAMETA.

Cagpikaj KEbUTe OJIroBapa y NOTIYHOCTH HACTABHOM IIAHY M IIPOTPaMy
npenMera JJuckpeiling mafieMaiiuka, y3 DOOATHO IPOIIMpEhe IOjeIUHUX
canpxaja. Kmura cagpxu Tpu mornasiba: Teopuja OpojeBa, KomOuna-
Topuka 1 Teopuja rpadoBa. 3a pasyMmeBarbe H3TOKEHHX CaapiKaja Ol YH-
Taola Ce 3aXTeBa MUHMMAJIHO IPETXOIHO 3HAME M3 MaTEMATHUKE JIOTHKE,
aHaJIu3e U JIMHeapHe anreope.

Ob6mactn obpaljeHe y OKBUPY KEbUTe Cy pa3MaTpaHe y JINTepaTypH Ha
EHIJIECKOM jE3UKYy, KA0 U Yy OKBHPY HEKOJIMKO M3/ara HA CPIICKOM jE3UKY,
AJTM HY Y JelTHOM OJ ’bUX HHUCY 00jeTuIbeHe CBe OOIACTH caipyKaHe Y KIbH3U.
Hanam ce na he moMe OuTH HaITpaBJbEH KOPAK HAMIPE Y OAHOCY Ha TTocTojehy
JUTEPATypPy Ha CPIICKOM je3UKY KOja ce OJJHOCH Ha TeMe obpaljeHe y KibU3H.
Bepyjem ma ona Moxe OUTH 01 KOPUCTH HE CaMO CTYACHTHMA MAaTEMATHKE Y
OKBHUPY Kypca JIMCKpeTHA MaTeMATHKA, Beh U Yy pa3HUM JAPYTHM KypceBUMA.

3axBabyjeM ce pelieH3eHTHMa akajaeMuky ap Meany 'yrmany, nip Mupo-
crasy Ilerposuhy n ap Mropy MunoBanosrnhy Ha KOPHCHHUM CyTeCTHjaMa M
yKa3aHUM TpelIkaMa, YuMe Cy 3Ha4ajHO TO0OO0JbINAIN KBAIUTET OBE KEHHTE.
Taxole, 3axBajbyjeM ce Ha momohu konerunumama ap Mapuju Cranuh, np
Cyzann Anekcuh n ap Mupjanu Jlasuh. Ocuwm Tora, Ouhy 3axBayHa M Ha
CBAaKOj apryMEHTOBAHO] MPUMEIOU, jep M TMOPEH CBE MAXKEEC U YIOKEHOT
HaIopa, BEpOBATHO MMa ¥ HeIoCTaTaKa.
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Teopuja OpojeBa

1.1 VYBon

Teopnja OpojeBa je jenHa o1 HajCTApHjUX I'paHa MaTeMAaTHKE YHjeM CY
Pa3BOjy 3HAYAjaH JOTPHHOC JIATH AHTHYKY MaTeMatnaapu J{nogpant' u Ey-
KIMA>, 2 KACHMje M HEeKM O]l Haj3HAUAjHMjUX MaTeMaTHuapa y WCTOPHiH,
kao mro cy Ojnep’ u Fayc*. Teopuja 6pojeBa je yrIaBHOM TOKOM HCTODHje
rocMaTpaHa kao obJacT T3B. YMCTe, OTHOCHO TEOPHjCKE MaTeMaTHKe, Koja
HeMa 3HadajHy NMpaKTH4YHy IpuMeHy. MehytuMm, ox cpenmne 70-TUX roam-
Ha 20. Beka 70Ja3u O OMTHE NMPOMEHE OBAKBOI LIIENUINTA, Ja OM JaHaC
OBa MaTeMaTH4Ka JUCIUILTAHA TTOCTalla jeHa O/l Haj3HAYajHUjuX y o0ractu
kpuntorpaduje u 6e30enne pazMene nHbopmanuja.

1.2 demuBoct

Teopuja OpojeBa ce yrmaBHOM 0aBM NMPOyYaBamHEM OCOOMHA IeTHX Opo-
jeBa. Y 0OBOM moTiaBiby, kopuctuheMo, 6e3 JOKa3uBama, HEKA CBOJCTBA
ckymaN = {1,2, ...} npupoauux 6pojesa, kaouckynaZ = {...,—2,—1,0,
1,2,...} nemux 6pojea. Ocum tora, ckyn IN U {0} oznauaBahemo ca INg.

IMojam AesbMBOCTH je jelaH Of HAjjeTHOCTABHU]UX, Al UCTOBPEMEHO U
HajBaXHUjUX II0jMOBa y TeopHju OpojeBa. Ckyn Z je 3aTBOPEH 3a oIlepariyje
cabupama, Ody3UMama U MHOXKEHA, Tj. 30Mp, pa3auka WIN TPOW3BOJ ABa

! Diophantus (oxo 200-280 H. €.) CTAPOrPUYKH MATEMATHYAD

2 Buclid (oxo 330275 m. H. e.), CTAPOrpUKH MATEMATHYAD

? Leonhard Euler (1707-1783), mBajuapcku matemMaTiuap

4 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), HeMauku MaTeMaTHIap
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nena Opoja je Takohe 1eo 6poj. MelhyTum, ca oneparjom Aejbeba TO HHje
ciryuaj. [lurame AeJbUBOCTH Y CKyIy Z je BeoMa 3HauYajHO y Teopuju Opojesa.

Nepuunumja 1.1. IJeo opoj a gemus je yenum 6pojem b (b # 0) axo wocimioju
yeo bpoj q wakas ga je a = bq.

Axo je 6poj a nebuB 6pojeM b, mumemo b | a (b nenu a) U kaxeMmo 1a je
6poj b nemnan 6poja a, 0IHOCHO 113 je Opoj a caapxkanan opoja b. Ako O6poj
a uuje nespuB O6pojeM b, ummemo b 1 a (b He nenu a).

OCHOBHA CBOjCTBa pejlalifje Me/bUBOCTH HM3JI0KeHa ¢y y cieaehoj teo-
peMu.

Teopema 1.1. 1° a | a, 3a ceaxo a € 7.\ {0}.
2° Ao b | a, maga b | ac 3a ceaxo ¢ € Z.
3°Akob|aub
4° Ako b | aua
5° Ako b | aua

6° Ako b | au a # 0, maga je |b| < |al.

¢, maga b | ax + cy 3a cee x,y € 7.

b, waga je a = bum a = —b, 3a a,b € Z\ {0}.

¢, waga b | c.

Hokas. 1° Kakojea =1-aul € Z, tBphewme crenn.

2° Ako b | a, Taga nocroju 11eo 6poj ¢ Takas 1a je a = bg. Taja 3a cBaKo
¢ € Z Baxu na je ac = (bg)c = bqi, rne je 1 = qc € Z, onaxie cieau aa
b| ac.

3° Ako b | am b | ¢, Tana mocroje uenu 6pojeBU g1 U g2 TAKBU Ja
je a = bg1 u ¢ = bga. 3a mpousBoJbHE IleJe OpojeBe & M Y BaXKU 14 je
ax+cy = b(qiz + q2y) = bz, tHe je z = q1x + g2y € Z. Tpema nepunnnuju
penanuje 1eJbMBOCTH ciienu fa b | ax + cy.

4° Axo b | a m a | b, Tama moctoje 1enu 6pojeBH ¢ M G2 TaKBH Ja je
a = bgq1 ub = aqe, onakie je a = aqiqa, Tj. a(l — q1q2) = 0. Onaspe, ¢
063upoM Ha To 1a je a #* 0, cmenu ma je qige = 1. Kaxko ¢y ¢1 ¥ g2 nenn
OpojeBu, Toje q1 = g2 = 1 wiu ¢ = g2 = —1, oAHOCHO a = b wim a = —b.

5° Ako b | a v a | ¢, onna nocroje nenmu GpojeBH ¢ M g2 TAKBH 1 je
a = bqy u c = aqe. Tana je ¢ = bqiqx = bq, npu uemy je ¢ = q1q2 € 2,
onaksie ciemu ga b | c.

6° Kaxo b | a, mocroju neo 6poj ¢ Takas 1a je a = bq. Opmasze cnean na
je |la] = |b||¢|, a xaxo je a # 0, 10 je |¢| > 1, omakie cnemu TBpheme. O

YounMo 1a je penmarnuja JeJbHBOCTH pejlalifja mopeTrka Ha ckyny IN, amm
He U Ha ckymy Z (teopema 1.1, 1° n 4°).
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Teopema 1.2. Axo je y 30upy og n cabupaka ay + as + -+ + a, = 0, mwux
n — 1 gewuso yenum opojem b, waga cy ceu cabupyu gemusu ca b.

Jloxas. Heka cy y maTtoM 30upy CBU cabupIy ocuM a;, 1 < ¢ < n,
nesbuBH nesiuM 6pojem b. Tana, mpema aeduuunmju 1.1, nocroje ueiu Opojesu
41,492, ---,49;—1,4;+1, - - - y §n TAKBU Haje

a1 = bql; az = bq27 L A bqi—l; i1 = bqi-ﬁ-l, ceey G = an
Capa u3 gaTe jeqHaAKOCTH JOOHjaMO

a;==b(g1 + g2+ + qi-1+ g1 T+ @) = bai,

tnejeqi = —(q1+q2+- -+ qgi—1+Gy1+-+qn) € Z. Jakne, b | a;. O
VY ckyny 7 onepanuja ejbeiba HUje yBeK U3BoAJbuBa. MeljyTuM, yBek je
Moryhe T3B. ,,JleJberbe ca OCTATKOM, Tj. BaXKH clieiehia TeopeMa.

Teopema 1.3. (Teopema o ocratky) 3a ceaxu yeo 6poj a u dpupogan 6poj b
focitioje jequHcitieeHu yeau Opojesu q u T WaKeu ga je

a=bg+r, 0<r<hb.

Ilpu iwiom ce 6poj q Ha3usa KOAUMHUK, A T OCIRAAK TpU gemberby bpoja a bpojem

b.

Jokas. Tlocmatpajmo cky nenux 6pojeBa {a — kb | k € Zi} nnzabepumo
y BeMYy HajMamwu 6poj koju npumnana ckyny INg (eraucrennmja TakBor 6poja
CIeIT U3 YHNILEHUIIE 1a je CKYyI IPHPOIHUX OpojeBa mobpo ypehen). Heka je
T0 O6poj @ — gb u o6enexumo ra ca r. Tana je

(1.1) a=bg+r, 0<r<b,

jep6uycnyuajyr = bubpoja—(g+1)b = r—b < r npunanao ckymy INg, tro
j€ Yy KOHTpaIuKIHju ca n3dbopoM 6poja r. TuMe je mokasaHa ersHCTeHITH]a
6pojeBa g u r. Jloka)XnMO jouI BUXOBY jeAMHCTBEHOCT. [IpermocraBumo na
IIOCTOje 1 OPOjeBH 1 M 71 TAKBH 1A je

(1.2) a=bg+7r, 0<r <b.
Ony3umameM (1.2) ox (1.1) mobujamo
0="blqg—q)+ (r—r1),

oJaKite, Ha ocHOBY TeopeMe 1.2, cniemu na b | r — r1. Kako je | r — r1 [< b,
Mopa outur —ry =0, Tj. r =7, Majen ¢ = qp. O

IIpetmocraBka aa je b mpupoman 6poj y IPETXOIHO] TEOPEMH MOXKE Ce
3aMEHUTH 3aXTeBOM Jia je b 11eo 6poj pasmuuut o 0 u yenosom 0 < 7 <| b |.
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ITPuMEP 1.1. Ogpemutn HajBehu mpupoaaH 6poj Koju MoaesbeH ca 31 maje
KOJIMYHUK 17.

Pewerve. Tpaxxenu 6poj a, UMju je KOJIMYHUK IPU Aeiberby ca 31 jeqHak
17, mpema npeTxonHOj TEOPEMHU MOXKe ce HamncaTh y oommky a = 31 - 17+,
npu yemy je 0 < r < 31. Hajsehn npupoman 6poj omucaHor obIuka je
a=31-17+ 30 = 557. A

ITPUMEP 1.2. Axo Opoj a mpu meibewmy ca 3,5,7 maje octaTke r1,7T2,7T3,
PECTIEKTUBHO, ToKa3aTu aa je 6poj 701y 4+ 21ry + 1573 — a nemwus ca 105.

Pewere. VI3 ycriosa 3agaTtka ciieau 1a je a = 3k+ry = 50+rg = Tm+rs,
k,l,m e Z,tj.Baxunajer, =a— 3k, ro =a — 5, r3 = a — Tm. Onasje
je

7011 + 21r9 4+ 15r3 — a = 70(a — 3k) + 21(a — 5¢) + 15(a — 7m) — a
=105(a — 2k — £ — m),

onakie nponsmiasu aa 105 | 70r; 4+ 21rg 4+ 1573 — a. A

Hedunuunja 1.2. IJeo 6poj d je 3ajegnuuxu geaunay 6pojeéa a ub axo d | a u
d|o.

CBaku 11e0 6poj pazmmant o1 0 mMa KOHAYHO MHOTO IEIMIIAIA, 1A jé CKYIT
3ajeMHUYKHX JeTlana aBa meia Opoja, o1 Kojux je 6ap jemaH pa3iHuuT O
0, koHavaH n y seMy nocroju Hajsehu 6poj.

Hedunuuunja 1.3. Hajeehu mehy sajeguuuxum geauoyuma opojesa a u b, og
Kojux je bap jegan paznuyuiii og 0, je najeehu 3ajeguuuxu genunay o6pojesa a u
b. Obenesxcasamo 2a ca (a,b), NZD(a,b) unu D(a,b).

V xmu3u he, ocuM ako He Ha3HAYMMO JApyraduje, Outn KopuirheHa o3-
Haka (a, b) 3a Hajsehu 3ajeHIuKy Jemian 6pojeBa a u b.

Hedunnunja 1.4. 3a opojese a u b kasxcemo ga cy yszajamno (peraitiueno)
@pocimiu axo je (a,b) = 1.

Teopema 1.4. Axo je d najechu 3ajegnuuxu geaunay yeaux opojesa a u b, onga
focimioje yeau 6pojesu o u B maxeu ga je ca + b = d.

Jlokas. Tlocmarpajmo ckyn nenux 6pojesa A = {aa + pb | o, 5 € Z}
" u3abepuMo HajMarbW MO3UTHBAH eJeMeHT Tor ckyma. Heka je To 6poj
¢ = aa + PBb. Hoxazahemo ma je ¢ najBehm 3ajequuuky genwian 6pojesa a



10 1.2. JEJBUBOCT

n b. JloxaxuMmo Hajipe 1a ¢ | a u ¢ | b. Ako ¢t a, Tama mocroje, mpeMa
teopemu 1.3, mienmu 6pojeBu g mr TakBu naje a = cqg+ru 0 < r < c. Taga je

r=a—cq=a—(aa+ pb)g=(1-aq)a— Bqb,

Tj. 7 je TIO3UTHBAH 6POj MamU O[T ¢ M TIpHIaaa cKymy A, cynmpoTHo mpeTmo-
CTaBIIM /14 je ¢ HajMawK Takas 6poj. Jlakie, ¢ | a. AHanorno ce goxasyje jaa
c|b.

Hoxaxumo jour ga je ¢ Hajsehn 3ajennnuxu menuial Opojesa a u b, Tj.
najed = c. Kakojed = (a,b),tod|aund|b, 1.a=dpnb=dg,3a
Heke 1esie 6pojese q1 v ¢2. Tana je ¢ = adqy + Bdga = d(aq1 + q2), onaxie
cnemn ma d | ¢. Wmajyhu y Bumy aa ¢y d U ¢ TIO3UTUBHU GpOjeBH, IpeMa
teopemu 1.1 6° cirenu na je d < c. Kaxo je d Hajsehin 3ajennnuxu gemuiai
6pojesa a u b, Mopa 6utu d = ¢, ogHocHo d = aa + [b. O

Ha ocHoBy jokaza nmperxoiHe TeopeMe OUUITICAHO Baxku ciienehie TBp-
heme.

Mocaennua 1.1. Hajeehu 3ajegnuuru genunay yeaux opojesa a u b je najmarsu
wosumuean o6poj obuka aa + b, a, B € Z.

Teopema 1.5. Axo ce yeau opoj d modice upuxazaiuiu y obauxy d = aa + Bb,
a, B € Z, onga (a,b) | d. Caeyujanno, axo je aa + b =1, onga cy 6pojesu a
u b ysajamno apociuu.

Jlokas. Hexa je D = (a,b). Taga mocroje 1ienu 6pojeBu ¢ ¥ g2 TAKBH J1a
jea=Dqgub= Dgy,najed = aa+ b= aDqg + 5Dg = D(agq + 5q2),
onakie ciemu ga D = (a,b) | d.

Axo je awa + b = 1, tana (a,b) | 1, onaxne cnenu na je (a,b) = 1, 1j.
6pojeBu a U b ¢y y3ajaMHO IIPOCTH. O
Teopema 1.6. 1° Axo je k > 0, maga je (ka, kb) = k(a,b).

2° Axo je a = bqu b > 0, onga je (a,b) = b.

3° Axo ¢ | ab u apu wome je (c,a) = 1, wmaga c | b,

4° (ab, c) = 1 aro u camo axo je (a,c¢) = 1u (b,c) = 1.

5° Ako je a = bq + r, waga je (a,b) = (b, r).

Iokas. 1° TIpema mocnemuii 1.1 nHajehu 3ajequuuky genunan Opojesa
a v b je Hajmamu mo3utnBan 6poj obmmka aa + Bb, o, f € 7, a najsehn
nmenunan 6pojeBa ka u kb je HajMamu mo3uTHBaH O6poj obnuka aka + Skb,
a, B € Z, omaxie 360t ycinosa k > 0 Henocpenno cienn TBpheme.
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2°Kako b | am b | b, cienu na je b 3ajequuuku genunar 6pojeBa a u
b. Bpoj b > 0 He Moxe uMaTH HUjeaH aenuial ¢ > b, omakiie cieau 1a je
(a,b) =b.

3° Kako je (¢, a) = 1, mpema Teopemu 1.4 crienu 1a mocToje nenu 6pojeBu
~ ¥ « TakBM 4 je yc + aa = 1, na je yeb + aab = b. Kako 1o npernocrapuu
¢ | abw Baxu na c | cb, cnenn, npema teopemu 1.2, 1a ¢ | b.

4° Axo je (a,c) = 1u (b,¢) = 1, onnga nocroje o, B, 71,72 € Z Taxksu na
jeaa+ yic = 1u Bb+ yc = 1. Onasne je

aafb = (1 —yic)(1 —y2c) =1 —1c,

rae je v = 1 + 72 — 7172¢. Cama us yenosa affab + ye = 1 cnemn na je
(ab,c) = 1.

O6puyro, ako je (ab,c) = 1, Taga nocroje o,y € Z taxsu ja je aab +
~ve = 1, omakite 360t (ab)a + vyc = 1 cnenn na je (a,c) = 1, oqHocHO, 360T
(aa)b+ vye =1 cnenm na je (b, c) = 1.

5° Heka je d1 = (a,b) mdo = (b,r). Taga u3 ycnosa a = bq + r crnean
na dy | r, 1j. dq je 3ajennnuku menmnan 6pojesa b u r, na je di < da. Ocum
Tora, u3 ycinosa a = bq + r cnemu na dy | a, Tj. da je 3ajemHUUKHA JeNUIALL
6pojeBa a u b, nma je do < di. Kako je d; < da ude < dy, 10 je di = da, 1j.
(a,b) = (b,r). O

Harmacumo 1a u3 yenosa ¢ | ab, 6e3 momgatHe mpertioctaBke (¢, a) = 1,
He cieau aa ¢ | b (tBphewe 3°). Ha npumep, 10 | 4 - 15, anm 1014 u 10 1 15.

H@AEP 1.3. ToxasaTtu ja u3 ycinosa 7 | abb cienm ma 7 | a + 2b, npn uemy
je abb = 100a + 10b + b.

Pewerve. Baxxu na je

abb = 100a + 10b+ b = 98a + 7b + 2a + 4b
= 7(14a +b) + 2(a + 2b),

onaxye, kako 7 | abb u 7 | 7(14a + b), npema Teopemu 1.2 Ipousmnasy aa
7| 2(a + 2b), omHocHo, npema Teopemu 1.6 3°, 7 | a + 20b. A

[Mutame MerPUBOCTH IETUX OpojeBa He 3aBHCH OJ1 FBUXOBOT 3HaKa, Ia ce
MOXEMO OTPAHUYHTH Ha JEJLUBOCT IPUPOIHUX OpojeBa. Y HacTaBKy hemo
M3IIOKUTH TIOCTYAK 32 ofipehuBame HajBeher 3ajeJHIYKOT IeMnona 1Ba pH-
poxna Opoja, mo3HaT kao Eykamnos amropuram. Ha ocHoBy Teopeme 1.3
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MOXKEMO 3aIlMCaTnu CJ'IGI[ehI/I HU3 jeHHaKOCTI/I

a = bq +r1, 0<r <b,
b= riga +ro, 0<ry <y,
(1.3) r1 = Tr2q3 + 13, 0<r3<re,

Tn—2 = Tn-1qn +7Tn, 07y <rTp_1,

Tn—1 = Tndn+1-

Kaxo 6pojeBu 7, unHE CTPOTO Omnajajyhu HU3 IpupomHUX OpojeBa, HAKOH
KOHAYHO MHOTO KOpaka J0Ja3uMO J0 Tn+1 = 0, Tj. O JEAHAKOCTH Tp—1 =
Tndn+1, KOja TOBOPH O I€JbUBOCTH JBA y3aCTOITHA OCTATKA.

Teopema 1.7. Ilocregrou ociliaiiak 1y, KOjU je pasmuuuiti 0g Hyae y jeqrarko-
cmuma (1.3) apegcimiasva najeehu sajequuuxu genunay opojesa a u b.

Iokas. Ha ocnoBy Teopeme 1.6 5° Baxe cienehe jenHaKoCTH
(avb) = (ba 7’1) = (7’1,7‘2) == (Tn—2arn—1) = (rn—larn)-

KaKo je -1 = Tndn+1, To IpeMa Teopemn 1.62° Baxu na je (rn—1,rn) = 'n,
naje (a,b) = ry. O

ITPUMEP 1.4. TIpumenom Eyknuposor anropurma oapeaurtu (252, 198).

Peuwerve. Kaxo je

252 = 198 - 1 + 54
198 = 54 -3 + 36
54=36-1+18
36 =18 - 2,

crnenu ma je (252, 198) = 18. A

IIpema Teopemu 1.4 HajBehm 3ajeTHMUKH IENMIAIl LETHX OpojeBa a U
b Moxe ce MpUKa3aTH Kao HBUXOBA JIMHEApHA KOMOWHAIM]A, Tj. Y OOIUKY
aa + Bb, a, B € Z.. BpojeBe o 1 3 MokeMO ePEKTHBHO OJPEIUTH IIPUMEHOM
EyxmumoBor anropurma, mro he Outu nokaszano y cienehem mpumepy.

IIPUMEP 1.5. Oapenurtu 1iene OpojeBe o ¥ 3 TakBe Aa je o - 252 + 3 - 198 =
(252,198).
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Pewerse. Ha 0CHOBY TIpETXOHOT IIpUMepa Baxu 1a je (252, 198) = 18,
Kao u

18=54—-36-1=54—-(198—-54-3)-1=4-54—-1-198
=4-(252—-198-1)—1-198 =4-252 —5-198.

I1PUMEP 1.6. Onpenut (2n + 3,n+ 7),n € IN.

Pewere. Hekajed = (2n+3,n+ 7). Tanad | 2(n +7) — (2n + 3), 1j.
d | 11, omaxne cnemm na jed = 1 wm d = 11.

Heka jen = 11g+r, 0 < r < 11. Axo je d = 11, tama u3 yciaoBa
11| n+7cnemm na 11 | 11¢ + r + 7, onaxie npousunasu aa je r = 4. Kaxo
jecama2n+3 =2(11¢+4)+3 =11(2¢g+ 1), cnenqu na 11 | 2n + 3. Maxke,
aKo je mpupoman 6poj n obmuka 11g + 4, ¢ € N, tama je d = 11, nok 3a
n=11q+r,r #4,Baxn majed = 1. A

Hedpununujy Hajseher 3ajeqHUYKOT AETHOIA MOXKEMO IPOIIMPUTH U Ha
CKYI OJT 12 MPOU3BOJHLHUX TIEINX OpojeBa.

Hedunnumja 1.5. Hajsehu 3ajeqgnuuru geaunay n yeaux opojesa ai, az, . . . , n,
0g Kojux je bap jegan pazmuquiti og nyme, je najeehu og sajegnuukux gemuiaya
06ux 0pojesa u obenescasamo 2a ca (a1, az, . .., ay). Axoje (ai,as, ... ,an) =
1, 6pojesu a1, ag, . . ., ay cy y3ajamno (peraitiueno) ipociiu.

EBpojesu ay,as, . . ., ay cy y3ajamno (peraitiueno) iipocitiu y iiaposuma axo
Je(a,a5) =13ai,j=1,2,...,n,1# j.

TTPUMEP 1.7. Bpojesu 5, 11, 15 ¢y yzajamuo npocrtu, Tj. (5,11,15) = 1, anu
HIHCY y3ajaMHO IIPOCTH y TapoBuMa, jep je (5, 15) = 5.

Hednnanmmja 1.6. 3ajegnuuru cagpacanray n yeaux opojesa ai,as, . . ., Gn, pa-
SMUYUTTAUX 04 HYTe, je OPO] Koju je gempus ceakum og bpojeeéa ay, az, - . . , ayn. Haj-
Mareu mehy TO3UUBHUM 3ajegHUYKUM cagparcaoyuma 6pojesa a1, az, . . ., ay,
306¢ ce HAjMAarU 3ajeqHUYKU cagpaicalay bpojesa ai,as, . . . , Ay U 00enedicasa
calar,ag, ..., ay).

Teopema 1.8. Ioimipeban u gosoman ycinos ga ipoussomsan opoj oyge genvus
ApoU380gOM GUULE YUHUIAYA, KOJU CY PENATlUGHO TPOCIliU Y daposuma, je ga iwaj
bpoj byge gebus c6aKuUM YUHUOYEM TPOU3BOYAL.

Joxaz. Joxa3 M3BOIUMO MHAYKIIUjOM MO Gpojy YynMHMIANa. J{OKaXuMo
Hajpe Ja TBpheme BaXu y CiIydajy mpous3Boda aBa unmHuomna. Heka je 6poj



14 1.3. TIPOCTU BPOJEBU

N JIeJbUB CBAKMM OJ1 OpojeBa a u b, TakBux ja je (a,b) = 1. U3 yciaoBa a | n
CJIe[M JIa OCTOju 11€0 Opoj ¢ Takas 1a je n = aq. Kako b | n, 1j. b | ag v npu
ToM je (a,b) = 1, mpema teopemn 1.6 3° cenm na b | ¢, omHocHo ¢ = bq,
q1 € Z. Hakne, n = aq = abqy, 1j. ab | n. O6puyto, ako ab | n, Taga je
n = abq, q € Z,onakne cnemugaa | nub | n.

IIpernocraBuMo ga TBpheme BaKu 3a NPOM3BOJ k YuMHMIALA KOjU Cy
pPENaTUBHO MPOCTH y TAPOBUMA M TIOCMATPajMO OpPOj N eJbUB CBAKUM O]T
OpojeBa ai,ag,...,ax+1 KOjU Cy PENAaTHBHO MPOCTH y MapoBuMa. Kako
ax+1 | n, Baxu na je n = axy1q, ¢ € Z. V3 yenosa a; | n, 1j. a; | ag11g,
Kako je (a;,ax+1) = 1,4 = 1,2,..., k, cnmenu, nmpema teopemu 1.6 3°, na
a; | q,i = 1,2,..., k. Opmasue, npeMa MHIYKTMBHO] NPETIIOCTABLIU BaXH
na ajag---ax | g, Tj. ¢ = ajaz---axqi, 3a HeKo q; € Z. Canma je n =
a1as - - apakp+191, Tj. @102 - - - agag+1 | n. OBPHYTO, AKO A1G2 -+ - AKGK11 |
n, Taga je n = ajag---apagi1q, ¢ € Z, omaxie ciemu ga a; | n, i =
1,2,... k+1. O

[TprMeHOM TIPETXOIHE TEOPEME AOOUjAMO KPUTEPHjYME IEJLUBOCTH TTPO-
M3BOAMMa BHILlE YMHUIIALA KOjU Cy pelaTHBHO IPOCTH y mapoBuMma. Ha
puMep, 6poj je TeJbUB ca 15 ako M caMo aKo je IeJbUB ca 3 U 5, Opoj je IebUB
ca 120 axo u caMo ako je IeJbUB ca 3, 5 U 8, UT/.

1.3 TIlpoctu OpojeBu

Hedmuuumja 1.7. LJeo opojp > 1 je iipocimi ako nema nujegan genunay d wiakas
gajel < d < p. Ieo bpoj m > 1 koju nuje tpocii je croxicen 6poj.

IMpocru OpojeBu cy 2,3,5,7,11,13,17, ..., a ciioxenu 4, 6, 8,9, 10, ...

Teopema 1.9. IIpupogan dpoj n > 1 je croocen axo u camo ako uma apocii
¢aximop p, wakas ga je p < \/n.

Jlokas. Axo 6poj n > 1 nMa mpoct daktop p < /1, oHzA je OH IpeMa
neduaunrjn 1.7 cnoxen 6poj. OOpHYTO, HEKA je p HajMamku IPOCT GaKkTop
crnoxeHor 6poja n. Tama mocToju mpupoaaH 6poj m TakaB na je n = pm,
npu yemy je m > p. Omasze je n = pm > p?, 1j. p < /7. O

ITpeTX0JHy TeOpeMy MOKEMO UCKOPUCTUTH MTPH HATTAXKEY CBUX IIPOCTUX
OpojeBa MamMX O AATOT IIPUPOJHOT OpOja 1 IOCTYNIKOM KOjH j€ MO3HAT Kao
EpatoctenoBo cuto. Hajmpe ucnmcyjemo cBe npupoHe 6pojese o 1 1o n.

ﬂ‘72737/475’ ﬁ777/8797A03117A27137A47 A57ﬂ‘67177 A87197"'7n'
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3atuMm, npernpraMo 6poj 1. Kaxo je 2 mpBu mpocT 6poj, mpenpTraMo cBe
O6pojese merbuBe ca 2 u Behe ox 2 (ouu cy cinoxenn). Crnenehu mpoct Opoj
je 3. Ilpenpramo cBe 6pojeBe Behe ox 3 xoju cy memuBm ca 3. Crenehn
HempenpTaH 6poj je 5, Ima je oH MpocT, jep 0u y cynpotHoM Beh 610 nmpenpras.
I[1pBY HeNpeLPTAHHU caapKaial 6poja b je 25 = 52. Hacrasibajyhu onucanu
nocrynak msasojuhemo (,,kpo3 cuto he npohu*) cBe mpocre OpojeBe Mame
on n. Wmajyhu y Bumy Teopemy 1.9 3axibydyjeMo Oa ce MOCTYIaK IpeKuaa
KaJia peIpTaMo CBe CI0XKeHe OpojeBe KOjU Cy caipyKaoll MPOCTUX OpojeBa
ne Behux ox \/n.

ITPUMEP 1.8. CBaku mpoct 6poj Behu oxa 2 je oonuka 4k + 1 unu 4k — 1, 3a
neko k € IN.

Pewerve. Kaxo je cBaku nmpoct 6poj Behn ox 2 HelmapaH, OH NIPH JIeJbeHbY
ca 4 naje ocratak 1 uiu 3, ojgaxie ciiequ TBpheme. AN

Teopema 1.10. (Eykmnn) Og ceaxo iipocitioZ 6poja iiocitioju éehu iipociti 6poj,
ij. HoCoju beCKOHAUHO MHOZ0 APOCTIUX Opojesa.

Hoka3. TlpeTrnocTaBuMO CYyIpoOTHO, Tj. Ja MTOCTOj KOHAYHO MHOTO TIPO-
ctux OpojeBa. Heka cy To 6pojeBu pi1,p2, ..., Pk, & CBU OCTAIH IPUPOTHH
6pojesu Behu ox 1 cy cinoxenu. bpoj

n=pp2---pr+1

je CIToXeH IpeMa IIPeTIIOCTABIIH, TIa MOpa OUTH JeJbUB HEKUM IIPOCTHM Opo-
jeM. Mebhytum, To je Hemoryhe, jep npu Aerbemy OMIIO KOJUM Ol TTPOCTHX
6pojesa p1, p2, - - -, Pk Jaje ocTaTak 1, omakie ciean 1a je TBphembe TeopeMe
HCTUHUTO. O

ITPUMEP 1.9. Ilpoctux 6pojeBa obmuka 4k — 1, k € IN, uma 6ecKkoHAYHO
MHOT0.

Pewere. TlpermnocTaBuMo aa ¢y pi,p2, . .-, P¢ JSIUHU TPOCTH OpOjeBU
obmuka 4k — 1, k € IN, u nocmaTtpajmo 6poj

N =4pipa---pe— 1.

Bpoj N je Behin o cBUX HaBedeHUX IPOCTUX OpojeBa U obmuka je 4k — 1,
k € IN, ma mopa 6utu cinoxen. Kako je N Hemapan 0poj, BErOBH MPOCTU
(daxTopu cy obmuka 4k — 1 wmu 4k + 1, k € IN. IIpoussosa aBa 6poja obauKa
4k + 1, k € IN, je 6poj Tor ucror o0IMKa, Tj.

(4k1 + 1)(4/{2 + 1) = 4(4krky + k1 + ko) + 1,
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na 6poj N mMopa mMmatu npoct daktop obnuka 4k — 1, k € IN. Mehytum,
Kako je
N+1=Adpip2---pe

u(N,N+1) = 1,710 je6poj N y3ajaMHO IPOCT Ca CBUM ITPOCTUM OPOjeBUMA
obmuka 4k — 1. akme, npoctux 6pojeBa obmuka 4k — 1, k € N, uma
0GecKOHAYHO MHOTO. A

Hanomena. ITpoctux 6pojeBa obmuka 4k+1, k € IN, Takohe uma 6eckoHagHO
MHOT0, 0 YeMy he OUTH peun HemTo KacHHje.

Hako npoctux 0pojeBa mMa 6€CKOHAYHO MHOTO, OHHU CY ,,pETKU™ Y CKYITY
MIpUPOIHUX OpojeBa, 0 yeMy roBopu cieneha Teopema.

Teopema 1.11. Axo je gaiti ipouszsoman tipupogarn 6poj n, yeex ce modice Hahu
N Y3ACTHOWHUX CLONCEHUX OPOjesa.

Jokas. TlocMaTpajMo 1 y3aCTONHUX MPUPOTHIX OpojeBa

m;=Mn+1nn—-1)---3-2-1+2,
ma=(n+1nn-1)---3-2-1+3,

mp=Mm+1)nn—-1)---3-2-14+n+1.

Kako je 6poj m1 memuB ca 2, mg ca 3, ..., my ca n + 1, cBUX n 6pojeBa cy
CITOYKEHH. n

ITPUMEP 1.10. Axo je p ipoct 6poj, mokazatu 1a je 6poj p* + p? + 1 cioxen.

Peuwerve. Axo je p = 2, Tana je pr4pP+1=21=3-7, HITO j€ CIIOXKEH
6poj. 3ap = 3jep* +p? +1 =91 = 7- 13, wro je Takohe coxeH 6poj.

Hoxaxumo aa je ceaku mpoct 6poj p Behu ox 3 obnuka 6k =1, k € IN.
Haunme, axo 6poj p Hamumremo y oomuky p = 6k +r, 0 < r < 6, Tama
W3 YCJIOBA Ja je p IMPOCT CJenu aa Moxe outu = 1 wm r = 5, omakie
IIPOU3UITA3U TPAKEHH 3aKJby4aK. AKO je p mpoct 6poj obnuka 6k + 1, tama
je 6poj p* + p? 4 1 obimmka 3m, m € IN, ogHOCHO TO je cioxen 6poj. Jakie,
3a CBAKM 1pocT 6poj p, 6poj p* + p? + 1 je cmoxken. A

Teopema 1.12. (Eykumaosa aema) Axo je p dipociui 6poj u p | ab, waga p | a
ww p | b. Baxcu u omwiniuje, ako p | ajaz---an, Wwaga p | a; 3a neko
1=1,2,...,n.
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Jlokas. Heka p | ab u nmpernoctaBumo 1a p 1 a. Kako cy jeInHA AeTHOIH
npocror 6poja p 6pojesu 1 u p, cieau aa je (p,a) = 1, ma npema Teopemu
1.6 3° Baxku ma p | b.

Ommtuje TBpheme T0Ka3yjeMo MHIYKIHUjOM Mo Opojy umHmIama n. 3a
n = 2 TBpheme je nokazaHo. IIpeTIoCTaBUMO Ja TBplee BaXKH 3a MPOU-
3BOJIe ca Mawe o N ynHminana. Ako p | ap - (az---a,), OHAA, HA OCHOBY
cayyajan = 2,p | a; mmm p | az---a,. AKo p | a1, TBpheme je JOKa3aHo.
V CcynpoTHOM, KaKo P | a2 - - - ayp, O UHAYKTUBHO] IPETIIOCTABIU CIIEIM /1
pla;,3anekoi =2,...,n. O]

Kopucrehu nperxonny Teopemy goxazahemo crenehy, Beoma BaxHy T€0-
peMy Teopuje 6pojeBa.

Teopema 1.13. (Ocnouu craB aput™meruke) Csaxu dpupogan 6poj n > 1
Mod#ce ce HA jequHCIIBeH HayuH dpeqciliasuiiiu y 00auKy dpou3eoga upociux
yununaya (ca waunowhy go ruxoeo02 iopewika), mj. 3a céaku apupogamn Opoj
n > 1 docilioje jegquuciieenu dpocitiu Opojesu pi,p2, . ..,Dk, WAKeU ga je
p1 < p2 < -+ < Pk, U jequHcilieeHU yeu Opojesu oy, o, . . . , Ok, HAKO ga je

(63 (0% (e3
n:p11p22...pkk_

lokas. Axo je nmpoct 6poj, TBpheme ounriteqHo Baxu. I1peTmocraBuMo
Ja TBpheme BaXkK 3a CBAKU CIIOKEH Opoj Mamu o4 n. AKO je 1 CJI0XeH 6poj,
TaJla Ce N MOXEe HAMUCATH y OOJIUKY 1 = MqNng, npu yeMmy 1 < ny,ng < n.
BpojeBr 1 ¥ Ny CY WK TIPOCTHU WK CE TT0 UHAYKTUBHO] TPETITOCTABIIA MOTY
MPUKA3aTH Ka0 MTPOU3BOJI MPOCTHX YMHUJIALA, OAAKJIE CIeu Aa U Opoj n uMa
TO cBojcTBO. I'pynuimnyhn jemnake nmpocte akTope 6poja n, 3aKbydyjeMo Ja
ce CBaku mpupoaaH 6poj n > 1 Moxke MpencTaBuTH y 0OIINKY

(14) n=pipy? - pit,
rne cy p1 < p2 < -++ < Dk TMPOCTH OPOjeBH U (/1,2 . . . , Oty TIPAPOTHU
6pojeBm.

IIpencraBmpame 6poja n > 1y obmuky (1.4) mO3HATO je KA0 KAHOHCKA
(dakTopnsanmja 6poja n.

Hoxaxumo na je mpencraBbame Opoja n y obmuky (1.4) jeqmHCTBEHO.
IIpenocraBuMoO CyIIpoOTHO, Tj. 1a Opoj n > 1 mMa aBe TakBe (haKTOpHU3AIIHje

n=pps?---ppt, pr<p2 < <pp o1,02,...,a; €N,
nu

(15) n:qlﬁlq252"'q§5> q1 <p2 <---<(s, ﬁlvﬁ?a"'vﬁsem-
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Kako p; | qllqu’ e qfs, 1 < i < k, npema teopemu 1.12 nocroju unmgexc 7,

1 < j < s, TaKaB 1a p; | ¢j, OmaKiIe, MOLITO Cy P; ¥ ¢j IPOCTH OPOjeBH, ClIe/H
na je pi = q;. Haxme, {p1,p2,...,pk} < {q1,¢2,...,¢s}. AHanorso ce
nokasyje aa je M {q1,42,---,qs} € {p1,p2, -, Pk}, maje {p1,p2,...,pp} =
{q1,92,--.,qs}. 3akmyuyjemo na je k = s, a KaKo Cy HU30BU P1, P2, - - - , Pk
uq1,q2,--.,qs pactyhu, Baxu na je p1 = q1,p2 = q2,-- ., Pk = qk, ONAKIE
cenu ma ce jeqHakoct (1.5) Moxke HanmucaTH y 00Ky

(1.6) n=p' eyt

Hoxaxumo jorr fa je o; = i, 1 <4 < k. TlpermocraBumo aa je ap # 51
U Heka je, Ha mpuMep, a1 < b1, Tj. f1 = a1 + v, v > 0. AKo moaeanMo
U3pa3 Ha JIecHOj cTpany cBake of jennakoctu (1.4) u (1.6) ca p{! nobujamo

(e (077 "G BN % (73
Pyt = pipyt P

oJaKJIe CIleIn Aa p1 AEH JeCHY, a He JeTU JIEBY CTPaHy IOCIEIbE jeMTHAKOCTH,
mto je Hemoryhe, ma Mopa 6utn o = 1. AHAIOTHO ce J0Ka3syje ma je
a; = B, 1 =2,..., k, ogakie cleay jeIMHCTBEHOCT (paKTOpH3alHje. L]

IMomohy kaHoHCKe hakTopu3almje qatux Opojesa a u b maxo ce oapehyje
IBbUXO0B HajBehH 3ajeTHUYKY Aeriall ¥ HajMamby 3aje THIUKH caIpiKajall.

Teopema 1.14. Hexa cy a = p{'p5*---pp* u b = Pflp? o 'pgk, i, Bi =

0,7=1,2,...,k, kanoncke aximopusayuje iapupogrux opojesa a ub. Taga
(17) b|a<:>ﬁi<ozi, i=1,2,... k.

Hokas. Axo b | a, onua mocroju npuponan 6poj ¢ = pi'py’ -+ pF,
v = 0,i=1,2,...,k, TakaB 1a je a = bq. V3 mocneame jeIHAKOCTH CIIeIH
Ia je

+ + +7k
p?1P52"'ng prl 71p§2 72”.p£’k Yk

)

OHOCHO, 300T jeMMHCTBEHOCTH KaHOHCKE (hakTopu3amuje 6poja a Baxu 1a je
aZ:/Bl_{_’Y’La i:1727"'7k7

omaxie crmenu na je 5; < oy, 1 =1,2,... k.

O6puyTo, ako je i < g, i = 1,2,...,k, tamaje v; = a; — B; > 0,
i =1,2,...,k, unpuponan 6poj ¢ = p{'ps’ - - p;}* 3am0Bo/bABA jeNHAKOCT
a = bq, onakye cnemu ga b | a. O
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Teopema 1.15. Heka cy a = p{'p3*---pp* ub = pflpf . 'p”gk, a;, i =
0,¢=1,2,...,k, xanoucke paximiopuzayuje ipupognux opojesa a u b. Taga

je
(18) (CL, b) :p’lnpéY2 ka7 Yi = min{aiw@i}7 i = 1727"'7k7
u

(1.9) [a,b] = p(lslng . ~pi’“, 0; = max{a;, B}, 1=1,2,... k.

Hokas. Hexa je D = p]'p)*---pl*, npu demy je v = min{wy, 5;},
it =1,2,...,k Kakojey < aymy < B, 1 =1,2,...,k, Ha OCHOBY
TeopeMe 1.14 ciem ma D | a u D | b, 1j. D je 3ajemunuku nenwian 6pojeBa
a ub. Hoxaxumo jour na je D najsehu 3ajennunuku nenwail OpojeBa a u
b. Hexa je 6poj d = pi"ph*---pi*, i > 0,1 = 1,2,..., k, nponssosban
3ajeqHuuky aenuial opojesa a u b. Tana, npema teopemu 1.14, Baxku aa je
wi <opup; < Bi,i=1,2,... k, onakie cieny na je 1 < min{ o, Bi} = i,
i=1,2,..., k. Ilpema reopemu 1.14 cana Baxu na d | D, ogakie, Ha OCHOBY
teopeme 1.1 6°, cenu na je d < D. Jlakie, moKa3ajiu CMO 114 je

(a7 b) _ pTlln{al,Bl}pglln{ag,Bg} . 'pznln{ak,ﬂk}.

Hekaje S = 19‘131;10‘252 . 'pi’“,npnquyje 0; = max{a;, B;},i=1,2,... k.
Kako je oy < 0; m B; < 04,1 = 1,2,...,k, ma ocnoBy teopeme 1.14 cremnu
maa|Sub| S, .S je3ajennuuku cagpxanan 6pojeBa a u b. J[oOKaK1IMo
na je S HajMamu 3ajeqHUUKH caapykainall opojesa a u b. Heka je 6poj s =

v ,.V2 Vi - .
pi'py o, v > 0,4 =1,2,..., k, IpOU3BOIbaH 3ajeTHUUKI CaJipKaial
6pojea a u b. Tanma mpema Teopemu 1.14 Baxku ma je v; = o; n v; = B,
i=1,2,...,k, onakne cinemn na je v; > max{a;, fi} = 0,1 =1,2,... k.

Capa Baxu na S | s, omaxie, npema teopemu 1.1 6°, cienm na je S < s, unme
je mokazaHo 11a je

[a’ b] _ p?ax{alﬁl }panax{az,BQ} N ‘pznax{ak,ﬁk}'

O

Ha ocHoBy n0ka3a mpeTxollHe TeopeMe 3akJbydyjeMo Jia Baxe cieaeha
TBphema.

Mocaeanua 1.2. Ako je d iipoussoman sajegnuuru genunay opojesa a u b, maga
d| (a,b).
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Iocaennua 1.3. Axo je s ipouszsoman 3ajeqguuuxu cagpaicaiay opojeea a u b,
waga la,b] | s.

Iocaennua 1.4. 3a yene 6pojese a u b sascu
1° (a,b) - [a,b] = |ab),
2° [ka, kb] = k[a,b], keI

Hokasz. 1° Kaxo je min{a, 8} + max{«a, 8} = « + (3, tBpheme cneau
HETOCPETHO.
k% |ab|
(ka, kb)
TBpheme crenn. O

2° Tpema 1° Baxwu na je [ka, kb] = , axaxo je (ka, kb) = k (a,b),

ITPUMEP 1.11. Onpennrtu cBe npupoaue 6pojese a u b, Takse 1a je (a,b) = 6
u [a,b] = 36.

Pewere. N3 ycnosa (a,b) = 6, cnenn na je a = 6m, b = 6n, m,n € N,
npu yemy je (m,n) = 1. Ilpema nmociemumu 1.4 Baxu na je 36 = [a,b] =
[6m, 6n] = 6 [m,n] = 6mn, 1j. mn = 6. Kaxko je (m,n) = 1, 3ak/bydyjemo
Ia OpojeBM M U N y3UMajy BpEIHOCTH U3 crenehe Taberne.

m|1|6]2]3
n| 6132

Opasze Mpou3MIIa3M Ja CY BPeAHOCTH OpojeBa a u b mate y Tabenn UCTO.

al| 6 ]36]12 |18
b |36 | 6 | 18| 12

A

Teopema 1.16. Axo je iipouszsoq gea y3ajamuo apocitia pupogra 6poja a u b
Keagpaii yenoZ bpoja, mwj. ako je ab = %, ¢ € Z, maga cy u a u b keagpaiiu
yeaux opojesa.

Jokas. Ilpuponan 6poj je KBaapaT LENoT Opoja aKo M caMO aKO CYy MY CBU
€KCITOHEHTH y KAHOHCKO] pakTopu3anuju mapuHu 6pojesu. Kako cy Opojesu a
¥ b y3ajaMHO TIPOCTH, CBAKM TIPOCT JelMal 6poja ¢ je vu aemwan 6poja a
WIH Jenunai 6poja b, amu He 1 gemunan o6a oBa 6poja. 360r Tora CBU IIPOCTH
(dakTOpU y KaHOHCKO] hakTopusanuju O6pojeBa a u b Mopajy uMaTu mapHe
eKCITOHeHTe, OIaKJIe CIleu Ja ¢y 6pojeBU a U b KBaapaT nenmux 6pojeBa. [

Kopumhemem kanoHcke (akropuzanuje nmpupoanor Opoja moryhe je
OJIPEIUTH YKYMAaH OpOj MO3UTUBHUX IENHIIAIA, KA0 U 30U CBUX MO3UTUBHUX
Jlenmiana Tor opoja.
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Teopema 1.17. Heka je a = pi*ps? - - - pp* kanoncka aximopusayuja ipupo-
gHoé opoja a. Taga

1° yxyitan 6poj céux wosuimiuenux geaunaya opoja a (ykwyuyjyhu lu a), y
osnayu 7(a), ogpehen je ca

(1.10) T(a) = ((11+1)(052+1)--'(Ozk+1),

2° 36up ceux dosumuenUX geaunaya opoja a, y osnayu o(a), ogpehen je ca

(1.11) ola) = .
p1—1 p2 —1 pr—1

Iokas. 1° Ha ocHoBy Teopeme 1.14, cBM MO3UTUBHU IeNUOIN Opoja a
cy obnuka d = p’flpg2 . 'p’g’“, npu uemy je 0 < f; < «y. [akie, xon
MPOU3BOJEHOT MO3UTUBHOT Jenuona d 6poja a, ekcrionent 3;,1 = 1,2, ..., k,
ca KOjUM ce IIpocCT (haKTop p; IOjaBIbyje Y KAHOHCKO] (hakTopH3aiuju 6poja d
Moxe ce nzabparty Ha «; + 1 Haumua, ojaxie cieau aa je 6poj 7(a) oxpehen
noMohy jemnaxoctu (1.10).

2° ®@opmyny 3a 30Hp CBHX IO3WTHBHHX Jemuiana O0poja a ompehyjemMo
MHAYKLIMJOM 1O 6pOojy (pa3mmunTix) MpoCTHX Jenniana opoja a.

Axo je a = p{*, 3a nexu npoct 6poj p1 u nexo o € IN, Tana cy 6pojesu

1,p1, p%, ...,P]" CBY MO3UTHBHY JeHOHU Gpoja @, Ia je HIXOB 30Up
ar+1 1
o(a) =1+pi+p}+-- +pf = plpil.
1 —

IMpernocraBumo aa jeqaakoct (1.11) Baxku 3a ¢cBe mpupoaHE OpojeBe KOju
uMajy k (pasnUUUTHX) IPOCTUX AeIHITala.

Hexa je a = pi"'p5? - - - pg"‘pgﬁl 6poj ca k + 1 pasmUUUTHX IIPOCTHX Jie-

1 — (e Ne5) (677 .
munana. AKo je ag = py Py - -+ Py ", TaJa Cy CBU NO3UTHBHHM JIEJTMOLHU 6poja
a IaTH ca

Qg1
di, di-pe+1, -5 di-ppiy
Qg1
d27 d2 *Pk+1, - d2 : pk+1

rae ¢y di, da, . .. CBU MO3UTUBHHU Jienoiy 0poja ag. Onasae, kopunihemem



22 1.3. TIPOCTU BPOJEBU

WHAYKTHUBHE TIPETIOCTAaBKe, T0OUjaMO

ola)=>d = Y (d+d-ppy1+---+d-p’i')
dla dlao it
= (I4pesr+-+pit) > d
dlao
_ AT pptl g et g et
Pk+1— 1 p1—1 p2—1 pr—1

O

Heduanunja 1.8. Oyuryuja [ : N — 7 je myamuitnukaimiuena axo ¢y uciy-
FeHU YCIL0BU:

(1) f(ng) # 0, 3a nexo ng € N,

(2) ako je (m,n) = 1, waga je f(mn) = f(m)f(n).
Teopema 1.18. @yuxyuje T u o cy myaiauinuxaiiusHe.

Jlokas. Kako je 7(1) = o(1) = 1, ycnos (1) u3 nedununuje 1.8 je
3aJT0BOJbEH.

AKo cy m 1 n aBa y3ajaMHO IIpocTa 6poja dhje cy KaHOHCKe (haKTOopH3a-
Luje maTe ca

m=pMpS2. . pth n=qlgd g,

Ipu YeMy ce HujeaH oz OpojeBa p;, ¢ = 1,2, ..., k, He MOKJIana HY Ca JeIHIM
on 6pojeBa gj, J = 1,2,...,s, Taga je

mn — p?lng .. pgkqflqéb .. qgs

KaHoHCKa (akTopusanuja 6poja mn, omakie mpeMa Teopemu 1.17 crenu ma
je

T(mn) = (a1 +1)(az+1) - - - (ap+1)(Bi4+1) (Ba+1) - - (Bs+1) = T(m)7(n)

nu
a1+1_1 a2+1_1 ak+1_1
o(mn) = 24 P2 Pk
p1—1 p2—1 pr— 1
1 1 o+1
a—1 2 —1 gs — 1
= o(m)o(n),

Tj. QyHKIMjEe T ¥ 0 Cy MyITHUIUINKATHBHE. O
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ITPuMEP 1.12. Hahwu najMamu nmpupoaan 6poj n KOoju UMa UCTH OpOj JIeNH-
nama xao opoj 1998.

Pewere. Kaxo je 1998 = 2 - 33 - 37, ykyman 6poj aenmtana 6poja 1998
jennak je 7(1998) = 2-4 -2 = 16. Umajyhun y Buay ga je 16 = 1-16 =
2:8=4-4=2-2-4=2-2.2-2, 3akpydyjeMo aa je Opoj n jemaH on
6pojesa 21°,27-3,23.33,23.3.5,2.3.5- 7 (cBaku oz 6pojesa je, 360r ycnosa
MHUHUMAIHOCTH Opoja m, JOOMjeH MHOXEmEM HajMamUX MOTYRHMX MTPOCTHX
6pojeBa). O HaBemeHHX GpojeBa HajMamH je 6poj 22 -3 -5 = 120 u To je
TpakeH! O0Poj. A

1.3.1 IucTpndyuuja npoctux opojeBa

Hexka je ca 7(n) o3nauen 6poj mpocTHx 6pojeBa Koju Hucy Behu o gator
npupoaHor 6poja n. IIpoctu GpojeBH Cy BeoMa HEMpaBUIHO pacropehe-
HU y CKyIy MpUpPOIHUX GpojeBa, Ma je MpoOiIeM WCIHMTHBAIA TOHAIIAKA
¢dbyHKIIMje T BeoMa Texak. JemaH o1 OCHOBHUX pe3yJiTaTa y Teopuju OpojeBa
MpeICTABIba ACHMITTOTCKU 3aKOH PacIiojielie MPOCTUX 6pojeBa 0 KoMe TOBOPH
cneneha Teopema.

Teopema 1.19. (Teopema o npocrtum OpojeBuma) Basicu ga je

w(n) ~ o

Inn

n
(uuimia ce ™(n) je acumaimiomwicKu jeghako ca o ).
n

Joxa3 oBe TeopeMme he 300T clTo’keHOCTH OUTH M30cTaB/beH. OBa TeopeMa
3aIpaBo TBPAM Ja 3a CBAKU IMPOM3BOJLHO Malld peallaH 6poj € > 0 mocroju
npupoaaH 0poj 1o, KOju 3aBUCU O]T €, TAKAB 1A jé 3a CBE MPUPOTHE OpojeBe
n > ng UCIYHEHO

m(n)

_n_
Inn

l1-e< <l+e.
OBo TBpheme je kao xumore3y usHeo I'ayc 1840. romune, a nokaszaiu cy
je nezaBucno Bane-TTycen’ u Anamap® 1896. rogmne. Ue6umes’ je 1850.
TOJIMHE JJOKA3a0 J1a 32 CBAKY NMPUpPoIaH 6poj nn > 1 Baxu
7T n 9 n

8 nn <M <gn

> Charles Jean de la Valée-Poussin (1866—1962), 6enrujckn MaTeMaTnyap
¢ Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), dpaniyckn matemaruuap
7 Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), pyckn matemarnuap
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OBa mporneHa, nako jommja on I'aycoBe, je 3HauajHa, jep BakKM 3a CBaKU
npuponan 6poj n > 1.

Hagemhemo, Takole 6e3 okaza 360r cioxeHocTH, 1 JAupuxieoBy® Teo-
peMy Koja TOBOPH O NHCTPUOYIHjH TPOCTHX OpojeBa.

Teopema 1.20. (dupuxie) Axo cy a u'm ysajamho upocitiu apupoghu bpojesu,
waga apuimiveiivuxu Huz o + km, k € WNo, cagporcu 6eckonauno mroso ipo-
citiux opojesa.

Kopuctehu nmpeTxoaau pe3ynraT 3akjbydyjeMo 1a MPOCTHUX OpojeBa 00In-
ka 4k + 1, k € IN, umMa 6GecKOHAYHO MHOTO, O YeMY je OMIIO peur paHuje.

1.4 Kourpyenuuje

Hednuuumja 1.9. Hexa je m > 1 dapupogan 6poj. Lleau opojesu a u b cy
KoH2pyeniinu o mogyay m ako m | a — b. Iuwe ce a = b (mod m).

IMpuMEP 1.13. 17 = 5(mod 12), 7 = 7(mod 12) u 36 = 0 (mod 12).
Cinuno, 6 = —14 (mod 20).

Teopema 1.21. 1° a = b (mod m) axo u camo axo je a = mk + b 3a nexu yeo
opoj k.

2° a = b (mod m) ako u camo ako 6pojesu a u b gajy uciiu ocmamiax apu
gemervy ca m.

3° Buitiu xonépyenitian @0 gamiom MOGyny je perayuja exgueanrenyuje y
ckyity 2.

Jlokas. 1° Akojea = b (mod m), Tanam | a—b, 1j. a —b = mk, 3a nexn
1eo 6poj k, ma je a = mk + b. O6patHo, ako je a = mk + b, 3a HeKH 11€0
6poj k, Tana je a — b = mk, onnocuo m | a — b, onaxine je a = b (mod m).

2° Akojea = b(mod m), tamam | a—b. TIpuMeHOM TeOpEME O OCTATKY
(Teopema 1.3) mobujaMo 1a je a = mqy + r1 u b = mgqo + 2, IPH YEMY je
0<ri,ro<m,majea—b=m(q —q2) +71 —re. Kakom | a — b, cnenn
nam | rp — ro, omakne, u3 0 <| r; — ro |< m, ciemu ga je 1y — ro = 0, Tj.
r = ra.

O6puyTo, ako je 11 = ro, Tagajer; —re = 0, majea — b = m(q1 — q2),
Tj. m | a — b, omHocHo a = b (mod m).

¥ Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), Hemaukn matemaTuuap
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3° IIpema MPETXOAHO AOKA3aHOM OUUTIIenHo je ¢ = a (mod m). Ocum
Tora, kKako m | a — b ako u camo ako m | b — a, Baxu 1a je a = b (mod m)
axko u camo axo je b = a (mod m).

Jloxaxkumo jour TpansutuBHOCT penaunje = (mod m). Heka cy a,b, ¢
ey 6pojeBu TakBu Aa je a = b (mod m) ub = ¢ (mod m). Tagam | a—bu
m|b—c,mam | (a—b)+(b—c),1j.m | a—c, omaknejea = ¢ (mod m). [

Hexe ocobuHe KOHTpyeHIMja AaTe ¢y v cienehnm Teopemama.

Teopema 1.22. 1° Axo jea = b (mod m) uc = d (mod m), waga je ax+cy =
bx + dy (mod m), 3a ceaxa gea yena bpoja x u y.

2° Ako je a = b (mod m) u ¢ = d (mod m), waga je ac = bd (mod m).

3° Aro je a = b(mod m) um = kd, d > 1, waga je a = b (mod d).

4° Ako je a = b(mod m), onga je P(a) = P(b) (mod m), 2ge je P(x)
HOMUHOM €A YeA0OPOJHUM KoehuyujeHTtuMA.

Hoxkas. 1° Axko je a = b(mod m) u ¢ = d(mod m), Tama m | a — b
um | ¢ —d. Opasue, npema teopemu 1.1 2°, cneqn ja m | (a — b)x u
m | (¢ — d)y, 3a mpousBosbHe 1ene 6GpojeBe = u y. [Ipema teopemu 1.1 3°
BAXKH

m | (a—b)z+(c—d)y,
Tj.
m | (ax + cy) — (bx + dy),

ofaKIte ciemu a je ax + ¢y = bx + dy (mod m).
2° 3 a = b(mod m) ciemumam | a —b,mam | (a — b)c. Ocum Tora,
3 ¢ = d(mod m), cnenu na m | ¢ — d, onHocuo m | (¢ — d)b. Ilpema
MPETXOTHOM, BAXKH
m | (a —b)ec+ (¢ —d)b,
Tj.
m | ac — bd,
OJIaKIte Ipou3uiIasy jaa je ac = bd (mod m).
3° Axo je a = b(mod m), Tama m | a —b. Kako je m = kd, d > 1,
to d | m, onakie, 360r TPAH3UTUBHOCTU pejlallvje JAEJbUBOCTH, CIIEIM Ja
d|a—"b,1a=b(mod d).
4° Hexa je P(x) = Y }_, ck2"® mpoussosban moimHoM ca 1eTo6pojuinm
KoedpuimjenTiMa. Ha ocHoBy TBphemwa 2°, u3 a = b (mod m) cnenu na je
a® = b* (mod m) 3a cBako k € Ng. Ocum Tora, kako je c; = ¢y (mod m),
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3a cBako k = 0,1,...,n, To je, mpema TBphemy 2°, cra® = c;b* (mod m),
3acsako k = 0,1,...,n. Caaga Ha ocHOBY TBphema 1° Baxu 1a je
n n
Z cpa® = Z cb* (mod m),
k=0 k=0
Tj.

P(a) = P(b) (mod m).
O

Teopema 1.23. 1° Axo je ax = ay (mod m) u dpu wome je (a, m) = 1, wmaga
Jje x =y (mod m).
m

2° ax = ay (mod m) ako u camo axo je x = y (mod W)

3°z =y (mod a) uz =y (mod b) axou camo axoje x =y (mod [a, b)).

Hoxkas. 1° Axo je ax = ay (mod m), onmam | ax — ay, tj. m | a(z —y).
Kaxo je (a,m) =1, ciemm na m | x — y, 1j. * = y (mod m).

2° U3 ax = ay (mod m) cnemm ma m | ax — ay, na je a(x —y) = km,
3a HeKH Lieo 6poj k. Omasrme mobujaMo nOa je ﬁ(x —y) = k@TT;Ln)’ ma

m a m

@ | ﬁ(x —vy). Kaxko je (((f”—m), W) =1, cremm 1a 7 | x — y, 1j.
=y (mod L)

(a,m)
O6pHyTO, aKo je T = Y (mod —(a”:n)), . —(a":n) |z —y, tapajex —y =
k—(af’;n), 3a HeKH 11eo 6poj k, majen a(r —y) = (aéfﬁl) m. daxne, m | az — ay,

Tj. ax = ay (mod m).

3°Akojex =y(mod a)uz =y (mod b), Tamaa | x —yub |z —y,ma
je T — y 3ajenHMUKH caapkaial 6pojesa a u b, omakie ciuenu na [a, b] | z —y,
1j. 2 = y (mod [a, b]).

O6pnyTo, ako je = y (mod [a, b)), Taga [a,b] |  — y. Kako a | [a,b]
u b | [a,b], U3 TPAH3UTHBHOCTH peflalyje AeJbUBOCTU CIEAN Ia @ | & — Y |
blz—y,1j.2=y(mod a) uz =y (mod b). O

Tephete 1° mo3HaTO je Kao 3aK0OH KaHmenamuje (CkpahnBama) U He BaXn
6e3 mpernocTaBke 1a je (a,m) = 1.

1.4.1 Cucremu ocraraka

Hepunnmmja 1.10. Hexa je m > 1 dapupogan opoj. Ckyii og m yeaux 6pojesa
Y Kome He ToCiioju Hujegan dap 0pojeea KOHSDYeHIIHUX 0 MOGYILy M HA3UBA
ce noiitynu cucitiem ociuaiuaxa o mogyy m.
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Penannja = (mod m) je penanuja eKBUBAJIEHIMjE Y CKYITy IENUX Gpo-
jeBa, ma CBM 1enu OpojeBM KOju Cy KOHI'PYEHTHHU IO JaTOM MOXYIY M, Tj.
JIajy UCTU OCTATAK MIPHU JIeJberby ca 1M, PUIAIajy UCTO]j KITACH eKBUBAJICHITH]E
oBe penanuje. Kaxo cy 0,1,...,m — 1 moryhu ocranu npu nespemy ca m
MPOU3BOJLHOT TIeJIOT Opoja, Clleu 1a MOCTOJU TAYHO 1M KJIaca eKBUBAJICH-
nuuje oBe penamnyje. Jlakie, HOTIYHU CUCTEM OCTaTaka MO MOJIYJY 11 YMHU
MPOU3BOJLHUX M OpojeBa N3aOpaHNX TAYHO MO jeJdH M3 CBaKe Ol M Kiaca
eKBUBAJICHITHje OBe pelTalje.

Teopema 1.24. 1° Cryii {0,1,...,m — 1} je domiynu cuciiem ocmaimiaka io
MOgyLy m.

2° Ako je {x1,x2, ..., Ty} GomAyHU cuciliem ocaiaka 4o MOGyLy m u
(a,m) = 1, waga je u cxyii {ax1 + b, axs +b, ..., axy, + b} domiynu cuciiem
ociiamiaka o Mogyny m, 3a céaxu yeo o6poj b.

Hoxaz. Tepheme 1° je ounriienHo Ta4HO Ha OCHOBY AepUHUIIM]jE TIOT-
ITyHOT CHUCTEMa OCTATaKa 110 MOIYIY M.

2° JloBOJBHO je mokazatu aa mely emementuma ckyna {axi + b, axo +
b,...,ax, + b} He mocTOjM HUjenan Map 6pojeBa KOHTPYEHTHUX 110 MOJIYITY
m. AKo3a Heke i W j, 1 # j, 4,5 = 1,2,...,m, Baxu azr; +b = ax; +
b(mod m), tanma je ax; = ax; (mod m), ogakie, 36or (a,m) = 1, ciean
na je z; = xj (mod m), wro je Hemoryhe, jep je {x1, 22, ..., Tp} MOTHYHN
CUCTEM OCTaTaKa 1m0 MOIYIY 1. O

Cxyn {0,1,...,m — 1} 30Be ce U cUCTEM HajMarbUX HEHETATUBHUX OCTa-
Taka. OCUM Bera, KOPUCTH CE ¥ T3B. CUCTEM OCTaTaKa HajMambUX 110 MOIYITY,
KOju 3a HemapaH 6poj m dmHe OpojeBu

—1 —1
me 01,
2 2
a 3a mapan 6poj m 6pojeBu
m m m m
——41,...,-1,0,1,..., — -, ...,—1,0,1,...,— —1.
2+ ) ? 7077 72 niun 27 ) 7077 ?2

ITpuMEP 1.14. Ckynosu {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} u {20, 11, -8, 3, 14, —15,
26,—3,8,—11} cy moTmynu cucreMu ocraTaka 1o mozyiy 10.

Hedbunnmmja 1.11. Ckyi ceux enemenaitia GottityHoE cuctiiema octiiiaiiaka io
MOGYILy T KOju €y pelaiiiuéHo Apocitiu ca M Hasuea ce céegenu (pegykoeanu)
cucitiem ocluainaka iio mogyay m.

ITPUMEP 1.15. Ckymosu {1,3,7,9} u {11,3,—3, —11} cy cBenenu cucremu
ocraraka 1o MmojyJiy 10.
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Teopema 1.25. Axo je a = b(mod m) u (a,m) = 1, maga je u (b,m) = 1.

Jokaz. Axo je a = b(mod m), onna je a = mk + b, 3a Heku 1eo 6poj k.
Kaxo je (a,m) = 1, nocroje ueau 6pojeu o u 3, Taksu ja je aa + fm = 1,
onakie je a(mk+b)+pm = 1, 1j. ab+ (ak+p)m = 1,maje (b,m) = 1. O

Ha ocHOBY mpeTxo/1He TeopeMe 3aKby4dyjeMo J1a Cy WIH CBU WIIH HUjelaH
€JIEMEHT U3 IPOM3BOJbHE Kilace eKBMBasieHuMje penaunje = (mod m) pena-
TUBHO TIPOCTH ca M, Na he y CBEIEHOM CHCTEMY OCTATAKa MO AaTOM MOLYITY
m yBeK OUTH MCTU Opoj eneMeHTa, 6e3 003Mpa o1 KOT MOTIYHOT CHCTeMa
ocraTaka TmoJIa3mumo.

Hepunnumja 1.12. bpoj ipupogrux 6pojesa koju Hucy eehu og gaitioZ upupog-
HOZ Opoja M u peaaiiueHo ¢y GpoCiiu ca ruMm, iij. Opoj ereMeHaimia dpou3e0bHOE
ceeqgenos cucitiema ocmamara iwo mogyny m osuavaea ce ca p(m). dynkyuja
© 308e ce Ojneposa hynxuuja.

Axo je p poct 6poj, Tana je p(p) = p — 1.

Teopema 1.26. Axo je {x1,T2, ..., Ty(m)} c6egenu cuciien octiaimaxa io mo-
gyry mu (a,m) = 1, maga je u ckyii {ar1,azs, . . ., AT, )} coegenu cuciien
ocmiamiaka wo mMogyny m.

Hoxaz. Cxyn {aw1,ars, . .., ar,m)} canpxu ¢(m) uennx 6pojesa mehy
KOjUMa HeMa KOHTPYEHTHHX 110 Moayiy m. Ocum Tora, Kaxo je (a,m) = 1
u (x;,m) = 1, 3a cako i = 1,2,...,p(m), 10 je u (ax;,m) = 1, 3a
cBako i = 1,2,...,p(m), omakne cuemu na ckynm {awri,ars,...,aT,(m)}
IIpeJICTaBIba CBEIEHN CHCTEM OCTAaTaKa IT0 MOAYIY 1.

ITPUMEP 1.16. Heka je m = 10 m a = 7. Tama je (a,m) = 1, ma je ckymn
{7-1,7-3,7-7,7-9} = {7,21,49, 63} cBenenu cucreM octaTaka o MoAyTy
10.

Teopema 1.27. Ojneposa pyukyuja @ je MyailiuiinuKaitiugHa.

Hokas. Baxu na je ¢(2) = 1 # 0. Heka cy m u n y3ajaMHO IPOCTH
Opojesn, Tj. (m,n) = 1. lokaxumo 1a je p(mn) = o(m)ep(n).
Pacnopennmo 6pojese o 1 mo mn y cenehy tabdeny.

1 2 k | m
m+1 m+ 2 m+k <o | 2m

Ui Umi2] [ Omik] [
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Kaxo je Hekn 6poj y3ajaMHO IIPOCT ca MmN aKo U caMo aKo je y3ajaMHO IIPOCT U
ca m ¥ ca n, Toka3 heMo m3BecTu Tako mrto heMo Hajupe mpedpojaT KOJIUKO
y Tabenn uMa 6pojeBa y3ajaMHO NMPOCTHX ca 1M, 4 3aTHM KOJUKO Mehy muma
nMa 6pojeBa y3ajaMHO ITPOCTHX ca N.

BpojeBH cBake KOJNOHE Y TabeNu MPpHUNaiajy UCTOj KIACH eKBUBAJICHIIH]E
penanuje = (mod m), omakie, Ha OCHOBY TeopeMe 1.25, cile/in 1a Cy Wil CBH
WU HUjeaH eJIEMEHT ITPOM3BOJbHE KOJIOHE y3ajaMHO Tpoctr ca m. OBo HaM
oMoryhaBa Jja TOBOPUMO O ,,KOJIOHAMA y3ajaMHO MPOCTUM ca m™. TakBuX
KoJIoHa uma p(m).

IMocmatpajmo nponsBosbHY Kostony k,m+ k., 2m+k,...,(n—1)m+k
OpojeBa y3ajamMHO MpoCTHX ca M. BpojeBu oBe KoJIOHE Cy 00IMKa Mmi + kK,
i=0,1,...,n — 1. Kako je (m,n) = 1, npema teopemu 1.24 2°, 6pojeBu

OBE KOJIOHE 00pa3yjy MOTIIYHU CHCTEM OCTaTaKa 110 MOAYIY 7, ma Mehy muma
HOCTOjH Ta4HO ¢(n) 6pojeBa y3ajaMHO IIPOCTHX Ca 1.

Caaxka o1 ¢(m) xoioHa 6pojeBa y3ajaMHO MPOCTHUX ca 1M caapxu o (n)
OpojeBa y3ajaMHO TPOCTHX ca 1, Ta 1ena Tabesa caapxu o(m)p(n) 6pojesa
y3ajaMHO IIPOCTHX U ca T M ca N, a TUME M ca mn, YAMe je T0Ka3aHo Ja je
p(mn) = o(m)e(n). O
Teopema 1.28. Axo je n = pi*p5? - - - pp* kanoncka garimopusayuja 6poja n,
maga je

)6
=pi e T o = D(p2 = 1) (e — 1),

Jloxaz. TIpeTnocraBUMO Hajmpe a Opoj n UMa jemaH TPOCT MENVIIALl,
Tj. ma je n = p<, 3a HEKW MPOCT Opoj p U HeKH NMpHUpoaaH Opoj c. Mely
npupoaHuM GpojeBuma ox 1 1o p® mma p®~! Gpojesa nespUBHX ca p, T.

6pojeBa koju HUCY y3ajamHo IpoctH ca p*. To cy 6pojeu p,2p,...,p~.
Crenu n1a je
1
(1.12) (™) =p* —p*t=p* (1 - ) :
p
Ako jen = pi"py? - pZ"“, Tana Ha ocHOBY (1.12) u mpeTXoIHe TeopeMe

no6ujaMo
e(n) = e )e(Ps?) - - - w(pp*)

- - 1
=pP 1 — Dps* N — 1) it (o — 1)

1 1 1
:p?lpg2...p<’:k<1_> <1_)...<1_>, ]
D1 b2 Pk
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ITPUMEP 1.17. Mokasatu na je Y ¢(d) = n.

dln
Pewere. Hexa je n = pi*py? - - - pi* xanoncka daxropusauuja 6poja n.

Tagma ce npema Teopemu 1.14 npousBosban aenuian d 6poja n MoKe HaIuca-
TH Y 00NMKY d = p'flp§2 . -pf’“, npuuemy je 0 < 5; < oy, t = 1,2,..., k.
3060T MYJITUTINKATUBHOCTH (DYHKITH]E (© BAXKH

k
113 D ed) =] @+ o) +e®]) + - + o)) .
din i=1

Hawnme, MHOXemeM dakTopa Ha AecHOj cTpanu penanuje (1.13) mobujamo
cymy daxropa obmuxa (py")e(ps?) - p(ppt) = (P p5? - pi¥), mpu
gemy je 0 < B; < o, @ = 1,2,...,k, a To je ynpaBo JeBa cTpaHa penaimje
(1.13).

Cana je

k
Doeld) =T+ mi=1)+ @ —p) 4+ G = p )

Teopema 1.29. (Ojnep) Axo je (a,m) = 1, maga je a¥™ = 1 (mod m).

Hoxas. Hexaje {71, T2, . .., Ty(m)} CBEAEHH CUCTEM OCTATAKA IO MOJYITY
m. Kako je (a,m) = 1, 1o je w ckyn {ax1, axs, . . ., 4T, ()} CBEIEHH CHCTEM
ocTaTaka Mo MOAayly m. Jlakie, 3a CBAKM eJIEMEHT Z; IIPBOT CKYyIla IIOCTOjU
TAYHO je/laH eJIEMEHT G APYroT CKyIa, Takas aa je x; = ax; (mod m), ma
je
(az1)(aze) - (aTp(m)) = 2172 - Ty (mod m),

Tj.
(1.14) a? "™y zy - Ty(m) = T1T2 " Top(my (mod m).
Kaxo 6pojeBu 71, T2, . . . , Tyy(m) OOPA3Y]y CBEIEHH CHCTEM OCTATAKA IO MOJIY-

1y m, 10 je (12 -+ Ty(m), M) = 1, ma penaumja (1.14) nakon ckpahusama
rocTaje
a?™ =1 (mod m).
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9

Teopema 1.30. (Majua ®epmaoBa’ Teopema) Axo je p apocii 6pojup 1 a, onga

jeaP~! =1 (mod p).

Jlokas. Axo je p npoct 6poj u p { a, tama je (a,p) = 1, ma npema
QjnepoBoj TeopeMH BaXku Ja je a?®) = 1 (mod p). 3a mpoct 6poj p je
©(p) = p — 1, onakie cieau TBpheme. ]

Iocaemuua 1.5. Axo je p apociti 6poj u a dpoussomsan yeo 6poj, waga je
aP = a (mod p).

Jlokas. Axo p | a, Taxa je npema nperxoanoj reopemu a? 1 = 1 (mod p),
onakye ciemu ga je a? = a(mod p). Axo p | a, tama p | a® — a, Tj.
aP = a (mod p). O

TTPUMEP 1.18. JTokasaTu 1a je 6poj 2222°5°° + 55552222 nepus ca 7.

Pewerve. Baxu na je 2222 = 3(mod 7) u 5555 = 4(mod 7). U3 ycnosa
33 = —1(mod 7) ciemm 1a je 3° = 1(mod 7), ma je

22227990 = 35995 = 3092545 = 1925, 35 = 33. 32 = (—1). 9 = 5(mod 7).

Amarorso ce nokasyje na je 4> = 1(mod 7) u 55552222 = 2(mod 7),
OaKJIe CIenU Aa je

2222%5% 4 55552222 = ()(mod 7),

oaHOCHO 7 | 22225955 55552222, A

[1PUMEP 1.19. Onmpemutu mBe nocnenme mudpe 6poja 3400

Pewerse. Kaxo je ¢(25) = 20, cremn ma je 32° = 1(mod 25), ma je
3490 = 1(mod 25). Takohe je 32 = 1(mod 4), na je 3*°° = 1(mod 4).
Haxine, 3% = 1(mod 100), ma cy mocneame ase mdpe 01. A

1.4.2 TIlopenak Gpoja mo 1aTOM MOIY.TY

Hednnnumja 1.13. Iopegak 6poja a iio mogyay m je najmareu dpupogan 6poj
t 3a koju saxcu a' = 1 (mod m).

ITPUMEP 1.20. IMopemak G6poja 3 mo momyny 11 je 5, jep 3',32,33,3% #
1 (mod 11),a 3% =1 (mod 11).

? Pierre de Fermat (1601-1665), dppaniyckn matemaTHuap
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Ha ocnoBy OjnepoBe TeopeMe 3aKJbyuyjeMo 1a Mopeaak 6poja a mo MoIy-
Iy M TTOCTOj! aKO Cy OpOojeBH a M m y3ajaMHo mpoctu. MelhyTim, Bakn 1 o0p-
Hyro. Hamme, axo je 3a Heku IpupofaH 6poj ¢ ucnymeno a’ = 1(mod m),

tana je a' — mk = 1, 3a Hexo k € Z, omaxie cnemu aa je (a,m) = 1.

Teopema 1.31. Axo je t ilopegax 6poja a io mogyay m u a® = 1 (mod m),
magat | s. Ciaeyujarno, t | o(m).

Jokas. TlpetnioctaBumo na t 1 s. Tana je s = qt+r, 3a Heke 1ieste 6pojeBe
gur,takse maje 0 < r < t,majea® = a?" = (a')?-a". Umajyhn y Buny na
je a' = 1(mod m) n a® = 1(mod m), 3akbydyjemo aa je a” = 1(mod m).
Mehytnm, xako je 0 < 7 < t, OBO je y CyIpOTHOCTH Ca YNHEHUIIOM J1a je t
HajMarH IPHpoaH 6poj ca ocobunom a’ = 1(mod m). O
Hedunuunja 1.14. Axo je iwopegax opoja a iwo mogyny m jegnak @(m), 6poj a
ce HA3UGA pumMuinueéan KOpen iwo mogyiy m.

Teopema 1.32. Axo je a apumuitiuean Kopen o mogyiy m, waga bpojesu

_ .0 1 m)—1
1—a,a,...,a‘p()
00paszyjy ceeqgenu cuciiem OCHAMAKa 4o Mogyiy m.

Jlokasz. Kako je a IpIMATHBAH KOPEH 10 MOy 1, clieam aa je (a, m) =
1, onaxye cnenu aa je (a’,m) = 1,3a ceakoi = 0,1,...,p(m) — 1. Ocum
TOra, HABEAEHNX OPojeBa MMa TauHO (M), Na je TOBOJBHO A0Ka3aTh aa Mehy
IBHMa He MOCTOoje IBa Koja ¢y KOHIPYEeHTHa 110 Moayny m. IIpeTnocTaBuMo
cynpoTHo, mamoctojein j,0 < i < j < p(m), Taxsu naje a’ = o/ (mod m).
Tanaje /! = 1(mod m), npu yemy je 0 < j — i < @(m), WTO je CyNMPOTHO
NPETIIOCTABIM JIA j€ & TPUMUTUBAH KOPEH 110 MOJLYILY 1. O

Iocaemuua 1.6. Axo je p @ipociti 6poj u a GApUMUTTUEAH KOPEH 10 MOGYLY D,
mwaga 6pojesu 1,a, . .., aP~2 0bpasyjy ceeqgenu cuciliem ocilaimiaka iio MOqyLy
D.

Teopema 1.33. (Busicon'?) Axo je p aipoci 6poj, waga je (p—1)! = —1(mod p).

Joxasz. TBphemwe ounrieqHo Baxu 3a p = 2 u p = 3. [IpeTnocTaBUMO J1a
je p mpoct 6poj Behu o 3. Baxu gaje 1 = 1(mod p) up — 1 = —1(mod p).
Joxaszahemo na je Moryhe rpymucatu eneMente ckyma A = {2,3,...,p — 2}
y napose (i, ) 3a xoje Baxu i - j = 1(mod p), ognocuo nokazahemo na 3a

' John Wilson (1741-1793), enrneckn Matemaruyap
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cBaku 6poj ¢ € A mocroju TauHo jeman O6poj j € A, j # i, TakaB 1a je
i-j = 1(mod p).

Hmajyhn y Buay ma je 2 < @ < p — 2, IpH 4eMy je p IpocT 6poj, 3a-
KJbyuyjyjemo naa je (i, p) = 1, omakie, mpema teopemu 1.24, ciieam 1a je ckyn
{0,4,24,...,(p — 1)i} moTIIyH# cHCTEM OCTaTaKa 110 MOIYIY P, 1A je TAYHO
jeman emeMeHT oBOT ckyma (koju je pasmuuut ox 0) xkoHrpyenTan ca 1 mo
Moxayny p. Heka je To emement j -4, 1 < 5 <p— L.

Axo 6u 6o j = 1, Tana je i = 1(mod p), mro je nemoryhe. Auajnoruo,
He MOXe Outn Hu j = p — 1.

JIoKaMMO joIII 1a je j # i. Y cympoTHOM, Baxu ja je i> = 1(mod p),
1j.p| (i —1)(i+1). Kako je p npocr 6poj, cnemupgap | i — Llumap | i + 1,
mTo je Hemoryhe, jepje 2 <1 < p — 2. O

Baxxu u 06puyTO TBpheme Buiconose Teopeme.
Teopema 1.34. Axo je (p — 1)! = —1(mod p), Wwaga je p dpocia opoj.

Joxas. Axo 6u p 610 CIIoXeH Opoj, Tama Ou p MMao JeTIIall ¢, Takas J1a
jel<qg<p,omaknecnenmagaq | (p— 1), maqgt(p— 1)+ 1, a camum TM
up1(p—1)! + 1. Kourpaaukuwja. O

TTPUMEP 1.21. Heka je p mpoct 6poj. Tana konrpyenmmja 2 = —1(mod p)
MMa pellierhe aKo U caMo ako je p = 2w p = 1(mod 4). JlokazaTu.

Pewerwe. Axo je p = 2, tama je * = 1 jemno pememe. AKO je p =
1(mod 4), Tama Ha 0OCHOBY BHIICOHOBE TeopeMe BaKu

1-2---]);1-(p—l)(p—2)---<p—p;1> E((Z);l>!>2(modp)

= — 1(mod p),

najex = (%) ! jemHo peleme.

Heka je p = 3 (mod 4). ITpermocTaBUMO Jia TIOCTOjH 110 OpOj &, TaKaB

—1
maje 22 = —1(mod p). Tamaje zP~! = (=1)"7 = —1(mod p), wro je y
CynpoTHOCTH ca Teopemom 1.30. A

1.4.3 Kputepujymu ne/pusocty - [lackasioB meron

[IpumenoM Teopuje KOHIpyeHIMja MOTY ce JOOUTH HEKH KPHTEPHjyMHU
nespuBocTH. Kako ce cBakm mpupoman O0poj MOXe MPeACTaBUTH Y OOINKY
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MPOU3BO/IA CTeleHa IPOCTUX GpojeBa, O HHTepeca je OJPeIUTH KPUTEpHjyMe
JIEJbUBOCTH CTETIEHUMA MPOCTUX OpojeBa.

Jenan o HaunHa T0o6Mjama KpUTEpHjyMa Ie/bUBOCTH je T3B. Ilackanos'!

Mmeiog.

n
Teopema 1.35. bpoj a = ananp_1---a1G0 = Z a; - 10° Jje geaus apupogrum

=0
n

Opojem M aKko u camo ako je ca m gemnus 30up Z a;ri, 2ge cy r; yeau bpojesu
i=0
3a koje éadxicu 10" = r; (mod m), i = 0,1,...,m.

Jloxas. Kopucrehn ocobnne KOHrpyeHIIHja 100HjaMo
n n
a = ApQp_1 - - a14g = Zai -10* = Z a;r; (mod m),
=0 i=0

oaKJie ciuenu TBpheme. O

Bupajyhu Ha omrosapajyhe Haunne 6pojeBe r;, 100OHjajy ce Pa3THINTH
KPHUTEPHjyMH JeJbUBOCTH.

Mocnemma 1.7. Bpoj a = G,a,_1 - aiag je gemus ca 2 (ognocrno ca 5t)
axo u camo axo je ca 2t (ognocno ca 5') gewus 6poj a;—1 ... aiao, 2ge je t
APOU3BOMAH TPUPOGaAH OPO].

Jokas. JJoBolbHO je y TeopeMu 1.35 y3etn r; = 10°3a4 = 0,1,...,t — 1
nr; =03a1 >t ]

[Mpumenom mocnenurie 1.7 qodujaMo Mo3HATE KpUTEPHjyMe IeJbUBOCTU
ca2,s,4,25,8,125 urn. bpojje nesbus ca 2 (OMHOCHO ca 5) ako ce 3aBpIaBa
HekoM of nudapa 0, 2,4, 6, 8 (oxHocHo ca 0 wmu 5); 6poj je merbus ca 4 = 22
(omHOCHO ca 25 = 52) ako je meros ABOLM(BPEHH 3aBPIIETAK JeJbUB ca 4 (ca
25), utm.

Mocnennua 1.8. Heka je t apupogan 6poj, maxas ga je 10° = 1 (mod m).
bpoj a =anan_1 - a1ag je gemus apupoguum Opojem m ako u camo ako je
ca m gemus 30up bpojesa koju ce gooujajy wogenom 3gecHa Hareso bpoja a Ha
2pyiie o t yugpapa.

Jokas. Y Teopemu 1.35 Tpe6a y3et na je r; = 10%,3a4 =0,1,...,t —1
W reg+i = 10%, ¢ € IN, jep je 10197 = 10% (mod m). O

' Blaise Pascal (1623-1662), pasiycku maremaruuap
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CnenujarHo, ogaBie 1001jaMo KpUTepHjyMe AeJbHBocTH ca 3, 9 m 11.

n n

3la = > a; 100 < 3> a (t=1),
i=0 =0
n ) n

9la = ) a;-100 <= 9| a; (t=1),
=0 =0
n ) n

la = > b-100° < 11]) b (t=2).
=0 =0

TTPUMEP 1.22. 11 | 276507, jep 11 | 99 = 7 + 65 + 27.

Hocnemuna 1.9. Hexa je t apupogan 6poj, makae ga je 100 = —1 (mod m).
bpoj a =anan_1---aiag je gewus dpupoguum b6pojem m axKo u camo axo je
ca m gemus 30up bpojesa Koju ce gooujajy ogenom sgecha Hareso bpoja a Ha
2pyiie io t yughapa, fpu yemy um ce HaUIMEeHUYHO UPOMEHU 3HAK.

Jlokas. 'V Teopemu 1.35 Tpeba yzetn aa je r; = 10°, i = 0,1,...,¢t — 1,

3atiM iy = —10% i = 0,1,...,¢t — 1, ma onma omer ros; = 10, i =
0,1,...,t =1, 1. regs = (—1)9-10%,i = 0,1,...,t —1,q € IN. O
CnenwujaiHo,

n n
la = > a-100 <« 11]) (-1)a; (t=1),
=0 =0

101[a = ) b-100" <= 101|) (-1 (t=2),
=0 =0

Tla = > ¢ 10000 < 7] (-1 (t = 3),
=0 =0

13la = Y ¢-1000° < 13| (-1)'e;  (t=3).
=0 =0

TTPUMEP 1.23. 11 | 2843269, jepje 9—6+2—3+4—8+2 = 0 = 0 (mod 11).

ITpuMEP 1.24. 101 | 604307947, jep je 47 — 79 +30 -4+ 6 = 0 =
0 (mod 101).

TTPUMEP 1.25. 7 | 2232706, jep je 706 — 232 4+ 2 = 476 = 0 (mod 7).

[IPUMEP 1.26. 13 | 7057219, jep je 219 — 57 + 7 = 169 = 0 (mod 13).
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I[TPUMEP 1.27. Onpenutu cBe TponudpeHe OpojeBe Koju cy d Imyta Behn on
MMPOM3BOIA CBOjUX IHdapa.

Pewere. Tpaxenn 6poj abc 3agoBosbaBa yciaos abc = 5abe, Tj. neibus
je ca 5, omaxne ciuemn qa ¢ € {0,5}. Y cayuajy na je ¢ = 0, mpousson abce
jennax je 0, wro je nemoryhe, na je ¢ = 5. Cana je ab5 = 25ab, Tj. 6poj abd
je nerwus ca 25, omaxie cnienu na b € {2, 7}V cnyuajy na je b = 2 nobujamo
na je a25 = 50a, mro je HeMoryhe, jep je y 0BOM ciIyuajy mocieima udpa c
jemnaka 0. Jlakie, mopa 6utu b = 7, oiakiie HEMOCPEAHO MPOU3MIIA3H A je
a =1, 1j. Tpaxkenu 6poj je 175. JAN

TTPuMEP 1.28. Oapeautu mudpe a u b Tako ma je 6poj n = al995 + 19956
neJpuB ca 44.

Pewere. Kaxoje44 = 4-11u (4,11) = 1, 3akspyuyjemo aa 6poj n Mopa
outu nesbus ca 4 u ca 11. Kaxo je 1995 = 3 (mod 4), cienu 1a Mmopa 6utu
1995b = 1 (mod 4), ogakie npousunasu ga b € {3, 7}.

IMpernocrasumo Hajmpe aa je b = 3. Tana je 19953 = 10 (mod 11), na
Mopa 6utr 1995 = 1 (mod 11), omakie ciremn 1a je a +4 = 1 (mod 11), Tj.
a =8,

Heka je caga b = 7. Cau4HO Kao y IPETXOIHOM CIIy4ajy 3aKjbydyje ce aa
Mopa outu a = 4. A

1.4.4 Hexke npuvMeHe KOHTpyeHIHja

Teopuja KOHTpyeHITHja UMa PA3IMUNTE ¥ 3aHUMJBHMBE TIPUMEHE, KAKO Y
MaTeMaTHUIIH, TAaKO U Y IPYruM obnactuma. Pazmorpruhemo mpuMeHy KOHTpY-
€HITNja 3a jeTHO3HAYHO O3HAUABAILE KIHbUTA, KA0 U 3a TIPABJBEHE paciopena
yuecHHKa onpeheHnX TypHHpA.

O3nauaBame KILHra

Csaka kmwwura je jennosnauno oxapehena csojum ISBN Gpojem (Inter-
national Standard Book Number) xoju mpencrasiba uu3 ox 10 mmdapa,
a1,a2,...,a19 (HIp. 86 — 18 — 12341 — 8), moAesbeHUX y YETUPHU TpYIIe,
Ol KOJUX TIpBa O3HAuYaBa TJe je KHWra M3iara, JApyra msjaaBava, a Tpeha
HACJIOB U peHu 6poj m3nama. [locnenma nudpa, aip, Ha3UBa ce KOHTPOITHA
nudpa u ona ce ogpelyje Ha OCHOBY IPETXOIHUX JIEBET Inapa KopuirhemeM

penaruje
9

ayy = Zz -a; (mod 11),
1=1
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Ipu YeMy ce y caydajy ma je ajgp = 10 (mod 11) Ha mocnenmy Mo3MIMjy
yiucyje X. KonrposHa mudpa je yBeaeHa y by KOpPEKIUje rpeaka Koje
HacTajy npu npenucuBamwy ISBN 6pojeBa, 6uito 3ameHoM Mecta aBe nudpe
WJIM MTOTPEIIHUM ITPEIUCUBAEM HEKe O rudapa.

ITokazahieMo Kako ce IPUMEHOM KOHTPYEHIUja M KopHUIINemeM KOH-
TpoiHe Irdpe Moxe mposeputr 1a i je Hanucann ISBN 6poj ncnipasan.
IIperniocraBuMo j1a je uu3 by, ba, . . . , b1g mobujen npenucusamem ISBN 6poja
dbopmupanor on nudapa ay, ag, . . ., a1g, IPU YeMy je TaYHO jeHa o Lupapa
aj, TIOTPENTHO Tipenucana. Jlakie, Baxu 1a je ap # by, mOx je a; = b; 3a
1 # k. Y oBoM cimy4ajy HU3 cacTaBibeH on nudapa b, bo, . .., big He mpen-

crassba ucrpasan [ISBN 6poj, mrro mponsunasu u3 ciueneher pasmarpama.
9 10
Konrpyenmmja ajo = Y i - a; (mod 11) ekBuBanenTHa jeca Y | i - a; =
i=1 i=1
0 (mod 11), omakite mpou3mIIa3y 1a je

10 10 10

D itbi=) i-bi—» i-a;(mod 11).

i=1 i=1 i=1

10
IMocieaa KOHrpyeHIyja je ekBuBajenTHaca y |, i-b; = k (bpy—ay) (mod 11).
Kaxo je by # ay, mecna cTpaHa TOCIENHE K:)HIrpyeHunje HE MOXe OuTH je-
JHAKa HYIH, oJakie cieau aa Hu3 by, ba, . .., bjg He mpemcraBiba UcTipaBaH
ISBN 6poj.
JennocTaBHO ce MOKa3syje a aHATIOTHO BaXKU M Y CIIy4Yajy Kaja je Hu3

b1, ba, ..., b1o nobuMjen 3amenom mecta ase nudpe ucrnpasuor ISBN 6poja.

Pacnopen Typanpa

Konrpyenmnmje ce MOTY IPIMEHHUTH IIPH CACTaBJbaky pacropena TypHIpa
Ha KOMeE Y4YecTBYje 1 UTpada, IIPU YeMy CBAKM O]l UTpaya OIUrpaBa TAYHO
jemaH Med MPOTUB CBAKOT OJ] TPEOCTANINX YUYECHUKA TypHHUPA. AKO je N mapaH
Opoj, OBaKaB TYpHHUp Ce CACTOJU OJ YKYITHO 1 — 1 KoJa, TaAKO /1a CBAKH O]l
Wrpava ¥Ma Med y CBAaKOM KOIIy. YKOJWKO je n HemapaH Opoj, Taga ce y
CBAKOM KOIIy cacTaje %‘1 TapoBa, Ta jefaH urpad Mopa outu cinobdogan. Y
TOM CIIy4ajy J0AajeMo joIl jeqHor, (MKTUBHOT UTrpayva, Ia MOKeMO MPeTIo-
CTaBUTH J1a je . mapaH 0poj. Mirpay koju ce cacTtaje ca GUKTUBHIAM UTPAdeM
je y cTBapm y TOM KOITy clIo0omaH. Y OBOM CIIy4ajy TYPHHD Ce CACTOJU O 7
KOJa.

Hexka cy urpaun o3nauenu OpojeBuma 1, 2, . . ., n, Ipu 4eMy y K-TOM KOy,
k=1,2,...,n—1,urpaunxuy,l < z,y < n—1,x # y, urpajy meljyco6H0
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ako je ¢ + y = k (mod n — 1). Vkonuko je x + x = k (mod n — 1), Tana
Urpay T Urpa ca urpaveM n.

Hagenenmnm pacropenoM Urpada Ha TYpHUPY, HAjeTaH Urpad Hehe urpatu
BHIIIE OJ1 jJeMaHITYT Y HCTOM KOJIy, jep U3 ycioBa - + y = x + z (mod n — 1)
ciemy ga je y = z (mod n — 1), ogHOCHO Y = 2, ¢ 063UPOM HaA YHMELEHUILY
mal < y,z<n—1 OcuMm Tora, Hu y jemHoM o n — 1 Koja He Ioia3u
710 TIOHABJbaa CYCpeTa, jep uz yeoBa £ +y = k(modn — 1) nz +y =
K (mod n — 1), cnenu na je k = k', jep Bakn 1 < k, k' <n — 1.

ITPUMEP 1.29. Pacnopen TypHupa ca 6 urpada ImpeiacTaBibeH je ciemehioM
TabesIoM.

Koio Cycperu

1 1-5,2—-4,3-6
1-6,2—-5,3—-4
1-2,4-6,3-5
1-3,2—-6,4-5
1-42-3,5-6

QY | W N




I'naBa 2

KoMOnnaropuka

2.1 YBoa

Kom0uHaTOpHKA je 005TacT MaTeMaTHKe Koja ce 0aBU MUTakbIMa paciope-
huBama ob6jexata nepUHUCAHNX HA KOHAYHUM WJTN TPEOPOJUBUM CKYITOBUMA.
OBa MaTeMaTH4Ka QUCIHILTAHA ITOYHbe 1a ce pa3BHja y X VII Beky, ymopeno
ca HaCTAHKOM TeopHje BepoBaTHOIE, Ka/1a Cy MpBU KOMOMHATOPHU ITPOOIIEMHU
6w BezaHu 3a urpe Ha cpehy. KomOGuHaToprka ce TOKOM UCTOpHje pa3BH-
jara 3ajemHo ca ApyruM o0jacTuMa MaTeMaTHKe, MpoknuMajyhu ce ca muMma.
Janac ce koMOMHATOpHE METO/Ie KOPHCTE Y alNredopu, Teopuju 6pojesa, reo-
METpPHjHU, TONOJIOTHjU, aHAJIU3H, TEOPUjU BepoBaTHOhe, MATEMAaTHYKO] CTa-
THCTUIH, pa4yHAPCTBY, KA0 U Yy MHOTUM JPYTUM OOJIaCTHMA.

Pazmmunti mpoOieMy Koju ce TIpoydaBajy y OKBHPY KOMOWHATODPHKE
MOTY OUTH Pa3BPCTAHU Y TPH OCHOBHE TPYIIE:

e 1pobneMu eZsucilienyuje KOMOMHATOPHUX objekaTa ca yHAImpea yTBp-
hennm ocobnHama,

e IIpoOIIeMHU eHyMepalldje, Tj. idpebpojasarba objeKaTa ca 3aJaTHM CBO-
jcTBMMa,

® IIpOOIEMH ZeHepucarba, OTHOCHO KOHCTPYKIje KOMOMHATOPHUX 00je-
KaTa ca yrBphennm ocodbunama.

IToce6HoO je 3HAUajan Ae0 KOMOWHATOPHKE KOjU ce OaBW MpobieMmuMa

npebpojaBama y MWbY PelllaBarba Pa3IUIUTHX MpoblieMa, Kao LITO je, Ha
npuMep, npobireM oapehuBama Opoja pasnmuuuTuX TeneoHCKHX OpojeBa,

39
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onpehuBame CIOXKEHOCTH alropuTaMa WM yTBphuBame BepoBaTHONe ciy-
yajuux morahaja. 3060r Tora je BeoMa 3HAYAJHO MPOHAJAXKEHE e(hUKACHUX
MeToza 3a npebpojaBambe, Mpe CBera, KOHAYHUX CKymoBa. IIpHiInKoM pemia-
Bamba ImpobireMa mpedpojaBarma KOPUCTE CE€ YETUPH eIIEMEHTapHA ITPUHITUTIA.

Tpuanmn 1. (npuauun jequaxoctu) [IBa koHauHa HerpasHa ckyna A u
B umajy jennak 6poj emeMenarta, Tj. Baxu Aa je |A| = |B|, ako mocroju
oujexmja f : A — B.

Hpunoun 2. (npuamun Beher 6poja) Heka cy A nu B KOHaYHM CKYIIOBH U
f A — B dyukuuja, Taksa 1a 3a cBaku eieMeHT b € B nocroju tayHo k
efleMeHaTa a € A 4Mje Cy CIIUKe TIpH IpecuKaBamwy [ jenHake eqeMeHTy b,
1. |[{a | a € A, f(a) =0} = k. Tana je |A| = k|B|.

Tpunnmn 3. (npuauun 36upa) Axo cy A m B KOHAYHU JANUCjyHKTHH CKY-
noBw, Tana je |AU B| = |A| + |B|.

OBaj NIpUHIMI Ce MOXKE YOIIITHTH U HAa YHU]y MPU3BOJLHOT Opoja auc-
JYHKTHUX KOHAYHMX cKymoBa A1, Aa, ..., Ay, Tj. Baxn

|A1UA2UUAH|:|A1|—|—|A2|+—|—|An|

Ipunuun 4. (npuauun npon3sona) Axko cy A u B koHauHM CKYOBH, Ta1a
je|Ax B|=1A|-|B|,npuuemy je A x B = {(a,b) | a € A,b € B}.

ITpema naBemeHOM MpUHLKITY TpeOpojaBama, Opoj HauMHa Aa ce nuzabepe
jeman exteMenT u3 ckyna A u jenan eeMent us ckyna B jennak je | A|-| B|. Osaj
TIPUHIIUT Ce MOJKe TIPOIIIMPUTH Ha MPOU3BOT IIPOU3BOJBHOT 6poja KOHAUHUX
ckymoBa Ay, Ag, ..., Ay, Tj. Baxu 1a je

‘A1><A2><><An|:|A1’|A2‘|An‘

[TPUMEP 2.1. Ha monumnu ce Haja3w d pa3InduuTHX KIbUra U3 MaTeMAaTHKE,
3 paznmunTe Kibure N3 Grsnke U 2 n3 xemuje. Ako je moTpe6HO omabpatn
JemHy KIBUTY ca TOJUIe, KOIMKO Pa3IHIUTHX H300pa moctoju?

Pewerve. O3naunmo ca M, F'u H ckyn KibHUTa U3 MaTeMaTHKe, (HU3MKe
M XeMuje, pecriekTuBHO. bupamo xmury m3 ckyna M U FU H. Kako cy
OBH CKYNOBH MeljycoGHO TUCJyHKTHH, TTpeMa MPHHINIY 301pa pasiuIiTHX
mbopa uma |M| + |F|+ |H| =5+ 3+ 2 = 10. A

IMpuMEP 2.2. Iludpa ce cacroju ox 4 cumb0I1a, 0 KOjUX Cy MpBa JBa CIIOBA
azbyke, a mpeocrana nBa cy mudpe. Komamko TakBUX pazmuyuTuX MIMGpH
rocroju?
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Pewerve. 1360p CBAaKOT O CITOBA MOXKe ce M3BpLIUTH Ha 30 HayuHa, a
cBake o mudapa Ha 10 HaumHa, Ma je mpeMa MPUHIIUITY ITPOU3BOJa OPOj
pazmuutux mudpu jemnax 30 - 30 - 10 - 10 = 90000. JAN

OcuM 4YeTHpU HaBe/ieHa OCHOBHA NPWHIIMITA, IPUIIMKOM TpebpojaBarmba
PAa3ITMYUTHX KOMOMHATOPHUX 0OjeKkaTa KOpPUCTH ce U JMpHX/1e0B MPHHIIMII.
OBaj NPUHINII j€ y JUTEPATYPU HA CHIJIECKOM je3uKy no3Hat kao The Pi-
geonhole Principle, jep y ¢cBOjoj OpUTMHAIIHOj BEP3UjU TBPAH 1a 4KO je jaTo
roimy0oBa NOTpeOHO CMECTUTH Y TOITyOApHUK, ITPY YeMy MMa BHIIIE roiryOoBa
Hero kyhuma y romy0apHuKy, Tama he ce 6ap y jemHoj kyhumm nahu 6ap nea
roiy6a. OBaj MpUHIIMIT MOXE C€ MCKa3aTH Ha crieaehu Haumh.

Teopema 2.1. (dupuxseoB npunuun) Axo je n + 1 wi euwe objexaitia cme-
witieno y n Kyimiuja, iwaga ce oap y jegnoj Kyimiuju naiaze oap ¢ea 00jexia.

Jlokas. Axo cBaka KyTHja caJIp)K{ HajBHIIIE jeTaH 00jeKaT, Taaa je yKyIlaH
O6poj objekara HajBMILIE 7, CYIIPOTHO MPETIIOCTABLM Jla UMa HajMamwe 1 + 1
objekara. O

TTPUMEP 2.3. Ha ocHoBy JupuxiIe0BOT TPUHITUIIA Bake TBphema:

® y CBAKOM CKYITy OJ1 8 WIJIH BHIIIE 0c00a, TTOCTOje Oap aBe Koje cy pohene
HCTOT JlaHa y HeJeJbH,

® y CBAKOM CKyIity o1 367 uau Buie ocoba 1nocroje 6ap /iBe Koje ciase
polheHnan ucror naHa,

e oy 6 mpupoaHUX OpojeBa Gap MBa MMajy UCTU OCTATAK IPH JeJbemhy ca
D.

TTPUMEP 2.4. JTokaszatu 1a nocroju 6poj umje uudpe npunanajy ckymy {0, 1},
Koju HeMa BwiIe on 17 mudapa 1 Koju je mebuB ca 17.

Pewerve. Axo nujeman ox 17 6pojesa 1,11,111,...,11...1 Huje neJbuB

17
ca 17, rama Gap ABa OO HUX Jajy UCTH OCTaTaK MpH aebewy ca 17. Pazmmka

Ta aBa Opoja je 6poj 3amucan nomohy mmdapa 0 u 1, nesbuB je ca 17 1 HeMa
Buie o 17 mudapa. A

TTPUMEP 2.5. 1leo mucT mamupa IIKOJICKe CBecke 000jeH je moMohy aBe 6oje.
JlokazaTn Ja MOCToje IBe Tauyke TOT Iamupa Koje Cy HCTe 0oje U umje je
pacrojame 3 cm.,
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Pewerse. AKO KOHCTPYHUIIIEMO Ha TOM MATHPY jeAHAKOCTPAHUYHH TPO-
yrao cTpaHuIiie 3 cm, 6ap ABa lerosa TeMeHa he Outu ucte 0oje. A

OcuMm [IupHXIIeOBOT MPUHIINIA, TIPH pellaBakby KOMOWHATOPHHX 3a-
JlaTaka KOPUCTH CE M HETOBO YOTIIITEHHE.

Teopema 2.2. (Yommurenn npuxiieoB npuuuun) Axo je m objekaitia cme-
witieno y n kyimuja, ipu yemy je m > nr, v € N, wiaga ce 6ap y jegnoj kyitiuju
nanasu 6ap v + 1 objexaitia.

I[IPUMEP 2.6. V jemnoj mxkonu uMa 1000 yaennka. JlokazaTu na y TOj IIKOIN
IOCTOje Wi 32 YYEHUKA U3 UCTOT O/IeJbEHha WU 33 YUCHHMKA U3 PA3IIMUUTUX
olieIberha.

Pewerve. Axo He TocToje 32 yueHUKa U3 UCTOT Ofieberha, CIeAN Aa CBa
onespera nMajy HajBure 1o 31 yuennka. Kaxo je 1000 = 31-324-8, y mxomn
mocroje 6ap 33 ofeiberba, a TUME U 33 yUeHHKa U3 Pa3InuUTUX ofebemha. /\

JBa ckyma cy jemHaka ako caJpiKe HCTe eleMeHTe, OJJaKIie CJIeIU 1a Huje
Moryhe pa3jMKoBaTH CKYIOBE y KOjUMa je HeKH eJIeMEHT HaBeJIeH jelaHITyT
WM BUILIE TIyTa, HA IpUMeEp ckymose {a, a, b, ¢, c¢,d} n {a,b, c,d}. Y xombu-
HATOPHIIM je YeCTO MOTPeOHO ocMaTpaTH KoJleKIHje objekaTa Meljy kojuma
nMa 1 jenHakux. TakBa konekiyja objekara Ha3uBa ce (paMuInja NI MyJITH-
CKYIL

Hedunnmnja 2.1. Ilpecruxasarwe ¢ : X — WNg nasuea ce pamunuja eneme-
Haitia ckyia X.

Ipema npeTxoaHo] Aeunuimju dhaMunnje, ¢(x) npeacrasba 6poj, Tj.
BHULIECTPYKOCT T10jaBJbUBakba IPOU3BOJBHOT elleMeHTa © € X y dammimju.
[Be pammuije cy jemHaKe ako U caMO aKoO UMajy MCTe elNeMeHTe 1 BUIIIeCTPY-
KOCTH I10jaBJbBAha UCTUX €JIEMEHATA CY jeTHaKe. 3a HeKy (haMILIHjy Kaxe ce
Ia je moadaMminja 1ate paMuiirje aKo BUIIECTPYKOCTH MT0jaBJbUBabha CBAKOT
IBEHOT eJIeMeHTa HUCY Behe o011 BUIIECTPYKOCTH MOjaB/bUBarha TOT CIIEMEHTA
y montazHoj paMuwinju. Bpoj enemenaTa Heke damunuje ckyma X jeaHak je
30MpYy BHLIECTPYKOCTH CBHX ejieMeHaTa ckyna X .

ITPUMEP 2.7. Heka je X = {a, b, c,d, e}. Tana je mpecnukaBarmbe
a b c d e
¢= < 2 0 3 1 1)

jenna ¢pamunmja ckyma X Kojy MOKeMO O3Ha4MTH ca {a,a,c,c,c,d, e} wm
{2a,3c,1d, le}. Enementu a,b,c,d,e ckyna X ce y damunuju nojassbyjy,
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penoM, 2,0,3,1,1 nyra, ogakite cienn ga oBa ¢pammnmja uMma 2 + 0 + 3 +
1+1 = 7 enemenara. ®amunuje {a, ¢, ¢, c,d} u {c,d, e} cy nBe mpousBosbHE
noadaMurje nate haMumje.

OcuM npebpojaBama KOMOMHATOPHUX objekaTa ca ofpel)eHnM CBOjCTBH-
Ma, 4eCTO je MOTPeOHO U TeHEPHCATH CBE TaKkBe 00jexkTe. Y Huiby ehpruKacCHOT
pelraBama TOT IpobileMa, Kako O ce M30erjao aa ce IOojequHH O0jeKTH
M30CTaBe WM IIOHOBE BHUIIIE ITyTa, TOTPEOHO je y CKyIly CBUX KOMOMHATOPHUX
objexarta onpeheHor Tumna nehuHUCATH Topenak kojuM he onu 6utn ypehenn.
OcCHOBHY TTOpe/Iak Y KOMOMHATOPHIINA 3aCHUBA Ce Ha T3B. JIEKCUKOTPapCcKOM
ypehemy Koje ce 4eCTO KOPHUCTH 1 Y CBAKOAHEBHOM XHMBOTY, HITP. IpH (popMu-
pamy peuHUKa CTpaHUX pPedd, Tele(pOHCKUX UMEHUKA U CITUIHO.

Nepunnunja 2.2. Heka je X = {x1,x2,...,Tn} CKyil 0g N eremenaimia woi-
iyno ypehen perayujom < u Heka je r1 < To < --- < Tpn. Kaowemo
ga ¢y gee k-mopke (ai,as,...,ax), (by,ba,...,bx) € X* y penayuju < u
auwemo (ai,ag,...,ag) = (by,ba,...,bx), ako u camo ako je a3 = by, ay =
ba,...,a = by um jeay =bi,a2 =ba,...,a5 = bsu asy1 < bsy1, 3a nexo
5, 0<s<k—-1.

Pemanmja < yBemeHa IpeTXOJHOM Ae(GHHUIINjOM MPEACTaB/ba pelaIujy
nexcuKorpadexor noperka (ypehema) na ckyny X ceux k-topxu (Tj. peun
nyxune k) popMupaHux on emeMeHara ckyna X . OBa penanuja je penanmja
TNOTITYHOT ITOpeTKa Ha ckyIy X ¥, 0IHOCHO pedIeKCHBHA je, AHTHCHMETPHYHA
¥l TPAH3UTHBHA ¥ IPUTOM Cy CBAKa JIBa elleMenTa 13 ckyna X ¥ ynopemmsa y
OIHOCY Ha OBy penanujy. OBa penaryja je crierujajal clIydaj penamnuje JIeK-
cukorpagckor mopetka ieuHUCAHE Y CKYITy CBUX PeYH MPOU3BOJbHE Ty KUHE
Ha crenehy HaumH.

Hedunnunja 2.3. Heka je X = {x1,x9,...,Tn} cKyil 0g n enemenaimia io-
wiiyno ypehen penayujom < @Waxko ga je r1 < To < -+ < Tp, U HEKA je
X = Uiz x*-

Kaswcemo ga ¢y k-mopra (ai,az,...,ax) u -wopka (b1,ba, ..., by) us
cryita X y penaywju < u wemo (ai,asg,...,ax) = (bi,ba,...,b), axko u
camo axo je a; = by,as = by, ...,ax = by, upu uemy je k < £, umw je
ay; =by,a =bg, ..., a5 =bsuasy) < bst1, 3a nexo s, 0 < s < min{k, ¢}.

JemHocTaBHO ce TpoBepaBa 1a je penaiyja =< yBeleHa IIPETXOTHOM Jie-
(buHUIIMjOM peftalivja MOTIYHOT TOPETKA HA CKYIY X.
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2.2 Bapwujanuje, nepMmyTanuje, KOMOUHALU|e

Hexka je mat ckyn A, = {a1,a9,...,a,}.

2.2.1 Bapujanuje (0e3 noHaB/bama)

Nebunnunja 2.4. Bapujayuja k-wie knace (6e3 ionasmarwa) ckyia A, je céaka
ypehena k-wopra pasnuuuiniux enemenaitia ckyia Ay,

Bapujanmja (0e3 monaBspama) Moxe ce AeuHucaTi 1 Ha clienehu ekBuBa-
JIEHTAH HAYWH.

Hebunnunja 2.5. Bapujayuja k-wmie knace (6e3 wonasmarwa) ckyia A, je céaxo
1 — 1 apecnurasare ckyia {1,2,...,k} y ckyi Ay,

TTPUMEP 2.8. Heka je nat ckym {a, b, ¢, d}. Cse Bapujaimje (6e3 moHaBIbamba)
JpyTe KIlace II0CMaTPaHoT CKYIIa Cy

ab ba ca da
ac bec c¢b db
ad bd cd dc,

a ce Bapujanuje (0e3 moHasspama) Tpehe Kirace OBOT CKyIa Cy

abc bac cab dab
abd bad cad dac
acb beca cba dba
acd bed cbd dbe
adb bda cda dca
adc bde cdb dcb.

[Tpu HaBohemwy Bapujanunja ypehenu map (a, b) o3Haummm cMo ca ab, a ypeheny
TpOjKy (a, b, ¢) ca abc. AHAIOTHO CMO MOCTYIUIIM TIPH HABONEHbY MTPEOCTAIMX
ypeheHux maposa, oHOCHO ypeheHnx Tpojku (opMHUpaHHX O] eJeMeHaTa
ckymna {a, b, c,d}. Ocum Tora, npuIMkom HaBohemwa Bapujaluja y mpeTxo-
JTHOM TIPEMEPY BOIMIIN CMO PadyyHa O JIEKCUKOTPa(CKOM IIOPETKY, ITPH YeMY
je 3a mopenak enemenara ckyna {a,b,c,d} yser oarosapajyhu aGeremnu
pemocien OBUX CoBa, Tj. a < b < ¢ < d.

Osnaunmo ca V¥ 6poj Bapujanmja (6e3 monasibarma) k-Te Kiace CKyIna o
N eleMeHaTa.
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Teopema 2.3. Basxu ga je
2.1 VE=nn-1)---(n—k+1).

Iokas. Bpoj Bapujanmja k-Te Kiace CKyla O 71 elleMeHATd jeIHaK
je mpema aebunuuuju 2.4 6pojy ypehenux k-topku dbopMupaHux oja pa-
3TTUYUTHX eJIeMeHATa TOCMATPpaHoT ckyna. M360p mpBe KoopauHate k-Topke
MOJKE€ C€ M3BPILIMTH Ha 1 HAYMHA, jJep Ce Ha OBOj MO3MLMjU Moxe Hahu Onio
KOJU OJT M eJIeMEeHATA MOJA3HOT CKyma. JIpyry KoopauHaTy k-Topke caia
MOKeMO TIOITYHUTH Ha 1 — 1 HauWHa, Tj. OWIO KOjUM eJIeMEeHTOM IocMaTpa-
HOT CKYITa, OCHUM eJIeMEHTOM M3a0paHuM 32 MPBY KOOPAMHATY. AHAIOTHO,
3aKJbydyjeMo Oa je Tpehy koopamnHaty Moryhe MOMyHHTH Ha 1 — 2 HauMHa,
..., k-Ty xoopauHaTy MOXeMO NMONMYHUTH Ha . — k + 1 naumna. IIpema
MPUHITUITY TPOU3BOIA CIIENIN [ je YKyIaH 6poj HaYlHA 1a IOMMyHUMO CBUX k
KOOpAMHATA, a TUME U Opoj Bapujaija (0e3 moHaB/bamwa) k-Te Kj1ace CKymna
on n eleMeHTaTa gaT opmyitoM (2.1). O

IIPUMEP 2.9. Ha ocnosy dopmyine (2.1) cienn ja je V2 = 4-3 = 12 u
Vf’ =432 =24, xao mro je mpukazaHo y mpumepy 2.8.

ITPUMEP 2.10. ¥V pafmmy IMOCTOJU N PAa3NIMYUTHX BPCTa PA3IIEOHUIA KOje
Tpeba nmocjaaTu npujatesbuMa, Kojux uma k, n > k. Ha xonuko HauuHa
je moryhe mocnaty pasriieIHuIle, TAYHO II0 jeIHY CBAKOM IIpHjaTelby, aKo
CBAKOM IpHUjaTe/by Tpeda MociaTi pasindury pasrieaHulry?

Pewere. On n BpCTa pasrileNHUIA TOTPEOHO je u3abpaT k pas3muyuTux
Bpcra koje he 6uru nociare npujaresbuma. OBO ce MOKEe YUMHUTH HA Vf =
n(n—1)---(n—k+ 1) naunna. A

2.2.2 Tlepmyrtaumje (0e3 NoHAB/baHA)

Hedunuuuja 2.6. Hepmyimauuja (6e3 iionaswarsa) ckyia Ay, je ceaxa ypehena
N-{HOPKA PAIUHUTAUX e/leMeHaitia cKyia Ay,.

IMepmyranuja ckyna A, je y crBapu Bapujarnvja (6e3 moHaBIbamba) N-Te
Kitace TOr ckyma. Ilpema meduuumju 2.5 mepMmyTamja ckyma A, je cBako
1 — 1 npecnukaBamwe ckyna {1,2,...,n} y ckyn A,. Kako oBu ckynosu
MMajy UCTH Opoj elleMeHaTa, OBO IIpeciInKaBame je Oujeknuja. [lepmyrammja
ce MOe JIepMHUCATH U Kao TPOM3BOJbHA OMjeKIMja cKyma A, y camor cebe.

Bpoj nepmyranmja (06e3 monaBipama) CKymna oj 1 eIeMeHaTa o3HavyaBa ce
ca P, u jeqnak je, mpema popmynu (2.1),

P,=V'=n(n-1)---2-1=nl.
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ITPUMEP 2.11. Cse nepmyTanuje (6e3 noHaBbama) cKymna {a, b, ¢, d} natey
JIEKCUKOTPAPCKOM TTOPETKY CY

abed bacd cabd dabc
abdc badc cadb dach
acbd becad cbad dbac
acdb beda  cbda  dbea
adbc bdac cdab dcab
adeb bdea cdba dcba.

Ibuxos ykynan 6poj je Py = 4! = 24.

ITPUMEP 2.12. Oppenuti 92. nepMmyTanujy y JIEKCHKOrpad)CKOM ITOPETKY
ckyma {a, b, c,d,e}.

Pewerve. Tpaxena nmepmyranyja je deach. Hamme, mocroju tauno 4! =
24 nmepMyTauuja Koje IOYMIbY CBAKMM O]l elemeHara a,b,c,d,e. Kako je
92 = 3 - 24 4 20 TpaxeHa nepMmyTanuja nountse ciiosom d. Ilepmyranuja
KOJI KOjUX Cy JBa MOoYeTHa eleMeHTa (pukcupana uma 3! = 6. Kako je
20 = 3 - 6 + 2, Bonehm pauyHa o JeKCHKOTPa(CKOM MOPETKY, 3aKIbYUyjeMO
Jla TpaskeHa IepMyTaluja nounme ca de. Kako nmepMmyranuja ca 3 ¢puxcupana
moueTHa elemMenTta uMma 2! = 2 u 2 = 1 - 2, 3ak/byuyjeMo Ja je TpaxeHa
92. mepMyTaluja TOCMATPAHOT CKYIA y JEKCUKOTpadCcKOM MOPETKY IaTa ca
deacb. A

ITPUMEP 2.13. Koauko uma nepmyranumja ckyna {1,2,...,10} y kojuma cy
eneMeHTH 3 u 4 cyceqHu?

Peuwerve. Kako cy 6pojeBu 3 u 4 cycemHH, BbUX MOXKEMO IOCMATpaTH
Kao jemaH OJIOK (€IEMEHT) KOjU 3ajeqHO ca MPEeOoCTaluX § elIeMeHaTa CKyIa
{1,2,...,10} moxemo mepmyToBati Ha 9! HaunHa. BpojeBe 3 u 4 MokeMO
MeljycoOHO nepmyToBatu Ha 2! HauwMHa, ma je TpakeHu Opoj IepMmyTaipja
jemnax 2 - 9!, A

I[IPUMEP 2.14. Ha xonmko HaunHa ce OpojeBu 1,2, ..., 3n mory nopehatu y
HU3, TAKO Ja CBaKW OpOj CTOjU HA MECTy UMjU PEeAHHU OpOj mpH Ae/bemy ca 3
Jlaje UICTH OCTaTaK Kao U caM Taj 6poj?

Peweme. Bpojese {1,2,...,3n} MOXKeMO TIOJENUTH y TPU TPYIIE O 11O
n O6pojeBa KOjH IIpH JeJbely ca 3 majy UCTH OCTaTak, a 3aTUM OpojeBe U3
CBake o]l Tpymna pacrnopelyjeMo Ha HEKO O M MecCTa YHju PeaHu Opoj mpu
JeJberby ca 3 Jaje NCTH OcTaTak Kao cBaku Opoj mocMaTpane rpyre. Kako ce
n OpojeBa yHyTap rpyre MoTy pacropeIuTH Ha 12 MecTa oJiIroBapajyhux 3a Ty
rpymy Ha n! HayMHAa, TpeMa MPUHIIMITY TPOU3BoIa OpojeBe U3 CBE TPH IpyIle
MoxeMo pacropenutu Ha (n!)? Haunna. A
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2.2.3 Komounanuje (0e3 nonaB/bama)

ITpe Hero mro meduHUIIEMO KOMOWHANMje O0e3 TOHaBJbaka, MehUHICA-
hemo Hajmpe GMHOMHE Koe(hHIIHjeHTe.

Hedmunumja 2.7. Hexa cy n 2= k 2> 0 yeau 6pojesu. bBunomnu xoepuuujenia

) Je v

~ K- k) !

(Z>_ nl nm—1)(n—k+1)

n—
CHMETPUYHH OMHOMHM KoedunimjenTn cy Mehycoono jeagnakn. O OMHOMHIM
Koe(HIMjeHTHMa B IbUXOBUM ocoOMHaMa Onhe BHIIIEe peun y oaelbKy 2.3.

W3 nedpunnmmje OMHOMHNX KOehUITHjeHATa CIIEAN A4 je ( k;> = < k:) , Tj.

Hedpunuuuja 2.8. Kombunauuja (6e3 ionasmara) k-imie knace ckyiia A, je
C8aKU 15208 HOGCKYil Koju cagpaicu k enemenaita.

ITpema nperxomHoj nepununMjn, KOMOMHAIIHjE CY, 3a PA3IIMKy Of Bap-
Hjanyja ¥ mepMyTalnuja, Heypehenn n3bopu eneMeHarta, Tj. peaociiel eeMe-
HaTay KOMOMHAIMju HYIje Outan. nak, mpuInkoM reHeprucama CBUX KOMOU-
Harmja k-Te Kiace ckyna A, MokeJbHO je BOIUTH padyHa O JIEKCHKOrpadcKoM
MOPETKY, KaKo HeKe KOMOMHaLMje He OM M30CTaBMIIM, a HEKE HABEIN BHIIE
myTa.

TTPUMEP 2.15. Hexka je nar ckyn As = {a,b,c,d, e}. Cse kombunauuje (6e3
IOHABIbaba) IPyre KIIACE Cy

ab bc cd de,
ac bd ce

ad be

ae

a cBe koMOuHanuje (6e3 moHasbama) Tpehe xiace cy

abc  bed  cde.
abd  bee

abe bde

acd

ace

ade
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Osnaunmo ca C* 6poj kombunanmja (63 moHaB/bama) k-Te KTace CKyma
O]l M eJIeMeHaTa.

Teopema 2.4. Baowcu ga je

Ck:(n>_ n! n(n—1)--(n—k+1)

" kl(n—k)! 3]

Jloxaz. OBy TeopeMy hemo moka3aTy Ha ABa HaYMHA.

Ilpsu nauun. Bapwujanmje k-tTe ximace ckyma A, Mory ce dopMupatu
TAKO IITO Ce Hajnpe 00pasyjy cBe komOuHaiuje k-Te kiace ckyma A,, a
3aTHM Ce OJT CBaKe T0OHjeHe KoMOnHaIHje (hopMHupajy CBe IbeHe IepMyTallyje.
Ha Taj maumHu je ycmocraBibeHa Be3a m3Mel)y mepmyraryja, Bapwjanudja u
KOMOMHaIIH]a, Koja ce MOKe H3pa3UTH PeJIallijoM

vk=ck.p,,

oJaKIe je

Cs:ﬁ: nn—1)---(n—k+1) _ (n)
Py k! k

Hpyeu nauun. O3naunMo ca A ckyn cBux mepMytanuja (6e3 MoHaBIba-
wa) ckyna A, a ca B ckyn cBux koMGuHaimja (6e3 noHassbarma) k-Te Kiace
ckyna A,. Tama je |A| = n! u |B| = C*. IlpermocraBumo 1a cy eneMeHTH
ckyrmoBa A m B ypehenn nexcukorpadekn. Heka je f : A — B npecnu-
KaBambe Koje CBaKy mepMyTauujy ckyna A mpecnikaBa y oHy KOMOUHAIM]Y
k-te kmace ckyna B koja ce 1o6uje Tako mTO ce y3Me NPBUX k eleMeHaTa
Te mepmytanyje. [lepMyToBame NMPBHUX A eleMeHATa MepMyTalje, Kao HU
MePMYTOBahE MOCIACABUX N — k elleMeHara nepMmyTalyje, He JOBOIM 10
npoMmene koMbunanuje. Ha mpumep, 3an = 4, k = 2 u Ay = {a,b,¢,d},
cBaka ox mepmyraimja abed, bacd, abde n badc ckyna A mpecnukasa ce y
ucty xomMbuHammjy ab ckyna B. Tlpema mpuHIMITY TPOU3BOA CIEIM J1a e
ykynmo k!(n — k)! mepmyranuja ckyma A mpeciukaBa y UCTY KOMOMHAIIN]Y
k-te xnace ckyma B, omaxiie, mpema npuHiuiy Beher O0poja, mpousuiasu aa
je |A] = k!Y(n — k)| B|, 1j. n! = k!(n — k)!C¥, onmocno

On = = h) <k> '
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ITPUMEP 2.16. Yxynan Opoj komOuHanuja (6e3 ImoHaBIbamka) Ipyre Kiace
ckyna {a,b,c,d, e} jemnak je C2 = (g) = 10, ka0 WTO je MPUKA3aHO Y

npumepy 2.15.

ITPUMEP 2.17. VY paBuH je gaTo 7 > J Tavyaka, TaKO Ja HUKOjE TPU O THUX
Tavyaka He MPUIaaajy BcToj mpaBoj. Kommko je mpaBux onpeheHo matum
Taykama?

Pewerse. Kako cBake aBe pasnuumnte Tauke oapelyjy jemHy mpaBy u He
TOCTOjU TPOjKa KOJIMHEAPHUX Tadyaka, YKymaH Opoj mpaBux oapehenmx ca
JAaTHX N Tayaka jeqHak je C2 = (g) JAN

ITPUMEP 2.18. Ha xonmuko naunna ce o 6 Jbyau MOXe CACTABUTH S5 TpOUIIa-
HUX KOMHUCH]a, TAaKO JJa HUKOje ABe O/ TUX O KOMICH]a HICY UCTOT cacTaBa?

Pewerve. On 6 ;bynn Moryhe je cacTaBuTH (g) = 20 TpounaHNX KOMHCHja.
O 20 komucuja Moxke ce 3abparu 5 komucuja na (2) = 15504 naumna. A
2.2.4 Bapujanuje ca noHAB/bAKHEM

Heduanunja 2.9. Bapujauuja k-itie knace ca iionaswarvem ckyiia Ay, je ceaxa
ypehena k-imiopka enemenaimia ckyiia Ay,

Hexka je ca V,, o3HaueH 6poj Bapujalmja ca IMoHaBJbameM k-Te Kiace
CKyTia Ofl 1 eJIeMEHAaTa.

Teopema 2.5. Baoxu ga je Vﬁ =nk.

Iokas. YkynaH Opoj Bapujaluja ca MoHaB/batbeM k-Te Kjlace CKymna Of
n eleMeHaTa jeHak je 6pojy ypeheHux k-Topku o6pa3oBaHMX O] eeMeHAaTa
nocMaTtpasor ckyna. Kako ce n300p cBake KOOpAMHATE MOKE U3BPIIUTH HA
N HAYMHA, 3aKJbYyUyjeMO Ja TBpheme BaXu MpeMa MPUHIIMITY pou3Boja. [

TTPUMEP 2.19. Bapujaumje ca noHassbameM Apyre kiace ckyna {a,b,c,d}
naTe y JeKCUKOrpad)cKOM MOPETKY Cy

aa ba ca da

ab bb cb db
ac bec cc dc
ad bd cd dd,

a IbUX0B 0pOj je VZ =42 = 16.
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ITPuMEP 2.20. Koirka 3a Urpy 4sjy cy cTpaHe HyMeprcaHe opojeBuMma 1, 2, 3,
4, 5, 6 ce Oara yeTnupu nyta 1 OeJIekKH peaocien u3Bydyenux opojesa. Komko
nMa Moryhux mcxoma Gamama?

Pewerve. Y cBakoM 0Of 4eTHpH Oallalba MOXe ce TOOUTH OMIO KOjU 0.
. . =4
6pojeBa 1,2,...,06, ogakie mpou3miIasu ja nocroju Vg = 6% pasmunrix
ucxona danama. AN

I[TPUMEP 2.21. V paamu MOCTOjU N PA3IMINTUX BPCTA Pa3TJIeHHUIIA, KOje
Tpeba MOCIATH NpujaTeJbuMa, KOjux uMa k.

a) Ha xonnko HaunHa je Moryhe cBakoM IpHjaTeby MOCIATH TAYHO jeTHY
pasriaeaHuy?

6) Ox cBake BpCTE pas3riieAHUIA je KyIUbeHa TayHO 1Mo jenHa. Ha kommko
HAYMHAa je Morylie OCIATH pa3riieIHUIle MPUjaTeJbUMa, AKO MPHjaTesh MOXe
no6utn 6mo koju Opoj pasriaenuuna (yxbyayjyhu u 0)?

Peweme. a) 3a cBaxkor ox k npujatesba oapelyjemo jeaHy oa m Bpcra
pasrneqauma kojy he on noourn. Kako Huje 3aXTeBaHO 11a TIpUjaTebUu J0-
6Ujy pasriieqHNIle pa3THunTe BPCTe, Y MUTAY CY BapHjallfje ca MOHABIba-

EM CKyIa OJ 1 ejeMeHaTa (pasriieanuiie) kiace k (mpujatespu), ma je 6poj

moryhux nauuna jemnak V, = nk.

6) Y oBOM ciryuajy, 3a CBaKy OJ1 1 BpCTa pasriieanuIia oapelyjeMo HeKor
on k mpujaTteiba Koju he mobuTH Ty pasrimenuuily. Kako mpujaTerbu Mory
JIOOWTH TPOU3BOJbAH OPOj pasTIIeAHNIIa, Y MUTAY CYy BapHjalije ca moHa-
BJbalbeM CKyIa o1 k emeMeHarta (IIpujaTesbh) Kiace n (pasriIeqHUIE), TIa je

.. TN n
BUXO0B Opoj jennak V;, = k™. A

2.2.5 [IlepmyTanuje ca noHAB/baHEM

Hedpunnmmja 2.10. Cseaxa ypehena n-itiopka uianosa jegne amunuje og n
objexaiua, upu uemy cy k mehy rouma mehycobno pasnuyuimiu, u ny,no, . . . , N
(n1 4+ ng + -+ - + ng = n) apegcimasnajy 6pojese ojaswusarsa y Gamunuju
objexaitia upee, gpye, . . ., k-itie epcitie, peciieKiiusHo, HA3UBa ce epmyiiauuja
ca iionaswarem wuiia (n1,ng, . .., Ng).

TTPUMEP 2.22. TlepMyTanuje ca noHasbamem hamunnje {a, b, b} nate cy ca

aab baa.
aba
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IepmyTarje ca oHaBbameM pamumje {a, b, b, ¢, ¢} nare cy ca

abbcc
abcbe
abceb
acbbc
acbcb
acchbb

n
Osnaunmo ca Py, ..

y medununun 2.10.

Teopema 2.6. Baowcu ga je

2.2) pr

N1,N2,50 N

babce
bacbc
bacch
bbacc
bbcac
bbcca
becabe
beach
bebac
bebea
beecab
beeba

cabbc
cabcb
cacbb
cbabc
chacb
cbbac
cbbca
cbcab
cbcba
ccabb
ccbab

ccbba.

n!

nilna! - ng!

Jloxaz. buhe u3moXkeH T0Ka3 TeOpeMe Ha JIBa HAYHMHA.

IIpsu nawun. IlocMaTtpajMo haMIITHjy oa n objekaTa

{a1,a1,...,a1,az2,a2,..

7a27""ak7ak7"

L, agt

ni

n2

nk

n, OPOJ TIEpMyTaIMja Ca MOHAB/HAEM OTMCAHNX

Bpoj Haunna na ce onn = N1 +ng + - - - + ny mo3unuja uzadepe 11 MO3UINN]A

Ha kojuma he ce Hanmasutu ejgemMeHT a1 jenHax je C,''. Ox mpeocraor 6poja

ng + - - - + Ny, Mo3UIHja OupamMo Ny MO3UIHja Ha KojuMa he ce HaJa3uTH eje-
ng :

MenT az Ha C)2, +n, Haunna. Hacrasspajyhn onncanu Haunn popmuparba

n2

MepMYTAIija ca MMOHABIbAbEM, Y TIOCIENHEM KOPAKY IPeocTaje 1n MO3UIja
Ha KojuMa hie ce HATA3UTH eNeMenT ay. IIpeMa TMPUHIINTY TTPOU3BOA, YKY-
nma" 6poj m3bopa Mo3uIMja, a TUME M OPOj TepMyTalrja ca TTOHABIHALEM

TpakeHOoT THIIa, jeTHaK je

ny ., ("2 o Ok
Cn Cn2+---+nk an71+nk

n! (ng 4 -+ +ng)!

(g1 + ny)!

mil(ng oot )] Tngl(ng 4 -+ ng)!
.

ng_1!ng!

ny,!

ny,!
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Ipyeu nauun. IlocMatpajMo daMIInjy om n objekaTta

{(Il,al,...,al,CZQ,CLQ,...,CLQ,...,ak,ak,...,ak}

n1 na ngk

1 03HaYMMO ca B CKyIT CBHX IlepMyTallHja ca IToHaB/balkbeM OBe (haMUIIHje.

Tanaje |B| = Py, ., . pn,- OCHM TOTa, IPUAPYXKMMO OBOj haMHUIMjH CKyIT
1 2 n1 1 2 n2 1 2 Nk
{ay,a7,...,a7" a3,0a5,...,a5°, ... ag, aj,...,a. "}
1 o3HauMMO ca A ckym cBuX mepMmyTainuja oBor ckyma. Tana je |A| = nl.

Hexka je f : A — B ¢yHKIMja Koja CBaKoj IepMyTalllju p € A IpUIPYXKYje
nepmyranujy p € B koja ce qo6uja o1 mepMyTalyje p OprcameM TOpPHUX
uHjgeKkca. 3a cBaKy mepMmyTauujy p € B mocroju tauno nilng!- - - ng! nep-
MyTanja ckyma A xoje ce y wy npeciankasajy gpyukmmjom f. Hawwme, miep-
MYTOBambe 0bjeKkaTa yHyTap cBake ojl k rpyna UCTUX objekaTa He TOBOIH JI0
IIpOMeHe TIepMyTaIlyje ca moHaBbameM. Kako ce n1 objekaTa u3 IpBe rpyme
Mory MeljycoOHO mepMyTOBATH Ha 11! HaYKMHA, N2 06jeKaTa U3 Apyre rpyrie Ha
no! HaumHa, . . ., ny objekara u3 k-te rpyne mory ce MelycoOHO niepMyTOBaTH
Ha n! HaunHa, CIren, mpeMa IPUHIUILY IPOU3BOAA, Ia ITOCTOju 1 Ina! - - - ny!
mepMyTaliija ckyma A Koje ce TpeciIrKaBajy y UCTy TIepMyTallljy ca TmoHa-
BJbameM ckyna B. Onasne, npema npuHnumny Belier 6poja mpousuiiasu aa je
|A| = nilna! - - - ng! - | B|, omaxie crenn TpaxeHu pe3yirart. O

ITPUMEP 2.23. a) Konmmko ce pa3MuuuTHX peur MOXe TOOUTH TepMYTOBambeM
cinosa peun MATEMATUKA?

6) Konuko nma ormucanux peun ako AAA Huje neo peun?

Peuwierve. a) Tpaxxenu Opoj peun jemHaK je Opojy mepMyTalija ca moHa-
BibameM pamumje o 10 objekara (cmosa) Tuma (3,2,2,1, 1, 1), na je muxos
|

= 151200.

6poj jemtax P3S o111 = g

6) Y cayuajy na AAA HEje neo peun, TpakeHH Opoj peur T00HjaMo TaKo
TO O YKyImHOT Opoja peun oapehenux y ciaydajy a) omyamemo O0poj peun
KOJI KOjUX TPH CIIOBa A CToje jemHo Iopea Ipyror. Y ToM cioydajy AAA ce
rmocMaTpa Kao jenaH o0jekar, mna je y OBOM CiIy4yjy ped o IepMmyranujama
ca HOHaBJ'baH)CI\;I dbamunje on 8 ob6jexkara tuma (2,2,1,1,1,1), kojux uma

P2872,1717171 = ﬁ = 10080. Konauno, 6poj peun ca TpaxeHOM OCOOMHOM Y
oBOM ciyuajy je 141120. A
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2.2.6 KomOuHamnuje ca noHaB/bambeM

Hedunuunja 2.11. Kombunauuja ca itonaswarmwem k-ive knace ckyia A, je
ceaxa pamunuja og k (ne obasesno paznuuuiiiux) enremenaimia ckyia Ay,

ITPUMEP 2.24. 3ackyn Ay = {a, b, ¢, d} xomOuHaLHK]je ca IOHABIHALEM APYTE
KJ1ace cy

aa bb cc dd,
ab bc cd

ac bd

ad

IOK Cy KOM6I/IH8.I_II/IjC Ca ITIOHaBJbalkbEeM Tpehe KJ1ace naTe ca

aaa bbb cce ddd.

aab bbc ccd
aac bbd cdd
aad bee

abb  bed

abc bdd

abd

ace

acd

add

—k . .
Osnaunmo ca C',, 6poj kKoMOMHAIM]ja ca TTOHABIbakeM k-Te Kilace CKyna
O]l ™ eJIeMeHATA.

Teopema 2.7. Baoxu ga je

—k n+k—1
cn_( ; )

Iokas. TIpon3BosbHA KOMOHHAIIMjA Ca IMOHABIbAEM K-Te Kllace CKyIa
A,, nara ca

¢ . < al a2 [P an, )
¢(ar) ¢laz) - olan) )’
npu yemy je ¢(a1) + ¢(az) +- - -+ ¢(an) = k, Moxe na ce mpeacTaBy momohy
HU3a CaCTaBJ/bEHOT 011 k jeauHua u n — 1 Hyna

(1,1,...,1,0,1,1,...,1,0,...,0,1,1,..., 1},
—_—— S——
#(a1) p(az) d(an)
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IIpH 4eMy ce HyJle KOPHUCTe Oa O3Haue ,,Iperpaje” Koje oaroBapajy Imoje-
JuHUM enementaMa ckyna A,. Ha oBaj Haunn je ycrocraB/beHO GHjeKTUBHO
IpecIiKaBambe N3Mely cKyma cBUX KOMOMHAINja ca MOHABIbAbEeM k-Te Kirace
ckyna A, u ckymna cBux Hu30Ba o1 n + k — 1 cumbota cacraBibeHux onn — 1
Hyna ¥ k jenuanna Ha omucanyn HaunH. Kako je cBaku HU3 cuMmOona onpehen
MOJIOXKAajeM jeMHMLa y HU3y (MJIM 1OJIOKajeM HyJia y HU3y), pH dyemy ce k
JeIMHUIIA MOTY pa3MecTUTH Ha n + k — 1 MecTta y HU3Y Ha (”Hg_l) HAYMHA
(omnocHo, N — 1 Hyma ce MOTY pa3MecTHTH Ha N + k — 1 MecTa y HU3y Ha
(”+k_1) Ha4ynHa), TO je IpeMa MIPHHIINITY jeTHAKOCTH,

n—1
—k n+k—1 n+k—1
C' = = )

ITPuMEP 2.25. Komnko uMa mrecTomugppeHnX 6pojeBa y YrjeM 3amucy (Tie-
JTAHO CJIeBa Ha JecHO) nmudpe unHe Heonanajyhm Huz?

O

Pewerve. BpojeBn HaBeIEHOT THIIA IIPEACTABIbAjy KOMOMHALIM]E ca TIOHA-
BJbaheM IecTe Kiace ckyma {1,2,...,9}, mro ce jeaHocraBHO youasa ako
3axXTeBaMo Jia TIPH 3aliCcy KOMOMHAIIN]a ca MOHABJbaeM BOJAUMO pauyHa O
nekcukorpaekom nopeTky. 360r Tora Tpaxennx 6pojesa mva (*T07) =
(%) = 3008. A

2.3 bunomna ¢gopmyaa

bunoMHM KoepuuMjeHTH TIPEACTaBibajy BakaH KOMOMHATOPHHU II0jaM
300r cBOje pazHOBpcHe mpuMeHe. [loctoju o6uMmHa TuTepaTypa nocsehena
Pa3IMYUTUM UACHTUTETUMA ca OuHOMHMM KoeduuujentuMma. [ITpema nedu-

. . n
HUNHju 2.7 OMHOMHHU KOE(DHUIIIjeHT ( I neduHUIIe ce ca

n n! nn—1)---(n—k+1)
_ _ >k >0.
(k:) kl(n — k)! k! "

Kaxo je mo medunummju 0! = 1, cnequ na je (8) = (Z) = 1. Ocum Tora,
cuverpnunn 6unomun xoepuumjentn (7) u (") cy mMehycobuo jennaxu,
Kao INTO je UCTAKHYTO Y oJIesbKy 2.2.3.

Teopema 2.8. 3a céaxon € Nul < k < n sadxxcu

& ()= )+ (o)
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Jokas. Teopemy hemo okazaTu Ha JBa HauWHA, Kopucrehnm KOMOWHA-
TOPHHU MPUCTYT U (haKTOPHjEITHY perpe3eHTanjy OMHOMHMX KoedunmjeHara.

Hpeu nauun. Tocmatpajmo ckyn A = {1,2,...,n}. Ilpema teopemu 2.4
OMHOMHH KOoe(UIIHjeHT (Z) IpeacTaBba Opoj koMOMHaIMja 6e3 IMoHaBJba-
wa k-te kiace ckyna A, 0qHOCHO, OpOj MOJCKYIOBa ca TauyHo k elleMeHara
ckyma A. Cse mopckymoBe ca k enemenarta ckyna A MOXeEMO TOIETUTH
y ZIBe TpyIe, TAaKO Ja MPBOj TPYIH MPUMAIajy OHHM K-TIOACKYIIOBU KOjH He
cazpke eIIEMEHT 7, a IPYroj OHU KOjU caapike elIeMeHT 1. Taja mpsa rpyna
caJIpKH CBe MOJICKYIoBe ca k eiemenarta ckyma {1,2,...,n — 1}, 1j. ykymHO
(";1) MOJICKYTIOBA ca Tauno k ememenata ckyma A. Jlpyra rpyna cagpxu
nozckynose ca (k—1) ememenara ckyma {1, 2, ..., n—1}, onakie nponsuiasu
J1a ce y APYroj IpyIu HaIa3u (Zj) nojckynoBa ca k enemenara ckyna A. 13
MPETXOIHUX Pa3MATPamha 3aKJbYUyjeMo J1a BaXH TBpljere TeopeMe.

Jpyeu nauun. Kopucrehu nedpununmjy OMHOMHEX KoedHITHjeHaTa T00H-
jamo

<n k 1) + <Z: D = k!(fln—_llj!k:)! T —(T)!_(i)i 7!
(n=1)l(n -k + k) n! :<n> _

T K=k K-k \k

Jennaxoct (2.3) y tuTepaTypH je mo3HaTa 1 kao I1acka/ioB HAeHTHTET, jep
je 6mmcko moBe3ana ca T3B. IlackanoBuM TPOYIIoM, TPEICTABIbEHUM HUCTIO.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

V cBakoj Bpctu [lackaioBOT Tpoyriia MpBU U MOCIIEABHU WIAH Cy jeaHaku 1, a
CBAaKM OJT OCTAIMX OpojeBa jeHaK je 30Mpy JIBa HAjONMKA YIIaHA MPETXOJIHE
BpcTe. MaTeMaTHYKOM HHAYKIIM]OM ce y3 ToMoh jeqHakocTH (2.3) jenHocTra-
BHO m0Ka3yje na (n + 1)-a Bpcra ITackaaoBor TpOyria cajpxu OMHOMHE
Koe(pUIIjenTe (6‘), (711), el (Z), n € INy.

Beoma BaxkHa mpuMeHa OMHOMHHUX KoeHITjeHaTa NcKa3aHa je y creneho]
TEOPEMH.
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Teopema 2.9. (Bunomua teopema) 3a céaku nenezaimiuear yeo 0poj n 6axicu
jegHakocill

(2.4) (x+y)" = Z (Z) Ry

k=0
Jloxa3. Hajnpe he 6uTh M3n0XeH q0KAa3 MAaTEMATUIKOM WHAYKITHjOM, a

3aTUM KOM6I/IH3TOpHI/I JOKaas.

Ilpsu nauun. JlokazaheMo TeopeMy MaTeMaTHMUYKOM MHIYKIIHjOM IO 7.
3a n = 0 obe cTpane jeqnakoctu (2.4) cy jeqHake 1, Tma jeTHAKOCT BaXU.

[IpermocraBumo na jeqHakocT (2.4) BaxKu 32 1 ¥ TOKAXKUMO Ja BaXKU U 32
n + 1. Kako je

Jan—k gk | i (2 )amhHigk 4 (M)t
=1

k
( i :

— (n-cl)-l)xn+1 i i ((Z) + (kﬁ1)> g Rk 4 (zﬁ)ynﬂ
(

n-(i)—l);zjn-‘rl s (nzl)xn—kﬂyk + (Zi})yn—i-l (npema (2.3))

jennaxoct (2.4) Baxu 1 3a 1 + 1, npy ueMy cMO MCKOPHUCTMIIM Ja je (g) =
(n-i-l) _ (n) _ (n+1) -1
0 — \n/ T \n+l) T
Jpyeu nauun. Baxxu na je

(z+y)"=@+y)(z+y) - (z+y).

n

IIprMeHOM 3aKOHA OUCTPUOYTHBHOCTH 3aK/by4yjeMO Ja Ce M3pa3 Ha JIECHO)]
CTpaHM MOC/CIE jeIHAKOCTH MOXE Hamucatu kao 30up ox 2™ cabupaxa
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06IIMKA IIPOU3BOIA C1C3 * - * Cp, IPU UEMY C1, C2, . . ., Cn € {x,y}. [IponsBome
€102+ + G, MOKEMO MOCMATPATH M KAO PeUM HaJl ABOWIAHUM CKynom {x, y}
¥ CBAKH OJ1 OBUX IIPOM3BO/IA je jeqHaK m3pasy obmuka 2" Fy* 0 < k < n,y

koMme je TauHo k oz hakTopa ¢; jenHako y, a n — k pakropa jeaHako x. 360r

TOra, 3a cBako k, 0 < k < n, MOCTOjU TAYHO (Z) cabupaka obmuka " Fyk,

oJaKJIe caenu TBpheme. O

®opwmyna (2.4) 30Be ce 6nHOMHA hopmyaa. Kopumrhemem oBe hopmyie
MOy C€ IOKA3aTH Pa3IMUUTH UIECHTUTETH ¢ca OMHOMHUM KOe(ULIMjeHTUMA.
VY HacraBky heMO HABECTH HEKE O FbHX.

Hocaemuua 2.1. 3a nenezaimiuean yeo 6poj n eaxcu

2.5) (g‘) + @ N <Z> R (Z) o
o QG

Jokas. Axo y bunoMHoj ¢opmynu (2.4) craBuMo £ = y = 1, OJHOCHO
z =1,y = —1, nobujamo, pecneKTHBHO, jemHakocTH (2.5) u (2.6). O

Hanomena 2.1. 3a céaxo k = 0,1, ..., n apouszeonsan ckyii 0g n eremenaiua
uma, fdpema weopemu 2.4, (Z) Hogckytosa ca wauno k enemenaiiia, ogaxie

n
crequ ga je ykyiarn 6poj iogcekyiosa cKyia og n el1emMeHaiia jegHak Z (Z) =
k=0

2n,

Iocaemuua 2.2. 3a nenezaimiusan yeo 6poj n eaxcu

()= () ()= (e () (5) e

Hokaz. Axo jemnakoctu (2.5) u (2.6) Hajripe cabepemo, a 3aTHM OTy3MEMO,
I0OMjaMO TpaXkeHe jeTHAKOCTH. O

Hocaemuna 2.3. 3a nenezaitiusan yeo 6poj n eaxcu

> (1) - (7)
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Jlokasz. Ha ocHoBy 6unoMHue dopmyie (2.4) Baxu ga je (1 + z)" =

n
> (})2". Nsjennauasamem koeduumjenata y3 2" y passojy noauHoma (1o

a:j Ha JIEBOj ¥ JIECHO] CTPaHM jeTHAKOCTH
(L+a)"(L+2)" = (L+2)™,

Jo6mjaMo

@) )+ ()G ++ ()6 =G

Nmajyhn y Buay na cy cuMeTpruHn OMHOMHHM KOe(WIIMjeHTH jeIHaKu, 3a-

KJbyUyjeMo J1a je
2 2 2
n n n T n\" _ 2n
0 1 n n/)

TIPUMEP 2.26. OxpemuT koedUIujeHT y3 ° y pa3sojy uspasa

(3\/55 +

1 \20
)
. . . 1 _1\20
Pewerse. TIpuMeTHMO HAjTIpe Ja je JaTH U3pa3 jeHaK (3902 + 5T 3) ,
ofakiie IpeMa OMHOMHO] (hOpPMYJITH CITEN 1A je

20 2 20—k k
(337% + %x_%) = > (2k0) <3m%> <%x_%>

k=0
20 20-k_k
= (30)320-k o=k (25t -)
k=0
Cabupak =° y 0BOoM H3pa3y ce 106Hja 3a % — % =5, 1j. k = 6, omaxie
CIeqn 1a je omrosapajyhn xoeduumjent y3 =° jexHax (260) 314976, A

2.4 TlpuHUun yK/by4ewa-uCK/by4era

IpeMa jeHOM 01 OCHOBHMX IIPHHIIUIIA IIpe6pojaBatba, IPUHIIUITY 30Upa,
Baxu 1a je |[AU B| = |A|+|B], ako ¢y A u B xoHa4nu IUCjyHKTHU CKYTIOBH.
V cnyuajy ma ckynosu A u B Hucy nucjyHkTHH, y cymu |A| + | B| enemente
mpeceka A N B 6pojumo aBa nyTa (jenHoM Kao eaeMente ckyma A, a npyru
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HyT Kao eleMenTe cKyna I3), 360r yera, 1a 6ucMo opeiin 6poj eeMeHaTa
ckyna A U B, kopuctuMo hopmyity

(2.7) |AUB| = |A|+ |B| - |[ANB.

CryHo, y cny4ajy Tpu ckyna A, B, C, na 6ucmo onpeannu 6poj eneme-
nata ckyna A U B U C xopuctiMo Gpopmyiry
(2.8)
|JAUBUC| = (|A|+|B|+]|C|)— (JANB|+|ANC|+|BNC|)+|AnBNC].

Hanwme, y cymu |A| + |B| + |C| ce enementn koju ce Hajiase y Ta4HO [Ba
O]l TOCMATpaHa TPH CKyIa Opoje Ba MyTa, JOK ce eleMEHTH KOjH ce Haase
y MpeceKy CBa TpH CKyma Opoje Tpu myrta. [la O6mcMo 00e30emmam ma ce
cBaky eneMeHT yuuje A U B U C' 6poju TauyHO jeJaHIIyT HAjIpe O CyMe
|A| + |B| + |C| ony3umamo 36up |[A N B| + |ANC|+ |BNC|, anme ce
MOCTIDKE Ja Ce eIeMEHTH KOjH ce HaJlaze Y IPeceKy TAYHO JBa OJ] TOCMATPAHIX
cKymoBa Opoje TauHo jemaHITyT. MelhyTtuMm, cama ce y moOMjeHOM H3pasy
(JA|+|B|+1C|) = (JANB|+ |ANC| 4+ |BNC|) enemenTn Koju ce Haase
y TIpeceKky cBa TPH CKyIa yOIITe He 6poje (6pojany cMo UX TPHU MyTa y CyMHU
|A| 4+ |B| 4 |C| n onysenu tpu nyra 'y cymu [AN Bl + [ANC|+|BNCY).
Crora, na 6ucmo cBaku emeMeHT ckyna A U B U C 6pojaiy TauHO jelaHmyT,
nocyemeM u3pasy goaajemo 6poj |AN BN C|, onakie cienu popmyaa (2.8).

[punrkoM mpebpojaBama emeMenata ckyma A U B, OIHOCHO cKyma
AU BUC, nojennne eneMeHTe HAU3MEHUYHO YKIbYUyjeMO, OHOCHO UCKIbY-
gyjeMo, 300T uera ce HaBeJeHW MPHWHIMNI NpedpojaBara Ha3MBa MPHHIHAM
YK/bYUYeha-HCKbYUeha. Y CITydajy MPOoU3BOJLHOT 6poja KOHAUHUX CKYMOBa
BaXXM aHAJIOTHA (popMyIIa KOjy HaBoauMO y cienehoj Teopemu.

Teopema 2.10. Hexa cy A1, Aa, ..., Ay, konaunu ckyiiosu. Taga je

n

[AUAy U UAL =) Al = > |Ain 4y

i=1 1<i<j<n
(2.9) + Z |A; N Aj N Al
1<i<j<k<n

— ek (=D)"HA N AN N Ay

Jloxas. JJokazaheMo TeopeMy Ha JIBa HauMHa, HajIpe Kopuctehn koMOu-
HATOPHM MPUCTYTI, & 3aTUM MATEMATHIKOM WHIYKIIH]OM.

IIpsu nauun. JIOKaXHMO TeopeMy Kopucrehr KOMOMHATOPHHU IPHUCTYIL.
,» JorpuHoc™ mponsBospHOT enementa z € Ay U AgU- - - U A, neBoj crpanu
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jenHakoctu (2.9) mznocu 1. JlokaxxuMo nma je ,,JOIPHHOC™ eJeMeHTa T U
JecHoj crpanu jemHakoctu (2.9) takohe 1. Axo tauno k (1 < k < n) o
ckynoBa A1, A, ..., Ay CAApXKU eIeMeHT T, TaJa ce eJIEMEHT & Y TIPBOj CYMH
Ha necroj crpann jemuaxoctu (2.9) 6poju k = (¥) nyra, y npyroj cywm (4)
myta, .. ., y k-roj cymu (}) myra, nox ce y ocrammm cymama me Gpoji, oakiie
clenu na je ,, JOTIPUHOC™ eJleMeHTa T IeCHOj CTpaHH jemHakocTH (2.9) jeqHak

(§-()cr()

Kako je mpema (2.6) iy () (=)' = 0, 7. 0, (¥)(=1)""! = 1, 3a-
KJbyUyjeMo J1a je ,, JOIIPHHOC™ elleMeHTa & U AeCHOj CTpaHH jeqHakocTH (2.9)
jemnax 1, omakie cimenu TBpheme.

Jpyeu nauun. JlokazaheMo TeopeMy MHAYKIIMjOM Mo Opojy CKymoBa 7,
n = 2. Y cmyuajy ABa cKyna, jeaHaxoct (2.9) ce cBoau Ha jemHaxoct (2.7)
KOja BaXH.

IIpernocraBuMo 1a je jemHakocT (2.9) TauHa 3a MPON3BOJBHUX N CKYIIOBA
M TOKQ)KMMO J1a BXH y ciry4ajy yuuje n + 1 ckynosa Ay, As, ..., Apy1.

Kako je [(A1 UAs U---UA,) N Api| = UL, (A N Apy)|, Ha ocHo-
BY MH/YKTHBHE NPETIOCTaBKe 3a Opoj eremMeHara yHuje N ckymoBa Aj N
Ap+1,AsNApyi, ..., Ay N Aptq, Baku 1a je

(A UAs U~ UA,) N Apia| = U (AN Apg))|

:Z‘AimAn—‘rl‘ — Z ‘AiﬂAjﬂAn+1‘
i=1 1<i<j<n
+ > JAINA N AN Ay
1<i<j<k<n

_..._|_(_1)n—1|A1mA2m...mAnmAn+l|_

(2.10)

Ipumewyjyhu hpopmymy (2.7) Ha ckymoBe A = AjUAsU---UA, u B = A, 41
u kopucrehu jeqnakoctu (2.9) u (2.10), mobujamo

|[ATUAyU---UA, UA,y|
=[AjUAsU---UA,| 4+ [Ant1] — (A1 U Ay U---UA,) N Apya|

n+1
= A= > N4+ ) JANA N A
i=1 1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1

— e (CDMA N AN N Ay N Ay,

omakJie 3aKJbyuyjeMo aa popmyia (2.9) Baxxu n 'y ciaydajy yauje n—+ 1 ckymnosa.
O
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ITPUMEP 2.27. Ha HeKOM TypHUPY YIECTBOBAJIO je 1 TAKMUYApa HyMepHhca-
Hux OpojeBuma ox 1 1o n. Ha xonmko HaumHa je HAKOH 3aBpIIETKA TYpHUpPA
Moryhe hopMHUpATH paHT-IIUCTY TAKMHUYApa, aKO Ce 3Ha J1a ce peocie]] Hu-
JEmHOT TaKMUYapa Ha PAHT-JINCTU HE TIOKJIAIa Ca ’berOBUM PeIHUM Opojem?

Pewerse. O3naunmo ca A cKym cBHX MOryhux pacmopena n TakMudapa
Ha PaHI JINCTH, a ca A; CKyIl OHUX pacropea Py KOjuMa je i-Th TaKMudap
Ha paHT JINCTH HyMepucaH opojeM ¢, 1 < ¢ < n. [loTpebHO je ompenntu 6poj
|A| — |A1UA2U"'UAn‘.

Nmajyhn y Buay ma je |[A| =nl, [A;] = (n - 1), 1 <i<n, [A4;NA)] =

(n=2),1<i<j<n,....,|[A1NAnN---NA,| =1=(n—n)!,3amenom

onroBapajyhux BpemHoctn y Gopmynu (2.9) nobujamo nma je TpaxxeHH Opoj
. | 1 1 o1

penocnena jeqnax n! [ 1 — i + o +(-1) 1) YA\

2.5 Tlapruuuje n KoMNo3uiyje NPUPOAHUX OpojeBa

YV oBoM opeibky he OuTH peun O IpeAcTaBibaklkby NPUPOJHHUX OpojeBa
y 00NMKy 30upa Ipyrux mpupogHux OpojeBa. IlapTuimje m KOMITO3UITHje
MIpeICTaBIbajy N3y3eTHO BaXKHe KOMOMHATOPHE IOJMOBE KOjU CY OOMMHO pa3-
MAaTpaHu y JINTEPATypH.

Hednnanmmja 2.12. Hexa je n iipupogan oOpoju 1,2, . . . , T, GpupogHu 6pojesu
WaKeu ga 8axicu

(2.11) T+ a2+ -+ ) = N0

Ipegcimasmarse 6pojan y o6nuky (2.11) nasuea ce k-iiogena 6poja n, ognocho
pasbujarwe 6poja n na k cabupaxa.

Hednnanmmja 2.13. Iapmwuuuja iipupogroé opoja n je céaxa mwezosa neypehena
ogena, ij. dogena Kog Koje je ilopegax cabupaka neouitian. Komitozuuuja
ipupognoé bpoja n je 6uno xoja ypehena iiogena 6poja n, wj. iogeara Koq Koje
Je buitian peqocieq cabupaka.

2.5.1 IlapTunuje npupoaHux OpojeBa

IMaptunmja ™ 6poja n, n € N, Ha k cabupaka, k > 1, je npema nebumm-
uuju 2.13 pavunuja m = {x1,x9,..., Tk}, TakBama x; € N, i =1,2,...k,
npuuemy jen = 1 + x + - - - + xg. [lapTunmjy 7 koja caapku o; cabupaka
jemnakux ¢,7 = 1,2,...,n, o3HauaBamo ca m = [191292 ... pn],
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ITPUMEP 2.28. 1° ITaptunuje 6pojadcy4d =34+1=24+2=2+1+1=
1+ 141+ 1, ommocno [41], [1131], [22], [12 2], [1%].

2° TMaptunmje 6pojabcyb =44+1=342=34+14+1=24+2+1=
2+1+1+1=1+1+1+1+1,ommocno [5], [1141], [2!31], [1231],
[1127], [1%21], [1°].

VKynan 6poj ImapTuIigja MpupoaHor 6poja n o3HayaBahemo ca p(n).
[TpBux 10 BpemnocTu oBe (pyHKIMje TpUKa3aHo je y cienehoj Tademnu.

n |1]2]3[4][5]6]7]8]9]10
pin) |12 35711 [15|22[30] 42

IMocToju Tauna opmyita 3a p(n), Koja ce Moxke Hahu y kmbu3u [30], ann
je 36or cmoxenoctu Hehemo HaBomutH. MHOTH MaTeMaTHdapw Cy, ga Ou
UCIIUTAJIN TIOHAIake OBe (PYHKIMje Kama n — 00, TPaKUIU allpOKCHMa-
tuBHy hopmyiy 3a p(n). Xapau' u Pamanynan® cy 1918. roaune mpoxasanu
(opmyiy

ecVn

p(n) ~ m,

I/ie je KOHCTaHTa C = W\/g. ®dyHKIMja p BeoMa Op30 pacre ca moBehameM
BPEHOCTU aprymenra n, mna je, na npumep, p(50) = 204226, p(100) =
190569292, p(200) = 3972999029388.

VY cnenehum TeopeMama gaTe Cy peKypeHTHe (popMyiie YHijoM ce TpH-
MEHOM MOXe€ OJpeAuTH Opoj NmapTUilMja NMPUPOAHOT Opoja m Ha cabupke
jenHake TaTUM MPUPOTHUM OpOojeBUMA.

Teopema 2.11. Hexa cy ni,no, ..., Ng pazuyuitiu apupoguu opojesu u Hexa
je ca p1(ni,ng,...,ng;n) osnaven bpoj dapimuyuja Apupogno Opoja N Ha
pasnuyuitie cabupke, K0g KOJux je c8axku 0g cabupaxa jegnaxk Hexom og opojesa
ni,na,...,ng. Taga sadxcu jeqguakocii

p1(ny,...,ng;n) = pr(n, ..., ng—1;n — ng) +pr(ng, ..., ng_1;n),
ipu uemy je

0, m<O0,
pi1(ny,ne, ..., ng;m) = L m=o0

! Godfrey Harold Hardy (1877-1947), enriecku maremaTiuap
% Srinivasa Ramanujan (1887-1920), unaujcku matematuuap
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Hoxaz. Heka je S ckyn mapTunja 6poja n Ha pa3mu4uTe cabupke, MpH
YeMy je CBaKW O] cabupaka jeqHak HEKOM on Opojesa ni,na, ..., N, Heka
je S1 € S ckyn oHuXx napTuiuja 6poja n Koa KOjuX IMIOCTOjU cabHUpaK jeaHaK
ng, a So C S ckynm onux maptuirja 6poja n Koje He caapike cabupak jeaHak
ng. Baxu na je |S| = p1(n1,na, ..., ng;n).

Axo ce 6poj ny campKu kKao cabupak y maToj MapTULHMjU, OHIA OC-
TATAK Te MAPTUIMje TPEACTABIbA MAPTULIN]Y Opoja M — Mj HA PA3JIMUYUTE
cabupKe Koju MpuIamajy ckymy {ni,ns,...,ng_1} (Kako cy cabupim pa-
3IIMYUTH, OPOj M) HE MOXKE Ja Ce jJaBU JBa MyTa), OAaKIIe 3aKJby4yjeMo 11a je
|S1] = p1(n1,ne, ..., ng_1;n — nk).

Axo ce 6poj Ny He campkM Kao cabupax y JaToj MapTHINjH, OHJOA Ta
MapTHIIFja MPeJcTaBlba MAPTUIN]Y 6poja n Ha pa3TUunTe cabupke, alu U3

ckyna {ni,ng,...,ng_1}, onakie cneau aaje |Sa| = p1(ni,na, ..., ng_1;n).
Kaxko je S = S1US uS1 NSy = 0, cnenw na je |S| = [S1] +|S2|, omaxne
MIPOM3IIIA3U TPAXKEeHA jeTHAKOCT. O
Teopema 2.12. Hexa cy ni,Nna, . .., N paziuyuiiiu Gpupogru opojesu u Hexka
je ca pa(ni,ng, ..., ng;n) o3nauen opoj wapmuyuja apupognos bpoja N Kog
Kojux je ceaxku og cabupaka jegHax HeKom og bpojesa ni,na, ..., ng. Taga
8avCU jeqgHaxkocil
(2.12) p2(ny,...,ng;n) =p2(ni,...,ngn —ng) + p2(ni,...,ng_1;n),
ipu uemy je

0, m<Q0,

pz(n1,n2-~7nk;m)={ 1 m—0

Iokas. Heka je S ckyn maptungja 6poja n KO KOJUX je CBaKU of cabu-
paka jenHak HekoM oj GpojeBa ni,Mn2,...,Nng. Heka je S1 C S ckym oHux
maprtuija 6poja n Koa KOjUX IOCTOjH cabupak jemHak ng, a Sz C S ckyn
OHMX MapTHIMja Opoja m Koje He caapxke cabupak jeaHak ng. AHAIOTHO
JIOKa3y IPETXOHE TeopeMe, 3aKbyuyjeMo 1a je | S| = pa(ni, ne, ..., ng;n),
|S1| = pa(na,na, ..., ng;n — ng) u |Sa| = pa(na, na, ..., nk_1;n). Kako je
S =51USuS1 NSy =0, cnenn na je |S| = |S1| + |S2|, ma Basku Tpaxena
JjemHaKOoCT. O

[TpuMeHOM HaBeIEHWX TeOopeMa MOXE C€ jJeTHOCTABHO OIPEANTH OpOoj
MapTHIIMja TPUPOTHOT 6poja n Ha cabUpKe KOjU €Y jeMHAKH JATHM TIPUPO/I-
HUM OpojeBnMa.

TTPUMEP 2.29. OpnpennTy Ha KOJIMKO HAYMHA MOXeMo 0poj 20 nmpeacraButu
y 00Ky 30Mpa, ako ¢y T03BOJbeHH cadbupru 1, 2,5, 10, mpu yeMy cBaku on
HaBeJleHUX OpojeBa MOXke OUTH yIOTPeOIhEH MPON3BOJbaH Opoj ImyTa.
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Pewerse. Kaxo cabupiy MoTy J1a ce TOHABIbA]Y, TOTPEOHO je TPUMEHUTH
teopemy 2.12, Tj. mspauynatu 6poj pa2(1,2,5,10;20) npumenom dopmyie
(2.12). Owuwurnenno je p2(l;n) = 1, 3a caku 6poj n > 0. IlpuMeHoM
dbopmyie (2.12) mobujamo

p2(1,2;2k) = pa(1;2k) + pa(1, 25 2k — 2)
=1+po(1,2;2k — 2)
=14 pa(1;2k — 2) + pa(1,2; 2k — 4)
=24+p(1,2;2k—4) == k+p2(1,2;0) = k + 1,

p2(1,2;2k 4+ 1) = p2(1;2k + 1) + p2(1,2;2k — 1)
=1+ po(1,2;2k — 1)
=14 po(1;2k — 1) + po(1,2; 2k — 3)
=24 pp(1,2;2k —3) = =k 4 py(1,2;1)
=k+1,

OJaKJIe CTIenu 1a je

p2(1,2,5;5) = p2(1,2,5;0) + p2(1,2;5) = 1 + 3 =4,

p2(1,2,5;10) = p2(1,2,5;5) + pa(1,2;10) = 4+ 6 = 10,
p2(1,2,5;15) = pa(1,2,5;10) + pa(1,2;15) = 10 + 8 = 18,
p2(1,2,5;20) = pa(1,2,5;15) 4+ p2(1,2;20) = 18 + 11 = 29,
p2(1,2,5,10;10) = pa(1,2,5,10;0) + pa(1,2,5;10) = 1 + 10 = 11,
p2(1,2,5,10;20) = pa(1,2,5,10;10) + pa(1,2,5;20) = 11 4 29 = 40.

Jakie, Tpaxkenu 6poj je p2(1,2,5,10;20) = 40. A

2.5.2 Komno3unuje npupoaHux opojeBa

Kowmrmosummja npupoanor 0poja n je, Kao ImITo je y YBOAHOM ACTy PEYCHO,
ypehena rozaena (pasoujame) 6poja n, 300T yera ce MoHeKa I Ha3uBa U ypeheHa
mapTUuLMja 6poja n.

I[TpuMEP 2.30. Komnosunuje 6poja 4 cy4d =3+1 =143 =242 =
24+14+1=14+2+1=1+142=14+1+1+1

3a pa3nmKy o mapTuIyja, mpodireM mpedpojaBama KOMITO3UIHja JaTOT
IIpUPOTHOT Opoja M je MHOTO jeTHOCTaBHMjH, O YeMy roBOpH cieneha Teo-
pema.
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Teopema 2.13. (a) bpoj komitosuyuja apupognoe bpoja n ha k cabupara, 1 <
k < n, jeguax je (Zj)
(6) Viyiian 6poj komiosuyuja apupognoé 6poja n jegnax je 2™ ",

Joxas. (a)Heka je A ckym cBux Kommo3unuja Ha k cabupaxa, Tj. ypehernx
k-mionena mpupoaHor 6poja n, a B CKyn CBHX HM30Ba CACTABIEHUX O] 7
jemmauna u k — 1 Hyna, Ipu 4eMy HUKOje IBE HyJie Y HHM3y HHCY CYCEIHe
W TIPBH ¥ TIOCTIEIFbH CUMOOI y HU3Y cy jemmuuie. dedurnmmmo byHKIN]jY
f A — B xoja cBakoj ypehenoj k-nogenu x1 + x2 + --- + xx 6poja n
MIPUAPYXKYje HN3

1,1,...,1,0,1,1,...,1,0,...,0,1,1,..., 1,

1 T2 T

YIMe je YCIIOCTaBJbeHO y3ajaMHO jeAHO3HAYHO TIpecinkaBame n3Mely ckyma
cBUX ypehenux k-mogena 6poja n U CKyma CBHX HU30Ba TyxXuHe n + k — 1
CacTaB/bEHMX OJ1 HyJIA U Je[IMHUIIA Ha onncaHu HaunH. Kako aBe Hyle y HU3y
He MOTy OWTH CycelHe W HyJle He MOTY CTajaTH Ha ITOYeTKY M Kpajy Hh3a,
3aKJbyuyjemMo aa je notpedHo pasmectutu k — 1 Hyna y n — 1 mehynpocropa
m3mehy n jemumnuma, mro je Moryhe ypamnth Ha (Z:%) HauuHa. /Jlakie,
OTMCAHUX HU30Ba CACTABIHCHUX Ol HyNa W jeAMHUIIA UMa (Zj), OJllaKIIe,
npeMa TPUHINITY jeTHAKOCTH, CIICIU 1A je TO 1 OPOj CBUX KOMIIO3UIHja Ha k
cabmpaka TIpupOTHOT Opoja n.

(6) OsnHaunmo ca ck(n) 6poj KOMIIO3WIHUja IPUPOAHOT Gpoja n Ha k
cabupaxa, a ca ¢(n) ykyman 6poj koMnosuuuja npupoanor 6poja n. Tana,
nMajyhu y Bumy MpeTxoIHO TOKa3aHU Pe3yNTar, J00HjaMo

n n n—1 n—1 n—1
=Y =3(371) = (")
k=1 k=1 k=0
n—1 1
C o63upoM ja je mpema (2.5), > (") = 2", saxspyuyjemo xa je ykynan
k=0
6pOj KOMITO3HIINja TIPUPOIHOT Gpoja 1 jeamak 27 L. UJ

Teopema 2.14. bpoj komilozuyuja Gpupogros 6poja n Kog Kojux ce c8axu cadu-
pakk, 1 < k < n, dojaswyje ay uyima, dpuyemy jel-a1+2-ao+---+n-ay =
(a1 +az+ -+ ap)!

Oél!OéQ! "'Oén! ’

n, jegHax je

Jokaz. OO6jexTn Koje mpedpojaBaMo Cy MepMyTallfje ca IMOHABHAHEM
bamunuje o1 o + ag + - -+ + oy, eneMenara TMHa (v, g, . . ., iy ), OJAKIE
(1 +az+--+ay)! .

061!062! ---an! ’

CIIeIM Ja je TpaskeH! Opoj KOMITO3MIIMja jeTHAK
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I[TpuMEP 2.31. Hammcatu cBe kxommo3suije 6poja 10 moMohy cabupaka
1,2,2,5.

Pewerve. Imajyhn y Bugy teopemy 2.14, 3axjbydyjeMoO 1a TPaXCHHUX
(1+2+1)!

TS 12 m obnmxa cy

KOMITO3UIIHja IMa

1424245, 2414542, 245+241,
1424542, 2424145, 5+14+2+2,
1454242, 24+245+1, 54+2+142,
2414245, 2+454+1+2 54+2+2+1. A

Ha xpajy oBOT ofeibKka HABOAUMO TEOPEMY UHMjOM C€ TTPIMEHOM MOXKE
oJlpenuTH Opoj KOMITO3UIIM]a IIPUPOTHOT Opoja 1 Ha cabMpKe jeTHAKE TATUM
MIPUPOTHUM OpojeBUMA.

Teopema 2.15. Hexa cy ni,na, ..., N pasuyuitiu Gpupogru opojesu u Hexka
Je ca c(ny,ng, ..., ng;n) o3naven 6poj Komiaosuyuja apupogroZ opoja n Kog
KOjux je ceéaxu og cabupaxa jeguak Hexom og opojesa ni,na,...,ng. Taga
BAHCU JeGgHAKOCT

c(ni,ne, ... ,ng;n) = Zc(nl,ng,...,nk;n —n;),
j=1

ipu uemy je

0, m<Q0,
c(ni,na, ..., ng;m) = 1 m—o0

Joxaz. O3HaunMo ca S CKyN CBMX KOMITO3UIIMja Opoja N KO KOjUX je
CBAaKM Off cabMpaKa jemHaK HEeKOM of OpojeBa n1,M2,...,MN, a ca S CKyl
OHMX KOMIIO3HLMja U3 S KOJ KOjuX je mpBu cabupak jeqHak n;, 1 < j < k.
Ckymosu S1, 52, . . ., Sk ¢y Mel)ycoOHO AMCjyHKTHH, a HhUXOBA YHHUjA je CKYTT
S, omaxite cienu na je

k k
c(ny,ng,...,ng;n) =|S| = Z |S;| = Zc(nl,ng, g n—ng). O
j=1 j=1
[TPUMEP 2.32. Onpenutn Ha KOJIMKO Ce HAUMHA Opoj 7 MOXKE 3aIucaTi Kao

361p cabupaka jelHaKuX HeKoM oJ1 6pojeBa u3 ckyma {1, 2, 3,4}, ako je butan
penocies cabupaxa.
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Pewere. Tlotpebno je ompenutu 6poj c(1,2,3,4;7). OsHauumo 0Baj

6poj kpahe ca ¢(7). TIpema NpeTX0aHO] TEOPEMH BAXKH /1A j€
¢(7) =¢(6) +¢(5) +¢(4) +¢(3).
Kako je ¢(1) = 1,¢(2) = 2,¢(3) =4, ¢(4) = 8, cieau 1a je

5)=cd)+eB)+e2) +d1) =8 +4+2+1=15,
a(6) = &(5) 4+ c(4) + &(3) +(2) = 15 + 8 + 4 + 2 = 29,

&(7) = &(6) + &(5) + T(4) + E3) = 29 + 15+ 8 + 4 = 56.

Haxie, TpaxkeHu 6poj je 56.



I'naBa 3

Teopuja rpagoBa

3.1 YVYBoa

Teopuja rpadoBa je MaTeMaTHUKa JUCIUIUIMHA YHja je IpUMeHa JaHac
BEOMa 3HAuYajHa y payyHApPCTBY, TEOPHjH €IEKTPUUHUX KOIA, TEOPHjH CH-
CTeMa ayTOMATCKOT YIpaBJbala, TEOPHUjU KOHAYHHUX ayToMaTa, OIepali-
OHUM UCTPAXUBAKBLNMA, TEOPUjU NOY3aHOT TpeHoca nH(popManmja, Kao Uy
XEeMUjH, EKOHOMCKUM HayKaMa, COIMONIOTHjH, Ononoruju u ap. OcuM Tora,
Teopuja rpadoBa ce MpUMemkYyje U Yy IPYTUM MaTeMATHYKUM JUCITUTUTMHAMA,
HIIP. Y TEOPUjU CKYIIOBA, TOTOJIOTHjU, TEOPUJU UTapa M JIMHEAPHOM TIPO-
rpamupamy. [1pBuM pesynratoMm u3 Teopuje rpadoa cmaTpa ce OjrepoBo
perieme mpobireMa KeHurcoepmKnx MocToBa nu3 1736. rogune, o kome he 6utn
peun kacHuje. Jlyro HaKoH TOTa, Teopuja rpadoBa je O¥Ia CKyI HelTOBE3aHMUX,
yIJIaBHOM MOMOhHUX W cropagudHux TBphema y Tama Beh adupmucanum
MAaTeMaTUYKAM UCIUILTHHAMA, Ka0 IITO Cy anreOpa, TeoMeTpHja U aHa-
nu3a. Pesynaratu Te BpcTe Cy yriIaBHOM ocCImIoBanmy u3mely ,,030mipHE
U peKpeaTHBHE MaTeMaThKe. TpeHyTKOM 3acHHMBarba TeopHje rpadoBa Kao
caMoCTajlHe MaTeMaTHUKe AUCIUILIMHE cMaTpa ce objaBbuBame Kennrose!
MoHorpaduje 1936. ronune, kaaa je TepMUH rpad yIao y OIImTy yIoTpeoy.
OBaj TepMUH je TIpBH yrIoTpe6io MaTeMaTidap CIHBecTep’ y CBOM paiy U3
1878. romnne. Kenur je y cBojoj monorpadgwuju Haseo ceera 110 mo tama
00jaBJbeHUX pagoBa y KOjUMa Ce TepMUH rpad eKCIUTMIHTHO II0jaBJbyje.
Mely HHXOBHM ayTOpuMa OWIIM Cy MO3HATH Hayunuuu momyt Kupxoda?,

! Dénes Konig (1884-1944), maljapckn MaTemaTnuap
2 James Joseph Sylvester (1814—1897), enrieckn matemaruuap
3 Gustav Robert Kirhhoff (1824-1887), nemauku pusmuap
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Kejmuja* u Kypartosckor®. Ox Tama rpad mocraje ommrenpuxsalieH moja,
ma cy je3suKoM TeopHje rpadoBa MOCTaBJbAHU M PEIIABAHU OpPOjHU 3aHU-
MJbUBU TIpoOieMu. Y 60-TMM romnHaMa TMPOLUIOT BeKa IMOYUIbe CHAXKaH
pa3BOj UCTpAXUBAA Y Teopuju rpadoBa M HEHUM IPUMEHaMa KOjU Tpaje
o nanac. HeoOWYHO MHTEH3MBAH pa3BOj U BENHUKY IOIYIApHOCT TEOPHja
rpacdoBa je goxxuBesa 3axBasbyjyhu, mpe cBera, HarJaoM pa3BOjy MOACPHUX
nHPOPMAIIMOHUX TexHOoJoTHja. OCHM TOTa, jaCHA TeOMETPUjCKa MpeICTaBa
KOjy Tpad caapKu U Koja je OIrcka MHTYUTHBHOM CXBaTalky OCOOMHA ¥ Be3a
o0jexara mpeAcTaBIbeHNX rpad oM, JOTPIHENIA j€ IMUPOKOM CIIEKTPY ITPIMEHE
rpadoBa. C napyre cTpane, TpadoBU TOCTA]y YHUBEP3ATHO MATEeMATHUKO
CPENICTBO KOjIM je MoTyhe onmcat 1 MOAeTIMPaTH HajpasIndUTH]e, M CACBUM
aTCTPaKTHE MaTeMATUIKe CTPYKTYpE.

3.2 TI'padoBu

Hedmunmnja 3.1. Hexa je V neipazan ckyiiu p C 'V X V b6unapua penayuja
ckyita V. Vpehen iap G = (V, p) ce nasusa 2pagh. Enemeniuiu cxyiia V' cy
ugoposu cpagha, a enemeniiiu cKyia p Zpane Zpaga.

I'pad ce MOkKe FeOMETPHJCKHU NIPEACTABUTH LIPTEKOM Y PABHH, IIPU UEMY
4BOpoOBe rpada vi,v2,...,v, € V TIpeacTaBbaMoO NMPOU3BOJBHUM, Mely-
COOHO Pa3IMUMTHM TauKaMa y paBHM, a rpaHe rpada JMHHjaMa Koje II0BE3Y]y
oxrosapajyhe uBopose. Axko (v;,vj) € p, Taga Tauke Koje OArOBApajy
YBOPOBHMA V; U U CIIajaMO HETPEKMAHOM TIIATKOM JIMHMjOM OPHjeHTHCAHOM
Ha LPTEKY CTPEIHIIOM O ¥; Ka v;. Ako (v;,v;) € p, Taja 4BOPOBHU U; U Vj
Ha IPTEKY HUCY TMPEKTHO TTOBE3AHM.

V1 U1 U1

a) 6) B)

V2 (% V2 (%1 U2 V4

Cauka 3.1

Axo (vi,v;) € pu (vj,v;) € p, ToE CY V; ¥ Vj IPOU3BOJEHU YBOPOBHU rpada,
TaJa ce Ha IPTEXy MOHEeKaJ He MOBIIaue IBe JMHUje n3Mely uBopoBa v; u

* Arthur Cayley (1821-1895), enriiecku MaTeMaTHuap
* Kazimierz Kuratowsky (1896—1980), nosscku matemaTiuap
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v;, Beh ce jeNIMHCTBEHA JIMHUja JBOCTPAHO OPHUjEHTHIIE MM C€ YOIITe He
opujentuie. I'pana Koja moBe3yje YBOp ca caMuM COOOM Ha3MBa CE METIbA.

ITPUMEP 3.1. Tpap G = (V, p), tne je V = {v1,v2,v3,v4} u p = {(v1, v3),
(v1,v4), (v2,v1), (v3,01), (U3, v2), (V3,v3), (V3,v4)}, IPEACTABILEH j€ HA CITU-
1M 3.1 Ha TpU eKBUBAJIEHTHA HAYMHA.

Hedpunnunja 3.2. I'pad G = (V, p) je cumeitipunan uiu neopujenisiucan axo u
Camo ako je p cumeiipuuta perayuja.

Kon HeopujeHTHCAHNX TpadoBa CBe IPaHe Cy IBOCTPAHO OpUjEeHTHCAHE,
OHOCHO HEOpHUjEHTHUCAHE, 300T uera ce Mpu NpeCTaB/bakby 0BAKBHUX rpado-
Ba IPTEXOM OnroBapajyhe cTpenuiie H30CTaBbajy.

Hepunuunja 3.3. I'padp G = (V,p) je anitiucumeisipunan uiu opujeniciucan
aKO U CAMO aKo je P AHITUCUMETAPUYHA penayuja.

Canka 3.2

I[TpuMEP 3.2. Ha crmunu 3.2 a) n 3.2 6) mpuKa3aH je jedaH HeopHjeHTHCaH,
OIHOCHO opujeHTHcan rpad, pecnektuBHo. C 003upoM HaA TO Aa METJha
MOBe3Yyje YBOP ca caMHM cOOOM, IheHa OpHjeHTallNja HeMa 3Havaja, 360T yera
je yobu4ajeHo aa ce KOJI IIeTJbe CTPENIUIIA Ha IIPTEXKY N30CTaBIbA.

ITocroje rpacoBr KOju HUCY HU OPUjEHTHUCAHN HI HEOPHjEHTUCAHY, KaKaB
je rpad mpencraBibeH Ha cauny 3.1. AKo Ipu IpeacTaBibamy rpada He
3aMembyjeMOo CBAaKU TIap rpaHa CyNpoTHe OpHjeHTalllje jeTHOM HeOpHjeHTH-
CaHOM TpaHOM, Taja ce oarosapajyhu rpad mazusa murpad. Takas je, Ha
puMep, Tpad mpenctaBbed Ha ey 3.1 a). OpujeHTHCaHe U HEOPHjEeHTH-
caHe rpadoBe MOXKeMO Takohe cxBaTuTH kao aurpacdose. Hamme, opujentn-
caHu rpadoBH ¢y murpadoBy KO KOjUX He IIOCTOjU HUjedaH Map pasInIuTHX
YBOPOBA CIOjEHUX ca JBE I'PaHe CyNPOTHE OPHjEeHTAIlje, TOK CYy HEOPH]jeH-
THCaHH I'pacoBU TUTpadOBH KO KOjUX He IMOCTOJH HUjenaH Iap pasInIuTHX
YBOPOBA CITOjEHNX TAYHO jeTHOM OPHJEHTHCAHOM I'PaHOM.
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I'eomeTpujcka npencTaBa, OAHOCHO IPTeX rpada, cyreputie aa je Moryhe
neduHucaTH TpadoBe KOI KOjux m3Mely ABa 4BOpa IMOCTOjU BHUIIE OJT jeIHE
rpaHe UCTe opHjeHTaIje (T3B. BUIleCTpyKe rpane). Taksu rpadoBu ce Ha3H-
Bajy myarurpagosu. OHu MOTy CaJp>KaTh U BUIIECTPYKe neribe. Ha ciuim
3.2 B) je mpuka3aH jemaH myiturpad. Ilperusnuje, Mmynaturpad ce Moxke
nedunucaty Ha cieaehn HaumH.

Hednanunja 3.4. Herxa je V' neipasan ckyii u E jegna pamunuja enemenaitia
cxyita V- x V. Vpehen iap G = (V, E) nasuea ce myaimuzpagh, ipu uemy
¢y enemenitiu ckyiia V usoposu mynimiuepaga, a eremenitiv pamunuje E pane
mynmupaga.

I'pad je cnenmjanan cnydaj mynrturpada. I[lojam opujeHTHCAHOT, OTHO-
CHO HeOpHjeHTHCAaHOT My laTurpada, neHHUIIY ce aHaJIOTHO oAroBapajyhum
TojMOBHMa KO TpadoBa.

IMpoussosman rpad G = (V, p) ce yecro o3nauasa ca G = (V, E), rae
je E ckyn ypeheHux mapoBa eneMeHaTa cKyma V/, Tj. cKyn rpaHa. Jlakie,
rpad je 3amaT ako je MO3HAT HETOB CKYIT YBOPOBA U CKYI I'paHa. ¥ CiIydajy
HeopujenTrcanor rpada G kopuctu ce ucra o3naka G = (V) E), npu uemy
je cama E ckyn HeypeheHHX mapoBa eleMeHaTa M3 cKyma V', OJJHOCHO CKyI
HEOPHjEHTHCAHNX (TBOCTPAHO OPHjEHTHCAHNX) TPaHa.

I'pacdoBu (MynTurpacdoBr) MOTy ONTH KOHAYHH WITH O€CKOHAYHH, 3aBU-
CHO OJI TOTa J1a JIM je CKyHl YBopoBa V' KOoHaYaH Win GeCKOHAUYaH.

V oxBupy oBe kmure hemo, ako Ipyraumje He HATIACHMO, MO TIOJMOM
rpa¢ moapasyMeBaTH KOHAYAH, HEOPUJEHTHCAH Tpad 06e3 NeTIbN U BUIIECTPY-
Kux rpaHa. Taksu rpadoBuU ce y ITUTEpATypH 4ecTo cpehy Mmoa Ha3HMBOM
npocTu rpagosu.

Ha ciumm 3.3 mar je tpap G = (V, E), tne je V. = {v1,v92,v3, v4} 1
E = {{vi,v2}, {v1,vs}, {2, v3}, {v3, va}}.

U1 =4
4

U3 V4

n
m

(%

Cruka 3.3
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Bpoj uBoposa rpada G 30Be ce pen rpada U 03HauUaBa Ce ca 1, IOK Ce
Opoj rpana oznavasa ca m. YobuuajeHo je aa ce rpana {v,w}, rae cy v u w
uypoposu rpada GG, 03HaUaBa ca vVw.

Axko je e = vw rpana rpada G, Taga 3a TpaHy € KaXeMo Ja crnaja YBOpoBe
vV M W, a 32 OBE YBOPOBE KaxeMo Jia cy cyceann. OCUM TOTa, KakeMO JIa je
rpaHa € MHIMAEHTHA WU CYCeHA YBOPOBMMA ¥ U W, KA0 U Ja CY YBOPOBHU ¥
w MHIMAeHTHH Tpanu e = vw. Ckyn cBux ¥BopoBa rpada G Koju cy cycemann
4yBOpY v 03HavaBa ce ca N (v) (mmm kpahe ca N (v)) 1 30Be Ce CycenAcTBO WK
OKO0JIMHA YBOPA v. 3a cBe rpane rpada G Koje Cy MHIHUAEHTHE UCTOM YBOPY
Ka)XeMo Ja Cy cyceaHe rpaHe. AKO je HEKH YBOp jeIHa OO KpajlbUX Tauaka
M3BECHE TpaHe, Kaxe ce Ja ce Ta 'paHa cTude y oBoM yBopy. CreneH uBopa
vyrpapy G = (V, E), y osnamu dg(v) (umu kpahe d(v)), je 6poj mweropux
cycena, Tj. dg(v) = |Ng(v)|. Crenen uBopa ce Moxe nepuHUCaTH M Ka0 OPO]
I'paHa Koje ce CTHYY y TOM YBOpPY. VY CIy4ajy Ia YBOp UMa MeTIbY, Taja je leH
JIOTIPMHOC CTETIeHy YBOPa jenHak 2 (110 Apyroj KOHBEHLUJU JOTPUHOC METIhE
CTeneHy uBopa je 1).

V ciyuajy aurpacda, ako TpaHa € cllaja YBOpoBe ¥ M W U OpHjeHTHCaHA
je oIl v Ka w, Kaxke ce Ja OBa TpaHa M3JIa3M U3 YBOpa U, a yJa3M y YBOp W.
OcuM Tora, Kaxke ce ¥ 1a je YBOp v MOYEeTHH, & YBOP W 3aBPIIHH YBOP TpaHe
e = vw. Y nurpady ce 3a CBaKy YBOP IeUHUIIE FETOB YJIA3HH CTEeNeH, Kao
6poj rpaHa Koje yiase y Taj YBOp, OTHOCHO H3JIA3HHU CTelneH, Kao 6poj rpaHa
Koje u3nase u3 tor ysopa. [lerspa ce oB/e cMaTpa M yJIa3HOM U M3JIA3HOM
TpaHOM 3a oroBapajyhu 4Bop.

Munumanan u makenmaauan crenen rpadga G = (V) E), y oznauu §(G) u
A(G), pecrieKTHBHO, ieuHUIITY Ce ca

I(G) = E)Iél‘r/l da(v), A(G)= max da(v).

Usop crenena 0 rpada G 30Be ce M30I0BAHN YBOP, JIOK CE YBOP CTETIEHA
1 30Be Bucehu uyBOp WU JIHCT.

30up cTemeHa CBUX YBOPOBaA rpada jeqHak je IBOCTPYKOM Opojy TpaHa,
jep cBaka rpaHa MOIIPHHOCH 30HpY CTelleHa YBOPOBaA JIBa IIyTa - IO jeTaHITyT
3a CBaKM Kpajiu uBOp rpaHe. [Jdakie, Baxu cieneha Teopema.

Teopema 3.1. Vipoussownom 2paghy G = (V, E), apu uemy je | E| = m, sadrcu
(3.1) > da(v) =2m.
veV

IMocaemuua 3.1. V apouseomnom cpagy je dpoj usoposa neiaphoé citieiiena
dapam.
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Joxaz. YKOIUKO NMpou3BoJbal rpad G caapku HemapaH 6poj YBOpOBa
HENAPHOT CTeleHa, Taja je 36up ), .y de(v) Hemapan 6poj, CympoTHO TBp-
hemy Teopeme 3.1. Ul
IMocnennia 3.1 je y muTepaTypu MO3HATA KAO TeOpeMa O PYKOBaWbY:

V cearom gpywitisy je bpoj ocoba xoje cy ce pyxkosane neiiapan opoj iyiia
dapan.

OBne ocobe M3 OpymTBa MPEaCTaBibajy YBOpoBe rpada, mpu uyemy usmehy
JIBa YBOPA IOCTOjU I'PaHa YKOJIHKO Cy ce onroBapajyhe ocode pykoBaie.

IMTpuMEP 3.3. [loka3aTu 1a y cBAaKOM I'pady ITOCTOje TBA YBOPA UCTOT CTETICHA.

Pewerme. Kako 3a crenen d mpou3BOJBHOT 4YBopa v m3 rpada G ca n
yBopoBa Baxu aa je 0 < d < n — 1, 3akJbyuyjeMo J1a aKo Cy CTEIIeHH CBHX
yBopoBa y rpady pasmuuutd, Taga opojesu 0,1,...,n — 1 mpencraBibajy
cTereHe uBopoBa Tor rpada. Mehytum, oBo je Hemoryhe, jep ca jeane crpaHe
MOCTOjU M3070BaH YBop (cTenena (), a ca Apyre cTpaHe CTPAHE YBOP CTeTleHA
n — 1 cycemaH ca CBUM IPEOCTaIuM YBOPOBUMA y Tpady. A

3.3 Crenenu yBOpoBa U rpaguyKy HU30BH

I'pagy G = (V, E) ca ckynom uBoposa V = {vy,va,...,v,} MoOXe ce
NPUAPYKUTH HU3 CTENEHA HeroBux 4Boposa (di,ds, ..., d,), npu yemy je
d; = d(v;), i = 1,2,...,n, n uBopoBu Tpada Cy O3HAYEHU TAKO 1a CY
IbUXOBHU CTENEHH MaTH ¥ HepacTyheMm Wi HeomamgajyheM MOpeTKy, Tj. BaXu
majen—1>2di>2de>---2d, 20um0<dy <dyg < <dp <n—1.

OG6pHYTO He Mopa J1a BaxHu, Tj. ako je (di,ds, ..., d,) Ipou3BObaH He-
onanajyhu mmm Hepactyhm Hu3 1enux OpojeBa, HE MOpa Ja MOCTOju Tpad
YHjH CY TO CTENEHH YBOPOBA. 3a HU3 1eiux Opojesa (dy, da, . . . , dy,) KakeMo
na je rpagmuxnm mu3 axo nocroju rpadp G = (V, E) unju je To HM3 cTeneHa
yBopoBa. Crienehe TBphembe, Koje Cy HE3aBHCHO je[laH O] APYrOr TOKA3aln
Xasen® n Xaxumu’, omoryhasa J1a ce 01peii KOju Cy HM30BU IpadHuKH.

Teopema 3.2. Hus yenux opojesa (dy,ds, ..., dy), makasé gajen — 1 > dy >
de = --- 2 dy 20, je 2paguuku ako u camo ako je nu3z

(d2—17d3—1,...,dd1+1 —1,dd1+2,...,dn)

Zpaguuru.

¢ Vaclav Havel, uemku maTemaruuap
7 Seifollah Louis Hakimi (1932-2005), npaHcko-amMepuuky MaTeMaThuap



74 3.4, UIBOMOP®U3AM I'PA®OBA

Jloka3. YBennMoO O3HaKe
D = (dy,da,...,d,), D = (dg—1,d3—1,...,dd1+1—1,dd1+2,...,dn).

IpernocraBumo na je uu3 D’ rpapuuku. Taga nocroju rpap G =
(V', E’) ca ckynom uBoposa V' = {v9,vs3,...,v,}, Takas ma je dg(ve) =
d2 — 1, dgl(’l)g) = dg - 1,...,dgl(vd1+1) = dd1+1 - 1, dgl(vd1+2) =
dg,+2 -+, dgr(vy) = dy,. JlonaBameM HOBOT YBOPA U1 M HOBUX IPaHa U1v2,
V1U3, . .., V104, +1 Aobuja ce Tpad G uMju je HU3 CTeNeHa YBOPOBA YIIPABO
Hu3 D, omaxie npouswiasu aa je D rpaduuky Hu3,

O6parHo, mpernoctaBuMo Aa je D rpaduuku nu3. Onatie cieny aa mo-
croju 6ap jenan rpad ca ckynom usoposa V = V(G) = {v1,ve,..., 0} 1
HHM30M cTerneHa yBopoBa D, Tj. rpad y kome je d(v;) = d;, i = 1,2,...,n.
Osnaunmo ca G oHaj o1 THX TpadoBa y KOME YBOP ¥ MMa HajBHIIE Cycea
u3 ckyna S = {v2, U3, ..., V4, +1}, Tj. oHaj Tpad 3a koju je 6poj | Ng(vi) N S|
makcumanan. okazahemo na je Ng(v) = S.

IMperniocrasumo na je Ng(v1) # S. Tama mocroju 4Bop v;, 2 < i <
di + 1, takaB ma viv; € E(G). Kako je d(v1) = di, mocroju uBop vj,
di +2 < j < n,rakas na viv; € E(G). C o63upom Ha To naje i < ju D je
Hepactyhn Hu3, cenn 1a je d; = dg(vi) > dj = dg(v;). Kako viv; € E(G)
nv1v; € E(G), 3akipydyjemMo aa MOCToju 4BOP Uy, Takas 1a v1v € E(G) n
vju, & E(G). Heka je G rpad no6ujen ox rpada G ykinamameM IpaHa v1v;
U VU U 10JlaBalkeM HOBUX IpaHa v1v; U v;vk. Ilpema koncrpykuuju rpada
(31 3aKJby4yjeMo J1a je IerOB HU3 CTEIIEHa YBOPOBA Takohe Huz D, mpu yeMy
je |INg,(v1) N'S| = |[Ng(v1) N S| + 1, wro je kouTpaaukuuja ca u36opom
rpada G. [akie, Baxu na je Ng(v1) = S. Heka je nabe G’ rpad nobujen
on rpada (G yKIamameM YBOpa U1, 3ajeJHO ca CBUM IpaHaMa WHITHIEHTHUM
ca v1. Taga je G’ rpad ca nusoMm crenena usoposa D', ogakie cieau aa je
D’ rpaduukn Hus. O

[TPUMEP 3.4. YrBpautu na i je uus (5,5,4,4,3,2,2,1, 1) rpadpuuxm.

Pewere. TTpema teopemu 3.2 nu3 D = (5,5,4,4,3,2,2, 1, 1) je rpacpuuxu

ako M camo ako je nuz D' = (4,3,3,2,1,2,1,1) rpa¢puukn. Kaxo nuz D’
caJp kKU MeT HemapHuX OpojeBa, mpema nocuenunu 3.1 on Huje rpaduyky, ma
HHUje TpaduIKy HU HU3 D. A

3.4 W3zomopduszam rpaosa

Hepunnunja 3.5. /Jsa 2padpa G1 = (V1, E1) u Go = (Va, Es) ¢y uzomopgpna
axo #ocimoju oujekyuja f : Vi — Va koja ogpacasa ocobuny cyceguociiu
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4ygopoea, ilj.

(Vo,w e V1) (vw € By < f(v)f(w) € E).

IpecnukaBame f 30Be ce n3omMopdu3aM, a YNHEHUIY Oa cy rpadosu G u
G2 uzomopduu o3nauasamo ca G1 = Go.

g e o v,
/ /
Vg Vs Vg Uy
/ /
U3 Vg Us Vg
G1 G2
Cnuka 3.4

TTPUMEP 3.5. I'padosu G1 u G4 ca cimke 3.4 ¢y nzoMmopduu, a oarosapajyhu
n3oMopdH3aM je IpeciKaBambe

f (’l}l ’l}2 o oe e ’l}6>
=\, ;e
’Ul '1}2 DR ’U6
Penmanmja m3omopduoctu nBa rpada je pedieKCHBHA, CUMETPUYHA U
TPAH3UTUBHA, OJJTHOCHO TIPEJICTABIbA PENTAllNjy eKBUBAIEHIIMjE Y CKYITy CBUX

rpadoBa, na je MokeMo MPOTIACUTH 3a jeqHakocT rpadosa. [Ipema ToMme,
rpadoBH Cy jeTHAKH aKO M CaMO aKO Cy H30MOP(HHU.

W3 neduanimje n3oMophHOCTH 1Ba Tpada IPON3UIa3H 1a Cy H30MOPGHHI
rpadoBH y CTBApH MCTH TPadOBH, AITM PA3IMYNTO MPEACTABIbEHH, OJHOCHO
Harpranu. [IpoGiem m3oMopdm3ma rpadoBa je BeoMa TeXaK W 10 JaHAC
HHUje mpoHaljeH oaroBapajyhin anropuTaM 3a lBEroBo pelllaBambe Koju 61 OHo
3HAYAJHO PA3JIMYUUT O] HETTOCPEIHOT IPOBEpaBamba.

C 0063upoM Ha TO Ja M30MOPGHU TpadOBU NMajy UCTY CTPYKTYPY, MOXKe-
MO YBECTH jOIII jeTHY BaXkHy AepHHHIIH]Y.

Hedunnmmja 3.6. Pynxyuja i, gedunucana na ckyiy epagosa, ce Ha3u8a uH-
sapujanitia Zpaghosa axo 3a ceaxa géa uzomoppuna 2paga G1 u Gy eaxcu ga je

i(G1) = i(Ga).
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WuBapujanTe rpadoBa 3aBUCe O CTPYKType Tpada, a He 01 HAUMHA Ha
koju je rpad o3naveH. [TocToju myHo nHBapujanTh rpadoBa, Kao mTo Cy 6poj
yBopoBa y rpady, 6poj rpana y rpady, 6poj UBopoBa crereHa 1, HU3 CTe-
TeHa YBOpoBa (copTupan y Heonaaajyhu mopenak), uta. OHE IpeacTaBibajy
[JIABHU IpenMeT MpoydyaBama Teopuje rpadoBa, a MOry ce, u3Mely ocraior,
KOPHUCTUTH IPWIUKOM IIPOBEPE A JIU Cy oaroBapajyhu rpacdosu nuzoMopduum.

3.5 Tloarpadosu

Hepunnuuja 3.7. Hexacy G = (V,E)u G = (V', E') gsa 2paga. Tpagp G’
Je iog2pagh 2pacha G, y osnayu G' C G, axo u camo ako je V' CV u E' C E.
Axoje V' =V, 3a 2pagh G’ ce kaxnce ga je pazaituryhu (ioxpusajyhu) iogzpagp
2pagpa G. Kaswcemo ga je 2pagh G' ungykoeanu iiogzpagh 2pagpa G axoje V' C'V
uE' =ENV' x V' @ 2pagp G' cagpacu cee epane 2padpa G uuju cy kpajrou
ugoposu y V',V iwiom cayuajy xasxce ce ga je 2pagh G' ungyrosan cxyiom V' u
osnauasa ce ca G' = G[V'].

IIpema npeTxoaHoj AeUHUINjH, HHAYKOBaHU moarpad gator rpada G
ce 106Mja Tako mTO ce youn Hekm nojackyn V' ckyma usoposa V rpada G,
a 3atuM ce u3 rpada G yoarbe CBM OCTAJIM YBOPOBH, Ka0 U TpaHe Koje cy
cycenqHe yaajbeHNM uBopoBMMa. Ha Taj HauMH y MHAYKOBaHOM moarpady
0CTajy caMo TpaHe Koje mose3yjy Mehyco6no usopose uz V. Axoje V' # V,
kaxe ce 1a je G’ npasu uaaykosanu noarpad rpada G.

Uy Uy
v5@03 Vs v Us vy Us U3
U1 () U1 i U (%1 () U1 V2
G H H, H,

Cmuka 3.5

ITPUMEP 3.6. Ha cruim 3.5 npukasan je rpad G, meros nnoarpad H, pazanu-
wyhu noarpad H; v unnykosanu noarpad He. TMoarpad He je nnaykosan
CKYIIOM YBOpOBa {v1, V2, U3, Vs }.

AKo je e rpana rpada G, taga je rpad G — e noarpad rpada G gobujen
u3 G u3ocrasibameM rpane e. Ananorno, G—{ei,...,ex}je noarpad rpada
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G nobujen uz G M30CTaB/bakbeM IpaHa €1, . . ., €. AKo je v uBop rpada G,
taga je G — v unaykosanu moarpad rpada G nobujen uz G U30CTABIHAHEM
YBOpa v W CBUX IpaHa rpada G Koje cy MHIUAECHTHE YBOPY v. AHAIOTHO,
rpap G — {v1,...,v;} je unaykosanu noarpad rpada G nobujen uz G
M30CTABJbAEM YBOPOBA V1, . . ., Uk, KAO U CBUX T'paHA MHIUACHTHUX OWUIIO
koMme o7 ’uX. OBU MOJMOBH WITyCTPOBAHM Cy HA CIUIM 3.0,

Cruka 3.6

3.6 Ilome3zanocr rpada

Nedunnunja 3.8. Hus 2pana vovy, v1v2, . . . , Vk—1Vk 2pagpa G (um kpahe W =
VoU1V2 - . . Vp_1VUk ) 306€ ce weiinoa gyacune k y 2pagy G. Hsop vy je iioueitinu,
@ YBOp Vi, 3AGPUIHU YGOD WIETHIbE, JOK CY YGOPOBU V1, . . . ,Vi—1 VHYTIpawrsu
ygoposu wetdrve. ILletlirva ca Hoveiinum Y8OPOM Vo U 3ABPUIHUM YBOPOM U
306e ce (Vg — Vg)-welina u Kadce ce ga ciaja ueopose vy u vi. Ulemrba
W' = vvig1 ... vj—1v; (0 <4 < j < k) pegcmasna geo wetmrwe W usmehy
ugoposa v; u v; u osnauasa ce ca W' = Wiv;, vj].

leTma neduHncana Ha IPETXOAHN HAYMH JTO3BOJhaBA TIOHABIbAHE YBO-
poBa U rpaHa.

Hebnanunja 3.9. lleiirna W = vgvy ...V yuje cy ceée epane pasnuduiiie,
Hasuea ce cmasza gyscune k. Ilemwmroa W uuju ¢y ceéu usoposu pasnuquisiv
nazusa ce ityia (omieopenu iy ) gysrcune k.

VY rpady G, mpeacraBibeHOM Ha CIHUIM 3.7, U1U3V20V4V5V3V1V2 j€ jenHa
(v1 — vg)-LIETIA AYXKUHE T, V1 V3V4V5V1 V2 je jeana (V] — v2)-CTasa JIyKUHE D,
JIOK je V1U3V20405 jeman (v1 — vs)-TIyT mykxuHe 4.

IlleTma wmn ctaza W = vgv1vs . . . Ugp—1Vk je 3aTBOpeHa aKo je vg = V.
Ilerma y K0joj Cy CBM YBOPOBH Vg, V1, . . . , U, Me)OCOOHO paznmuumnTh, OcuM
ITOYETHOT U Kpajiber YBOpa KOjH ce TOKJIIAIajy, 30Be ce KOHTYpa (3aTBOpPeHH
NyT WIA HAKIYC).
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Uy

U5 U3

U1 (%)

Cauxka 3.7

KoHTypa je mapHa ako caJpu mapaH Opoj rpaHa, OMHOCHO HemapHa, y
CYIIPOTHOM CIIy4ajy.

VY rpady G, TpenCTaBbeHOM Ha CIMIHU 3.7, U1U203V4U5V3V1 je jemHa
3aTBOpeHA IIeTHha TyXUHe 6, a v1v2v3V4U50] je KOHTYpa OyXKUHe 5.

Hedunnunja 3.10. I'pagdp G je iiosesan axo ce ceara geéa rwecosa 460pa mMozy
Hoeesaiiu iyiieM. Y cyupoiminom, Zpag) je Heiiogesan.

Hemnogeszan rpad ce cacToju o ABa WM BHIIIE OABOJEHHX OEI0Ba KOjU
Ce Ha3WBajy KOMIOHEHTe moBe3aHocTH (wim kpahe, kommoneHTe) rpada.
KomMmrmoHnenTa mmoBe3aHoCTH Tpada Kojoj IMpHIlaga HeKH YBOp v je moarpad
00pa3oBaH CKyNOM CBHX OHHMX YBOPOBA KOJU C€ MOTY CIIOjUTH IIyTeM ca
YBOPOM v, YKJBYUYjyhHu Ty B 4BOp v. Bpoj KOMIOHEHTH ITOBe3aHOCTH I'pada
G osnauasa ce ca w((G). U3 pebununuje nosezanoctu rpada cieay aa je
rpacd MoBe3aH ako ¥ caMO aKO MMa CaMo jeIHY KOMIIOHEHTY TTOBE3aHOCTH.

Axo ¢y G1,...,Gy (k > 2) xomnonente nosesanoctu rpada G, Tana je
V(Gi)NV(G4) =0,i,j =1,...,k, i # j, n npurom Baxu aa je V(G) =
V(G1)U---UV(Gg)n E(G) = E(G1)U---U E(Gy).

Hedunnunja 3.11. Iogepap G epaa G je maxcumanan y 0gHOCY HA HEKY
0CcOoOUHY, aKo OH UMA Wy 0COOUHY, d WY HeMmd HUujegan og ogepagosa epagha
G y kojuma ce G cagpaicu kao upasu iiogepag.

V3 0BaKBY TEPMHUHOJIOTH]Y, KOMIIOHEHTE mOoBe3aHOCTH rpada G ¢y mwe-
TOBY MaKCHMAJTHU TTOBE3aHU MOATpadoBH.

ITPUMEP 3.7. I'pad G1, mpukaszad Ha cauiy 3.8, je moBe3aH, 10K je rpad Go
HETOBe3aH U CACTOJU Ce OJ] CeJJaM KOMITIOHEHTH ITOBE3aHOCTH.
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&P KAl

Cnnxka 3.8

VY Be3u ca MUTAmeM MOBe3aHOCTH TpadoBa HHTEPECAHTHU Cy U cienehin
TTIOJMOBH.

Nedunnunja 3.12. Apitiuxynrauuonu (eezuenu) ueop 2paga je usop uujum ce
ygamsasareem u3 cpaga iiosehasa o6poj Komionenitiu oge3anociiu cpaga.

Mociu zpaga je cpana wujum ce ygamasarbem usz cpaga osehasa 6poj
KOMiOHeHTlY Hogesanociiu cpaga. Ipana xoja je unyugenimiing ca 4eopom
cineiiena 1 nasusa ce suceha Zpana.

Csaka Buceha rpana mpencrasiba MocT rpada. KpajeBu cBakor mocra,
koju Huje Buceha rpaHa, cy apTHKyJIalMOHN YBOPOBH. AKO je MocT 1 Buceha
rpana rpada (ca BUIe OO Ba YBOpAa), Tala je TAYHO jedaH O]l HerOBHX
KpajlbuX UBOPOBA APTUKYJIALIMOHH YBOP.

ITPuMEP 3.8. 3a rpad na ciaumm 3.9 ca a, m, v 03HaYEHH CY, peIOM, APTHKY-
JTAIIMOHK YBOPOBU, MOCTOBH M Bucehe rpane.

S|
<

3
3
L
3
<

Cmuka 3.9

Nedpunnunja 3.13. Heka je G = (V, E) wosesan 2pagh. Pacitiojarmwe d¢(u,v)
(wm d(u,v)) gea ueopa u,v € V je gyscuna najkpahe iyiia usmehy u u v
y 2paghy G. Excuenimpunuitieini ecc(u) usopa u € 'V je najeehe pacimiojarve
0g u60pa U go ceux ociiamx ueopoea y 2papy, myj. ecc(u) = max da(u,v).

Hujameiiap D(G) 2pagpa G je najeehu excyenmipuyuinein, ognocno D(G) =
max ecc(u), gok je pagujye r(G) 2papa G najmareu excyenmipuyuiniei, iwj.
ue

r(G) = min ecc(u).
ueV
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V cayyajy ma rpad G Huje moBe3aH, pacrojame u3Mel)y UBOpoBa MOKe
ce neduHUCATH 32 CBAKM Map YBOPOBA U3 MCTE KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTH
Ha HAYMH ONNCAH y IPETXOAHO] AeUHUINjU. 3a YBOpOBE U U U U3 pa-
3JIMYMTHX KOMIIOHEHTH noBe3aHoctu rpada G, y3uma ce, 10 KOHBEHIIUjH,
na je dg(u,v) = oco. Y ToM ciydajy cy U aujamerap M paaujyc rpada G
Hene(MHICAHN, OTHOCHO, 10 KOHBEHIIMJH Ce y31Ma J1a Cy ¥ OHH jeTHAKU OO.

3.7 Heke nocedHe ki1ace rpagoBa

Mely 6pojunm rpadoBuMa MojeuHu ¢y, 300T CBOjUX CEM(PUIHNX OCO-
OuHa, 1oOuIK nocebHa UMeHa. Y OBOM OZI€JbKY HABOAMMO HEKOJIMKO TAKBUX
BpcTa (kaca) rpadosa.

Hednuuumja 3.14. Ipagp G uuju cy céu usoposu citiciicha  306¢ ce pecynapan
2paq cinieiiena v (ww r-peZynapan Zpag ).

I[IPUMEP 3.9. Hekomuko perynapHux rpacoBa CTelleHa 3 IMpeAcTaBJbeHo je
Ha ciuium 3.10.

X1 90 DO~

Crnuxka 3.10

W3 jemnaxoctu (3.1) crmegm nma peryiapaH rpad cremeHa 7 UMa m =
%nr rpaHa, oJlakje 3akJbydyjeMo J1a je norpebaH ycjaoB 3a €r3MCTEHIIH]Y
perynapHux rpacoBa CTeleHa r ca n YBopoBa aa d6ap jeman o 6pojeBa n u r
OyJe mapaH.

[MocebHO cy UHTEpecaHTHH perylapHu IpadoBU CTeNeHa BA.

Hedunnumja 3.15. Iosezan pecynapan epagh citieiiena ¢eéa 306e ce KOHIYpa
(wmu yuxayc). Konitiypa ca n usoposa osnauasa ce ca C,.

Konauan perynapan rpad crereHa 2 uMa 3a KOMIOHEHTE ITOBE3AHOCTH
koHType. OBO He Baxu 3a 6eckonaune rpadose. CympoTan nmpuMmep je rpad
YHj¥ YBOPOBH OATOBAPA]y LEIOOPOJHUM TayaKkaMa OpojHe oce, a CyCeTHH Cy
caMO OHU YBOPOBU umje je MehycoOHO pacTojame (1o ocH) jemHako 1.
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AT

Cmuka 3.11

ITPUMEP 3.10. Kontype C3, Cy, Cs5, Cg u C7 mipukasane cy Ha ciuim 3.11. 3a
HEKe O] KOHTYpa 4eCTo ce yInoTpeb/baBajy U HA3UBU U3 TeOMeTpHje (Tpoyrao,
YETBOPOYrao, eToyrao, .. . ).

Hednnanmnja 3.16. I'pag uuja cy céaxa gea usopa cycegna 306e ce Komiineiman
wiu doimiyn Zpagh. Komiineinian Zpagh ca n ueoposa oznavasa ce ca K.

Kowmmeran rpad K, je perymapan rpad creneHa n — 1 u uma m =

nn 1) <2) rpara.

ITpuMEP 3.11. Ha cimm 3.12 npukaszanu cy komiutetnu rpadosu K, Ko,
Kj3, Ky u K.

Crmuka 3.12

Hebunnunja 3.17. Ilpazan Zpagh je cpagh y xome ne iocitioju Hujeqan waap
CYCeqgHUX 4680poea, ilij. cacitioju ce camo og uz0.108anux yeoposa. Ilpasan pag
Jje O-pecynapan epag.

Hedunuumja 3.18. Buiapimuitian 2pagp G = (V,E) je 2pagh wuju ce ckyii
ygoposa V moowce pazouitiu na gea qucjynkinna ckyiia X u 'Y, iiako ga ceaka
epana e € E ciaja nexu ueop uz ckyia X ca nexum ugopom u3 cxkyiia Y.
Cryiiosu X u'Y nasueajy ce wapimuistuenu ckyiiosu (um krace).
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Hedunnunja 3.19. Komineiian ouitapiminitian Zpag (uru 6uxomiineitian Zpag )
Je ouilapimiuimian 2pag) kog Ko2a je céaku usop ipeod ckyiia (knace) cycegan ca
ceakum 4eopom gpyeoe ckyia (knace). Axko dapmiuimiueHu cKyinosu cagpaice T
U S 4B0P06A, PeCUeKMUGHO, Waga ce Komiieiian Ouapiuitian Zpag 03Hauasa
ca K, .

Bukommiietnu rpadoBU ce Ha3MBajy jOII M MOTHYHH OMXPOMATCKH Ipa-
¢oBu. Komruteran 6unapruran rpad Kq,_1 30Be ce 3Be3na. 3Be3aa ca n
YBOPOBA O3HAYABA Ce U ca Sy,.

I[TpuMEP 3.12. Ha cimmu 3.13 mpukasaH je KOMIUIeTaH OMIapTUTaH rpad
K33 n3Be3na S¢ = K1 5.

Canxka 3.13

Hedmnuuumja 3.20. k-itapiniuiian Zpagh je Zpagh uuju ce ckyii uoposa modice
pasouitiu na k mehycobno gqucjynkiminux ckyiosa (Koju ce nasusajy Kiace uiu
dapimiuitiueny CKyiosu), WaKo ga céaxa 2pana cilaja géa 46opa Koja upuiagajy
paznuuuiium dapiuiiuehum ckyiiosuma. Komitneitan k-iapitiuitian Zpagp (unu
k-komitneimian Zpagh ) je k-uapmuinian 2pagh, Waxas ga cy c6aKa geéa ueopa us
PA3IUHUIIUX TapUIUGHUX CKYT08a TI08€3aHA SDAHOM, d HUjegHd ZpaHd He
fioge3yje ugopose u3z Ucitios apiiuitiuenoé ckyia. Axo GapiiuiliueHu cKyiosu
cagpace pegom ni,na, ..., N, 460posa, maga ce Komibtewan k-uapiuitan
epagh osnauasa ca Ky, n,. .. ny-

3.8 UpopHa u rpaHcKa mMoBe3aHOCT

Hedmuuumja 3.21. 3a ckyii usoposa U C V kasicemo ga je pazgeajajyhu cxyii
ugoposa unu ueopnu ceitapaitiop 2pagpa G = (V, E) axko 2pagh G — U uma uwe
04 jegre KOMIOHEHTTe T08e3AHOCTIU.

Caaku rpad pasiInauT 01 KOMIDIETHOT Ipada caap)Ku YBOPHH CEMapaTop.
Hawume, axo je rpad Hemosesan, Tanga je U = (). Axo je G # K, nose3an
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rpad, Tama MocToje ABa HecyceHa YBopa v ¥ w y rpady G, omakie cieau aa
jeckyn U =V — {v,w} pasasajajyhu ckyn usoposa y rpady G, jep je rpad
G — U nenoBe3aH (cacToju ce OJ1 1Ba U30JI0BaHA YBOPA U M W).

Hedunuuuja 3.22. Yeopna iosezanociu (u kpahe iwosesanocim) k(G) 2paga
G (G # Ky,) je munumanan 6poj 460po6a uujum yKiarmwareem us 2paga nacimaje
neiiosesan uu wpusujanan 2pag) (wj. 2pag K1 xoju ce cacimioju camo og jegnoe
U30106aHOE 460PA), OGHOCHO

#(G) = min |U],
2ge je U usopnu ceitapaitiop 2pagpa G.

Kowmmteran rpad K, He caapxu HujenaH pas3aBajajyhin cKynm 4BOpOBa,
aJIi ce ymajbaBameM N — 1 YBopoBa CBOAM Ha TpHBHjajaH rpad K1, omakie
ciemu na je k(K ) = n — 1. Tlpema nedynuimju yBOpHe noBe3aHocTu rpada
Baxu na je k(G) = 0 ako u camo ako je rpad G HemoBe3aH rpad win je
G = K1, nox je k(G) = 1 ako u camo ako G je nmosesan rpad ca 6ap jeanum
APTUKYIAIHOHUM YBopoM Wil je G = K.

Hedunnunja 3.23. I'pagd G je ueopno k-iosezan (um kpahe k-itosesan) axo
je k(G) = k, wj. ako ocimiaje iosezan nakoh yKaarbarba ouno kojux ¢ ueoposa,
2ge je £ < k.

I'pady ca 6ap jeqHoMm rpaHoM je 1-TmoBe3aH ako M caMoO aKo je IMOoBe3aH.
2-noBe3anu rpadOBU HE CaapKe apTUKYJIAIMOHE YBOPOBE, a FbUXOBA Kapa-
KTepu3armja fie GUTH aTa y HACTABKY.

Menrep® je 1927. romuHe 10Ka3ao0 ja je MoBe3aHOCT rpada y BesW ca
6pojeM NMCjyHKTHUX IIyTeBa KOjH CIIajajy pasiauduTe YBopoBe Ipada. /[la
OHCMO M3JIOKUIIN HEeroB pe3yirar, AedruHucalieMo HEKOJIMKO HEOIXOIHUX
I10jMOBA.

Hednnnumja 3.24. /[sa idyitia Koju ©08e3yjy 460pose U U U €y YBOPHO (u-
cjynkmna (@lj. qUCjyHKIIHA y OGHOCY HA 460P06E) AKO OCUM HB0PO6A U U U
HeMajy gpyeux 3ajeqHuuKux 460po8d.

Hedunumnja 3.25. 3a ckyii S C V kaowce ce ga pazgseaja ueopose w u v 2pagha
G = (V, E) aro osu usoposu iipuilagajy pazmuyuiium KOMAOHEHTAMA T06e-
sanociiu 2paga G — S.

$ Karl Menger (1902-1985), aycTpujcko-aMepuuKn MaTeMaTnuap
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Cana hemo u3noxutn MeHIrepoBy TeopeMy, Koja IPEACTaB/ba jedaH O
(yHmaMeHTaTHUX pe3yiTata Teopuje rpadosa. Jloka3 oBe Teopeme, 300T
OMINKUPHOCTH, Hehie GUTH HABEEH.

Teopema 3.3. (Menrep) Hajmaru 0poj uéoposa Koju paszgéaja necyceqgre
ugopose U u v jeghax je najeehem 6pojy qucjynkinux (u — v)-iyiiesa.

Kopucrehfin Menrepoy Teopemy, Butan® je 1932. roamne m10ka3ao cie-
nehe TBpheme, koje Takolje HaBogMMO Oe3 JoKa3a.

Teopema 3.4. Heiupusujaran 2pag je (ueopno) k-iiosesan axo u camo axo 3a
c6aKa gea pazmuHuilia w6opa U u v docimoju bap k qucjynkimnux (u —v)-iyitesa
y epagy G.

Crienjastan ciiy4aj ose teopeme (3a k = 2) je cienehu pe3ynrart KojuM
ce Jaje KapakTepu3alija 2-mmoBe3aHux rpagdosa.

Iocnenuua 3.2. Ipag ca n (n > 3) ueoposa je 2-iiosezan aKo u camo aKo
CBAKA 64 He208a Y0P NEMHCe HA KOHTLYPU.

KowmrietHo yommteme Teopeme 3.4, Koje HaBOIUMO 0e3 Tokasa, J0Ka3ao
je Mupax'® 1960. roqume.

Teopema 3.5. Axo je G k-iosesan 2pagp (k > 2), waga céaxux k usoposa
epagha G nesice Ha KOHIIYPU.

IIperxoaHO yBeAeHH IIOjMOBH Ae(IHUIY ce U Ioazehn o rpaHa rpada.

Hednuuumja 3.26. 3a cxyi cpana ' C E raoscemo ga je pazgeajajyhu cxyii
Zpana unu Zpancku ceiapainiop 2paga G = (V, E) ako 2pagp G — F uma suwe
0g jegre KOMUOHEHITe H08e3AHOCTIU.

Csaku HerpuBHjaiaH rpad (1j. rpad pasmmuut on Ki) MMa rpaHcKu
cemaparop. VY cmyuajy Henosezanor rpada saxu ga je F' = (), nok je xon
MOBE3aHOT HeTpUBHjamHOT Tpada G CKyn CBUX I'paHa F' MHIMIEHTHUX ca
JIATUM YBOPOM 0 jefIaH TpaHcku cemapatop rpada G, jep je G — F nemosesan
rpad ca U30J0BAHUM YBOPOM V.

Hedunnunja 3.27. Ipancka iioseszanocii v1(G) nemipusujannoz 2paga G je
MUHUMATIAH OPO] Zpana yujum YKIararbem u3 epaga Hacitiaje Heio8e3an uiu
wpusujanan cpag, ogHocHo

%1(G) = min |F,

2ge je F' 2pancku ceitapaitiop 2paga G.

? Hassler Whitney (1907—1989), amepuuku Maremaruyap
' Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), mahapcko-6purancku maTemaTHuap
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Ipema neUHMIMjN IPpaHCKe MTOBe3aHOCTH Tpada Baxu na je £1(G) = 0
axo 1 camo ako je G HermoBe3an uim TpuBMjanan rpad, 1ok je k1(G) = 1 ako
1 caMo ako je G moBe3aH rpad KOju caap:Ku 0ap jemaH MOCT.

Nedunnunja 3.28. I'pag) G je Zpancku k-itoseszan ako je k1(G) > k, mj. ako
ociuaje iio6e3an HAKoOH YKAaArbarea ouno kojux £ 2pana, 2ge je £ < k.

Butnu je 1932. rogune qokaszao cieache TBpheme.

Teopema 3.6. 3a ceaxu 2pagh G saosice nejequaxociiu
(3.2) R(G) < 51(G) < 8(G),
2ge je §(G) munumanan cimeiien ueopa y 2pagy G.

Jokas. Ako je G menoseszan win tpusmjanan rpad K1, raga je k(G) =
k1(G) = 0(G) u nejemnaxoctu (3.2) Baxe.

IMperniocraBumo 1a je G mose3an rpad ca 6ap aBa YBOpA.

Hoxa3 npyre HejemHaKOCTH Y (3.2) Mpon3miIa3u U3 YMHEHAIIE 1a Ce ya-
waBameM 0 (G) TpaHa cyceTHMX YBOPY MUHUMAJTHOT CTeNleHa CUI'YPHO T06Hja
HeroBe3aH rpad.

Hoxaxxumo npBy HejemHakocT y (3.2). ITonazehu ox mpon3BosbHOT cKyna
on k1(G) rpana 4mjum ynasbaBameM rpad MOCTaje HEMOBE3aH, MOXE Ce
onabpatu Hajsuie £1(G) YBOpoBa (3a CBaKy yaajbeHy IpaHy I10 jefdaH Kpa-
JIU 4BOD) uMje yaasbaBame n3 rpada rakohe o6e36ehyje ga je pesynryjyhu
rpad HeroBe3aH, ogakie cienu aa je k(G) < k1 (G). O

TTPUMEP 3.13. 3a rpa¢ G ca crmuke 3.14 Baxu na je k(G) = 2, k1(G) = 3,
d(G) = 4. Onrosapajyhn usopuu u rpancku cenaparopu ¢y U = {u,v} n
F ={e1,ea,e3}.

Crnuka 3.14
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3.9 TI'padoBu u matpuue

'pady G ca ckynom uBoposa V' = {v1,v9, ..., vn } 1 cKynoMm rpana £ =
{e1, €2, ..., e } MOTY Ce IPUAPYKUTH pasnmuauTe MaTpule. HaperheMo Heke
Ol BUX KOje ce Hajuelrhe IpuMemyjy.

Marpuua MHUMAeHIHMje YBOpoBa U rpaHa rpada G je n X m MaTpuia
R(G) = (rij), nedunucana ca

- 1, axo je yBOp v; MHIIMAEHTAH Ca TPAHOM €,
K 0, yCympOTHOM CIIydajy.

Bpoj jenuHuna y ¢-Toj BPCTH OBe MATpPHIle jeqHaK je 6pojy rpaHa MHITH-
JIEHTHUX Ca YBOPOM U, Tj. BberoBoM crereny d(v;), ¢ = 1,2,...,n. C apyre
CTpaHe, Y CBAKOj KOJIOHH ce HaJlaze 10 TAYHO JBe je[MHUIe, IIITO OAroBapa
YMILEHUIIY JIA je CBaKa I'paHa MHIMACHTHA ca JIBa YBOpa.

Kopucte ce u omnmuruje MaTpulile MHIUACHIIN]E, YUjU CY IIEMEHTH, OCUM
0 wu 1, m npyru 6pojeBu. Y cllydajy opHjeHTHCAaHHUX IpadoBa Win nurpadosa
KOPHUCTH Ce MaTpULla MHIMAeHIHje uBopoBa u rpana S(G) = (s;5) ca eie-
MentuMa —1, 0, 1, koja ce nepunmie ca

1, axo rpaHna e; U31a3u U3 YBOpa V;,
8ij = —1, axo rpana e; ynasu y 4Bop v,
0, aKo v; ¥ €; HUCY CyCeTHU €JIEMEHTH.

Marpnua cyceacrsa rpada G je n x n marpuna A(G) = (a;j), nedurn-
caHa ca
0 — { 1, aKo cy YBOPOBH V; U Vj CYCE/IHH,
" 0, yCynpoOTHOM Clydajy.

Marpuna cyceacrsa A HeopujeHTHCAHOT Tpada je CHMETpUYHA MATPHIIA,
1. A = AT ipu gemy je 6poj jemHHUIA Y i-TOj BPCTH (1 5-TOj KOJIOHH) jeTHAK
d(v;). Ha rnasnoj aujaronamu (y ciaydajy rpada 6e3 neT/bu) Hajtase ce Hylle.
Perymapuu rpacdoBu cTeneHa r UMajy MaTpHILy CyCeACTBa Y UMjoj Ce CBAKO]j
BPCTH M CBAaKOj KOJIOHW HAlla3W TAYHO T jeIWHUIIA. MaTpuia cycencTsa
KOMIUIETHHX rpadoBa UMa Ha TIIABHOj JUjarOHAIN €JIeMEHTE jeTHAKe HYJIH,
JTOK CY CBU OCTAITM eJIeMEHTH MaTpHIIe jeaHaKu 1.

3a matpuuy cycencrsa A = (a;;) opujeHTHCAHOT rpada Baxu

az‘j:1:>aj¢:(), ,7=1,2,...,n,9%# j.
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Cauxka 3.15

3a rpad G ca cnuke 3.15 MaTpuIia MHITMIEHIINje YBOPOBA M TpaHa, OJTHOCHO
MaTpHIla CyCeACTBa j&

R(G) = . A(G) =

SO = O =
_ o O =
O R Rk O
— =0 O
e )
O = O =
O = O =

1
1
0
1

O O ==

Teopema 3.7. Hexa je A = (a;;) maiwipuya cycegceimea ipoussonnoé cpaga G
. _ (k . _ .
Yuju cy 460pOU V1,2, . . ., V. Enemenii az(»j) u3 i-iie @pcifie u j-iie KOJIOHE

mampuye AF Jegnax je opojy pazmuuuimiux (v; — vj)—memrbu gyocune k y 2paghy

G.

Joxaz. Joxa3 U3BOJUMO MAaTeMATUYKOM WHAYKIMjoM To k. 3a k = 1
TeopeMa je TaYHa Ha OCHOBY JAeyMHMIIM]je MATpHIlE cycencTra A.

IIpeTmocTaBuMO Aa TeopeMa Baku 3a k = s > 1.

ITo neduHMLMjM MATPUYHOI MHOXKEHA, €IEMEHT Ha no3uumju (i,7) y
matpuim A5t = A . A% jennax je

al(jJrl) = aﬂag‘;) + aizaé‘? + -+ ama;‘?
Hexacy vy, , Vt,, - . - , U, YBOPOBH IO KOJHX C€ MOXKe TORM U3 4BOPA V; IIETHOM
nyxwune 1. Taga je
+1
agj ) = aitlagf; + g, aij; +-+ aitgagj]).
(3:3) _ ) ) (s)
N R O S
ITo MHIYKTUBHO] TPETIIOCTABITN ag-, p=1,2,...,¢, mpeacrasiba 6poj

(v, — vj)-IUIETHH AyXKHUHE 5, @ TO je HCTOBPEMEHO i O6poj (v; — vj)-IIeTHN
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(%1 Uy

(%] (%3

(%] U1
Cranxka 3.16

ayxune s + 1 koje mpomnasze kpo3 uBop v,. CymMmpameM OBaKBHMX M3pa3a
3a cBaKo t, nobuja ce 6poj cBuX (v; — v;)-LIeTHU AyKuHe s + 1, Tj. M3pa3
(3.3). O

H3omopduu rpacdoBu MOTY IMATH pa3InIUTe MaTpHIle cyceacTsa. Ha
cruny 3.16 ¢y mpeacrasibeHa 1Ba m3oMopdua rpada G1 u G (1j. jeman rpad
ca JIBe pa3IMuyuTe HyMepaluje) umje ¢y marpuiie cycencrsa A u Ay nare ca

010 0 0 1
Ai=|1 0 1|, Ay=|0 0 1
010 110

C 0063upom Ha TO J1a cy u3oMophHU rpacdoBU y CTBAPH UCTU IrpadoBu, caMo
Pa3MMYNTO MPEACTaB/beHN, M NMajyhn y BuIy AeWHUIN]Y MaTpHIE Cyce-
CTBa, 3aKJbydyjeMO Ja ce MaTpHle cyceacTBa m3oMopdHux rpadosa Mory
IIOOWTH jeqHa M3 Apyre oaroBapajyhmm nepMyToBameM BpCcTa M KOJIOHA, TIPH
4yeMy je OMTHO [1a ce UcTa MepMyTallija MpUMebyje U Ha BPCTe U Ha KOJIOHE.
Ha 6ucmo dopmynucanu ycioB n3oMophHOCTH TpadoBa Uhje Cy MaTpPHIIE
cycenctBa Ay u Aa, TOTPeGHO je YBECTHU M0jaM MepMyTAIMOHEe MATPHIIE.

Hedunnunja 3.29. Iepmyimiayuona maitipuya je Keagpaitina Mamipuya Koja y
C8aKOj BpCHiU U CBAKO] KOJIOHU UMA THAYHO jegan enemeHill jegnak 1, a ceu
ocilianu enemenitiu maipuye cy jeguaxu 0.

Axo ce maTtpuua A noMHOXH (31€CHA) NEPMYTALMOHOM MATpuuoM P,
no0uja ce MaTpHIla KOja HACTaje TEPMYTOBAMEM KOJIOHA MaTpuIle A, IOk ce
MHOXemeM (creBa) MaTpune A Matpunom PT no6uja MaTpuma koja HacTaje
epMyTOBamkeM BpcTa MaTpuile A ucrom nepmyranmjom. Kako je mepmyra-
IIMOHA MaTpua P opToroHallHa MaTpHIa, Tj. pP1l= PT, crenu na he mBa
rpada G1 n Gy Gutn M30MOpdhHA aKO HUXOBEe MaTpuie cyceactsa A; u
Ay 3a70BosbaBajy pernannjy As = P~1A| P, tne je P Heka HepMyTalHoHa
MaTpHuIIa.
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IIPUMEP 3.14. 3a martpuiie cycenctsa A1 u Ao rpadoBa ca ciuke 3.16 Baxu
penamuja Ao = P~Y A1 P, rie je P nepMyTanyona MaTpuLa

0 01
P=|1 00
010

3.10 Onepanuje ca rpagoBumMa

Han jemnum nmm Butre rpadoBa MOTY ¢e BPIIUTH pa3He Onepalnuje Yuju
je pesynrat Takolje Heku rpad.

Hedunucahemo jeqny yHapHy M HEKOJIMKO OMHApPHUX oIlepallyja.

3.10.1 Kommniemenrt rpaga

Hajnpe hemo medpunucatn onepanyjy KoMIuieMeHTHpama rpada koja je
YHapHA Olepanyja.

HNepunnmnja 3.30. Komiinemenia G cpagpa G je pagh uuju ce ckyi ueoposa
foknaiia ca cKyiiom ueoposa 2pagpa G, fipu uemy cy gea usopa cycegua y G axo
U camo axo wu 4eoposu Hucy cyceghu y G.

U3 nepunummje cnenu aa je (G) = G, Tj. KOMIIEMEHT KOMITIEMEHTA je
nona3uu rpad. Kommiement kommtetHor rpada K, je mpasan rpad, 36o0r
Yera ce OH 03HauaBa ca K .

ITpuMEP 3.15. Ha cmumm 3.17 mpukasaH je jenaH map y3ajaMHO KOMIIIe-
MeHTapHUX rpadosa.

Cnuxka 3.17

Martpuna cycencta A rpada G Moxe ce m3paszutu moMohy MaTtpwIe
cycencrBa A rpada G. Hamme, npema aepuHUIMjH KOMIUIEMeHTa Tpada,
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Baxu ma je A = J — A — I, rae je ca J o3HaueHa MaTpUIA YU Cy CBHU
enmemenTH jenHaku 1, a I = I, je jenuHnyna maTpuia oAarosapajyher penaa.

Teopema 3.8. Axo je G meiiosesan epagp, maga je recos KOMilIeMEH G
ftosesan, wyj. 6ap jegan og 2pagoea G u G je itosezan 2pag.

Hoxasz. TlotpebHo je nokasatu ma ¢y y rpady G mpousBosbHA IBa YBOPA
v ¥ w noBe3aHa myreM. Kako je rpad G HenopeszaH, oH uMa 6ap ABe KOMIIO-
HEHTE NTOBE3aHOCTH.

V noxasy pa3mukyjeMo IBa ciiydaja.

AKO YBOPOBH ¥ U W MPUTIATAJY PA3THIUTAM KOMIIOHEHTaMa TOBE3aHOCTH
rpada G, Tama cy oHM CycemHu y rpady G, Tj. TIOBE3aHU Cy ITyTeM JTyKuHE 1.

AKO YBOPOBHM v M W TIpUTIAAAjy NCTOj KOMIIOHEHTH TTOBE3aHOCTH Tpada
G, Taja TOCTOJM YBOP U KOJU He MPHIAJa TOj KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTH.
Ha ocHOBY JeduHNIM]e KOMIUIeMeHTa, uBop u je y rpady G cyceman ca
YBOPOBMMA ¥ U W, OAAKJE CIEIU Ja Cy YBOPOBU ¥ M W IOBE3AHH IyTeM
ayxune 2y rpady G. O

Hedunuunja 3.31. I'pag G je camoxomiinemenimiapan axo u camo aKo je
uzomoppan ceom kominemeniiy G.

I'pad K je TpuBMjajmaH mpuMmep caMOKOMIUIeMeHTapHor rpada. Jour
HEeKW MpUMepH CaMOKOMILIEMEHTApHUX TpadoBa natu cy Ha ciaunu 3.18.

T O
- X ¥

3a camokoMIIIeMeHTapHe TpacdoBe Baxku cieneha Teopema.

Canxka 3.18

Teopema 3.9. Axo je G camoxomitnemeniiapan pag ca n 46oposa, waga je
n =0 (mod 4) wmn = 1(mod 4).
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Jokas. Heka je G rpad ca n usoposa u m rpana. Kako je G = G,

koMmrureMenT GG Takohe mMa n uBopoBa 1 m rpana. O0jeanmbaBambeM CKyoBa
= . . _ n(n-1)

rpana rpajgosa G u G nmobuja ce kommneran rpad, na je 2m = ——5—.
Omasne je n(n — 1) = 4m, 1j. 4jn(n — 1). Kako cy n — 1 u n y3acronuu
IIpUPOOHHN OpOjeBH, TAYHO jelaH O IbHX je HelapaH M y3ajaMHO IIPOCT ca
opojem 4. Opnasze cienu ga 4|n wm 4jn — 1, 1. n = 0 (mod 4) wm n =
1 (mod 4). O

3.10.2 VYHuja u noTOyHH npou3Boa rpagosa

Hedwnnucahemo nBe OunapHe onepanuje Haa rpadoBuUMa — YHUJY U MMOT-
MYHU NPOU3BOJI rpadoBa.

Nepunnunja 3.32. Heka cy G1 = (V1, E1) u Go = (Va, Es) gea 2paga wuju

cy ckyitosu ugoposa Vi u Vo qucjynxiunu. Yuuja G1 U Ga 2pagosa G1 u G je
epagp G = (V, E), maras gaje V=V, UVou E = E; U Es.

IIpema npeTxoaHoj neUHUNIN}H CIIeH Oa je Tpacd YHHja CBOJUX KOMIIO-
HEHTH [T0BE3aHOCTH.

Heduanunja 3.33. Homiaynu ipouszeog G1V G4 epaghosa G1 u G je 2pag koju

ce gobuja og epagpa G1 U Go twiaxo witio ce ceaku 4eop uz G1 osedice SpaHom
ca ceaxum yeopom uz G'a.

Axo ca A1 n Ay o3naunMo matpuile cyceacrtsa rpadosa (G1 u Gz, pemom,
Taja ce, IpU MOTOTHO] HyMepalliju YBOPOBA, MATPHIIE CyCeACTBa IpadoBa
G1 U Go u G1VGo MOy TIPEACTABUTH Y OOIIUKY

Ay O A J
A Er At
roe ¢y O u J Hyja MaTpuila ¥ MAaTPUIA YHjU Cy CBU €JIEMEHTH jeqHaxku 1
(omrosapajyher pena), pecrieKTHBHO.
MmMajyhu y Buay aeduHULMjy KomIUleMeHTa rpacda, Kao M NPeTXoiaHe
neUHUIN]e, HEMOCPETHO Ce 3aKIbyUyje Ta BaXu

GiUGy = 61Vég, G1VGy = 61 Uég.

3.11 Crabaa

Craba TipeicTaBibajy jeqHy o/ HajjeMHOCTABHUJUX, aJIM HCTOBPEMEHO 1
HajBaXXHUjUX Kjaca rpadosa. Crabima cy moce6HO 3HadajHa 300T CBOje pa-
3HOBPCHE MTPUMEHE Y EIEKTPOTEXHUIIM, PAYyHAPCTBY, (DU3UIIU, XeMU]JH, UT/I.
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3.11.1 edununmja u ocoonHe cradana

Hedunnumja 3.34. Ilosesan epagh koju ne cagpaicu Kouitiype Kao iiogepagose
Hasusa ce ciliabno uiu gpeo. Heiogeszan 2pag) b6e3 KoHillypa HA3U8a ce wyma.

KoMrionenTe moBe3aHOCTH IIyMe Cy cTabna. YoOuuajeHa 0O3HaKa 3a CTa-
6mo je T'. Crabmo je HeTPUBHjaJHO aKO MMa BHUIIE O jeTHOT UBOpa, V Cy-
MTPOTHOM je TPUBHjaaHo. Y HacTaBKy heMo pazMaTpaTy caMo HETPHBHjaIHA
cTabna u Ty unmbeHuIy HeheMo moceGHO NCTHITATH.

Hednanunja 3.35. Citiabno y kome Hujegan 4eop Hema citieiien eehu og gea
nasuga ce iyim. Iy ca n weoposa o3nauasa ce ca P,

I[IPUMEP 3.16. Ha crunm 3.19 mpuka3aHu ¢y IIyTE€BH ca HajBHIIE IIECT YBO-
poBa.

Pl P2 P3 P4
oO—O0——O0——0—=O0 oO——O0—O0—0—O0—=0
P5 PG
Crnuxka 3.19

IMoxncernmo ce ga ce ctabao ca m YBOPOBA Koje caapku n — 1 uBopoBa
cTerieHa | Ha3MBa 3Be3a M 03HAYaBa ca S, = Ki 1.

Ha cmumn 3.20 mpuka3zaHa cy cBa Hen3oMopdHa cTabdiia ca HajBHUIIE IIeCT
ygopoBa. I'pad K je jenmHo crabno ca jemHum uBopoM. To crabmo je
TpuBHjaHO cTabno. Taxkohe, mocToje jemMHCTBeHa cTabia ca IBa M TPHU
ygopa. To cy Po(= So) m P3(= S3). Ca mopacrom 6poja 4BopoBa, 6poj
pa3MMUUTHX cTabajna Harmo pacre. Crabna ca nm 4BOopoBa HOOHjajy ce oI
crabama ca n — 1 yBopoBa Jo/IaBamEM jeTHOT YBOpA U jeIHE TpaHEe HA CBE
Moryhe HaumHe, HcKJbyayjyhu Beh modmjena n3omopdHa crabdna.

HajBaxxcamje ocobune crabana cy u3noxene y cnegehum reopemMama.

Teopema 3.10. Csaxa gsea usopa citiabna tiose3ana cy jequHCHieeHUM Uy HieM.

Joxaz. Heka cy u v v ABa Mpou3BoJbHA uyBopa ctabna 1'. Kako je crabio
rmoBe3aH rpad, YBOPOBH U 1 U Cy TTOBe3aHU myTeM y ctabiy 1. Jlokaxumo na
je oBaj myT jenuHCcTBeH. AKO 'y cTabmy 7' mocToje 1Ba pasnuunrta (u—v)-myTa,
P’ v P”, Tana nocroju rpana nyra P’ xoja ne npunaga nyry P”. Heka je
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R i s
eeee  ofe oo
oo eoope ooy

T e e

Cruka 3.20

e = wiwsy npBa rpana myta P’ (pu kperamy myreMm P’ u3 uBopa w; y 4BOp
ws) Koja He mpunaza myty P” u Heka je w) npsu cnenehun usop nyra P’ xoju
ucrospemeno npunana u myty P”. Tama nenosn nyresa P’ u P’ wsmehy
YBOpOBa W1 M wh 06pasyjy KOHTYpy y cTabiy T, 1TO je y CyMpOTHOCTH ca
nehuHUIIIjOM cTabna. Jlakie, YBOPOBU U M v TIOBE3AHU CYy jEIMHCTBEHUM
nyTeM y ctabmy 1. O

Teopema 3.11. 1° Cimiabno cagporcu 6ap gea usopa cinieiiena 1.
2° Ako je u ueop cimeiiena 1 cwmabna T, wmaga je 2pa¢p T — u wmakohe
citiao.1o.

Iokas. 1° Heka je T crabmo u P = wqus ... ug, k > 2, HajOyKu OyT y
crabiry T'. Jlokasahiemo f1a Cy uBOpOBH U] U Uy crenena 1. [Ipermnocrasumo,
CYIIPOTHO, J1a YBOP U], OCUM Uz, ©Ma Oap joi jeqHor cycena v. Akov ¢ V(P)
Taua je vuiuy . . . ug nyty ' myxwu on P, mto je KOHTpauKirja ca n3dopom
nyra P. Akov € V(P), Tanajev = u; 3a Heko i, 2 < i < k. Meljyrum, tana
je uiug . .. u;u1 KouTypa y T', ITO je KOHTPAUKIIM]ja Ca YNbeHULIOM 11a je 1’
crabmo. [axie, uBop u1 je cremeHa 1. AHaJOTHO ce MoKa3yje a je U YBOp
U cremnexa 1.

2° NoxaxuMo Hajipe Aa je rpad I’ — w moBe3aH, OJTHOCHO Jia 33 CBaKa
JBa yBopa u3 1'— u MOCTOjU MyT KOjU MX chaja. Heka cy w1 1 ug IpON3BOJbHH
yBopoBu rpada 1’ — u. Kako uBopoBm w1 u ug mpumnanajy crabmy 7', mpema
Teopemu 3.10 moctoju jenuHcTBeHN IyT Py 7' Koju uX IoBe3yje. YHyTpalllbh
yBOpOBM NyTa P Cy CTerneHa HajMame 2, 0JaKIIe CIIEAN 1a Cy Pa3IMUUTH O
yBopa u. Jakme, myt P npumnana rpady 1’ — u, ma 3akjbydyjeMo na je rpad
T — u nose3an. Kaxo crabno 7' He caapku KOHTYype, HH HEroB moarpad
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T — u He caapXW KOHTYpe, ofakile IMpon3uias3u na je I’ — u moBe3aH rpad
6e3 KOHTYypa, Tj. CTAdIO. O

Teopema 3.12. Citiabnio ca n usoposa uma n — 1 2pana.

Jokas. J1oka3 M3BOANMO WHAYKIIAjOM IO OpOjy YBOpOBA N.

3a n = 1 nocroju camo TpuBHjaHO crabno K xoje Hema rpaHa. 3a
n = 2 MOCTOjU jeAUHCTBEHO cTabiio P» Koje caapKy TA4HO jeaHy rpaHy, Ia
TBpheme Baxu.

[IpermocraBumo aa TBplheme Baku 3a cBa crabia ca Mame O] 1 YBOpOBa
u nocmarpajmo crabno 1" ca n usoposa. Ilpema teopemu 3.11 crabmo T
caapiku 4BOop u crenena 1, mpu yemy je rpad 1T’ — u taxohe crabmocan — 1
yBopoBa. 3a crabmo 1’ — v mpeMa WHAYKTUBHO] MPETIIOCTABIN BaXXH J1a je
|E(T —u)] = (n—1)—1 =mn—2. Kaxo je |[E(T)| = |E(T —u)|+ 1,
to je |E(T)| = n — 1, ma TBpheme BaXku M 3a MPOU3BOJBHO CTAbIO ca n
YBOPOBA. O

Teopema 3.13. Csaxu ilosesan Zpag) cagparcu ciiabno kao ioxpusajyhu (paza-
aurvyhu) ogepagp.

Hoxaz. Axo je rpad G crabiio, moxas je 3aspuieH. Y cynpotnom, rpadp G
canpxu 6ap jenny kourypy C. Heka je uv mpousBosbHa rpaa rpada G xoja
npunazna xkourypu C tor rpada. Taga y rpady G mocroje HajMabe IBa IIyTa
KOj¥ MOBe3yjy uBopoBe u n v. Heka cy To nytesu Q' n Q" = wv. Jlokazahemo
Ia je rpadp G — wv, nobujen yaarbaBameM IpaHe uv u3 rpada G, mosesaH.
Hexa cy w1 n wy mponssosbHM 9BOpoBH Tpada G — uv. OBH YBOPOBU CY
rpady G nosezanu nyteMm P. Axo rpana wv He npunana nyty P, ranga je P
nyTy rpady G — uv Koju moBe3yje YBOpOBe Wi M wa. AKO TpaHa uv MpHIaaa
nyty P, Tj. P = wy...uv...ws, Taga myt P’ + Q' + P” noesyje uBopose
wy mwy y rpady G —uv, e cy P’ = [wy,u] u P” = [v, ws] nenosu nyra P.
Haxkne, ako u3 rpada GG yaasbuMo NMPOU3BOJbHY IpaHy Koja MPUITAIa HEKO]
KOHTYpH TOT Tpacda HeheMo HapymmT moBe3aHocT rpada. [loHaBmameM
OBOT TIOCTYITKA CBE JOK y rpadyy MOCTOjU HeKa KOHTYpa, Ha Kpajy ce nobuja
rmoBe3aH rpad 6e3 KOHTypa, Tj. cTabmo. obujeHo crabio je mokpuBajyhn
roarpad noxazHor rpada. O

Henocpenna nocnenuna teopema 3.12 u 3.13 je cienehe Tepheme.

Hocaemuna 3.3. Csaku wiosezan cpagh ca n ygoposa cagpaicu Hajmare n — 1
epana. I'pag can weoposa u marwe og n — 1 2pana je neiiosesan.

Teopema 3.14. Vgawasarwem 6uno xoje cparne uz citiabia goouja ce neiiose3am
epag.
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Iokas. Y nambaBambeM IPOM3BOJbHE IpaHe 13 cTablla ca 1 YBOpoBa 100uja
ce rpad ca Mame 01 — 1 rpaHa Koju je mpeMa nocieaunu 3.3 Herose3an. L

Teopema 3.15. Axo ce y citiabno ykmyuu Hosa Zpana uzmely Hecyceguux
ueoposa qobduja ce pagh Koju cagpaicu WaAYHO jegHY KOHTTYPY.

Ioxa3z. TIpema teopemu 3.13, HecyceTHU YBOPOBU H3Mel)y KOJUX je YKIbY-
YeHa HOBa IpaHa Cy Y cTabITy MOBe3aH! jeMUHCTBEHUM ITyTeM, OJaKJIe CIeAn
Jla TpaHe TOT IyTa ca HOBOM TPAaHOM 00pa3yjy KOHTYPY. JeaTWHCTBEHOCT
JoOMjeHe KOHTYpe MPOW3WIA3H U3 jJeMWHCTBEHOCTH ITyTa u3Mely youeHHMx
HECYCEeTHUX YBOPOBA. O

ITPUMEP 3.17. Axo je (5,4,3,2,1,1,...,1) nu3 crenena uBopoBa crabia,
OJIPEIUTH KOJMKO M4 JeIUHHUIIA Y TOM HU3Y.

Pewerse. O3n29nMO ca n 1 m 6poj YBOPOBA, OTHOCHO OPOj rpaHa, TTocMa-
Tpanor crabna. Kakojem =n—1,10je2(n—1) =5+4+34+2+(n—4)-1,
omakyie ciuenu aa je n = 12, ma je TpaxxeHu Opoj jemuHUTIA jeTHaK 8. A

ITPuMEP 3.18. Komuko komnonentu uma 1ryma ca 100 usoposa u 90 rpana?

Pewerwe. Heka je T myma ca k = w(T) xomnonentn 11,75, ..., Tp u
03HAYUMO ca n; 6poj uBopoBa Komnonente 15, ¢ = 1,2, ..., k. Baxu na je
n1 +ng + - - - + ng = 100. Kako je cBaka KOMIIOHEHTA IIIyMe cTabJ1o0, cieau
naje90 = (n; —1)+(n2—1)+ -+ (ng — 1), 7j. 90 = 100 — k, omaxie
nobujamMo aa je 6poj KOMIOHeHTH IyMe jenHak 10. A

3.11.2 Kopencka cradaa

V pasHuM npuMeHaMa ¢y o1 TOCeOHOT 3Havaja KOpeHcKa cradma. 3Ha-
YyajHa je BUXOBa IpHMEHA Y padyyHapcKUM HaykaMa, Ha TpuMep, Y opra-
HU3alMju 0a3a Mmojaraka, y KOOUpamy U ACKOANpPAamy HU30Ba KapaKTepa,
Yy TEOPHUjCKOM payyHAPCTBY 3a MPUKA3UBAFhe MATEMATHUKNX (popMyra UT.
Kopencka crabia Hanmaze mpuMeHy u y O0TaHUIM, KA0 U y TeHeaIoTuju (3a
TIpUKa3WBakbe POJTOWHCKIX OTHOCA Y BUIY MOPOIUIHIX cTadaia).

Hedpunanmmja 3.36. Citiabo y Kome je jegarn ugop iocebHO U3geojeH Ha3usa ce
KOpencKko citiabino, upu yemy ce uzgeojeHu 460p Ha3ued KopeH ciiiaba.

Kopencko cra6no oznagaBamo kao ypehen map RT = (T,r), rue je T'
cTadJ10, a I HETOB KOPEH.
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U1 U5
T
(%) U7
Cnuka 3.21

On jegHor crabiia MOXeMO JOOWTH BHILE PAa3IMYMTHX KOPEHCKHX CTa-
6ana, 6upajyhu pasmmunre 4BOpoBe 3a KOpeH crabna. Ha crunm 3.22 nipen-
CTaBJbeHa Cy IBa KopeHcKa crabma RT) m RI5 mo6ujena ox crabma 1’ ca
ciuke 3.21, npu uemy je y koperckoMm crabiay RT) 3a kopeH u3abpaH 4BOP
v3, TOK je RT5 KopeHCKo cTablio Yhju je KOpeH UYBop vg (KOpeH je IpeacTa-
BJbEH Kao IpHU 4BOp). IIpeMa HaBeAeHO] KOHBEHITN]H, OBA CTabIa MOXEMO
osHaunth u ca RTy = (T, v3), onnocno, RTy = (T, vg).

v3 V6
V4
V1 U4 U2
Ry U5 U3 U7
© RT;

U1 U2

Crnuka 3.22

Csaxu 9Bop v KopeHckor crabina RT = (T, r) moBe3aH je jeqMHCTBEHUM
IyTEM Ca KOPEHOM 7" TOT cTabiia, oJakje CIeIu Ja c€ YBOPOBU KOPEHCKOT
cTabna MOry KIacu(pHKOBATH y OJHOCY HA HBUXOBO pacTojare Ol KOpeHa,
yBohemeM 1ojMa HuBOA 4BOpA.

Hedunuunja 3.37. Hueo usopa v xopenckoe cimaonia RT = (T, r) je jegnax
gyarcunu dyima y ciaony T og xopena v go usopa v, iWj. pacitojarey uzmehy
ueopoea r uv u o3nauasa ce ca n(v). Hajeehu nueo ueopa y kopenckom cimabny
HA3UBA Ce GUCUHA KOPEHCKOE CTiabna u o3uayasa ce ca h.

ITyT ox KOpeHa JJ0 CBAKOT YBOPA KOPEHCKOT CTablia je jeMUHCTBEH, Ta je
HUBO CBAKOT YBOpa jeqHo3HauHo oapehen. HuBo xopena jennax je 0, a HuBOM
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CYCEeIHIX YBOpOBa ce pa3nuKyjy 3a 1. Ha Taj HauwH ce, y oHOCY Ha KOpeH,
MO€ U3BPIINTHU pa3Oujambe CKyna YBOpoBa V KOPEHCKOr ¢cTadjia Ha CKYIOBe
Vi, 0 < ¢ < h, upu yemy je V; CKyl 4BOpoOBa Ha PacTOjamy ¢ O KOPEH4,
OIHOCHO CKYIT YBOPOBA KOjM NMPUNAAajy ¢-TOM HUBOY. [laxie, ckyn uBopoBa
V' kopenckor crabira Moxe ce npeacraButu kao V =VoU Vi U--- U V.

ITPuUMEP 3.19. HuBowu kopenckor cradma R ca cinuke 3.22 mpuKa3aHu Cy y
Tabenn

YBOp | U3 | V1 | V4 | V2 | U5 | Vg | U7
muo | O | 1 |1 |1 ]2|2]2/

a BUCHH4 OBOT cTabma je h = 2.

HwuBon uBopoBa xopeHckor ctabna RT5 natu cy y Tabemn

YBOPD | U | V4 | U5 | V3 | U7 | V1 | V2
migo | 0 | 1|2 (22 |3]|3/

a heropa BUCHHA je h = 3.

ITpyu reoMeTpujcKOM MpeICTaB/batby KOPEHCKOr cTabia 0OMYHO Ce CBU
YBOPOBH MCTOT' HMBOA Haja3e H4 MCTOj BUCHHH, IIPH YEMYy Ce YBOPOBH pa-
3TTMYUTHX HUBOA TIPEICTABIbAjy 0J103T0 HAJOJIe, TpeMa CBOM pacTyheM HUBOY.
Crabna RT1 w RT5 ca cuke 3.22 ¢y reOMETPHjCKH MPEICTAB/bEHA HA TTPET-
XOIHO OTTUCAHN HAYHH.

Kopencka crabia Hamase mpuMeHy y TeHeaJoTHju 3a (hopMupame mopo-
IUYHUX cTabaja, 300T Jera je yoOn4ajeHo Ja ¢y y TepMUHOJIOTHjH Be3aHO]
3a KOopeHcKa cTablia KOpHCTe TeHealloIIKU MTOJMOBH, OJJHOCHO HAa3UBU OATO-
Bapajyhnx poaOWHCKHX omHOCA.

Nedunnunja 3.38. Hera je RT = (T, r) kopencko cmiabno ca ckyiom 46oposa
V.

Axo cy usoposu u,v € V(T) cycegnu u eaxcu ga je n(u) = n(v) — 1,
Kaoice ce ga je 4eop u poguitiesb 4u60pa v, a 46op v je geitie ugopa U.

Cearxu ueop us V(T) koju nema geyy nazusa ce aucim (u iiepmunainu,
ognocno 3aepunu usop). Ceaxu usop uz V (T') koju nuje auciti 306e ce ynyipa-
Wbl 4eop ciliab.a.

Hpeyu weopa v € V(T), koju nuje Kopen, ¢y c6u 460po6U PAZIUHUITIU 0 U
Koju apuitagajy wymy y cwabny T og kopena r go usopa v. Iodiomuu usopa
v € V(T), koju nuje auci, cy ceu ueoposu uz V(T') koju umajy ueop v kao
apeitixa.

Iogcimabno ca kopernom v € V(T) kopenckoz cimabna RT je wwogepagh
cimiabna RT ungykosamn ueopom v u céum mecosum womomyuma.
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ITPUMEP 3.20. 3a xopeHcko crabmo RTY ca cnuke 3.22 BakH:

® YBODp U3 je pPOaUTEJb YBOPOBA V1, U2 U VU4, OMTHOCHO YBOPOBH VU1, U2 U V4
Cy aeua yBopa v3,

e jcToBU cTabna R17 cy 4BopoBH V1, V2, Us, Vg, U7, & IbeTOBH YHYTpa-
[IHBU YBOPOBU CY VU3 U V4;

® TIpEeLy YBOPA Vg Cy YBOPOBH U3 M Uy, 4 TOTOMIIM YBOPA U3 CY YBOPOBH
U1, V2, V4, Us, V6, U7,

e 110/1cTabJI0 Ca KOPEHOM V4 MHIYKOBAHO j€ YBOPOBUMA V4, Vs, Vg, V7.

V 3aBucHOCTH OJ] TOra KOJIMKO JCIEC MOXKEC UMATU CBAKH YBOP, KOPCHCKA
crabmia ce MOry KJ'IaCI/Iq)I/IKOBaTI/I Ha cnez[ehn Ha4MH.

Hedunanmmja 3.39. Kopencko citiabno ce Hasusa M-apHo CHIAOI0 KO U CAMO
aKO C6AKU 1e208 YHYIpauby 460p uMa Hajeuuie m geye. 3a m = 2 ogéo-
sapajyhe citiabno ce nazuea Gunapho citiaod.o.

Cizipukitino m-apHo ciiabno je ciliabuo uuju c8axu YHYHpauibu 460p uma
wayno m geye.

Hoizityno m-apho citiabio je CHPUK@IHO M-apHO CHIAOI0 KOg KOZa C6u
JUCTAOBYU UMAJY UCTHU HUBO.

ITPMEP 3.21. Ha cmunm 3.23 mpukasaHa ¢y TpH cTabia, o KOjHX je MPBo 3-
apHO cTabJ10 (MMOHEKA ce HAa3WBa U TPUHAPHO CTA0JI0), KOje HIje CTPUKTHO,
JIPYro crabiio je CTPUKTHO 3-apHO cTabio, a Tpehe je MOTIyYHO OMHAPHO
craburo.

e

Cmuka 3.23

V noTnyHoM GMHAPHOM cTabJIy Ha HUBOY ¢ TIOCTOjJU TaYyHO 2° YBOPOBA,
oJlaKjie Claeau 1a je Opoj YBOpOBA MOTIYHOr OMHApHOr crabiia BucuHE h
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jemHak
n=1+2+2%4... 42" =21 _1

IIpY 4eMy je 6poj TepMHUHAITHUX YBOPOBa (JINCTOBA) jeTHAK oh = %, JIOK
n—1
2
Kon Ounapuux crabaia moHekas je MOTpeOHO Aa Ce pa3uKyjy Aema
CBAKOT VHYTpAaIIber YBOpa M y CKIIaTy ca THM YBOJIH ce IojaM ypeheHor cra-
0J1a y KOMe Cy [iella CBaKOI YHYTPaIlIEr YBOpa 1ata y oapeh)eHoM MmoperKy.

YHyTpAIIBUX 4BopoBa nma 2 — 1 =

U1
() V3
(] (%% (U
B V7

Crnuka 3.24

Hednnuunja 3.40. Ypeheno ounapno ciwiaono B je bunapro ciabdno y kome ce
3a C8aAKU YHYTIPAUIU YEOD JeqHO 1be2080 gellie cMaitipa 3a 1e60, a gpy2o 3a
gecno. 'V cayuajy ga 4eop uma camo jegHo geisie, OHO je U €60 WU ¢eCHO
geitie.

Jeeo iogciiabno ynympawrseZ ugopa v ypehenoZ bunapnos cimiabna B je
fogcimiabno cimiabna B ca kopenom y nesom geitieiliy 460pa v.

[ecno fogciwiaono ynympaurses ugopa v ypehenoé bunaprnos ciiabna B je
Hogcimiabno ciiabna B ca kopenom y gecrhom geitieitiy usopa v.

ITPUMEP 3.22. V GunapHoMm crabity B ca ciuke 3.24 4BOp s je JIeBO jeTe, a
YBOP Ug JECHO JIETe YHYTPAIIbET YBOPpA v3. UBOpP Us MMA CAMO JIECHO JIETe,
a To je uyBop v7. JleBo momcTabno 4Bopa vy je MOACTablIo ca KOPEHOM Vg
WHIYKOBAHO YBOPOBHMMA V2 U V4. JecHo momcTabiio yBopa vy je MoacTadIiio
ca KOpeHOM ¥3 HHIYKOBAHO YUBOPOBUMA V3, Vs, Vg, U7.

TTPUMEP 3.23. OnpemuTty KOIuKO nMa ypehennx OnnapHux cradbara ca YeTupu
yBopa (03Ha4eHa ca v1, U2, U3, V4) KOO KOJHUX je UBOP U] KOPEH, YBOP V2 Hhe-
r'OBO JIeTe, 4 YBOPOBU V3 U V4 Cy Aelia YBOpa V2.
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Pewerve. Kako y 0BoM cTabIIy YBOpP ¥ MOXE OMTH JIEBO HIIH AECHO JETE,
IOCTOje ABa OMHapHa cTabja ca TpaXxeHnM ocoOMHaMa, M OHA Cy NIpUKa3aHa
Ha cina 3.25. AN

U1 U1

U3 V4 U3 V4

Crmuxka 3.25

KopeHcknM cTabmmma ce MpeIcTaBIbajy pa3InduTe XUjepapXujcKe CTpy-
KType, a TOCeOHO XUjepapXujcKe CTPYKTYpe moaaTaka y pauyHapcTsy. [lpm
TOME HapOUYUTO 3HAUYAjHY YIIOTY MMajy OMHapHa crabia Koja ce, naMely oc-
TaJIOT, MOTY KOPUCTUTH TIPU MPUKA3UBamky anredapckux popmyma, y opra-
HU3AIMjU CKyTa ypeheHnx mogaTtaka y pauyHapy, y KOIUpamy MoJaTaKa UT/H.
Pasmorpuhemo mpumeny OuHapHux crabaia y MpeAcTaBbamy alredapeKux
dhopmyia.

UYecro ce y pauyHapcTBY jeqHa anredapcka hopMyiia mpeicTaBiba y 00Im-
Ky CTpUKTHOT ypehenor OmnHapnor crabia koje ce dopmupa Ha creachum
HaynH. BunapHe onepanuje popmyIte ce IpUKa3yjy Kao YHYTpAIIkbi YBOPOBH
OBOTI' cTabia, JIOK HErOBUM JIMCTOBMMA OJArOBapajy MPOMEHJ/bUBE M KOH-
cranTe popmyne. 3a CBaKM YHYTPAIIHH YBOP BaXKH Ja FHETOBO JIEBO TIOJ-
cTabyo mpukasyje JeBy moapOopMyITy, a IeCHO MOACTA0IO IpUKa3yje AeCHY
roagopMyITy Hal KOjuMa ce BPIIH ollepalnja Jo/ieJbeHa OBOM YBopy. UBopo-
BHU OIepalirja Mamer IPUOPUTETA MMA]y Matbi HUBO, JOK YBOPOBU OTIepaIlja
Beher nmproputeTa nMajy Behu HuBo. Ha Taj Haumn he onmepanuja HajMamer
MIPUOPHUTETA, Tj. OHA KOja ce MOCIeNiha U3BPIIABA TPUINKOM U3pauyHABaHA
dhopmyte, onroBapaTi KopeHy onnapsor crabna. Jla 6u crabio xoje ce 1o-
Jesbyje anredbapckoj hopMyIH OMIO CTPHKTHO, MTOTPEOHO je Ta oHa CaapiKH
caMo OMHApHE oTeparyje.

TTPUMEP 3.24. AnreGapeky popmyiy 5-(a—3)+(b+c) : (4—d) npencrasuru
roMoliy cTpUKTHOT ypeljeHor GUHAPHOT cTaba.

Pewerve. OBoj anrebapckoj popMynu oarosapa ypeheno 6uHapHo cTa-
6110 mpukazano Ha cianmm 3.26. JIncroBuma crabia onroBapajy NpoMeHJbHBe
1 KOHCTaHTe anrebapcke popmyie, Tj. cumbomu b, a, 3, b, ¢, 4, d, 1ok cy yHy-
TpaIIlbUM YBOPOBMMA JONEJBEHU CHMOOIM omepanuja dopmyie. Kopeny
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N
ANVAN
/NN N

a

Cruka 3.26

cTabira oAroBapa orepaiyja + Koja je HajHIpKer mpuopureTa. JleBo mon-
crabno kopeHna oarosapa noapopmyiu 5 - (a—3), a 1ecHo noACTabI0 KOpeHa
oarosapa noadopmyau (b+c¢) : (4 — d). A

Jemna anrebapcka opMmyna ce MOXe PEKOHCTPYHCATH Ha OCHOBY CBOT
OuHapHOr crabna xopuithemheM HEKOr OJ1 ajiropuTaMa 3a OoOuIa3ak CBUX
yBopoBa OmHapHOTr crabma. [locToje Tpw crammapaHa HaumHa oOWMITacKa
ysopoBa — KJIJ, IKA u JIAK. Crnoa K, JI, /I cy ckpahenurie o peun KopeH,
JIEBO U IeCHO MONCTA0J0, Ta HA3WBHU OBUX O0OMIIa3aka 03HAUYABAjy PeIoCIIen
1o kojuMa ce onu Bpie. Ha npumep, kox KJIJI obumacka mpBo o6MIa3uMo
KOPEH cTabira, 3aTUM IIeJI0 F-eTOBO JIEBO TIOACTA0IIO M HA KPajy IIeII0 HeTOBO
JIECHO TIOACTA0IIO, TIPU YeMy TIPH OOMITACKY CBAKOT IMOJCTA0Ia KOPUCTUMO
nctu KJIJI mpunnun (cnuka 3.27).

AVAN
NN

Cnuxka 3.27

TTPUMEP 3.25. OppenuTu pemocien odmiIacka YBOpoBa OMHApHOT cTabia
npukazanor Ha ciuiy 3.26 npu KJIJ, JIK/ u JIAK o6unacky oBor cradna.

Pewerve. ITpu KJIII obunacky oBor crabia, Tie ce MpBo 0OMIa3u KOpeH,
3aTUM JIEBO TIOACTA0IIO M HA KPajy JECHO TOACTA0II0, pemocien odmacka
YBOpOBA je

+ -5 — a 3 : + b ¢ — 4 d
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ITpu JIK]L obunacky oBor cradina, rje ce IpBo 00MIa3u JieBo MoAcTadIo,
3aTUM KOPEH U Ha KPajy AeCHO MOICTA0I0, peAOCiIel 0OMIacKa YBOPOBA j&

5 «-a — 3 + b + ¢ : 4 — d.

IIpu JIIK obuinacky oBor crabiia, IJie ce IpBO OOMIA3M JIEBO, 3aTUM
JIECHO MOACTA0IIO, TIa KOPEH, PeIOCIe] OOMIacKka YBOpOBaA je

5 a 3 — b c¢c + 4 d — : +.

3.12 TIlnanapuu rpagoBu

Hedunnumja 3.41. I pagh ce mosice cmecimiuitiuy pasan axo ce moice Haypitaiiu
Y PasHu ThaKo ga my ce Spame He ceKy, 0gHOCHO aKo 2a je moZyhe tpeqciiiaguitiu
Y pasnu {Wako ga 3ajequuuka Wayka gee Zpame mosxce Ouitiu camo 4eop paga
Koju fipeqgcitias/va 3ajegHUYKY Kpajiby auKy mux pana. 3a 2pag kaxcemo ga
Jje nanapan ako ce mogce cMeciuitiu y pasat.

Axo je mmaHapaH rpad CMEIITEH y paBHH, OH JEIH paBaH Ha BHIIE
obnactu, OJl KOjUX je jeagHa OecKOHayHa, a ocrajie cy koHayHe. CBaka
KOHAYHA 00J1acT 30Be ce oKIe wiu heanja.

TTPUMEP 3.26. I'pad K4, mpeacrasibeH Ha ciuiy 3.28, je MaaHapaH U Jeu
paBaH Ha obnactu f1, fo, f3, fa, Ipu yeMy je f4 cmosbalima o6IacT, Koja je
OeckoHayHa (HEOTpaHWUEHA).

Crmuka 3.28

ITpumep mmanapaor rpada je rpad TpPUIPYKEH MPEXKU IMyTeBa, aKO HE
ITOCTOje HABOXMANM WK caobpahajue netsbe. [locToje 1 pasHe TeXHUYKe
MIpUMeEHE Y KOjuMa je MoTpeOHOo aa oarosapajyhu rpad Oyme ruraHapas.
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OcuM cMemTama rpadoBa y paBHH, MOXe ce TOBOPUTH O CMeELITarby
rpacdoBa 1 Ha HEKOj IPYTOj MOBPIIH, HIIP. Chepr. Y TOM CITydajy ce YBOPOBU
rpada npeacrapibajy Taukama Ha cepy, a rpaHe JIyKOBUMa KPUBUX KOje TIpHU-
najajy chepu 1 Koje OCUM YBOPOBA KOje TTOBE3Yjy HeMajy IPYTHX 3aje THUUKHX
Tayaka.

I'pad G xoju ce MOXe CMECTUTH Y paBaH, MOXe ce CMeCTHTH U Ha cdepy,
1 00pHYTO. 3aucTa, MPEeTHOCTaBUMO Aa je Tpad Moryhe cMecTuTH Ha chepy
S. Younmo mpou3sBobHY Tauky A chepe S Koja ce He IMOKIamna HH ca jeTHIM
yBopoM rpada G, HUTH NpUTaaa HeKoj Tpanu oBor rpada. O3naunmo ca B
JjaMeTPaiHO CYIPOTHY Tauky Tauke A (cmuka 3.29). Heka je o TaHreHTHA
paBan cdepe S kpo3 Tauky B. Crepeorpadcka npojexumja chepe Ha paBan

Cauxka 3.29

je npecnukaBamwe 74 : S \ {A} — « nedunncano ca w4(M) = M’, rne je
M’ tauxa npeceka npase M A u pasuu . OBO IIpec/MKaBambe je OujeKkiuja
ckyna tadaka chepe 6e3 Tauke A, 1j. ckyna S \ { A}, Ha ckyn Tayaka paBHU
«. Crepeorpadcka mpojexuuja w4 rpada G Koju je cMmernTen Ha chepu S
je mmanapan rpad G’ cMemTen y paBHM (. AHANOTHO TBpherme Baku My
0OpHYTOM cMepy, Te je oaroBapajyha OMjekmuja HHBEP3HO IPECTHKABabe
WZI, KOje CIMKa TUTaHapaH rpad CMEITeH y paBHU « y Tpad CMEIITeH Ha
chepu S. HMmajyhu y BuAy IpeTXoOHA pa3MaTparba, InlaHapaH Irpad ce
Hekaa aeduHuIIe Kao rpad KOju ce MOKe CMECTUTH y paBaH WM Ha chepy.

Meby najBaxuuje pesynrare Teopuje rpadosa yopaja ce OjmepoBa Teo-
peMa 3a riaHapHe rpadoBe.

Teopema 3.16. (Ojaep) ITosezan iwnanaparn 2pagh ca n ueopoea u m 2pana geuu
pasan na f = m — n + 2 obaaciuu.

Joka3. JJoka3 U3BOANMO MAaTEMAaTUIKOM MHIYKITUjOM 1O Opojy rpaHa.



104 3.12. TNIAHAPHU TPA®OBU

MunumaiaH Opoj TpaHa moBe3aHOT Tpada ca n YBoposa je n — 1 u TakaB
rpad mpencrasiba ctabdio (teopema 3.12 u mocneauna 3.3). Crabio He orpa-
HMYaBa HU jelIHy KoHauHy obiact, ma je f = 1. Kakoje (n—1) —n+2 =1,
y oBOM ciry4ajy Baxku QjnepoBa ¢opmya.

IIpernocraBumo J1a TBpherse BaXu 3a CBE MMOBe3aHe iaHapHe rpadose ca
Mambe O] M CpaHa ¥ IOCMAaTpajMo MoBe3aH MraHapaH rpag G ca n YBopoBa U
m (m > n — 1) rpana xoju menu pasan Ha f obmactu. Kaxo je m > n, rpad
G canpxu 6ap jenny koutypy C. Heka je e mpon3BoJbHA TpaHa Koja MpUmaia
koutypu C'. OBa rpaHa je rpaHrYHa 3a JBe 00JIACTH, 1A TheHUM YKIIAhaheM
u3 rpada ox aBe 00J1acTH Koje oHa pa3/iBaja HacTaje jeaHa, ogakiie Clean aa
rpad G — e pmenu paBan Ha f — 1 obnacru. Kako rpana e Huje Mocr, jep
MpuIaga KOHTYpH, caenn aa je G — e moBe3aH TaHapan rpad) ca n 94BopoBa,
m — 1 rpana u f — 1 obracTu 3a Koju NMpeMa UHIYKTUBHO] TIPETIOCTABITH
saxu Ojieposa popmyina, Tj. f —1 = (m — 1) — n + 2, onakie nobujamo aa
3a rpad G ca m rpana Baxu f = m —n + 2. O

JennocraBHO ce Joka3zyje 1a Baxu ciesiehe yonmremwe Qjiepose popmyiie.

Teopema 3.17. 3a inanapan 2pagh ca n usoposa, m pana, f obnaciwiu u w(Q)
Komilonenitiu dosesanocitiu éaxcu jegnakocii f = m —n + 1+ w(G).

OjnepoBa TeopeMa nma OpojHe Tociennne. Y HACcTaBKy heMo HaBecTu
HEKe O] IbHX.

Teopema 3.18. Axo je G itosesan inanapan 2pagh ca n 46opoéa u m pana y
n—2

Kome Hajkpalia KOHIYypa uma gysicury g, iaga je m < 9(2)
g—

Iokas. Hexa je f 6poj obmactu koje mmanapan rpadp G oxppehyje y
pasuu. Craxka obmact O;, 1 =1,2,..., f, orpannuena je, 1o MPeTIOCTABIIH,
ca HajMambe g TpaHa, Tj. Baxu ma je |O;| > g. Kaxo cBaka rpana mnpumaaa
nBeMa obOmactmMa (Tj. CBaka TpaHa ce IO JBa IMyTa I0jaBJbyje Kao TpaHuIla
00IacTy, ¥ TO 32 UCTY 00IIACT, AKO je TpaHa MOCT, OTHOCHO 34 JIBE pa3InInTe
o0acTy, y CyipOTHOM), BaXH 14 j&

f
=1
Tj.
2
(3.4) f< m.
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Ca npyre ctpane, kako je G mranapas rpad, npema OjiepoBoj TeopeMu
BaXM 1a je 2 = n — m + f, omakie, umajyhu y suny (3.4), mobujamo

2 -2
2:n—m+f<n—m+—m:n—m,
g g
Tj. _
mgw_
g—2

0

Hocaemuua 3.4. Viiogezanom inanaprom epaghy iociioju bap jegan usop citie-
itena marbeZ og 6, Wj. 3a Munumantu citieiien usopa d éaxcu ga je § < 5.

Hoxas. Heka je ) MUHMMAJIaH CTEIEH YBOPA IIOBE3AHOT IIaHAPHOT rpada
G. Kaxko je cBaka obmact kojy rpad G onpelyje y paBHE orpanndeHa ca
HajMame TPU rpane, 1o0ujamMo, mpumMeHoM teopeme 3.18 (3a g = 3)

n-0 < Z d(v) =2m < 6n — 12,
veV(G)

Tj.

O

Heduanunja 3.42. ITranapan 2pad G je makcumanran axo §ogasarsem ma Koje
Hoge 2pane upecitiaje ga 0yge wnanapan, wj. 2pag G + uv je newnanapan 3a
ceaxu iap necyceqnux ueopoea u,v € V(Q).

CBe 001acTH MaKCUMAJTHOT InTaHapHOT rpada (ykpydyjyhn n 6eckoHa-
YHY) Cy TPOYTJIIOBH, OAaKJIe, MpuMeHOM TeopeMe 3.18 (3a g = 3), 3aKibyqyjeMo
na Baxw cienehe TBpheme.

Iocmenuua 3.5. 3a ceaxu wnanapan 2pagh ca n (n > 3) ueoposa u m 2pana
sadicu ga je m < 3n — 6.

Iocmenuua 3.6. I'pagh K5 (womitynu ieniuiapagh ) nuje ananapan 2pagp.

Ioxkas. TIperriocraBumo 1a je rpad K5 mmanapan. Kakojen =5um =
10, npumenom Ojnepose popmyie nobujamo aa je f = m—n+2 = 7. Kako
je cBaka obyact kojy rpad K5 oapeljyje y paBHM OrpaHHYeHA ca HajMarbe TPU
rpane, caenu aa je 2m = 3f, 1j. 20 > 21, mwo je Hemoryhe. Ul

Mocaeanua 3.7. I'pagd K3 3 (omitynu ouiipuspag ) nuje inanapan Zpacgp.
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Hoxas. IlpernocraBumo na je rpad K33 mmanapan. Kako jen = 6 u
m = 9, mpumenom Ojmepose popmyie nobujamo naje f = m —n+ 2 = 5.
CBaka o6mact kojy rpad K33 oapehyje y paBHI orpaHHYEHA je ca HajMambe
yeTHpw rpane, ma je 2m = 4f, 1j. 18 > 20, mrro je nemoryhe. O

IMPUMEP 3.27. I'papoBu K5 — e n K33 — e (e je mpou3BoJbHA TPaHa OBUX
rpadoBa) cy ITAHAPHU, jep ce MOTY NPENCTABUTU y PABHH TAKO JIa UM Ce
rpane He ceky (cmuka 3.30).

K373 — €

Caunxka 3.30

Caaxku nojarpad miaHapHor rpada je nmimaHapaH, oaakie cienu, nMmajyhu
y Buay nocienuiie 3.6 u 3.7, na rpad xoju campxu Heku on rpadosa Ks
umn K3 3 xao noarpad Huje mnanapad. OuurienHo, cBaku NOTIYHU rpad ca
BHUIIIE OJT YETUPHU YBOPA je HeTUTaHAPAH.

Hedunnunja 3.43. [lomiiogena 2pane e = uv 2pagpa G épuu ce ymeimiarsem
HOBUX YB0POBA W1, W2, . . ., Wk, k = 0, cilieiiena 2 usmehy ueoposa u u v, idj.
3amenom 2pane e = uv ayimem uwiws . . . wgv. Ipag G' gobujen doimiiogenom
nekux zpana 2pagpa G, nazuea ce ioimiiogena paga G.

Cruka 3.31

IMpema nedununuju normosene 1 mocueaunama 3.6 u 3.7 cneau na rpad
KOjH caJip:Ku noTnoeny rpada Ks wmy notnoneny rpada K33 (mpukasaHe
Ha cinmy 3.31) Huje Turanapan. MehyTuw, Baxxku 1 o0pHyTO TBpheme. OBaj
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3HaYajaH pe3yiTaT, KOJUM CY y TNOTIIYHOCTH OKapaKTepHCaHH IUTaHApHU
rpadoBHu, JOKA3aM Cy, HE3aBUCHO jegaH oj apyror, Ilonrpjarun'! 1929,
rogune u Kypartoscku 1930. roaune.

Teopema 3.19. (ITontpjarun—Kypartosckn) Ipag je ananapan ako u camo
ako ne cagpawcu Kao wogepag nu cpagp Ks, nu cpag K33, nu nexy ruxogy
dotaiiogeny.

Jloxas oBe Teopeme, Koju ce Moxe Hahu y [25], je Beoma ciiokeH, 36010
yera ra HeheMo HaBOJWTH.

ITPUMEP 3.28. Jlokazatu na Ilerepcenos!? rpad, mpukazan Ha ciumy 3.32
a), HYje TUIaHaApaH.

Cruka 3.32

Pewerve. Joxazahemo na [lerepcenos rpa¢ Huje IIaHapaH Ha IBa HAYH-
Ha.

IIpsu nauun. Younmo noarpad IlerepcenoBor rpada mobujeH u3banu-
BamEM TpaHa vaU3 U Vg9, TIpHKa3ad Ha ¢y 3.32 6). OBaj noarpad mpen-
CTaBJba MOTIOMETY HMOTIyHOTr 6urpurpacda K33, Ipu dyeMy IPHH YBOPOBH
V1, V4, V10 YMHE jeAHY MapTHLHUjy CKyna yBoposa rpacda K3 3, Oemu uBopoBu
Vs, U7, Vg YHHE APYLY HMAPTHUIH]Y, a IPEOCTAId YBOPOBH YUHE IOTIIOIEITY
oaroBapajyhux rpana. Ilpema teopemu 3.19 IlerepcenoB rpad Huje rmia-
HapaH.

Ipyau nauun. Tlpernocrasumo na je Ilerepcenos rpad mranapan. Kako
jen = 10 u m = 15, npumenom Ojnepose GopMyie mobujamo aa je f =
m —n + 2 = 7. Csaxka ob6nacr kojy [lerepceHoB rpad oapelyje y paBuu
OTpaHMYEHA Cca HajMarbe IIET IpaHa, OJaKIe Claeau ad je 2m = 5f, 0MHOCHO
30 > 35, wro je Hemoryhe. A

"' Lev Semenovich Pontryagin (1908—1988), pycku maremaTuuap
12 Julius Petersen (1839—1910), nancku matemaTiuap
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IIPUMEP 3.29. Jlokasatu ia je IOTpeGaH ycioB a rpad G U 1eroB KOMILIe-
ment G Gyny mianapun gat ca n? — 13n 4+ 24 < 0, rae je n, n > 3, 6poj
YBOPOBA OBHX rpadoBa.

Pewerve. O3naunmMo ca m u m 6poj rpana rpadosa G u G, peCreKTHBHO.
Kaxo jem +m = (Z), cnenu ma je max{m,m} > %(g), OJIaKJIe, HA OCHOBY

nocnenune 3.5, cem ga je 3 (5) < 3n — 6, ommocno n — 13n 424 < 0. A

3.12.1 [IlpumeHa y reoMeTpuju

CsaxoM nonuenpy P moxe ce npuapyxutu mianapan rpad G(P) xoju
ce noOuja kao mwerosa crepeorpadceka npojekiuja. Hamme, nonuenap P ce
MOe 1ehOPMHUCATH TAKO Jd Ce OKO Hhera MOXKe OmnucaTH cdepa, IpH YeMy
ce He Mema Opoj TeMeHa, MBHMIA U cTpaHa nonuenpa. OBaj mocTymak ce
MOXe€ U3BECTH TAKO [1a e, HAKOH MPOJeKTOBdhA TEMEHA M MBHIlA MONIMEPA
3panMa u3 1renrpa chepe, Ha chepu 1o6Hja rpad, Koju oAroBapa Moaueapy,
4mje ce TpaHe He CeKy, Tj. rpad koju je cMermreH Ha chepu. Ctepeorpadckom
IIpOjeKIINjoM ce noOujeHu rpad ca chepe pojekTyje Ha paBaH Koja JOAUpYje
cepy, Ipu yemy je TOTpeOHO a ce MEeHTap IMPojeKIrje He Hajla3u Ha HEKOj
TpaHU WM Y HeKOM uBopy rpada ca cepe. Ha Taj Haumn ce y paBHE 106Hja
mianapan rpad G(P) uuju je 6poj uBOpoBa, rpaHa u 06J1acTH jeaHak 6pojy
TeMeHa, UBUIIa U CTpaHa Mojueapa P, pecrieKTHBHO.

OOpHuyTO TBpheme He BaXH, Tj. 3 MPOMU3BOJbAH MTOBE3aH IJIaHApaH Tpad
H ne mopa na nocroju nonuenap P takas na je G(P) = H. Haume, Kako u3
CBAKOI TEMEHA MOJIMEAPa M3jIa3e 0ap Tpu uBmue, cneau aa je 0 (H) > 3 jenan
o]l TOTpeOHUX ycnoBa aa H 6yne mpuapykeHu rpad HEKOT MOTUepA.

Heka je G = G(P) nose3an nanapan rpad Koju oarosapa noaueapy P.
Osnaunmo ca F, E'u V ckyn crpana, MBUIlA M TeMeHa moiveapa P, pemxom,
a ca f,m u n 6poj obractu, rpana u uBoposa rpada G, penom. Tana je
|F| = f, |E| = m, |V| = n. Ha ocnoy Ojinepose Teopeme 3a IIaHAPHE
rpadoBe, Baxu crenehe TBpheme.

Teopema 3.20. 3a ceaxu itomueqap ca n iwemena, m ueuya u f cidpana easxcu
gaje f —m+n=2.

Axo ca fj o3HaunMo Gpoj cTpaHa rmonveapa OrpaHnJYennx ca k uBuIa, a
ca ny 6poj TeMeHa MoJIMeIpa U3 KOjUX M3NMa3u k uBMIa, k > 3, Tama je

(3.5) > kfe = kng=2m,

k>3 k>3
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Ha ocnoBy nocnenurie 3.4 cenu Aa y cBaKOM ITOJTHEPY ITOCTOJH TeME U3
KoTa n3j1a3u HajBuIe 5 uBuIa. CIUIHO TBphermhe BaXKH U 3a CTPAHE MOJINEpa.

Teopema 3.21. Csaxu tionuegap cagpaicu Clpary 0ZpaHudery MHOZ0YZi1oMm
Koju uma Hajeuwie d cipanuya.

Jokas. TlperriocTaBuMoO 1a cy CBe CTpaHe Toneipa orpaHudeHe MHOTO-
yraoBUMa Koju uMajy 6ap 6 crpanuiia. Omasne ciuemu naje fs = fy = f5 = 0.
W3 (3.5) creqm na je

2m =3 kfx>D 6fx=6) fr=6f,

k=6 k=6 k>6
OJHOCHO
1
(3.6) f<-m.
3
Cangno, n3
2m = Zkznk > Z?mk = 3an = 3n,
k>3 k>3 k>3
Jn00ujamo
2
(3.7) n < gm

3amenom (3.6) u (3.7) y OjnepoBoj popmynu f —m + n = 2, mobujamo
majem=f+n—2< %m—l—%m—Z,Tj.m < m — 2, wro je Hemoryhe. [

Hedunnumja 3.44. Ilpasunan ionuegap unu Ilnaitionoso iwieno je tionuegap 4u-
Jje cy cee citipane mehycobHo iogygapHuu MHOZ0Y 208U U U3 YUjeZ C8aK0E ieMeHa
uzIa3U UCHU OpOj usuya.

3a mpaBuiaH monuenap Baxu na je f = fs un = ny, 3a Heke s,t > 3.
ITpaBmwIHUX TOMEaApa MMa TIET U TO je OWITO TTO3HATO jOII AHTUIKUM MaTe-
MaTtudapuMa 1pe Buie ox 2000 rogmna. To cy Terpaemap, Kolka (XeK-
caemap), OKTaemap, ukocaenap u moaekaemap (cimka 3.33). Bbuxose crepeo-
rpadcke mpojeKIije NpuKas3ate ¢y Ha ciauim 3.34.

Teopema 3.22. Ilocitioju iWiayno fieiti UpaguiHux tonueqgapa.
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TeTpaenap KOIIKa OKTaenap
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HuKocacaap AoACKacaap

S
e

Crmuxka 3.33

Jokas. Heka je P npaswian moiuenap u G(P) meMy IpuapyKeH Iuia-
napan rpad. Tana je f — m + n = 2, onaxie, kopucrehu jemnaxoctu (3.5),
JIo6HjaMo

—8=4dm —4f —4n=2m+2m —4f —4n

:Zkfk-Fank—ZIka—Zlan

k>3 k>3 k>3 k>3
S 0 S
k>3 k>3

Kaxo je f = fs un = ny, 3a Heke s,t > 3, cenu 1a je
—8=(s—4)fs + (t — 4)ny.
Ha ocnoBy nocnenuie 3.4 u reopeme 3.21 Baxku 3 < s, ¢ < 5. Ocum Tora,

u3 jennakoct (3.5) mobujamo aa je s fs = tn, = 2m, oxmocuo s fs —tny = 0.

[MocMmaTtpajMo cucTeM TMHeApHUX jeHAYNHA

(s—4)fs+({t—4)n, =-8
sfs—tng= 0
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Crmuka 3.34

10 HEMO3HATUM fs U Ny, 3 < 8, t < 5. OBaj cucteM je nemoryhza s =t =4,
a 1Ma pelieme
—8t —8s
ny =

ts—4)+s(t—4)" " t(s—4)+st—4)
aKo je s # 4w t # 4.

JloGujena pelerma cy Mo3UTHBHA ako je t(s —4) + s(t —4) < 0, oqHocHO
y cienehux mer ciyvajena.

fs:

1) Axoje s =t = 3, Tana je f3 = ng = 4 n nonmenap P je rerpaenap.

2) Ako je s = 3ut = 4, tana je f3 = 8, ng = 6 u nonuenap P je
OKTaenap.

3) Akoje s = 3 ut =5, tana je f3 = 20, n5 = 12 u nonuenap P je
WKocaenap.

4) Akojes =4ut =3, tama je f4 = 6, ng = 8 n monuenap P je kouxa
(xexcaemap).

5) Ako je s = but = 3, tana je f5 = 12, ng = 20 u nonmenap P je
nonexaenap.

Kopucrehu reomerpujcke aprymenTe, Jako ce JoKa3yje Ja Cy OBO jeIMHU
MPABUITHHU MOJIUEAPH y CBAKOM TTOjeIMHAYHOM CITy4ajy. O

3.13 bojemwe rpadosa

Hednnnunja 3.45. [pagh ce boju iwiako witio ce c6aKoM 460py ApugpyHcyje
Hexa boja, Wj. céaxu ygop ce boju jeqgrom 6ojom. I pag je iipasunno obojen axo
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cy ceaka gea cycegua usopa obojena paziunuitium 6ojama. Ilpasuino bojerve
Zpagha y xojem je yitomwpebmeno k 6oja 306e ce k-bojere.

Nedpunnunja 3.46. Xpomaiticku opoj x(G) epaa G jegnax je najmaroem 6pojy
6oja wompebnux ga ce 2pag apasunno oboju. Axo je x(G) = k, sa 2pagp G
kaxcemo ga je k-xpomaiticku, a axo je X(G) < k, kasxcemo ga je 2pagp G
k-060jus.

ITPUMEP 3.30. Baxu na je x(K,) = n, x(P,) =2 (n > 2), x(Cp,) = 2, ako
je n mapan 6poj, oxHocuo x(Cy) = 3, y cynporHoM. Ako je G Gumapturan
rpad, taga je G 2-060jus rpad, nmpu demy je xX(G) = 1 ako u camo ako
je G = K, (1j. G ce cacToju caMo 0] H30JI0BAHHX YBOPOBA), JOK jé CBAKH
HernmpasaH ounaptutas rpad 2-xpomMaTcku (MIN OMXPOMATCKH ).

Ckyn cBUX YBOpoBa rpada 000jeHNX NCToM 00joM Ha3MBa ce XpoMaTCKa
kJjaca. [IponsBospbHa ABa YBOpa M3 MCTE XPOMATCKE KIlace Cy HecyceaHa. 3a
BUX K&KEMO [1a Cy He3aBHCHH. [Ipema neuHuIju XpoMaTcKor 6poja, ciaeau
Jla je OH jeMHAaK MMHUMAJIHOM OpOjy AMCjyHKTHHX ITOACKYIIOBA (XPOMATCKUX
KJIaca) Ha Koje ce MOXe pa30UTU CKyIl YBOpoBa rpada, TaKo [a Cy YBOPOBH
CBaKOT ITOJICKYIa HE3aBHCHH.

Creneha nBa TBphema HemocpemHO ciene U3 AeUHUIMje XPOMATCKOT
6poja.

Teopema 3.23. Axo je H wogepa 2pagha G, maga je x(H) < x(G).

Teopema 3.24. Axo cy G1,Goa,...,Gs, s = 1, xomilonenitie itose3anociiu
epacpa G, waga je x(G) = max x(Gi).
<i<s

Axo rpad G caapxu kao oarpad koMrietan rpad ca k 9BopoBa, Taa je
X(G) = k. Kommternn nmoarpadosu ca HajehuM 6pojeM 4BopoBa HasnBajy
ce kimke rpada. Axo ca K(G) o3naunmo 6poj 4BOpOBaA IIPOU3BOJLHE KITUKE
rpada, Tana je

X(G) = K(G).

Hagenena nomwa rpanuia 3a XxpoMaTcku 0poj rpacda mMoxke OUTH JocTa
rpy6a, Tj. mocroje rpadosu 6e3 Tpoyrmosa (kox kojux je x(G) = 2) ca
MTPON3BOJHLHO BEITMKUM XPOMATCKIM OpojeM.

Teopema 3.25. 3a ceéaxu tipupogan bpoj k wociioju k-xpomaiticku 2pagh Koju He
cagpaicu wpoyznose.
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Iokas. JToka3 U3BOAUMO MATEMATHYKOM HHAyKIjoMIo k. 3ak = 1,2, 3
Tpaxenu rpadosu ¢y penom K1, Ko, C5 u 3a mux TBphermbe BaXH.

Hexka je G}, k-xpomarcku rpad (k > 3) xoju He caapxu Tpoyriose. ITo-
kaszahemo J1a ce oBaj rpad Moxe Tpanchopmucatu y (k+ 1)-xpomaTcku rpad
G+1 xK0ju Takohe He camapxu TpoyriioBe. KoHcTpykiunja kojy hemo HaBectn
IOTHUYE OJT Mucuenckor'?. Heka je

V(GE) = {v1,v2,...,un}, V(Gi+1) = V(Gg) U{u,ui,ug, ... upn},

raecy u, Uy, g, - - . , U, HOBH YBOPOBH, IIPH YEMY je UBOP U CYCelIaH ca CBAKIM
O YBOpOBa U;, © = 1,2,...,n, JOK je CBAKM YBOp U; CyCeOaH ca CBUM
cycemuMa 4Bopa vi, ¢ = 1,2,...,n, Kao u ca uBopoM u. OcHUM Tora, CBe

rpane rpada Gy, cy caapkane y rpady Gg1.

Ha ciirn 3.35 je npukasan rpad Gy, no3nat kao I'peueos'* rpad, no6u-
jeH omrcanoM KoHcTpykuujoM of rpada Gz =2 Cs Koju je 3-XpoMaTcKu rpad
6e3 TpoyriioBa. ['peueos rpad je 4-XpoMaTCKu U He CaJpKU TPOYIIIOBE.

(1

Us V3

Cnnxka 3.35

Hoxazahemo aa je rpad Ggy1, J06HjeH ONMMCAHOM KOHCTPYKIIMjOM M-
cuenckor, (k + 1)-xpomarcku rpad 6e3 Tpoyriosa.

JoxaxuMmo Hajupe 1a je Gx1 rpad 6e3 Tpoyrinosa. Kaxo Hukoja asa
4BOpa U; U U HUCY CycenHa, CIeH 1a YBOP u He IPHUIIaia HUjeJHOM TPOYTIy.
TTo nnpyxTBHOj ipetnoctasim Gy, je Tpad 6e3 Tpoyriiosa, ma mpeMa KoH-
crpykiuju rpada G4 3aKIbydyjeMo Jla caMo YBOPOBHU v, Uj U U (32 HeKe
BPEIHOCTH 4, j, S) MOTY Ja 00pa3yjy Tpoyrao y rpady Grr1. Y ToM ciyuajy,
npeMa KoHCTpykumju rpada Gjiq, BaXU Oa je ¢ # S,J # S, UiUj, ViUs,

1> Jan Mycielski, nosscko-amepuuku maremaruuap, pohjen 1932, roaune
"* Herbert Grotzsch (1902-1993), Hemauxu MaTeMaTHIAD
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vjvs € E(Gy), omaxie IpousiiIasu 1a YBOPOBH V;, Vj U Us 00pasyjy Tpoyrao
y rpady Gy, mto je nemoryhe.

JIoxkaxumo cana 1a jerpad G (k+1)-xpomarcku. Kaxkoje x(Gx) = k,
creu j1a mocroju k-6ojeme rpada G y KoMe je uBop v; 060jen 60jom c(v;).
[Mpommmpumo oBo k-6ojeme rpada G, Ha (k + 1)-60jeme rpada G.y1, TaKo
WTO YBOP u; 060juMo Gojom c(v;), a uBop u Gojumo HoBOM (k + 1)-om
6ojom. [lobujeHo Gojeme je MpaBIiIHO, jep uiu; ¢ E(G) n uwiv; € E(G),
onakiie cinemy aa je X(Gr+1) < k+ 1.

Hokaxumo n1a je X(Gri1) > k. ToBOJbHO je TOKA3aTH [ M3 er3UCTeH-
nuje k-6ojema rpada Gpi1 cnenu ersucrennuja (k — 1)-6ojema rpada Gy,
CyNpOTHO TpeTocTaBim aa je x (Gy) = k.

[IpeTmocTaBUMO 1@ MOCTOjH MpaBWIHO k-Gojewe Tpada Gpi1. O3Ha-
yumMo 0BO Oojeme ca ¢. Mmajyhu y Buny na uu; € E(Ggy1), cnemn na je
c(u) # c(ui), i = 1,2,...,n. Kako je x(Gr) = k, nekn oz usoposa rpada
G, 06ojenn cy rctoM 60joM kao uBop u. Heka je H cKyIl CBHX YBOpOBA v;
rpada Gy, Taxksux na je ¢(v;) = c¢(u). Younmo mame 6ojeme ¢’ rpada Gy
y KoMe cy cBM 4BopoBH u3 ckyma V (Gy) \ H obojenn uctum 6ojama Kao
npu 6ojemy ¢, 10K cBaku uBop v; € H mobwmja 60jy ¢ (v;) = c(u;). Ha Taj
HauuH je mobujeno 6ojeme ¢’ rpada Gy y KoMe je ynorpedibeno k — 1 6oja.
Joxaxumo za je ¢’ mpasuino 6ojeme rpada G. IIpernoctaBuMo CynpoTHO,
Tj. oa y rpady Gj mocroje cycelHH YBOPOBH v; U V; 000jeHH HUCTOM 60joM
npu Gojewy ¢, onHocHo a je ¢ (v;) = ¢ (vj). Ounrnento, cBaka aBa cyceqHa
uypopa u3 V (Gy) \ H obojena cy pasmmuutiM 60jama, a CBaka JIBa 4BOpa U3
H cy necycenna. Onasje clienin 1a jeflaH O YBOPOBA v;, U; MPHUIANA CKYITy
V(Gg) \ H, nox npyrn npunana ckyny H. Hexka je, na npumep, v; € H,
vj € V(Gy) \ H. Kako je ¢/ (v;) = c(u;) u ¢/ (v;) = ¢(vj), 3axpydyjemo 1a je
c(ui) = ¢(vj). Mpema koucrpykimju rpada G+ CIIeaN 1A Cy U; ¥ Vj CYyCeTHN
yBopoBH y rpady Gi+1 Koju cy 060jeHH HCTOM 60joM TIpH 60jerby ¢, OJ1aKIie
MTpOM3MIIa3n a 00jeme ¢ HHje MPaBIIIHO, CYIPOTHO MpeTrocTaBiu. Jlakie,
Baxu 1a je X(Ggr+1) > k, mrro 3ajenno ca X (Gr+1) < k + 1 mmmuminupa na
je X(Gk-i-l) =k+1 ]

[MocMaTpameM CTeleHa CBUX YBOpOBa rpada, OJHOCHO MAaKCHMAHOT
creriena A, Moxe ce JOOUTH jeIHa TOPFha TPAHUIIA 34 XPOMATCKH 6poj Tpada.

Teopema 3.26. 3a xpomaiticku 6poj x(G) @oeezanoz 2paga G saxrcu
(3.8) x(G) < A(G) + 1.
loxaz. TBpheme qoka3yjeMo MAaTEMATUYKOM MHIYKITNJOM IO OpOjy UBO-

poBan. 3an = 1 Baxu 1a je G = K, maje A(G) =0, x(G) = 1 u tBpheme
BAXKH.
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IpeTmnocTaBUMO Jia TBphebe BaXu 3a cBe rpadoBe ca Marbe Ol 12 YBOPOBA
u nnocmatpajmo rpad G ca n usoposa. Heka je v € V(G) npousBosban 4Bop
rpapa G u G’ = G — v. IlpeMa MHIYKTHBHO] IPETIIOCTABIM BaXKHU 1A je
X(G') < A(G") +1 < A(G) + 1, omaxne cnequ na nocroju (A(G) + 1)-
6ojeme rpada G'. Kaxo je dg(v) < A < A(G) + 1, nocroju 6ap jenna 6oja
KOjoM, IpH 0BOM 00jemy, Hije 000jeH HUjenan cycen yBopa v. AKO 4BOp v
060jumo Tom 6ojoMm, nobujamo jemno (A(G) + 1)-60jemwe rpada G, onaxie
cnemn na je x(G) < A(G) + 1. O

Hemocpenna mocnenniia mpeTxogHe TeopeMe je na rpad duju je Xpo-
MATCKH Opoj jemHak k 06aBe3HO CapKU YBOP YMjH j€ CTEIECH jeqHAK HajMarbe
k — 1. Hasenena ropma rpanuiia (3.8) 3a xpomatcku 0poj rpada Moxe Ouru
nocra rpy6a. Ha mpumep, 3a 38e3ay Sy, = K ,,—1 Baxu 1a je A(S,) =n—1,
1ok je x(Sn) = 2. Mebhyrum, oBa ropma rpanuna je Hajoosba moryha, y
CMHUCITY Ja 3a ITojenuHe rpadoBe Baxu jemHakocT y penanuju (3.8). 3a KoH-
Typy HenapHe ayxune Cor i1 je A(Coxy1) = 2,a x(Coxs+1) = 3. OcuM Tora,
3a kommeran rpad K, je A(K,) = n — 1, nox je x(K,) = n. Bpykc!® je
1941. TonuHe moka3ao ma Cy TO jedMHH rpadoBH 3a Koje BaXXH jeTHAKOCT Y
pemamnuju (3.8). Hanme, Baxku crienehe TBpheme.

Teopema 3.27. (Bpykc) Axo je G iiosesan 2pag) koju nuje nu neilapna KOHiypa
nu komitnemian 2pag, waga je X(G) < A(G).

JTokas oBe Teopeme, Koju ce Moxe Halin y [25], 30cTaB/baMo 360T CII0KEHO-
CTH.

Epnem'® u Jlosac!” cy yomurumm tBpheme Teopeme 3.25 n0Ka3aBuin
cenehe TBpheme.

Teopema 3.28. 3a ceaxa gea upupogna opoja k u t, k > 2, £ > 3, dociwmoju
k-xpomaiticku 2pag y kome je gyscuna najkpahe koniiype eéeha og Y.

3.13.1 buxpomarcku rpagosu

V ommireM cityuajy, Be3a u3mel)y cTpykType rpada 1 lberoBor XpoMaTCKOT
6poja je koMIukoBaHa. MelhyTuM, y ciaydajy 6umxpoMatckux rpacdosa, Tj.
rpacdoBa xoju ce Mory obojurtu ca ase 0oje, Kenur je qoxaszao aa je oBa Besza
jemHoCTaBHA M U3paXkeHa ciienehioM TeopeMoM.

> Rowland Leonard Brooks (1916-1993), eHrnecku MmaTeMaTHYap
'® Paul Erdds (1913-1996), majapcku maremaTiuap
'7 Laszl6 Lovész, mahapckn matematuuap, pohen 1948. romue
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Teopema 3.29. (Kenur) Heapasan 2pagh je buxpomaiicku ako u camo axko He
cagpaicu Kao #0gepagh Hujegry KOHIYPY ¢a HedapHum 6pojem 480posa.

Hoxaz. TIpernocraBumo Hajipe aa je G 6uxpomarcku rpad. Axo G
caapku Kao noarpad HemapHy KoHTYpy Cog11, Taza je mpema TeopeMu 3.23
X(G) = x(Cak+1) = 3, IWTO je CyNPOTHO MPETIIOCTABLM.

O6paTHO, IPETIIOCTABMUMO J1a HenpasaHd rpad G He caapku Kao moarpad
HUjeIHy HelMapHy KOHTYpPY U JOKaXXHUMO 4 je CBaKa HEeTPHBHjalHa KOMIIO-
HenTa (Tj. KoMrnoHenTa pasianunta ox K1) rpada G 6uxpomarcku rpad. ¥V
TOM CIy4ajy je mpeMa teopemiu 3.24 u rpad G OMXPOMATCKH.

Hexka je H npou3BoJbHa HeTpuBMjaina kKomnonentarpadpa Guv € V(H)
npousBosbal uBop. Heka cy ckynosu X, Y C V(H) nedpunncanu ca

X ={xe€V(H) | d(v,z)]je mapan 6poj} ,
Y ={y € V(H) | d(v,y)je nenapan 6poj} .

Kaxko je d(v,v) = 0, cnenn na v € X. Ocum Tora, Kako je H HerpuBujaiHa
xomronenta rpada G, cnemm najen Y # (). Ckynosu X n Y cy AucjyHKTHU
nBaxu aaje X UY = V(H). Jokasahemo na cBaka rpana us E(H ) nosesyje
HEKU YBOP cKyra X ca HEeKMM YBOPOM CKymna Y, ojakiie cieau aa je rpad H
6unaptuTaH (ca MapTUTHBHUM cKynoBuMa X M Y'), a THMe U OUXpOMAaTCKU
rpad.

IpeTrocTaBUMO HajIipe Aa MOCTOjU TpaHa wiwy € E(H), npn uemy
wi, wy € X. Ob6enexnmo ca P u @, pecnekrusno, Hajkpahu (v — wi)-
nyt u Hajkpahu (v — wy)-nyr. Tlpema medunnnmju ckyma X, o6a myra
cy mapue ayxune. Heka je, na npumep, P = vaias...as—1w1 1 Q =
vb1ba ... bot_1wo, pu yemy je s,t > 1. Heka je w mocneamu 3aje THUYKU
yBop myTeBa P u (), Mpu mpojasy Mo HbUMa U3 YBOpa ¥ y YBOPOBE Wi H
Wa, PECTIEKTUBHO (MOXe OuTh M u = v). IIpermocraBuMo 1a je u # v. Y
TOM CITy4ajy, YBOp ¥ Ce MOKIAIa ca HEKMM YBOpoM a;, 1 < ¢ < 2s — 1,
Ha myty P, omHocHO ca HekuM yBopoM bj, 1 < j < 2t — 1, na myry Q.
IpetnocTaBuMo aa je @ > j u o3Hauumo ca P’ P” @', Q" nenose nyrea P
u Q, takse na je P’ = [v,a;], P" = [a;,w1], Q' = [v,b;], Q" = [bj, wa]. Ako
ca d(P) o3HaunMo nyxuny myta P, kako je i > j, cnenu ga je d(P') > d(Q'),
omnocuo d(P) = d(P")+d(P") > d(Q") + d(P"), onaxie npousunasu na je
Q'+ P" xpahu (v—w1 )-tyT o myta P, CynpoTHO MTPETNOCTABIN. AHAIOTHO
ce ToKasyje 1a He Moxke OUTH HU ¢ < j, ofJakje clequ fa je ¢ = j. [Jaxie,
u = a; = b; (cmuka 3.36).

IlyreBu P u Q) cy mapHe IyXMHe, OJaKie CIIeIu Ia Cy JyKuHe myTesa P =
[u,w1] m Q" = [u, w2] ncre mapnoctu. Axo je C' KOHTypa Koja Ce CacToju 011
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by Q'

w1

w2
b2t—1

a1 Pl

Cruka 3.36

nytesa P, Q" n rpane wiws, Tana je mena nyxuna d(C) = d(P")+d(Q")+
1, mro je Hemapan 6poj. Jlo UCTOT 3aKJbydKa OJAa3MMO U Kaaa je u = v. Y
ToM city4ajy koutypa C' ce cacroju on nyreBa P u () u rpane wiws, Na je
Takole HenapHe myxuHe. Jakire, KoOMIoHeHTa H calpxu HemapHy KOHTYPY
C, cynIpOTHO MPETIOCTABIIH.

Cim4HO ce Jokasyje jia Cy CBaka JBa uBOpa u3 Y HECycelHa, OJaKie
creu Jla KoMroHeHTa H caapxu caMo TpaHe Koje MoBe3yjy YBOpOBE M3
ckyna X ca YBOpOBHMMa M3 ckyna Y, omHocHo H je Helpa3aH OMIapTHUTaH,
Tj. GuxpomMartcku rpad. O

3.13.2 bojeme rpana rpaga

OcuMm Oojema uBOpoBa Tpada, y Teopuju rpadosa ce cycpehemo u ca
60jemeM rpaHa rpada, kao 1 60jereM B YBOpoBa U rpaHa rpada. [IpaBuiHo
6ojeme rpada ce y 0BUM ciIydyajeBUMa ITeUHUIIE aHAJIOTHO MPABUITHOM 00-
jemy uBopoBa rpada. Hanme, 60jeme rpada rpada je mpaBHIIHO aKo Cy CBake
JIBe CyCceqHe r'paHe, Tj. TpaHe KOje Cy MHIIMACHTHE MCTOM YBOpY, 00OjeHe
pasmumuutuM 6ojama. [Ipm 6ojerby M YBOopoBa M I'paHa rpada, ped je o mpa-
BUJIHOM 00jery aKo Cy CBaka JiBa CyCe/IHa YBOPA M CBAKE J(BE CYCEIHE IPaHEe
rpada 060jeHH pa3IUYNTHM OojaMa, IIpH YeMy Kpajibd YBOp CBaKe IpaHe
MoOpa uMatu 00jy Koja ce pasimkyje ox 0oje Te rpane. Mehytum, mpobiem
6ojema rpana, OTHOCHO ¥ YBOPOBA M TpaHa rpada, Moxe ce CBECTH Ha TTPo0-
neM Gojerha UBOPOBa, Kao MTo hie 6UTH moka3zano. Y TOM IHbY, yBemheMo
nojam rpada rpaHa ¥ TOTAJTHOT Tpada.

Hedunuuuja 3.47. Ipagh Zpana L(G) = (V1, E1) 2paga G = (V, E) je 2pag
YUjU CY YBOPOBU Y Y3AJAMHO JeqHO3HAYHO] KOpecToHgeHyuju ca Spanama epaga
G, @pu uemy cy géa usopa uz Vi cycegna ako u camo axko cy mwuma 0gzosapajyhe
epane uz E cycegne.

Ha cimum 3.37 je npukaszan rpad G u meros rpad rpana L(G).
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Cauxka 3.37

Nedunuuuja 3.48. Toimamnu Zpagh T(G) = (Va, E2) 2pagpa G = (V, E) je
Zpagh uuju cy 460posu y y3ajamHo jegHO3HAYHO] KOPECTOHGEHYUJU CA Y8OPOBUMA
u cpanama cxyia V' U B, dpu yemy cy gea usopa uz Va cycegna axo u camo axo
cy og2osapajyhu enemeniiv uz VU E cycegnu (ako cy uz uciioz ckyia)
unyugenininu (axo je jegan uz V., a gpyeu uz E).

Ha crunn 3.38 je npukasan rpad G u weros Totamuu rpad 7'(G).

c b
1 1
2 a 3
a
Cauxka 3.38

ITpo6meM mpaBuiTHOT 60jema TpaHa, OJHOCHO M YBOPOBA U TpaHa Tpada
(G cBOIM Ce Ha MPaBUIHO OO0jere YBOPOBA FHEroBOT Tpada rpaHa, 0OJHOCHO
IBErOBOT TOTAHOT I'pada, PecrleKTUBHO. AHAIOTHO XPOMATCKOM Opojy
rpada, nedunuiie ce xpomarckn unaexce rpada, y osnamu X' (G), kao mu-
HUMaJIaH O0poj 00ja MOTpeOHMX na ce rpaHe Tpada MpaBwIHO 0boje. Y
cydajy 60jera M uBopoBa U rpana rpada medunuie ce Bemuunna ' (G)
Kao MUHUMAajJaH Opoj 60ja MOTPeOHNX 3a MPABUIHO 0Ojerme W YBOPOBA U
rpana rpada. Mmajyhn y Bumy Besy u3meljy mpaBuitHoT Oojerba I'paHa rpada
¥ TpaBWIIHOT 0O0jerma YBOPOBA HETOBOT rpada rpaHa, 3akibydyjeMo aa je
X' (G) = x(L(G)). Cmuuno, y cnyuajy 60jerba ¥ Y4BOpOBa M I'paHa rpada,
numajyhu y Buay negunnnujy torananor rpada, saxu 1a je X" (G) = x(T(Q)).
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3.13.3 IlIpobaem yeTupu doje

Jeman on Hajmo3HATHjUX TTPOOIIEMa Be3aHUX 3a 0ojeme TpacdoBa je mpo-
0,1eM YeTHpH Ooje. 3aMUCITUMO Y paBHHU (WIH Ha chepH) reorpadcky KapTy
Ha K0j0j Cy YIIpTaHe ApxKaBe, TP YeMyY Ce TEPUTOPHUja CBAKE IPKABE CACTOJU
caMo Off jelHe pervje Ha KapTH, a He O] BHINE HeloBe3aHNX moapydja. [a
OMCMO Pa3NIUKOBAIU ApXKaBe, KEIMMO Jla MX 000juUMO TaKo Ja JpXKaBe ca
3ajeMHUYKOM T'paHUIIOM Oydy oOojeHe pa3nmuuuTuM Oojama. I[IpobGieMm ce
CacToju y TOME Ja Ce OJIpear MUHUMAJIaH Opoj 0oja MOTpeOHMX Aa ce TaKkBa
reorpadcka Kapra 000ju Ha ONMCAHN HAYMH.

ITpo6neM je 1852. TomuHe youno TOHAOHCKH cTyneHT Iatpu'®, koju je 610
AHTAXXOBaH Ha 0OjemIMa KapTH JIOHIOHCKHUX OKpyra. CBaku OKpyT je, 300r
MIperiieAHOCTH, OMO 000jeH IToceOHOM 00joM, TIPH YeMy Cy CYCeTHH OKpPY3U
(o cyceHUM ce MOAPA3yMEBajy OHM OKPY3U Ca 3ajeJHHMYKOM PAHHIIOM,
aJIi He ¥ OHU KOjH MMajy jeIHY HIIH BHIIE M30JI0OBAHUX 3ajeTHIUKUX TadaKa)
obojenu pazmnunuTM 60jama. I'aTpu je mpuMeTHO ja Py TUM yCII0BHMa HUje
OMIIO JOBOJLHO Mame OJ1 YeTUpHU 0oje, TOK je ca uyeTupu 0oje ommo mMoryhe
000jUTH KapTy Ha TpakeHW HaunH. HaMeTHyNo ce TUTame 1a JIU je U 3a
6ojeme IPyrux KapTH, U TO HE CaMO CTBAPHUX, Beh CBUX KapTH ca HaBEIEHUM
ocoOMHaMa Koje ce MOTY 3aMHCINTH, JOBOJbHO deTmpH Ooje. Ilomoh je
norpaxkuo ox Jde Moprauna!®, nmpodecopa matemarike na YHUBEP3UTETY Yy
Jlongony. IlpBu mHcaHM TEKCT O MpoOIEeMy YeTHpHU 0oje je MHCMO Koje je
kpajem 1852. romune Jle Moprau nocinao Xamunrony’, y kome je o6jacumo
npobneM u notpaxuo nomoh. IlpobGiem je mocrao mo3HaT Tek HakoH /e
Mopranose cmptH, 1878. rogune, xaga ra je Kejinu n3moxno Ha cacTaHky
JIOHTOHCKOT MaTeMATHUYKOT IPYINTBA, & HEAYTO 3aTUM 00jaBUO NMPBU WiIaHAK
0 BEMY, U TO y reorpad)ckoM, a He MAaTEeMATHMYKOM YacOIMCy, Y KOME je
M3II0KUO TEXKUHY TTpoOJIeMa ¥ IPU3HAO0 A HHje YCIIeo /1a Ta PElli.

ITpBu 036MIbaH ITOKYIIIA]j pelaBarma mpodireMa HaunHuo je Kemme?! 1880.
roawHe, 1a 6m geceT roanHa kacHuje, 1890. ronune, XI/IByI[22 OTKPHO T'PELIKY
y oBOM J10ka3y. MeljytuMm, Hu cam XUBYI HUje YCIIeo JIa peln npobiem, Beh
je Tokas3ao 1a ce cBaka Mara Moxe 0060jutu ca et 6oja. Ox Taja je BeIuKu
6poj MaTeMaTH4Yapa MOKYIIAaBao JTa Pelry mpooireM, na 6u Tek 1976. ronune

18 Francis Guthrie (1831-1899), jyxHoadpuukn MaTemMaTnaap

19 Augustus De Morgan (1806—1871), 6purasckn MaTeMaTHuap
? William Rowan Hamilton (1805-1865), npcku MaTeMaTHyap
2! Alfred Bray Kempe (1849-1922), 6puranckn matemMarnuap

2 Percy John Heawood (1861-1955), Gpurancku Marematuuap
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TO TIONITO 3a PyKOM MaTeMaTHdapuMa Amemy>, Xejkeny?* n Koxy® u To
y3 3HaYajHy moMoh pauyHapa u kopuiiheme pe3yiraTa Hu3a MaTeMaTuiapa
KOjU ¢y 00jaBJbMBAHU Yy MPETXOTHOM Tiepuoy. Jlo MaHac HUje MO3HATO Aa
11 je moryhe petmTu oBaj mpooiieM 6e3 ynotpede pauyHapa.

Crnuka 3.39

ITpoGmem ueTnpu 00je MOXKE Ce IMPEBECTH Ha je3UK Teopuje rpadosa. Y
TOM IIMIBY, AeprHncahieMo mojaM mMarne WIn KapTe.

Hedpunnumja 3.49. Maita uru kapimia je iiosezan wnanapan epag xoju Hema
MOCHIO8d, OGHOCHO SPAHCKU 2-T08e3aH WIaHAPaH Zpag.

CBakoj KapTu MOXe Ce MPUIPYKUTH jefaH TulaHapaH rpad, Tako IITO
ce CBakoj obyacTH (peruju) Ha KapTH IPUAPYKH 110 jemaH YBop Ipada, IMpu
YeMy Cy YBOPOBM KOjH OATOBApajy CyCeTHMM pervjaMa IMOBE3aHM rpaHaMa
(cmuka 3.39). Ilpu ToMe, IO CycCeMHHM pervjaMa IoApa3yMeBaMo OHe Koje
¥Majy 3ajeqHNYKY TPaHW4YHY JIMHH]y, alli HE U OHE Koje Ce JOIUPYjy camo
y jemHoj Taukn. Ha Taj HaumH ce mpoOieM O6ojema perrja Ha KapTH CBOIU
Ha npo6yieM 00jera YBOPOBA IJIAHAPHOT Tpada Tako Ja HUKOja ABa CyceaHa
YBOpa HeMajy UCTy 00jy.

ITpoGem ueTupu 60je MpeBeEH Ha je3UK Teopuje rpadoBa TIIacH:

Jokazaitiu ga je ceaku nanapan epagh 4-o060jus.

XuByn je moka3ao ma ce cBaka reorpadcka KapTa MOXe 00OjUTH ca meT
60ja, OMHOCHO ToKa3ao je na Baxxu ciuenehe TBpheme.

Teopema 3.30. Cgaxu iinanapan cpag je 5-060jus.

3 Kenneth Appel (1932-2013), aMepiuKy MaTeMaTHIAP
z‘f Wolfgang Haken, amepuuku matremaruuap, pohex 1928. roguxe
% John Koch, amepuuky matemaTiuap
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Hoxasz. J1oka3 U3BOAMMO MATEMATHYKOM UHAYKIM]OM IO Gpojy UBOpOBa
n. 3a cBaku IylaHapaH rpad ca n < 5 YBOpPOBA PE3yJITAT je TPUBHjAIaH, jep
je cBakM TakaB Ipad 5-000juB.

IMpermocraBuMo 1a TBphjerme Baku 3a CBe IlaHapHe rpadoBe ca Mame
0l . YBOPOBA M ImocMaTpajMo mianapan rpag G ca n usopoBa. Ha ocHoBY
nocieanne 3.4 maanapan rpad G campxu 6ap jemaHn 9Bop crerneHa He Beher
on 5. Heka je To uBOp v.

U1

U2

V4

Canxka 3.40

ITpermocTaBuMO HajIpe [1a je YBOP ¥ CTEIEHA MALET OJ O. Y IJaJbUMO U3
rpada G 4BOp v 3ajeqHO ca BeMy CyceTHUM I'paHama. Jobujenu rpad je Ha
OCHOBY UAYKTHBHE MPETIIOCTBAKE 5-000juB. Bpatumo uBop v Hazan y rpad.
Kaxo je 3a 60jeme YBOpOBa CyceHHX YBOPY v MOTpebHO HajBuIe 4 6oje,
CIIEZIN 1a YBOP U MOKEMO OOOJUTH jeAHOM OJ IpeocTaaux 0oja.

IMocMatpajmo cajia ciydaj Kana je uBop v crerneHa 5. Heka cy vy, va, v3,
V4, U5 IBOPOBU CyceTHN YBOPY v y Tpady G. TIpema nocmeannm 3.6 9BOPOBH
V1, V2, U3, U4, U5 He 00pa3yjy nornyuu nenrarpad Ky y rpady G, omakie
CIIeM Ia OCToju Oap jedaH map YBOPOBA KOjU HUje moBe3aH rpanoM. Heka
Cy TO, Ha IIPUMEp, YBOPOBH U3 U Us. YKIIOHUMO U3 rpada G rpane vvy, vvg U
VU4, @ 33TUM yIAJLUMO ¥ TPaHe VV3 U VU5, a CBe TPpaHe Koje T0J1a3e 10 YBOpOBa
V3 M U5 MPOIYKHUMO IO HOBOT YBOpa Koju hemo o3naunth ca v’ (cimka 3.40).
TuMe cMO U36aIUIM YBOpOBe v3 M v5 3 Tpada G. JLobujenn rpad G’ je mo
MHIYKTHBHO] NPETIIocTaBIM 5-06ujuB. Bojeme rpada G’ ompehyje u 6ojeme
rpada G. Hamme, Kako YBOPOBH v3 U Us HUCY CYCEOHH, 100Hjajy 60jy YBOpa
v'. 3a 6ojeme UBOpOBA V1, V2 U U4 TOTPeOHE Cy HajBuIIe TpU 6oje, oapehene
6ojemeM rpada G'. Cana je 3a 6ojeme uBopa v moTpebHa jou jeaHa 6oja,
4IMe je Teopema JoKa3aHa. O
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3.14 OjnepoBu u XaMuITOHOBHU rpadoBu

3.14.1 OjaepoBu rpadoBu

Jeman on HajcTapHjuX MO3HATHX IIpobJieMa KojH je y Be3H ca rpadoBuMa
j€ T3B. npodJemM KeHurcoepmkux mocropa. Kpo3 Hekajalllbu MPYCKH rpaj
Kennrcoepr (manammn Kanumunrpan) npotuue peka I[peren, Ha kK0joj ce
Hajase JBa OCTPBa, TToBe3aHa MeljycoOHO U ca obanama peke nmomohy cemnam
MocToBa (cmuka 3.41).

Crnuka 3.41

I'pahann KenurcOepra cy mokymaBald 1a OJTOBOpe Ha NHTAkbe Ja JIH je
Moryhe o6mhu cBUX cemaM MOCTOBA, TAaKO Ja CBakW mpeljy TauHO jedaHITyT.
Yysenwn mBajiiapcku MaTeMatrdap Ojmep je 1736. roanHe qokas3ao 1a TO HHje
Moryhe n popmynucao moTpedHe U TOBOJHHE YCIOBE 1a TAKaB OOMITIa3aK 1O-
croju. OjepoB pe3yNTaT ce cMaTpa MIPBUM PE3yJITATOM, a THME ¥ IIOYETKOM
teopuje rpadona. Ojiep je cBakoj 00aau 1 OCTPBY MPUAPYKHUO IO jeTaH UBOP
rpada, TOK Cy MOCTOBH Ipe[cTaBbain rpane m3mehy mux. Ha taj Haunn
TIoOHjeH je jemaH MynTUrpad, IpeIcTaB/beH Ha CuIu 3.42.

d

Crnuka 3.42

Hedunuuuja 3.50. Ojreposa xoniiypa cpaga (mynimupaga) G je saimisopena
cimasa koja cagpycu ceée 2pane 2pagpa G. Ipagp (mynmuepagh) xoju uma
Ojneposy rxonitiypy nasuea ce Ojepoe 2pagh (Ojnepoe mynimiuspag).
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Ojnepos iyiu y 2pagpy (mynimupadpy) G je cimiaza Koja Koja cagpicu cée
2pane uz G (ne mopa 6uitiu saimeopena). I'pagh (mynimucpagd) koju uma Ojrepos
ayim nasuea ce iioayojnepoe zpagh (ionyojnepos mynmupag).

V noxasy rimaBHe TeopeMe o OjinepoBuM rpadoBrIMa KOPUCTHHEMO clie-
nehe TBpheme.

Jema 3.1. Axo je ciieiien ceaxos usopa 2pagpa G eehu og 1, wj. 5(G) > 2,
wwaga 2pag) G cagpaicu KOHIYDY.

Iokas. Heka je P = vivs ... v Hajoyxu nyT y rpady G. Usop v1 Moxe
OuTtH cycenan camo ca uoposuma nyta P, 1j. N(v1) C V(P), jep 6u y
cympoTHOM y rpady G mocrojao ayxu myt on myta P. Kako je d(v1) > 2,
nocroju 4Bop v;, 3 < i < k, rakas ga viv; € E(G), onakne ciemn na je
V1V . .. v;u1 KOHTYpa y G. O

Oxarosop Ha muTame koju rpadoBu nocemyjy OjrepoBy KOHTYpY Oaje
cneneha Teopema.

Teopema 3.31. (Ojaep) Iosezan mynimuepagh ca b6ap jegrom panom je Ojepos
AKO U CaMO aKo je C6aKu Hhec06 Y6op UapHOZ CllleiieHd.

Hoxaz. Hexa je mynturpad G Ojnepos. Axo ce kpehemo mo Ojmeposoj
KOHTYpH MyITHrpada (G, OH/Ia yBeK KaJa HeKOM TpaHoM J0heMo y HeKH YBOp,
KOPHUCTUMO JPYry TpaHy 3a HaIylmTame TOr uBopa. Kako mopamo mpohu
Kpo3 cBe rpane OjnepoBe KOHTYpe U BPATUTH C€ Y TMTOYETHU YBOP, CTEIEHH
CBUX YBOPOBA Cy MapHH.

OO6paTHO, TPETIIOCTABUMO JIa Cy CTENEHN CBUX YBOPOBA MOBE3AHOT MYJI-
turpada G mapuu u gokaxumo ma G canpxu OjmepoBy KOHTYpy. Jloka3
H3BOIMMO MATEMATHYKOM HHIYKIIHOM IT0 Opojy rpaHa m.

>

Cauxka 3.43

3a moBe3anu myiaTurpad ca JABe rpaHe, MPEACTaBbeH Ha ciuny 3.43,
TBphewe je TauHo. IIpeTmocTaBUMO Aa TBpheme Baku 3a MynTUrpadoBe ca
Mambe O] M TpaHa M TocMaTpajMo mosesan mynrturpad G ca m rpaHa uuju
CY CBH YBOPOBH MapHOT cTerneHa. Mynturpag G je moBes3aH, a CTeleHH CBUX
ErOBUX YBOPOBA Cy TApHU, ojakie cieau aa je 6(G) > 2, ma Ha OCHOBY
neme 3.1 mocroju xoutypa C'y G. Heka je G' = G — E(C) mynturpad
N00MjeH yaa/baBalkeM CBUX IpaHa Koje npurnajajy kourypu C' us myirurpada



124 3.14. OJJIEPOBU U XAMUJITOHOBU I'PA®OBU

H,
U1 i
us OU3
U H, Uz
Hj
G &' =G - E(C)

Crnuka 3.44

G (cnuxa 3.44). Csu usoposu mynturpada G’ cy Takohe mapHor crenena.
Hanwme, ako v € V(C), tana je dg/(v) = dg(v) — 2, nox 3a v € V(C') Baxn
na je dgr(v) = dg(v). Mynrurpad G’ ne mopa 6uru nosezan. Heka cy
Hy, Hs, ..., H; xomnonenre nosesanoctu mynturpada G', t > 1. Caka ox
kommnonentn H;, 1 < 7 < ¢, je moBe3an rpad uuju Cy CBU YBOPOBH MAPHOT
CTeTeHa, Ta MpeMa WHAYKTHBHO] TPeTHoCcTaBIy canpxki OjaepoBy KOHTYPY
(3aTtBOpeHy crasdy) s;. OcuMm Tora, Kaxko je mynturpad G mose3aH, cBaka O
3aTBOPEHUX CTA3a S1, S2, . - . , St UMa 0ap jeIaH 3ajeITHIYKH YBOP €& KOHTYPOM
C. Cana ce 3atBopena QOjiepoBa craza mynturpada G ¢popMupa Tako MITo
ce, TIOYEBINHN O] MPOM3BOJLHOT YBOpa ca KoHType C, kpeheMo 1Mo KOHTYpH,
M KaJ roJ HanljeMo Ha HeKM YBOD ¥ KOjU ce HaJla3W Ha 3aTBOPEHO] CTa3! S;
KOjy HUCMO OOWIILTH, 3 Iera CKpeHeMO U 00uleMo 11eTy cTas3y S;, BpaTUMO
ce y UBOp U, a 3aTUM HacTaBJbaMo obminazak kpehyhu ce mo koutypu C, ca
noTpeOHMM CKpeTamkuMa 3a ocrae crase s;j. Jlaxie, TBpheme je Tauno u 3a
MyaTHrpad ca m rpaHa Koju 3aJ10BOJbaBa YCIOBe TeopeMe. O

IMocmenuma mperxonHe TeopeMe je crenehe TBpheme.

Teopema 3.32. ITogezan mynimucpagh G ca 6ap jeqruom 2panom je wonyojnepos
ako u camo axo cagpxcu 0 unu 2 usopa Hetiaproé citieiieHa.

Jokaz. Axo mynrurpad nocenyje Ojnepos myT, Tj. 3aTBOopeHy OjiepoBy
crazy win OjepoBy cTa3y, Taaa aHAJOTHO JOKa3y IPBOT Jela IPeTXOIHe
TeopeMe, 3aKJbyuyjeMo [Ia je CBAaKM HErOB YBOP MAPHOT CTeneHa (y Ciydajy
3aTBopeHe OjrepoBe cTase), OMHOCHO Caap:kKH 1Ba YBopa (ITOUeTHU B KPajibH)
HenmapHOT creneHa (y cirydajy nmocrojama Ojiepose crase).

AKO TOBe3aH HeTpuBHjaman Mynturpad G uMa CBe YBOPOBE TIAPHOT CTe-
IleHa, Taga mpeMa IpeTxXoaHoj TeopeMu ciienu aa G caapxu 3atBopeny Ojite-
poBYy crasy, omakie mpomsmnasu na je G Ojmepos, a THME U TIOJIYOJIEPOB
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rpad.

[IpeTnocTaBUMO J1a MoBe3aH MynTUrpad G MMa IBa YBOpa U U v HeMapHOT
crenena. Heka je G’ mynturpad nobujen on G 1onaBameM HOBOT 4BOpa W
1 rpaHa uw u vw. Taga cy cBM YBOpoBH MoBe3anor Myarturpada G’ mapHor
CTEIeHa, ITa OH caApxku 3aTBopeHy OjiiepoBy cTa3y s. YKIamameM 4Bopa W
u3 G’ mobuja ce Ojneposa craza y mynturpady G Koja Ionasu U3 4sopa u 1
3aBpIIaBa CE y YBOPY V. O

Hanomena 3.1. [losezanoci myaimiucpaga tpegcitiasoa, 0CUM y WPUSUJATHUM
cayyajesuma, doimpeban ycaos 3a ezzuciienyujy Ojnepose citiaze. Haume, og
Heiioge3anux myaiucpagosa Ojneposy ciliazy Moy e8eHiliyaiHo UM Camo
OHU Yuje cee cpane dpuilagajy jeqroj KOMuOHeHlu.

ITPuMEP 3.31. Ob6mmazak mocroBa y KenurcOepry nuje moryh, jep oaro-
Bapajyhu rpad, mpukasan Ha ciuiy 3.42, caapyku 4 YBopa HeITapHOT CTeleHa,
ra mpeMa MPETXOTHOj TEOPEMHU OH HHje HU IOJIYOJIIEpOB, a CAMUM TUM HU
Ojnepos.

ITPUMEP 3.32. Ako jey rpady G 6poj uBOpoBa HEapHOT CTerneHa jeaHak 2k,
k > 1, nokasatu na tana y rpady G nocroju k crasza, TAaKBHX J1a CBaKa IpaHa
MIpUIIaa jeHO] O THX CTas3a.

Pewere. Hexa je G' rpad nobujen ox rpada G nomasameM yBopa v
cycemHoT ca cBakuM of 2k uBoposa HenapHor crenena y G. Tanma ¢y y rpady
G’ crenenu cBUX yBOpOBa MapHu, Ma pema OjiepoBoj TeopeMu y rpady G’
nocroju 3aTBopena crasza C koja caapxu ce rpane rpada G’. Kaxo je crenen
YyBOpa v jemHak 2k, 3aTBopeHa craza C' ce cacToju of] k TPAHCKU ANCjYHKTHHX
sarBopenux craza C1, Co, ..., Cy ca 3ajeTHUUKAM YBOPOM V. YIa/baBaAbeM
upopa v u3 rpada G, 3ajeqHo ca CBUM HeMy MHIMIEHTHAM I'paHaMa, CBaka
on 3atBopenux craza C; ce Tpanchopmuire y crazy P, 1 < ¢ < k, nipu
yeMy, uMmajyhu y Buay mebununmjy 3atBopete crase C, cBaka rpana rpaga
G npunaja jeaHoj o THX CTasa. JAN

OjnepoBe cTase cy 3HAUYajHE 32 OpraHU3alje KOje Y BeIMKUM I'paloBUMa
pasHoce nouIry, Hartahyjy pauyHe Wiy Bpiie yciayre o JoMahuHCTBUMA, jep
he Bplllee TAKBUX MOCTOBA OGUTH W3BeNEeHO HajpallMOHATHHjE aKo ce Kpo3
CBaKy yiuIly npolhe TauHo jemanmnyT. JemaH o HajmO3HATHJUX TIpOOIIeMa OBe
BpCTe je mpodJieM KiHeckor nomrapa. HawMe, omrap yjyTpy y3uMa micMma,
obuyIa3u yJIuile y CBOM PEOHY U Ha Kpajy paJHOr BpeMeHa ce Bpahia y moiiry,
mto he GUTH M3BeJeHO HajpallMOHATTHI]E aKO KPO3 CBAKy YIIUITY Tpolje TAauHO
jemanmyT. OBO je Moryhe camo ako je onrosapajyhu rpad, mpuapyxes mpoo-
neMy, OjepoB, TOK ce y OCTANUM CITydajeBUMa TPakKd ONTHMATHO pellieHhe
koje he 00e30eanTH a moImTap Xo4a MTo je Mamke Moryhe.
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OjrepoBe cTase MOjaBIbyjy Ce W Y 3aJalliMa T3B. peKpeaTHUBHE MaTe-
Matuke. Hawmme, ako je moTpeOHO ma ce 3amara ¢purypa y paBHH, Koja ce
CacToju o M3BECHOT Opoja Tavaka (YBOpOBa) W JMHHUja KOje X IOBE3Y]Y,
HaIpTa ,,y jeAHOM TOoTe3y™, Tj. 0e3 moam3arma OJOBKE Ca mamupa, Tako Ja
ce CBAKOM JIMHHMjOM Ipehe TAYHO jeAaHIyT, TOK je KPo3 YBOPOBE T03BOJbE-
HO TPOJIa3UTH BUIIE ITyTa, TO 3HA4M Aa Tpeba Haupratu jenny OjaepoBy
crazy y natoM rpady. Ha crunm 3.45 cy mpencraBibeHe aBe ¢urype (koje
noacehajy Ha OTBOpEeHO M 3aTBOPEHO IHCMO), OJ KOjuX je ImpBy Moryhe, a
Ipyry Hemorylie HaI[PTaTH Ha OMUCAHHN HAYWH.

Cmuka 3.45

3.14.2 XamuaToHoBH rpadoBu

TMojam XamMuntoHoBUX rpadoBa Be3yje Ce 3a MO3HATOT UPCKOT MaTeMa-
tnyapa XamunroHna. OH je je 1857. romuHe mpeAcTaBUO 3aHUMIBUBY UTDY
Ha JOJEKaeapy, jEAHOM O] TIeT MPaBWIHUX moiuenapa ca 20 temena n 12
CTpaHa Koje Mpe/CTaBbajy MpaBUIHE METOYIIIOBE, IPU YeMy Ce Y CBAKOM
TEMEHy CyCTHYy TI0 TpH cTpaHe. TemeHa qomexaenpa XaMHITOH je 00eIexno
nMennMa 20 BeTMKUX IpaJoBa TOT BpeMeHa, a IJb Urpe je 61o 1a ce ooubhy
CBU I'PAJIOBU ¥ BPATH C€ y TToytazuu rpajl. [Ipu Tome, OWITo je J03BOJBEHO Kpe-
Tame AyX UBHIIA JTofieKaepa, Kpo3 CBako TeMe (Ipaa) A03BOJBEHO je pohu
TAYHO JE[IHOM, a ITyT MOYMLE U 3aBPIIABA CE Y UICTOM TeMeHy (rpaay). Y Lujby
00Jbe TIPErNeTHOCTH, YMECTO Jo/ieKaeapa heMo mocMaTpaTi BeroBy crepe-
orpadcky npojekuujy y paBuu (ciauka 3.46). Taga ce XaMWITOHOB ,,ITyT OKO
cBeTa’ CBOIM HA KOHTYPY KOja MPOJIa3u KPO3 CBE YBOPOBE TAKO TOOHjEHOT
rpada TayHo jemanmyT. Ha cnurmm je TpajkeHa KOHTypa Koja TpelncTaBiba
perere XaMUJITOHOBOT Tpo0IeMa TpeAcTaB/beHa MOIe0/baHNM JTUHUjaMa.
3aHNMIBNBA je YMHEHUIIA [14 je TBE TONHE TIPe HeTOo IITO je XaMUITOH Ipe-
CTAaBMO CBOjy Wrpy, OGpuTaHckM Matematnuap Kmpxwman?® mocrasmo mpo-
6eM ma ce YTBpOM Ja JIM je MoTyhe y maToM Tpady nonuenpa npoHahn

% Thomas Kirkman (1806—1895), 6puranckn matemarnuap
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KOHTYPY KOja KpO3 CBAKO TeMe IPONIa3d TA4yHO jemaHmyT. Jlakie, HakKo je
XaMUITOHOBA UTpa M3a3Balla BUILE MHTEPECOBAA 3a TpadoBe KACHU]E Ha-
3BaHe XaMHJITOHOBUM rpadoBUMa, BHX je IIPBH IpoydyaBao KupkMa.

Cnuxka 3.46

Nepuununja 3.51. Xamuniwionosa konimiypa y 2pagy je xoniiypa (3aimieopenu
dyi) Koja cagpaicu cee usopose 2pagha, a pag y kome wociioju Wakea KOHypa
Hazuea ce Xamuniwionos zpag.

Xamunitionoe iiyiui y cpaghy je iyiti Koju cagpaicu cee weopoese pagha. I pag
Koju uma Xamunitionog iy Ha3uea ce oy Xamuuiionos Zpag.

CnuuHuM IpobieMuMa cy ce, 1 mpe Xammitona (1 Kupkmana), 6aBumm
MHOTH MaTemMaTnyapu. Hajmo3HaTtuju Takas mpoo6ieM je mpodsieM KOmHIKOT
CKoKa (KOH MITH cKakad je IaxoBcKa (Urypa), Koju ce Moxe GopMyIucaTi
Ha crenehy HaumH.

Jla nu je mocyhe ckakauem (korwem) obuhu céa Homa waxoscke wmabie,
wako ga ce céako to.we oouhe wauno jeganiyii?
ExBuBanentHa, rpadoBcka popMyrnaiyja oBor mpobieMa Tiacu:

Ha i y epaghy dpugpysicenom ckaxauy ocitioju Xamuiitionog uyia?
Ha cmunm 3.47 je mpukazano jeqHO pellemne IpodieMa KOIBHYKOT CKOKa Ha
KJIACHYHO] IIaXOBCKO] TaOIu auMeH3uje 8 X 8. O oBoM IpobiieMy MOCTOjU
obuMHa JuTepaTypa. McnuTuBaHa je er3uCTeHINja Pelleha Ha MaXOBCKUM
TabnaMa pa3MUINTHX TUMeH3Hja, Ka0 U HAYMH KOHCTPYKITHje U Opoj pelerma.
JokazaHno je 1a mpo06iieM KOBUIKOT CKOKA Ma PEIlieh-e Ha CBUM ITpaBOyTa-

OHHUM TabnaMa JUMeH3uje m X n (m,n = 3), ocuM Tabmu 3 X 3,3 X 5, 3 X 6
n4 x4,

IIpobnem kapakTepuzanuje XaMHITOHOBUX rpadoBa je jemaH on Haj-
TEeXUX W jOII YBEK HEpeHIeHWX mpobjema Teopuje rpadoBa. 3a pas3imKy
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021600 9 BB196R 7
19[0 3100151 [F) 331
22908 6 182753

11041 P8 4517 Bl

Mm@l 74368 5
591825863 1§ 351
230057 37 55
1 BR13ER 3 15K

Canka 3.47

on OjmepoBux (WM IOJIYyOjIepoBHX) I'padoBa, YHja €r3UCTEHIINja 3aBHCU
caMo O/ CTeleHa YBOPOBa, KO XaMWITOHOBUX (MM HOJYyXaMHJITOHOBHX)
rpadoBa To Huje cnydaj. Ha cmumm 3.48 ¢y mpukasana asa rpada ca mo 16
YBOPOBA M ICTUM HIU30M CTeTleHa YBOpoBa (00a rpada cy peryiapHa, cTereHa
3). ITpeu rpad nva He camo XaMUITOHOB TTyT, Beh 1 XaMIITOHOBY KOHTYDY,
JIOK ApyTHu Tpad He moceayje XaMIITOHOB IyT.

Crmuka 3.48

ITpuMEP 3.33. Hahu npumep rpada xoju je:
(1) ncroBpemeno OjiepoB 1 XaMUITOHOB;
(2) Xamuironos, amu ue u Ojiepos;

(3) Ojepos, anu He 1 XaMHITOHOB;

(4)

Huje Hu OjrepoB HU XaMIJITOHOB.

Peweme. (1) Kourypa C), je ucrospemeno Ojiepos u XaMuiToHOB rpad.
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(2) Motmynu rpad K4 nuje Ojiepos, a jecre XaMHUITOHOB Tpad.

(3) Mornynun Gunapruran rpad Ko 3 jecre Ojiepos, a Hiuje XaMUITOHOB
rpad.

(4) 3Be3na Sy = K 3 nuje nu OjiepoB HU XaMUITOHOB rpad. A

V nutepaTypu je (GOpMyNHCAHO BUIIE NOTPEOHMX W BHILNE TOBOJHHIX
ycnoBa aa rpad 0yne XaMUITOHOB, aTu Meh)y lHMa He TOCTOjU HUjelaH KOju
j& UCTOBpPEMEHO M MOTpebaH M JOBOJbAH. Y HAcTaBKy he OWTH M3JI0KEHU
HEKU TTOTpeOHM, OTHOCHO JOBOJbHU YCIIOBHU a rpad Oyne XaMUITOHOB.

Teopema 3.33. Axo je G Xamunitionos 2pag, wiaga 3a céaxu upasu HEupa3an
iogcekyin S C V(G) sancu w(G — S) <| S|, 2ge je ca w(G — S) osnauen 6poj
KoMmitoneniny osesanociuu cpagpa G — S.

Ve
Vs Us oUs
U7 Uy V4 U7
v v
8 vy U8 x U3 8 < / U3
Vg Vs Vg Vg Vg ()
01

C C - {U17U67U7} C— {U17U47U6}

Cauxka 3.49

Jlokas. Heka je C' Xamunronosa kourypa rpada G. Tana je V(G) =
V(C) u 3a cBaku npaBu HenpaszaH moickym S ckyma V (G) ucnymeHo je
w(C —S) < |S|. Hauwme, yknamamem 4BopoBa u3 ckyna S, xourypa C
ce pacmaja Ha jedaH WIM BHUIIE MHUCJYHKTHUX ITyTeBa, YHju Opoj Huje Behn
ox Gpoja enemenarta CKyma S, jep yKIIamameM CBAKOT HOBOT uBOopa u3 S
nobujaMo HOB IYT aKo Taj 4Bop HUje cycean y C' ca HEKUM IMPETXOIHO
n30aueHNM YBOPOM. JeIHAKOCT y OBOj HEJeJHAKOCTH BaXKH CaMO y CIIydajy
KaJla HUKoja aBa uBopa n3 S Hucy cycenn y C' m Tana ce kontypa C pacnana
Ha TayHo |S| mUcjyHKTHHX myTeBa (ciuKa 3.49).

C o6supomnato naje E(C) C E(G),cnemnnaje E(C—S) C E(G-2S9),
onaxite pomsmnasu 1a je w(G — S) < w(C — 5), jep ce nomaBameM HOBUX
rpana He noBehaBa Opoj KOMITOHEHTH Tpada.

Wmajyhu y BUIy HaBeJeHe HejeIHAKOCTH 3aKibydyjeMo 1a je w(G — §) <
w(C — S) < |S], unme je TBpheme gokazano. O
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PesynaTaT HaBeneH y Teopemu 3.33 je 4ecTo MOrojaH MpH JOKA3UBAILY
na gatv rpad mHuje XaMmmitoHoB. Hawmme, moTpebGHO je morogHo n3adpatu
nozckyn S C V(G), takas na je w(G — 5) > |9].

ITPUMEP 3.34. JlokaszaTu na Xepienos? rpad, IpukazaH Ha caumu 3.50,
HUje XaMHMIITOHOB.

Pewerse. O3naunmo nocMarpanu rpad ca G, a 3a CKYIT S n3abepuMo CKyI
on 5 upuux yBoposa rpada G. Kako je G — S = Kg, 10 je w(G — S) = 6,
ma rpad G uuje XaMHUITOHOB. A

Caunxka 3.50

VcnoB u3 reopeme 3.33 HUje 1 IOBOJbaH YCIIOB 3a XaMWJITOHOBE rpadoBse.
3a [Metepcenos rpad G, mpukasan Ha cuim 3.32 a), MOXe ce TIOKa3aTH 1a je
w(G—S) < |S| 3a cBaku npasu wenpazan noackyn S C V(G), a Ilerepcenos
rpad Huje XaMUITOHOB.

Vxonuko y Teopemu 3.33 mocMaTpaMo caMo jeTHOWIaHe CKynoBe S J10-
6ujamo crenehy moceauiy.

Teopema 3.34. Cgaxu Xamunitionos cpag je 2-iioge3zan.

O6pHyTO TBpheme 1 'y 0BOM cityuajy He Baxku. Ha nmpumep, mocmaTtpajmo
rpad K> 3 koju je 2-oBe3aH. AKo 3a cKyml S H3abepeMo NapTUTHBHU CKYII ca
2uBopa oBor rpada, Tanaje Ko 3—S = K3, majew(Ka3—S5) =3 >2= 9|,
ofaxie, mpemMa Teopemu 3.33, cnenu na rpad Ko 3 Huje XaMHUITOHOB.

% Alexander Stewart Herschel (1836-1907), 6putanckn acrpoHoM
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J10BOJbHU YCITOBH 32 XaMUJITOHOBE Tpa)oBe Cy MHOTO OPOJHHJU OJ TIO-
Tpe6unx. Hajmosnaruju cy dupaxos, Opeos?®, xao u Bounmjes” u Xpara-
30
J0B™.

Teopema 3.35. (Boumu, XBaran) Heka je G 2pagh ca n usoposa, n > 3, uv u
w gea necycegna usopa y G, warsa ga je d(v) + d(w) = n. Taga je cpadp G
Xamunitionos ako u camo ako je 2pagh G + vw Xamunimionos.

Hoxa3z. Axo je rpad G XaMuITOHOB, Tajaa je ountieaHo u rpap G + vw
XaMWITOHOB.

O6parHo, peTnocTaBuMo 1a je rpad G + vw Xamuntonos, 10k rpad G
To HUje. Tama rpana vw mpunaga XaMUITOHOBOj KOHTYpHU rpada G + vw,
a rpad G campkn XaMUITOHOB IyT KOJU TOBE3yje YBOP v €a YBOPOM W.
Heka cy YBOpOBM OBOT IyTa O3HAYEHU PEIOM Ca U = V1, V2,...,Un = W.
Hedunnmmmo ckynose S, 7T C V(G) ca

S = {Uk | VVE41 € E(G)},

T = {v; | vpw € E(G)}.

Tama v = v1 € S, v,—1 € T u Baxu ma je |S| = d(v), |T| = d(w). Ha
OCHOBY TIPETIIOCTABKE TEOPEME 3aKIbYUYjEMO [a BaXH HEjJeHAKOCT

(3.9) |S]+ |T| = d(v) + d(w) = n.

Kako w € SUT, 10 je |SUT| < n, onakie, umajyhu y suay (3.9), 3a-
kbydyjemo ga je S N'T # (), 1j. nocroju uBop v, € S NT. [laxie,
IIOCTOjH YBOP Vg, TakaB Jga vvgp+1 € E(G) m vyw € E(G), ma rpap G
campku XaMHUITOHOBY KOHTYPY VUk+1Vk+2 - - - Up— ] WUEVE_1 - . . V20U (CITHKA

3.51), mrTo je cynmpoTHO mpeTmocTasiy aa rpad G Huje XaMUITOHOB. O
V=" () Vk—1 Vg
:< —— Uk+1  Ug+2 Up—1 W ="Un
Cnuxka 3.51

IMocnennia mpetxomne TeopeMe je crenehia OpeoBa TeopeMa.

3 @ystein Ore (1899—1968), HOPBEIIKH MaTeMaTHIAD
¥ John Adrian Bondy, 6purancko-kanajcku maremaruuap, pohen 1944, ropune
¥ V4clav Chvétal, uemko-kanaacku matematiuap, pohen 1946. roanue



132 3.14. OJJIEPOBU U XAMMWJITOHOBU I'PA®OBU

Teopema 3.36. (Ope) Axo je G 2pagh ca n, n > 3, usoposa, wmakas ga 3a
ceaxa gea necycegna uéopa v u w éaxcu ga je d(v) + d(w) > n, wmaga je G
Xamunitionos 2pacgp.

Hoxaz. Jlonajyhu rpane usmely necyceanux uBoposa rpada G (moxie
rox y rpadgy G mocToje HeCcycenHu YBOPOBH) U TipuMemyjyhu Teopemy 3.35,
nJob6ujamo a je rpad G XaMUITOHOB aKO U CaMo ako je KoMIuieTan rpad K,
Xamwunronos. Kako je kommeran rpad K, XaMuaToHoB 3a 1 2> 3, TBphembe
TeopeMe BaXKHU. O

Hupextna nocnennia Opeose TeopeMe je Jlupakosa Teopema.

Teopema 3.37. (dupak) Axo je G 2pagh ca n, n > 3, usoposa, wmaxas ga je
d(v) > in sa ceaxu usop v € V(G), waga je G Xamunizionos Zpag.

[TPUMEP 3.35. Ha nBopy Kpasba ApTypa CKyITIIO ce 21 BUTE30Ba, 0] KOJUX
cBaku Melhy npucyTHuma nma HajBuine n — 1 Henpujarespa. Jokasatu na je
BUTE30Be MOTryhe pacropenuTu OKo OKPYIJIOT CTOJIA TaKo Ja HUjelaH BUTE3
He ceJiy Iope/1 CBOT HelpHjaTelba.

Peuwerve. Hexa je cBakm oIl 2n BUTE30Ba MPEACTABILEH jETHUM YBOPOM
rpada G, npu uemy cy ABa 4yBopa cyceqHa y G ako ¥ caMo ako oarosapajyhu
BHTE30BM HHCY HenpujaTesb. Kako cBakm BUTE3 MMa HajBUIIE N — 1 HENMpH-
jatesba Meljy IpUCYTHMMA, CIIEIN 14 je CTeleH CBaKoT uBopa rpada G jeqHax
Hajmame 2n — 1 — (n — 1) = n, onakie, npeMa JIMpakoBOj TEOPEMH, CIIEIM
na y rpady G mocroju XaMUITOHOBA KOHTYpa KOja OATOBapa TPasKeHOM

pacrnopeny BUTE€30Ba OKO OKPYIJIOT CTOJA. A
, n?—3n+6
ITPUMEP 3.36. Heka je G rpad ca n yBopoBa u m = — s rpasa.
Hoxazatu na rpad G uma XaMUITOHOBY KOHTYPY.
—1 2-3n+6
Pewere. Kaxo je nr-1) _ (n—3)= %, rpad G ce Moxe

CXBATUTH Kao JeTUMHUYHM I'pad KoMIuteTHor Tpada [, u3 xora je yaarbeHo
He BUILIE O 7 — 3 rpaHa. 3a MPOM3BOJbHA JBA HECYCeIHA YBOPA V; U U;j OBOT
rpada Baxu 1a je d; +d; > 2(n —2) — (n — 4) = n, ogaxie IpeMa TeopeMu
Opea ciaequ ga rpad G nma XaMUITOHOBY KOHTYDY. A

Ha xpajy HaBOIMMO jOIII jemaH BakaH MPoOIIeM Be3aH 3a XaMUJITOHOBE
rpadose. To je mpo6JieM TProBaYKOr MyTHAKA KOjU TTACH:

aiti je ckyii og n 2pagosa Koje péosauxu AymHuK peoa ga ooube io
Jeganityill, Waxo ga wyin 3aepuiu y 2pagy u3z Koza je kpenyo. Ogpegquitiv pe-
gocaeq obunacka pagosa apu Kome cy wpowKoeu Hyma MUHUMATHU.
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V rpadoBckoj hopMyIanuju oBoT MpobieMa KOPHUCTe ce TeKHHCKH rpa-
¢oBu, Tj. TpadoBH KO KOjUX je CBAKOj TpaHU IoAeJbeHa ofpehena TexmHa
(y cimyuajy mpo6iieMa TproBavkor MyTHUKA TeXKUHA TpaHe MPeICcTaBIba TPO-
mIKOBe IyTa m3Mely oarosapajyhux rpanosa). Ha jesuxy Teopuje rpacdosa
NMpo06JieM TProBayKoT MyTHHKA TIACH:

V sagatiom wexcunckom cpadpy ogpequitiv Xamunifionosy KOHIIYPY Haj-
Marbe wedHcune.

OBaj npobieM je 3HauyajaH y 00JACTH ONEPALMOHNX UCTPAXKMBAKA, KA0
My TEOpHjcKOM padyHapcTBy. Kako cam mpobiem Tpaxema XaMHITOHOBE
KOHTYpe MU3HCKYje JocTa (paduyHapcKor) BpeMeHa, TpoHal)eH je BeJTuKH 0poj
XEypUCTHKA KOje Aajy ,,TIPUOIMKHO ONTHMAIIHO pemreme’. Jlokazano je na
MpoOJIeM TProBayvKoOr IMyTHUKA IpeacTaBiba T3B. NP-koMmmureran npobiem,
OJTHOCHO CBH TTO3HATH AJITOPUTMHU 32 HETOBO PelllaBalbe NMajy eKCIIOHEHIIN-
JaJIHy CIOXKEHOCT.

3.15 bpoj yHyTpamme H crojbalimbe CTA0UIHOCTH rpada

Nepunnunja 3.52. Hera je G = (V, E) apouszeoman cpag. Ilogekyi S ckyia
usoposa V' 306e ce ynyiupawre cimiaburan wiu nesasucan ckyii 2paga G axo
¢y ceéaka gea usopa uz S necycegna y G, mj. 3a céaku dap ueoposa v, w € S
saxcu vw & E.

IIpema nperxoanoj aedunummju cieau na noarpad G[S] rpada G un-
JIYKOBAH YHYTPAIlibe CTAGHITHIM CKyTIoM S He CaApXH HUjeqHy TPaHy, OJJHO-
CHO CACTOjV ce caMO OJ1 U30JIOBAHUX YBOPOBA.

Heduanunja 3.53. Heka je S ckyii céux yuympauirbe Cllabumnux cKyiosea
2pagpa G. Bpoj ynympawre cimabunnociau o(G) 2pagha G gepunuwe ce ca

a(G) = max|S].
Ses
Cryiiosu S € S 3a koje je |S| = a(G) nasusajy ce maxcumannu ynympauirse
CHAOUIHY U MAKCUMATHU He3asucu cKytiosu 2paga G.

MaxkcuMaltal yHyTpalime CTabuiIaH CKyI rpada ce MOKe TOBECTH Y BE3Y
ca kKoM rpacda. Hamme, ako je S MakcuManaH YHYTpalllibe CTaOMIaH CKyII
yBopoBa rpada GG, Tama Ccy cBaka JaBa yBopa m3 S Hecycemna y rpady G,
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OJTHOCHO CycellHa Y HerOBOM KoMiuleMeHTy (5, omakiie, 360T MaKCUMAITHO-
cTv ckyma S, CIeIu 1a YBOPOBH U3 S GopMHpajy KIUKY (TOTIYHH moarpad
ca MaKCUMATHUM OpojeM uBopoBa) y (G, a BaXkul jeTHAKOCT

a(@) = K(G).

Bpoj yayrpamme crabunnoctu aG) rpada G ce MoXKe TIOBECTH Y BE3Y
u ca weroBuM xpoMatckuMm Opojem x(G). Kako cy npu npasuiaHoM 6o-
jemwy rpada CBHM YBOPOBH HCTe 0oje MeljycoOHO HecycemHH, OHH 00pasyjy
YHyTpallmbe crabuiiaH ckyI rpada, ojakie cielu ga 0poj YUBopoBa ucre 6oje
nuje Behu o a(G). TIpernocrasumo na rpad G ¥Ma n 94BOPOBa U O3HAUMMO
ca n; 6poj uBopoBa obojenux i-roM 6ojoM, ¢ = 1,2,...,x(G). Tana je
G
n; < a(G) 3a cBako 7, a KaKo je 7(2) n; =n, 1o je
i=1

j.

(3.10) a(G) >

ITpema BpykcoBoj mporieHn XpoMaTckor 6poja (HejemnakocT (3.8)) Baxu
naje x(G) < A(G) + 1, rue je ca A(G) o3HaueH MaKcHMallaH cTereH rpada
G. Komb6unyjyhu oBaj pesynrart u Hejennakoct (3.10), 3akJbyuyjeMo ga Baxku
cnenehe TBpheme.

Teopema 3.38. 3a 6poj ynympawrwe cimaburnociiu o(G) 2paga G saxicu ne-
jegHakocill

[lojam yHyTpammmbe cTaOUITHIX CKYIOBa T'pada ce MOXKe JOBECTH y BE3y
Ca HEKMM 3aHUMJbUBHM IIAXOBCKUM MTpoOIeMuMa. Y TOM IIbY, Tokazahemo
HajIpe KaKo ce CBaKOj MIaX0BCKOj (GUTYpU MOKe TPUAPYKUTH oATOBapajyhn
rpa¢d. CBakoM MoJbY IIaXOBCKe Tablle MPUAPYXKYje ce o jemaH uBop rpada,
IIpU YeMy Cy JBa MMPOU3BOJbHA YBOPA ¥ U W OBOT rpada crojeHa TpaHoM ako
1 caMo ako oAroBapajyha ¢urypa Moxe y jeIHoM IoTe3y 1a Ipelje ca mosba
v Ha TIOJbE W U OOPHYTO.

IMonoxaj Bute purypa UCTEe BPCTE HA MIAXOBKO] TA0JIM, TIPH KOME CE OHE
MeljycoOHO He Hammaaajy, onrosapa y rpady npuapykeHoM Toj (GUTYpH jeTHOM
YHyTpAIllke CTabMITHOM cKyITy. MakcuMainan O0poj ¢purypa ucre Bpcre Koje
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ce MOr'Y ITOCTABUTH Ha IIaXOBCKY Tabjy Tako aa ce MeljycoOHO He Hamaaajy
MIpEeICTaBba OpOj YHYTpAIIbe CTAOWITHOCTH TIPUAPYKEHOT Tpada.

3a maxoBcky purypy mamy (kpaspuily) Ha Tabmm gumensuje 8 X 8 Opoj
YHYTpAIlllbe CTAOMITHOCTH IPHAPYKEHOT I'pada jeqHak je 8, MoK je 3a Ipou-
3BOJbHY TaOJy IUMeH3Huje 1 X 1 Taj Opoj jemqHak n, 3a n = 4, onHocHo 1,1, 2
3an = 1,2, 3, pecieKTUBHO. 3a Toma, OAHOCHO JIOBIIA, Baxu 1a je a(G) = n,
oanocno «(G) = 2n — 2, na Tabam auMeHsuje n X n.

V mm1axoBcKoj TUTepaTypHt MO3HAT je MpodJieM ocaM JaMa o0jaBibeH 1848.
TOINHE, KOJU TIIACH:

Ha xonuxo ce nayuna 8 gama mooice GOCHIAGUITIY HA WAXOBCKY HAOTY
gumensuje 8 X 8, iako ga ce mehycobno ne naiiagajy?

V rpaoBckoj HHTepIIpeTalliji 0Baj MPoOJIeM IITacH:

Konuxo uma makcumannuux yHympawive cillabuInux cKyiosa y 2pagy upu-
gpYyIHceHOM Waxoeckoj ueypu gamu?

IIpo6iem ocam nama pemmo je Hayk®! 1850. romune. ITocToju ykymHO
92 pemema, a jeTHO O pellleba je IpUKa3aHo Ha ciauiy 3.52 a).

Cauxka 3.52

IIpobnem pasMemrama gaMa HUje PEIICH Yy OIIITEM CiIydajy, Kaga ce
ymecto Tabie amMensuje 8 X 8 mocMmaTpa MpOW3BOJbHA Tabla AWMEH3Mje
n X n.

ITojaM yHYTpalllthe CTAOMITHUX CKYIOBa Ipada MMa, OCUM 3a pelllaBambe
IIAXOBCKUX ITpo0bJieMa, 1 Ipyre pasnnunte mpumene. [Tomenyhemo Be3y oBor
TIojMa U jemHOT IpobileMa 13 TeopHje KOIOBa KOjU UCIIPaBIbajy TpelKe.

IMocmatpajMo ckyn ypeheHux n-topku obomuka X = (x1,x2,...,%n),
npu uemy z; € {1,2,...,b}. OsakBux ypehenux n-ropku uma b". JlBe
n-TopKe ¢y MeljycoOHe jeqHake ako M caMO aKo Cy UM CBe oaroBapajyhe

3! Franz Nauck
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KoopauHaTte jenHake. Kaske ce ma cy n-topke X = (x1,22,...,2,) 1Y =
(Y1, Y2, - - -, Yn) HA pacToOjamby d aKO UMajy TAUHO d PA3JIMIYUTUX KOOPAUHATA
(OBAKBO PACTOjambe N-TOPKH HA3MBA ce XeMHHIOBO’> PACTOjambe).

Ko komosckor pacrojama d = 2¢+ 1 mva ocoOuHy fa ako ce PUIINKOM
MIPEeHOIIeH A IPON3BOJbHE N-TOPKE K014 KPO3 CUCTEM Be3e IIOTPEITHO IIpeHece
He BUIe 01 £ KOOpAMHATA N-TOPKE, Y IpHjeMHOM ypehajy ce oarosapajyha
N-TOpPKa MOXe PEKOHCTPYUCATH.

Jenan on BaXHUX NMpobIieMa y TEOPHjH KOJ0Ba KOjU UCIIPABIbajy I'PEIIKe
je cnenmehm:

Konuxo y gattiom cxyiy n-iliopku docitioju n-wiopku yuja mehycoona pa-
ciiojarea HUCY Marba 04 d, tj. KOIUKO N-TOPKU cagpaicu Hajeehu Kog KOGo8cKo2
paciiojarea d?

OBaj mpobem ce Moxe popMymHcaTs kao mpodiieM Teopuje rpadosa Ha
cnenehn HaunH. O3HaunMo ca Gpe Tpad YHjH YBOPOBU OATOBAPA]y OIKCA-
HUM N-TOPKaMa, IpH 4eMy Cy IBa YBOpa CyCeIHA aKO U CaMO aKo je pacTojame
onroBapajyhux n-topku Mame og d = 2¢ + 1. Bpoj uBopoBa oBor rpada
jennax je b". Kako nocroju (})(b — 1)* n-topxu xoje cy na pacrojamy k,
1 < k < n, o cBake n-TOpKe, CIeM Ja je CBaKM YBOp Tpacda cyceqaH ca

2/
kzl (R)(b— 1)* npyrux uBopoBa. Jdakie, Gy je perynapan rpad.

I'padoBcka nHTEpIIpETaLIMja TOCTAB/BEHOT TPOOIIEM TIIACH:

Ogpequitiu 6poj ynympawiree ciiabunnociau epaga Grpy.
[MpoyuaBamwe ocobuna rpada Gppe je 3HaUajHO HEe camo 3a HaBeneHH, Beh n
3a ipyre mpobieMe TeopHje KOJoBa KOjU HCIpaBibajy CpelKe.

OcuM yHyTpalime CTA0WIHAX CKyNoBa Ae(QUHUIILY CE U CIIOJbAIE CTa-
OWIHM CKYyIIOBH rpada.

Hebunnunja 3.54. Ilogekyu T ckyiia ueoposa V' 2pagpa G = (V, E) nasusa
ce ciiowawrse ciabunan ckyi cpaga G, ako uz c6axoé 4eopa Koju He upuiiaga
ckyiiy T 6oqu bap jegua 2pana y nexu og 4eoposa uz 1.

Hedunnnunja 3.55. Hekaje T ckyi c6ux cilomauirbe CIAOUIHUX CKYT06a pagda
G. Bpoj citowawme ciiabumociau 3(G) 2pagpa G gepunue ce ca

B(G) = min |T].

Cryiiosu T € T 3a koje je |T| = B(G) nasusajy ce munumaniu citomauirse
ciiabunnu ckyiosu Zpaga G.

32 Richard Hamming (1915-1998), amepuuku Matemarnuap
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ITojaMm criospalime CTAGWIHOCTH Tpada ce, CITUYHO TOjMY YHYTPAIIIHE
crabuHOCTH Tpada, JOBOAM Y Be3y Ca MIAXOBCKUM MPOOIIEMOM ITO3HATUM
Ka0 npodJieM neT 1aMa KOjH [IIACH:

Konuko je najmarve gama iioitipebro fociliasuiliu Ha WaxoecKy haony ga
Ou cea tiowa buna Hallagrydia, ako gama Hadaga u 4ome Ha Kome ce Hanazu?

3a pemreme NOCTaBLEHOT MpoOIeMa MOTPEOHO je HajMame MeT Jama.
IToka3zano je ma mMa ykymHo 4860 pelema, a jeqHO O HUX je IPHUKa3aHO
Ha ciumy 3.52 6). Pemema nmpo6iiema meTt 1aMa ImpeacTaBibajy MUHUMAIHE
CroJballllbe CTAOWITHE CKYNoBe Y Tpady MPHIPYKEHOM IIaXOBCKOj (pUTYpH
JTlAMHU.

ITPUMEP 3.37. Heka 4BOPOBH V1, V2, . . . , Uk, YHJH CY CTeNEHU d1, da, . . . , d,
PECTIEKTUBHO, 00pa3yjy CIoJballlke CTadMIaH CKyI y rpady ca n Y4BOpoOBa.
JokazaTH 1a BaKU HejeTHAKOCT

k
/~c+Zdi > n.
=1

Pewere. Heka je T = {v1,v9,...,v;} CHOJballltbe CTAOWIAH CKYII Y
rpapy G = (V, E) ca n usoposa. Ilo gedununuju Crobaiimbe CTa0uIHOT
CKyIa, 13 cBakor uBopa ckyma V' \ 7' Boau 6ap jeHa rpaHa y HEKH 01 YBOPOBa
u3 T'. Kako je |V \ T| = n — k, oBux rpana uma 6ap n — k, ogakie cieau
TpakeHa HEjeTHAKOCT. A

Hedmununja 3.56. ITogckyi ckyiia usoposa V 2pagpa G = (V, E) koju je
UCTOBPEeMEHO U YHYIpauirbe U Clobawive ciabuian ckyi 2paga G nasusa ce
jeszpo zpagha.

ITojaM jesrpa rpacda mMa mpuMeHy y Teopuju urapa. IlocMatpajmo jenny
urpy Ha rpady Kojy Wrpajy IBa Urpada TaKo IITO HAU3ZMEHUYHO OWpajy
yBopoBe rpada. Hajupe ce ompenn jenan mpousBosbaH 4BOp rpada, 3aTUM
NIpBH Wrpay Oupa HEKU Of YBOPOBA JO KOTA Ce MOXE CTHhU TpaHOM M3
MOYETHOT YBOpa, MOK IPYTW Urpad OMpa HEKW OJ YBOPOBa IO KOTA BOAM
rpaHa U3 YBOpa KOju je n3abpao mpBu urpad, uta. Urpy ryom oHaj urpad
KOjU He MO3Ke BHIIIe 1a n3abepe HUjelaH IBOpP.

Cnenehe TBpheme ykasyje Ha Besy u3Mel)y crpaTeruje urpama OMUCAHUX
urapa 1 mmojMa jesrpa rpada.

Teopema 3.39. Hzpau roju uzadepe usop us jezepa 2paga ne moxce (fipu ipa-
6UTHOJ u2pu ) ga uzzyou.

Hokas. TIpeTIOCTaBUMO [1a Y UIPH YUECTBY]y ABa urpada, A u B, mpu
yeMy uUrpy nounibe urpaud A. Axo urpau A mzabepe uBop M3 jesrpa rpada,
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Tama urpad B Mopa nma nzabepe YBOp BaH je3rpa, jep je je3rpo YHYyTpalllibe
crabunan ckym rpada. Kaxo je jesrpo u crospamme crabuian CKym, TO U3
CBA4KOT YBOpPA BaH je3rpa BoJy 6ap jeliHa TpaHa y HEKU O YBOPOBA U3 je3rpa,
ma urpad A moHOBO GMpa YBOP M3 je3rpa M CHTyalMja Ce MOHABJbA, OJIAKIIE
creau 1a urpad A He MOXe 4 U3ryOu urpy. O

Caku rpad He Mopa Jla IMa je3rpo U je3rpo He Mopa OUTH jeTUHCTBEHO.

GAAARANANARNARAR
W‘W‘W@W@@@WW

Canxka 3.53

IIPUMEP 3.38. V kyTtuju ce Hamasu 15 kyrauma. Mrpaun A u B y3umajy
HAU3MEHUYHO 10 jeJIHy, JBE WM TpU Kyriuie. Urpy ryou oHaj urpad Koju
HE MOXe Ja y3Me BUIIIE HUjeHy Kyruiy kaga nohe na pen. Ko mo6ehyje mpu
MIPAaBUITHO] UTPpH?

Pewerse. ITpa ce MOKe UHTEPIPETHPATH KA0 UTpa Ha Tpady ca cimke
3.53. Upoposu rpada cy o3Hauenu ca v;, ¢ = 0,1,2, ..., 15, Tako ga 4Bop v;
OoTOBapa CTamy Urpe ,,y KyTHjU ce Hajla3u ¢ kyrumna®, Urpad koju nzadepe
4yBOp M3 je3rpa rpada (je3rpo ce cacToju of IPHHUX YBOpOBa) HobHuja urpy./\
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