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PREDGOVOR

Ova kƬiga nastala je iz predavaƬa koja su vixe godina unazad drжana

na Prirodno matematiqkom fakultetu u Nixu na departmanu za matema-

tiku iz predmeta Geometrija i Osnovi geometrije. ProxirivaƬem i

prilago�avaƬem tih predavaƬa nastojao sam da u ovoj kƬizi izloжim

materiju koja se u okviru kursa Geometrija predaje studentima i na

drugim univerzitetima u Srbiji. Prema tome ona predstavƩa osnovni

u
benik za ovaj predmet. Osnovna ideja programa, a samim tim i ovog

kursa sastoji se u prezentaciji aksiomatske metode u geometriji kojom se

prilazi ustanovƩavaƬu i razmatraƬu elementarnih geometrijskih tran-

sformacija ravni i prostora. Ovde nije bio ciƩ da se iz navedenog sis-

tema aksioma izvedu sva tvr�eƬa koja iz Ƭih proistiqu, ve� da se izvedu

neposredne teoreme i ukaжe na bitne karakteristike koje proistiqu iz

odgovaraju�ih grupa aksioma.

KƬiga Euklidska geometrija je posve�ena pre svega razmatraƬu

problematike euklidske i apsolutne geometrije. Obra�ena materija je

podeƩena u qetrnaest delova.

Prvi deo je posve�en pre svega deduktivnoj metodi u geometriji.

Tako�e, tu se daju osnovni istorijski podaci o razvoju geometrije.

Drugi deo pod nazivom Geometrija poretka obra�uje osnovne geo-

metrijske pojmove. Tu je izvrxena podela aksioma na grupe. U ovom

delu, posebno su obra�ene aksiome incidencije (pripadaƬa) i poretka,

koje sa svojim posledicama qine tzv. geometriju poretka.

U tre�em delu su obra�eni topoloxki pravilni poliedri i Ƭihove

osobine.

Qetvrti i peti deo odnose se na podudarnost u geometriji.

Sa posebnom paжƬom u kƬizi je obra�ena problematika izometrij-

skih transformacija apsolutne ravni i apsolutnog prostora.

U osmom delu je obra�ena neprekidnost u geometriji, pri qemu se us-

vaja Dedekindova aksioma kao aksioma neprekidnosti. Iz Ƭe se izvode

i dokazuju Arhimedov i Kantorov stav. Obra�ene su i druge posledice

Dedekindove aksiome. Dokazano je da je Dedekindova aksioma ekviva-

lentna Arhimedovom i Kantorovom stavu. Uvodi se mereƬe geometrijskih

likova i figura u apsolutnom prostoru.
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U devetom delu su obra�eni ekvivalenti petog Euklidovog postulata.

Time se zavrxava deo kƬige u kome se ne koristi pojam paralelnosti.

Taj deo geometrije poznat je pod nazivom Apsolutna geometrija. On

predstavƩa zajedniqki deo euklidske i hiperboliqke geometrije.

U desetom delu uvodi se Plejferova aksioma paralelnosti i u nas-

tavku kƬige se obra�uju problemi koji su specifiqni za euklidsku geo-

metriju.

U jedanaestom delu obra�ene su izometrijske transformacije pros-

tora En (n = 2, 3). Pored ranije razmatranih osobina koja su vaжile

u apsolutnoj geometriji, u Euklidskoj geometriji obra�eni su i neki

specifiqni stavovi koji su direktna posledica aksiome paralelnosti,

npr. to se odnosi na stavove o odnosu dveju pravih, prave i ravni

ili stavove o odnosu dveju ravni, kao i stavove koji iz Ƭih proistiqu.

Tako�e, obuhva�ene su i neke specifiqnosti koje prestaju da budu vezane

za bazisne prave.

U dvanaestom delu obra�ene su transformacije sliqnosti koje pred-

stavƩaju uopxteƬe izometrijskih transformacija. U ovom delu obra-

�ena je i problematika vezana za homotetiju i sliqnost geometrijskih

likova.

Geometrija kruga i sfere obra�ena je u trinaestom delu kƬige.

U nastavku, izloжena je materija vezana za inverziju i potenciju u

odnosu na krug i sferu, a tako�e razloжiva i dopunska jednakost ge-

ometrijskih likova kao i mereƬe figura u euklidskoj ravni i prostoru.

Recenzentima, dr Svetislavu Minqi�u i dr ƨubici Velimirovi�

se ovom prilikom najsrdaqnije zahvaƩujem za pomo� koju su mi pruжili,

svojim primedbama i sugestijama, u pripremi ovog u
benika. ZahvaƩujem

se i svima onima koji su na bilo koji naqin doprineli da ova kƬiga

ugleda svetlost dana u ovom obliku. Naravno bi�u zahvalan i svima

onima koji �e svojim sugestijama, predlozima i primedbama doprineti

poboƩxaƬu ovog u
benika u nekom narednom izdaƬu.

Nix, juna 2014. godine Autor
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Deo 1

Uvod

1.1 O deduktivnoj metodi

U izgradƬi bilo koje vaƩano zasnovane teorije nije mogu�e dokazati

sve stavove i definisati sve pojmove. Naime, prilikom uvo�eƬa nekog

novog pojma moramo koristiti neki pojam za qije je uvo�eƬe pak korix�en

opet neki pojam itd. Da bismo izbegli cikliqno definisaƬe ili beskon-

aqni niz definicija moramo se u jednom trenutku opredeliti da nam

neki pojmovi budu poqetni i te pojmove �emo prihvatiti bez definisaƬa.

ƫih �emo zvati osnovnim ili nedefinisanim pojmovima, dok �emo sve

ostale pojmove qiji je sadrжaj dobijen korix�eƬem osnovnih pojmova

zvati definisanim ili izvedenim pojmovima. Iskaze kojima se odred-

juje sadrжaj izvedenih pojmova nazivamo definicijama.

Tako�e, prilikom utvr�ivaƬa istinitosti nekog tvr�eƬa neophodno

je pozivaƬe na druge stavove za koje je tako�e potrebno utvrditi is-

tinitost uz pomo�nekih drugih tvr�eƬa i stavova itd. I ovde, ukoliko

жelimo da izbegnemo cirkularno dokazivaƬe, upadamo u beskonaqnu re-

gresiju. Radi toga proces dokazivaƬa moramo zapoqeti nekim stavovima

qija se istinitost pretpostavƩa da vaжi bez dokazivaƬa. Te poqetne

stavove zva�emo aksiomama ili osnovnim stavovima teorije. Ostale

stavove qiju istinitost izvodimo zva�emo teoremama ili izvedenim
stavovima.

Jedna od vaжnih nauqnih disciplina koja se moжe zasnovati u skladu

sa navedenim principima jeste logika. Svaka druga nauqna teorija koja

se zasniva na navedenim principima obiqno je utemeƩena na ve�postoje�oj

logici. U tom sluqaju logika se pretpostavƩa. Na taj naqin pojmove
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8 1. Uvod

logike upotrebƩavamo u formulacijama aksioma, teorema i definicija

bez nekog bliжeg odre�eƬa, a logiqke stavove primeƬujemo bez posebnog

dokazivaƬa. U izgradƬi neke matematiqke discipline ponekad je pored

logike potrebno koristiti i neku drugu ve�zasnovanu matematiqku dis-

ciplinu. Te nauqne discipline koje zajedno sa logikom prethode zasni-

vaƬu neke matematiqke teorije nazivamo pretpostavƩenim disciplinama.

Za izgradƬu geometrije pored logike potrebno je pretpostaviti teoriju

skupova, a tako�e i aritmetiku sa teorijom realnih brojeva.

Napred opisana metoda izgradƬe neke matematiqke teorije naziva se

deduktivna ili aksiomatska metoda, a na taj naqin zasnovane disci-

pline aksiomatskim ili deduktivnim teorijama.

Ako osnovne pojmove neke deduktivne teorije zamenimo odgovaraju�im

promenƩivim x, y, z, . . ., onda aksiome i teoreme te teorije postaju va-

Ʃane formule P (x, y, z, . . .), Q(x, y, z, . . .), . . . koje x, y, z, . . . sadrжe kao

slobodne promenƩive. U tom sluqaju za proizvoƩno izabrane objekte

X,Y, Z, . . . moжemo ustanoviti da li zadovoƩavaju aksiome, tj. da li

su formule P,Q, . . . istinite kada promenƩive x, y, z, . . . zamenimo sa

X,Y, Z, . . .. Tada za objekte X,Y, Z, . . . kaжemo da predstavƩaju model
ili realizaciju deduktivne teorije. U suprotnom, oni nisu model pos-

matrane teorije. Prilikom izgradƬe neke matematiqke teorije u velikoj

meri postoji sloboda izbora kako osnovnih pojmova tako i sistema ak-

sioma. Za dva aksiomatska sistema smatra�emo da su ekvivalentna ako

se svaki pojam jednog od Ƭih moжe opisati preko pojmova onog drugog

i ako se svaka aksioma jednog moжe dokazati kao teorema u onom drugom

aksiomatskom sistemu. Pored qisto teorijskih razloga za izbor jednog a

ne nekog drugog aksiomatskog sistema znaqajnu ulogu imaju i neki prak-

tiqni, didaktiqki pa u velikoj meri i estetski razlozi.

Bez obzira na postojaƬe velike slobode u izboru aksioma, to ne znaqi

i odsustvo bilo kakvih zahteva u izboru sistema aksioma neke deduktivne

teorije. Najpre, sistem aksioma mora da bude neprotivureqan, tj. da se

iz Ƭega ne mogu istovremeno dedukovati neki stav i negacija tog stava.

Neprotivureqnost je bezuslovan zahtev bilo koje deduktivno zasnovane

teorije, jer u suprotnom ona ne bi imala smisla. Tako�e, sistem ak-

sioma mora da bude potpun. To znaqi da se od svaka dva protivure-

qna stava bar jedan moжe dokazati. Za stav, qija se negacija u datoj

teoriji moжe dokazati kaжemo da se moжe oboriti u datoj teoriji. To

znaqi da je sistem aksioma potpun ako se svaki stav u datoj deduktivnoj

teoriji moжe ili dokazati ili oboriti. Potpunost i neprotivureqnost

su osobine koje nisu od istog znaqaja za dati sistem aksioma. Naime,

ako je neki aksiomatski sistem neprotivureqan, on �e u istoj meri biti
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logiqki vredan bez obzira na to xto nije potpun. Nedostatak nepotpunog

aksiomatskog sistema jeste xto se neki stavovi kod Ƭega ne mogu niti

dokazati niti oboriti. Kod nepotpunog sistema se dodavaƬem nekih ak-

sioma mogu dokazati ili oboriti odgovaraju�a tvr�eƬa formulisana

u toj teoriji, za koja ranije nije postojala takva mogu�nost. Sistem

aksioma, a tako�e i sistem pojmova mora da bude nezavisan. To znaqi

da se ni jedna od aksioma date teorije ne moжe dokazati uz pomo�nekih

drugih aksioma te teorije i da se ni jedan od osnovnih pojmova ne moжe

definisati pomo�u drugih osnovnih pojmova te teorije. S obzirom na to

da insistiraƬe na qiƬenici da sistem aksioma bude minimalan, moжe
imati za posledicu da dokazi pojedinih tvr�eƬa mogu biti glomazni i

zamorni, moжe se odustati od principa minimalnosti, xto je uobiqajeno

na primer u sredƬoxkolskim kursevima.

1.2 Euklidovi Elementi i Peti postulat

Geometrija kao nauka je ponikla iz svakodnevne prakse. ƨudi su

od davnina bili u situaciju da moraju da grade domove i zgrade, da

trasiraju puteve da odre�uju granice svojih poseda i Ƭihove dimenzije.

Tako�e, postojala je umetniqka potreba za ukraxavaƬem ku�a i ode�e

stvaraƬem slika iz жivota i okruжeƬa. Sve to je iziskivalo potrebu za

upoznavaƬem prostornih osobina objekata na koje su u okruжeƬu naila-

zili. Ne jednom, te su zakonitosti proveravane i potvr�ivane, tokom

vremena, kako opaжajno, tako i eksperimentima. SaznaƬa do kojih se je

dolazilo prenoxena su sa generacije na generaciju najpre usmeno a zatim

i pismeno.

Nekoliko vekova pre naxe ere, kulturni narodi su raspolagali po-

dacima o prostornim osobinama predmeta iz okruжeƬa. Moramo napome-

nuti da ta znaƬa nisu bila sistematizovana tj. bila su formulisana

u obliku pravila i recepata. Na formiraƬe geometrije kao nauke ve-

liki uticaj su imali starogrqki filozofi i mislioci. Oni su prvi

formulisali osnovne stavove nauke o zakonima pravilnog mixƩeƬa, tj.

logike. Me�u Ƭima najistaknutiji iz tog vremena bio je Aristotel1.

Req geometrija izvedena je od dve grqke reqi: gea(γή) - zemƩa i me-

treo (µετρὲω) - meriti. Dakle u bukvalnom prevodu sama req geometrija

znaqi mereƬe zemƩe.

1Aristotel (384. p.n.e-322. p.n.e), starogrqki filozof i besednik, Platonov

uqenik i jedna od najuticajnijih liqnosti u istoriji evropske misli.
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PostavƩaƬe aksioma geometrije i ispitivaƬe Ƭihovih uzajamnih od-

nosa jeste zadatak koji je jox od davnina bio predmet mnogobrojnih izvrs-

nih rasprava matematiqke literature. Ovaj zadatak svodi se na logiqku

analizu naxih prostornih opaжaja.

Prve korake u sistematizaciji geometrije naqinio je Hipokrat sa
Hiosa2 u svom delu Elementi pre dve i po hiƩade godina. Naжalost,

Ƭegovo delo nije saquvano. Nakon Ƭega, Leon je pod uticajem Platona3

sastavio nove Elemente oko 370. godine stare ere. Potpunije Elemente

napisao je Teudije iz Magnezije, koje je dopunio Hermotim iz Kolo-
fona. I ova dela su izgubƩena tokom istorije. ƫihov znaqaj za is-

toriju matematike je u uticaju koji su izvrxila na Euklida i Ƭegovo

nauqno stvaralaxtvo. Daleko najquvenije i najqitanije delo iz tog vre-

mena jesu Elementi koje je Euklid4 napisao oko 300. godine stare ere, a

koje se sastoji od trinaest kƬiga. Znaqaj Euklidovih Elemenata ogleda

se u tome xto je vixe od dva milenijuma to delo bilo osnov svakog obra-

zovaƬa. Ono je bilo prevedeno na jezike svih kulturnih naroda sveta.

ZahvaƩuju�i delu kakvo je Euklidovi elementi, geometrija je vekovima

doжivƩavana kao savrxenstvo, a sva ostala sistematizovana znaƬa rav-

nala su se prema Ƭoj i sa Ƭom upore�ivala.

Na osnovu prevoda Euklidovih Elemenata koji je uradio Anton Bi-

limovi�, u nastavku �emo izloжiti osnovne definicije, aksiome i pos-

tulate iz ovog dela.

Osnovne definicije koje je Euklid uveo u svojim Elementima su:

1. Taqka je ono xto nema delova.
2. Linija je duжina bez xirine.
3. Krajevi linije su taqke.
4. Prava je linija ona, koja za taqke na Ƭoj po�ednako leжi.
5. Povrxina je ono xto ima samo duжinu i xirinu.
6. Krajevi povrxine su linije.
7. Ravan je povrxina koja za prave na Ƭoj po�ednako leжi.
8. Ugao u ravni je uzajamni nagib dveju linija u ravni koje se seku

i koje ne leжe u istoj pravoj.

2Hipokrat sa Hiosa (470. pne-oko 410. pne) starogrqki matematiqar, geometriqar

i astronom.
3Platon (427. pne-347. pne) starogrqki filozof i besednik, Sokratov ucenik,

Aristotelov uciteƩ i osnivac Akademije u Atini.
4Euklid (330. pne-275. pne) grqki matematiqar iz Atine. Жiveo je i radio u

Aleksandriji gde je stvorio matematiqku xkolu. Napisao je brojna dela, od kojih

neka nisu saquvana i poznata su samo po naslovu. Saquvana dela su: ”Elementi”

(geometrija kao nauka o prostoru) u 13 kƬiga, ”Data” (o uslovima zadavaƬa nekog

matematiqkog objekta), ”Optika” (s teorijom perspektive), i dr.
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9. Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove pravolini-
jski.

10. Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa ovom dva
susedna jednaka ugla, svaki od Ƭih je prav, a podignuta prava zove se
normala na onoj na kojoj stoji.

11. Tup ugao je onaj koji je ve�i od pravog.

12. Oxtar ugao je onaj koji je maƬi od pravog.

13. Granica je ono xto je kraj ma qega.

14. Figura je ono xto je ome�eno ili jednom ili sa vixe granica.

15. Krug je ravna figura ome�ena takvom jednom linijom, koja se
zove periferija, da su sve prave povuqene od jedne taqke, koja se nalazi
u samoj figuri, prema toj liniji me�usobno jednake.

16. Ova taqka zove se sredixte kruga.

17. Preqnik kruga je svaka prava xto prolazi kroz sredixte kruga
a ograniqena je sa svake strane periferijom kruga. On polovi krug.

18. Polukrug je figura ograniqena preqnikom i Ƭime odvojenom
periferijom kruga. Sredixte polukruga je isto kao i sredixte kruga.

19. Pravolinijske figure su one koje su ograniqene pravama; tros-
trane su ograniqene sa tri, qetvorostrane sa qetiri, mnogostrane
sa vixe od qetiri prave.

20. Od trostranih figura jednakostrani trougao ima tri jednake
strane, jednakokraki ima samo dve jednake strane, a raznostrani ima
tri nejednake strane.

21. DaƩe, od trostranih je pravougli trougao onaj koji ima prav
ugao, tupougli onaj koji ima tup ugao, a oxtrougli onaj koji ima tri
oxtra ugla.

22. Od qetvorostranih figura kvadrat je jednakostran i sa pra-
vim uglovima; pravougaonik je sa pravim uglovima ali nije sa jed-
nakim stranama; romb je sa jednakim stranama ali nije sa pravim
uglovima; romboid je sa jednakim naspramnim stranama, ali nije
jednakostran ni sa pravim uglovima. Ostale qetvorostrane figure
neka se zovu trapezi.

23. Paralelne su one prave, koje se nalaze u istoj ravni i koje se
produжene u beskrajnost na obe strane ne seku jedna sa drugom.

U svojim Elementima osnovne stavove geometrije Euklid je podelio

na aksiome i postulate. U razliqitim prepisima Elemenata broj pos-

tulata i aksioma nije isti, ali se obiqno prihvata da je on zasnovao

geometriju na devet aksioma i pet postulata. I mi �emo navesti najpre

postulate, kao xto je Euklid to uqinio u Elementima:
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”Neka se pretpostavi:

1. Da se moжe povu�i od svake taqke ka svakoj drugoj taqki prava
linija.

2. I da ograniqena prava moжe biti produжena u svom pravcu
neprekidno.

3. I da se moжe opisati od svakog sredixta svakim rastojaƬem
krug.

4. I da su svi pravi uglovi jednaki me�usobno.
5. I da �e se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje

sa iste strane dva unutraxƬa ugla qiji je zbir maƬi od dva prava
ugla, te dve prave beskrajno produжene, se�i i to sa one strane sa
koje su ovi uglovi maƬi od dva prava ugla.”

Nije texko videti da postulati predstavƩaju neke geometrijske is-

tine. Interesantno je da je peti postulat zbog svoje sloжenosti izazivao

paжƬu matematiqara i nagonio ih da pokuxavaju da ga izvode iz ostalih

aksioma geometrije.

I aksiome kao i postulati predstavƩaju neka osnovna tvr�eƬa, ali s

tom razlikom xto se ne odnose striktno na geometrijske objekte. Aksiome

su:

1. Oni koji su jednaki istom jednaki su me�usobno.
2. I ako se jednakim dodaju jednaki celine su jednake.
3. I ako se od jednakih oduzmu jednaki ostaci su jednaki.
4. I ako se nejednakim dodaju jednaki celine su nejednake.
5. I udvostruqeni jednaki jednaki su me�usobno.
6. I polovine od jednakih jednake su me�usobno.
7. I oni koji se mogu poklopiti jednaki su me�usobno.
8. I celina je ve�a od dela.
9. I dve prave ne ograniqavaju oblast.
Samo su sedma i deveta aksioma geometrijskog karaktera. U nekim

prepisima se sedma aksioma javƩa kao xesti postulat xto pokazuje da

su prepisivaqi kroz vekove davali sebi odre�enu slobodu.

U daƩem izlagaƬu u Elementima Euklid koristi propozicije - teo-
reme (ϑεωρὴµατα - od glagola ϑεωρὴµω - razmixƩam), koje daƩe izvodi

uz pomo� propozicija za koje je ve� ustanovio da vaжe.

1.3 NastavƩaqi Euklidovog uqeƬa

Od antiqkih vremena razvoj geometrije je ixao u dva pravca. Sa

jedne strane, sistem aksioma je proxirivan tako da bi se mogao dokazati
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xto ve�i broj tvr�eƬa, dok se je sa druge strane uporno pokuxavalo

dokazivaƬe petog Euklidovog postulata iz spiska postoje�ih aksioma.

NastavƩaju�i Euklidov rad, na samom startu su antiqki matema-

tiqari uoqili da se ne mogu dokazati ili oboriti sva tvr�eƬa koja

su u geometriji mogla biti formulisana. Tako je Arhimed5 u svom delu

O sferi i cilindru, postoje�i sistem aksioma proxirio sa pet novih

aksioma. I nakon Arhimeda se je pokuxavalo da se sistem aksioma ge-

ometrije upotpuni. UsavrxavaƬem Euklidovog dela pored Arhimeda,

bavili su se Apolonije6, Geminus, Nikomah (I vek pre nove ere), Papos
(III vek nove ere), Teon i Proklo (V vek nove ere). Tokom niza vekova, bez

obzira na napore koji su qiƬeni, niko nije uspeo da suxtinski unapredi

geometriju kao nauku u odnosu na ono xto je bilo izneto u Euklidovim

elementima. Bilo je tu sjajnih otkri�a koja su omogu�ila i rexavaƬe

mnogih geometrijskih problema. Ipak, suxtinskih promena u geometriji

nije bilo jox iz vremena Euklida i Arhimeda.

Propax�u grqke kulture u Evropi poqiƬe mraqno doba sredƬeg veka.

U to vreme centar svetske civilizacije postaje arapski istok. Euk-

lidovi Elementi su prevedeni na arapski jezik. I arapski mislioci

su pokuxavali da dokaжu peti postulat. Arapski matematiqar Nasir-
Edinu (1201-1274) je najpoznatiji iz tog vremena. Me�utim ni Ƭegova

interesantna i originalna istraжivaƬa nisu dovela do dokaza petog Eu-

klidovog postulata.

U doba renesanse se u Evropu vra�a interesovaƬe za geometriju. U

petnaestom veku Euklidovi Elementi su prevedeni sa arapskog na latin-

ski jezik, a u xesnaestom je prona�en i reprodukovan originalan tekst

na grqkom jeziku.

Pokuxaji rexavaƬa problema paralelnih pravih vezanih za dokazi-

vaƬe petog Euklidovog postulata predstavƩaju jedan interesantan pogled

na geometriju. Generacije i generacije nastavƩaqa Euklidovog uqeƬa su

tokom vekova bile opsednute pokuxajima da dokaжu peti Euklidov postu-

lat korix�eƬem postoje�eg sistema aksioma. Razlog za to je qiƬenica

da je Euklid dokazivao tvr�eƬa koja su imala znatno prostiji oblik

od petog postulata. Pokuxaji dokazivaƬa Euklidovog petog postulata

ixli su najqex�e indirektim postupkom. Polazilo se od negacije petog

5Arhimed (287. pne-212. pne) grqki matematiqar, fiziqar i astronom, iz Sir-

akuze na Siciliji. Prvi je izraqunao broj π, pronaxao zakon poluge, zakon potiska

(Arhimedov zakon, Arhimedova vaga) i dr.
6Apolonije iz Pergama (262. pne-190. pne) antiqki helenski matematiqar i as-

tronom, poznati nauqnik aleksandrijskog Muzeona koga su iz poxtovaƬa zvali Ve-

liki geometar.
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postulata ili nekog Ƭegovog ekvivalentnog tvr�eƬa. Pokuxaji su ixli

u smeru da se korix�eƬem postoje�ih aksioma na taj naqin do�e do dva

protivreqna tvr�eƬa. Na taj naqin je dobijen qitav niz tvr�eƬa ek-

vivalentnih petom Euklidovom postulatu, ali do dokaza petog Eukli-

dovog postulata se nije doxlo. Mnogi matematiqari su bili u zabludi

da su dokazali peti Euklidov postulat ne prime�uju�i da su u dokazu

naqinili grexku tako xto su iskoristili neki od Ƭegovih ekvivalenata.

Posebno su interesantni radovi italijanskog matematiqara I. Sak-
erija (1667-1733), koji je pokuxao da polaze�i od tvre�eƬa suprotnog

petom postulatu, izgradi geometrijsku teoriju razliqitu od Euklidove.

Sakeri je bio ube�en da �e u takvoj teoriji do�i do protivureqnosti,

qime bi bila dokazana vaƩanost petog postulata. Me�utim Sakerijeve

nade nisu se ispunile, protivureqnost do koje je doxao bila je prividna

a pitaƬe postojaƬa takve protivureqnosti ostalo je otvoreno. Veliki

uticaj na kasƬe generacije matematiqara iz tog vremena imali su radovi

francuskog matematiqara Leжandra (1752-1833) koji je dokazao qitav

niz interesantnih stavova koji su u vezi sa petim postulatom, kao xto

su na primer:

1) Zbir unutraxƬih uglova trougla ne moжe biti ve�i od dva prava

ugla.

2) Ako je u nekom trouglu zbir unutraxƬih uglova jednak dva prava

ugla, onda je zbir unutraxƬih uglova u svakom trouglu jednak dva prava

ugla.

Preostalo mu je da dokaжe da zbir unutraxƬih uglova trougla ne

moжe biti maƬi od dva prava ugla. Me�utim i Ƭegov dokaz je sadrжao

grexku jer je koristio nedokazana tvr�eƬa.

Nakon velikog broja pokuxaja da se izvede dokaz petog postulata,

problem je razrexen tek u devetnaestom veku. Dokazano je da peti Euk-

lidov postulat ne zavisi od ostalih aksioma geometrije. To je bio prvi

znaqajan rezultat koji je znatno unapredio pogled na geometriju jox od

vremena Euklida. Pre svega, kroz rad Nikolaja Ivanoviqa Lobaqevskog7

i Janoxa BoƩaja8 prvi put je izraжena misao da peti Euklidov postu-

lat ne zavisi od ostalih aksioma geometrije i da se samim tim ne moжe

7Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski (1792-1856) ruski matematiqar, postavio temeƩe

neeuklidske geometrije. Za жivota, Lobaqevski je kao i Kopernik, bio nepoznat i

nepriznat qak i u svojoj domovini. Ali tek kada je nakon Gausove smrti objavƩeno da

je on prihvatao ideje i dostignu�a Lobaqevskog, tada je matematiqka javnost prvi

put qula za ime velikog ruskog matematiqara.
8Janox BoƩai (1802-1860) ma�arski matematiqar.
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izvesti Ƭegov dokaz9.

U poqetku su prvi radovi osnivaqa neeuklidske geometrije doqekani

sa nevericom i rugaƬem. Rezultati Lobaqevskog i BoƩaja postali su

sasvim jasni tek krajem devetnaestog veka sa konaqnim formiraƬem lo-

giqkog pogleda na geometriju. Tada je geometrija prvi put logiqki ko-

rektno bila utemeƩena. Xta vixe, doxlo se do zakƩuqka da osim Eu-

klidove geometrije postoji i geometrija bitno razliqita od Ƭe. Tu

novootkrivenu geometriju danas nazivamo geometrijom Lobaqevskog-Bo-
Ʃaja ili hiperboliqkom geometrijom.

Moжe nam se uqiniti qudnim da se u matematici izuqavaju dve teorije,

euklidska geometrija i geometrija Lobaqevskog koje su u suprotnosti

jedna sa drugom. Za modernu matematiku je me�utim od najve�e vaжnosti

da su obe odre�ene sistemima aksioma koji su neprotivreqni i potpuni.

Na pitaƬe: koja od te dve geometrije vaжi, nema smisla traжiti odgovor

u okviru matematike. Naime, to bi se svodilo na pitaƬe koje aksiome

vaжe, ali Ƭih prihvatamo bez dokaza. Naravno, pitaƬe moжe glasiti

kakva je geometrija prostora u fiziqkom smislu i kako Ƭu moжemo xto

boƩe opisati aksiomama. Radi odgovora na to pitaƬe potrebna je fiz-

iqka interpretacija osnovnih geometrijskih pojmova. Npr. pravu je na-

jprirodnije interpretirati kao svetlosni zrak. U tom smislu pokazuje

se da fiziqki prostor nije euklidski. On nije odre�en ni geometrijom

Lobaqevskog. Pojavom Ajnxtajnove10 teorije relativnosti poqetkom XX
veka, pokazalo se da je u kosmiqkom prostoru pogodnije koristiti neeuk-

lidsku geometriju sa promenƩivom zakrivƩenox�u. Tako moжemo re�i,

da se geometrija vasione lokalno meƬa, u zavisnosti od blizine neke

mase i Ƭene koliqine.

Nemaqki matematiqar Bernard Riman11 u svom radu O hipotezama
koje leжe u osnovi geometrije dolazi do jox jedne neeuklidske ge-

ometrije koja je danas poznata pod nazivom Rimanova geomerija u uжem
smislu ili eliptiqka geometrija. Otkri�e neeuklidske geometrije,

imalo je uticaja na zasnivaƬe bilo koje deduktivne teorije. Doxlo se do

saznaƬa da osnovna geometrijska tvr�eƬa, odnosno aksiome i postulati,

vaжe ne samo na skupu taqaka pravih i ravni shva�enih u klasiqnom

9Postoje indikacije da je na tu pomisao prvi doxao jedan od najve�ih matema-

tiqara tog vremena K.F. Gaus (1777-1855). Me�utim Gaus nikada nije nixta o tome

objavio.
10A. Ajnxtajn (1879-1955), nemaqki fiziqar
11Georg Fridrih Bernard Riman (1826-1866), nemaqki matematiqar koji je dao

znaqajan doprinos razvoju matematiqke analize i diferencijalne geometrije, qime

je ujedno utro put i za kasniji razvoj Opxte teorije relativnosti.
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Euklidovom smislu ve� na skupu taqaka pravih i ravni shva�enih u

mnogo xirem smislu. Doxlo je do proxirivaƬa i apstrakcije geometri-

jskih pojmova u skoro svim geometrijskim tvr�eƬima. Daju�i tako ap-

strahovanim pojmovima konkretna znaqeƬa dolazi se do modela na kojima

se moжe izvesti realizacija Euklidove geometrije, geometrije

Lobaqevskog ili Rimanove geometrije. Interesantni su modeli koje su

saqinili Eu�enio Beltrami12, Feliks Klajn13 i Anri Poenkare14.

Doxlo je do novih stremƩeƬa i podsticaja u aksiomatskom zasnivaƬu

geometrije, xto je dovelo do suptilnije analize osnovnih geometrijskih

pojmova i tvr�eƬa. Tako su Rihard Dedekind15 1872. i Georg Kantor
1873. godine, nezavisno jedan od drugog, na razliqite naqine razvili

uqeƬe o neprekidnosti. Oni su otklonili jedan znatan nedostatak ak-

siomatike Euklida uvo�eƬem aksioma neprekidnosti. Nemaqki matema-

tiqar Moric Pax 1882. uvodi aksiome poredka u svom delu PredavaƬa
iz novije geometrije i na taj naqin otklaƬa jox jedan od nedostataka

Euklidove aksiomatike.

NastavƩaju�i rad italijanskih matematiqara �uzepe Peana, �uzepe
Veronezea i Maria Pieria s kraja XIX veka, tek je nemaqki matematiqar

David Hilbert16 zasnovao geometriju na neprotivureqnom, potpunom, i

nezavisnom sistemu aksioma u svom delu Osnove geometrije iz 1899. go-

12Eu�enio Beltrami (1835-1900) italijanski matematiqar.
13Feliks Kristijan Klajn (1849-1925) nemaqki matematiqar, poznat po svome radu

na teoriji grupa, teoriji funkcija, neeuklidskoj geometriji i na povezivaƬu ge-

ometrije sa teorijom grupa.
14Жil Anri Poenkare (1854-1912) francuski matematiqar i teorijski fiziqar.
15Julijus Vilhelm Rihard Dedekind (18311916) nemaqki matematiqar. Dedekind

je u svom delu Priroda i znaqeƬe brojeva, iz 1888. godine ponudio aksiomatski

pristup prirodnim brojevima. Kasnije, definisao je iracionalne brojeve pomo�u

Dedekindovog preseka.
16David Hilbert (1862-1943) nemaqki matematiqar. Dao je vaжan doprinos u neko-

liko grana matematike. Hilbert je 1888. uopxtio jednu vaжnu Жordanovu teoremu

na sisteme vixeg reda. Godine 1899. objavio je svoje quveno delo Osnove geometrije

u kome je tu temu, konaqno, postavio na stroge aksiomatske osnove. On je tako�e

pokazao da je geometrija jednako konzistentna kao aritmetika realnih brojeva. Go-

dine 1900. Hilbert je postavio deo od 23 problema kao izazov matematiqarima 20.

veka. RexeƬa ili nekakav napredak je napravƩen u oko tri qetvrtine Ƭih.

Kasnije se Hilbert posvetio radu na teorijskoj fizici i osnovama matematike.

Razvijao je matematiqki formalizam xto ga je, zajedno sa Paulom Bernajsom,

dovelo do dela Osnove matematike. Drugi radovi Hilberta ukƩuquju Ƭegov dokaz

Varingovog problema, tj. pretpostavke koju je postavio Varing 1770. godine, a prvo

potpuno rexeƬe je 1909. pronaxao Hilbert. Tako�e, Ƭegov veliki doprinos je u

razvoju tzv. Hilbertovog prostora, a tako�e i u prouqavaƬu integralnih jednaqina

i algebarske teorije brojeva.
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dine. Za razliku od Euklida, Hilbert ne pokuxava da opisuje osnovne

geometrijske pojmove: taqke, prave, ravni, ve� ih posredno odre�uje

preko aksioma. Za razliku od Euklidove aksiomatike koja se odnosila na

konkretne geometrijske objekte koji su imali potpuno odre�eno znaqeƬe,

Hilbertova aksiomatika odnosi se na geometrijske objekte koji mogu da

imaju raznovrsna znaqeƬa. To je i razlog xto se kaжe da je Euklidova

aksiomatika sadrжajnog, a Hilbertova poluformalnog karaktera.

Hilbert u Osnovama geometrije uvodi dvadeset aksioma koje razvr-

stava u pet grupa na slede�i naqin:

I Aksiome veze (pripadaƬa, incidencije) (osam aksioma),

II Aksiome poretka (qetiri aksiome),

III Aksiome podudarnosti (pet aksioma),

IV Aksiome neprekidnosti (dve aksiome),

V Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

I danas, kada je proxlo vixe od sto godina znaqaj Hilbertovih Os-

nova geometrije ogleda se u tome, xto je stvoren preduslov za izraжa-

vaƬa kao xto su potpunost, nezavisnost i neprotivureqnost sistema

aksioma.

U ovoj kƬizi koristi�emo nexto modifikovan Hilbertov sistem ak-

sioma, tj. aksiome geometrije bi�e razvrstane na slede�i naqin:

I Aksiome incidencije (devet aksioma),

II Aksiome poretka (xest aksioma),

III Aksiome podudarnosti (sedam aksioma),

IV Aksiome neprekidnosti (jedna aksioma),

V Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

U zavisnosti od toga da li smo prepostavili da vaжi Euklidova ili

aksioma paralelnosti Lobaqevskog, dobijamo euklidsku ili geometriju

Lobaqevskog.

Moжe nam se uqiniti qudnim da se u matematici izuqavaju te dve

teorije, koje su u suprotnosti jedna sa drugom. Za modernu matematiku

je me�utim od najve�e vaжnosti da su obe odre�ene sistemima aksioma

koji su neprotivreqni i potpuni. Na pitaƬe: koja od te dve geometrije

vaжi, nema smisla traжiti odgovor u okviru matematike. Naime, to bi

se svodilo na pitaƬe koje aksiome vaжe, ali Ƭih prihvatamo bez dokaza.

Naravno, pitaƬe moжe glasiti kakva je geometrija prostora u fiziqkom

smislu i kako Ƭu moжemo xto boƩe opisati aksiomama. Radi odgovora

na to pitaƬe potrebna je fiziqka interpretacija osnovnih geometrijskih

pojmova. Npr. pravu je najprirodnije interpretirati kao svetlosni

zrak. U tom smislu pokazuje se da fiziqki prostor nije euklidski.
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On nije odre�en ni geometrijom Lobaqevskog. Pojavom Ajnxtajnove17

teorije relativnosti poqetkom XX veka, pokazalo se da je u kosmiqkom

prostoru pogodnije koristiti neeuklidsku geometriju sa promenƩivom

zakrivƩenox�u. Tako moжemo re�i, da se geometrija vasione lokalno

meƬa, u zavisnosti od blizine neke mase i Ƭene koliqine.

Potrebno je na kraju ista�i da razvoj geometrije ovim nikako nije

zavrxen. Naprotiv, nasuprot uobiqajenoj predstavi, geometrija i ma-

tematika uopxte se u posledƬih sto godina razvijaju u jox brжe nego

ranije. I dan danas su mnogi matematiqki problemi ostali nerexeni i

jox uvek otvoreni za rexavaƬe. To vaжi i za probleme iz geometrije, a

posebno za neeuklidske geometrije.

17A. Ajnxtajn (1879-1955), nemaqki fiziqar
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Geometrija poretka

2.1 Osnovni pojmovi i grupe aksioma

u geometriji

Kao xto smo videli u uvodu, jox je Euklid u svojim Elementima

pokuxao da uvede definicije pojmova kao xto su taqka prava i ravan.

To i nisu neke stroge definicije, ve�objaxƬeƬa tih elementarnih ge-

ometrijskih pojmova. I mnogo kasnije, matematiqari kao npr. Leжandr1

i Peano2, pokuxavali su da daju definicije osnovnih geometrijskih poj-

mova. Tek je Hilbert u svojim Osnovama geometrije taqke, prave i

ravni svrstao u pojmove koji se ne definixu, tj. predstavƩaju osnovne,

odnosno polazne pojmove u geometriji.

U zasnivaƬu geometrije polazimo od proizvoƩnog skupa S, dveju klasa

Cl i Cπ podskupova skupa S i dveju relacija B i C nad skupom S, od kojih

je prva troelementna, a druga qetvoroelementna.

Skup S nazivamo prostorom a Ƭegove elemente taqkama koje obele-

жavamo velikim slovima latinice A,B,C, . . .

Elemente klase Cl nazivamo pravama i obeleжavamo ih malim slovima

latinice a, b, c, . . .

Elemente klase Cπ nazivamo ravnima i obeleжavamo ih malim grqkim

slovima α, β, γ, δ, . . .

Troelementnu relaciju B nazivamo relacijom izme�u. UpotrebƩeni

1Adrijen-Mari Leжandr (1752-1833) francuski matematiqar.
2�uzepe Peano (1858-1932) italijanski matematiqar i logiqar. Razjasnio je

postavke matematiqke logike i uveo aksiome prirodnih brojeva (tzv. Peanove ak-

siome, ili Peanovi postulati). Priznat je i po otkri�u krive koja ispuƬava pros-

tor, tzv. Peanove krive, iz 1890.

19
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simbol B je prvo slovo engleske reqi between (izme�u). Tom relacijom

izraжavamo qiƬenicu prema kojoj se jedna taqka C nalazi izme�u taqaka

A i B, i to simboliqki obeleжavamo B(A,C,B).

Qetvoroelementnu relaciju C nad skupom S nazivamo relacijom po-
dudarnosti. UpotrebƩeni simbol C je prvo slovo latinske reqi congru-

entia, xto znaqi podudarnost. Ako je na primer ure�en par taqaka (A,B)
podudaran sa ure�enim parom taqaka (C,D), pisa�emo C(A,B;C,D) ili

(A,B) ∼= (C,D).

Svaki neprazan skup taqaka prostora S nazivamo geometrijskim li-
kom, geometrijskim objektom ili geometrijskom figurom. Prema

tome, osnovne pojmove u geometriji saqiƬavaju tri vrste objekata, to su

taqke, prave i ravni i dve relacije B i C. PretpostavƩamo da osnovni

geometrijski pojmovi imaju izvesne osobine, koje ne dokazujemo, ve�ih

usvajamo bez dokaza. Te osobine su iskazane tvr�eƬima koja zovemo os-

novnim geometrijskim tvr�eƬima ili aksiomama geometrije. Prema

prirodi tih osobina, aksiome geometrije razvrstavamo u pet grupa i

to su:

I Aksiome incidencije (devet aksioma),

II Aksiome poretka (xest aksioma),

III Aksiome podudarnosti (sedam aksioma),

IV Aksiome neprekidnosti (jedna aksioma),

V Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

Aksiomatika prve qetiri grupe saqiƬava aksiomatiku apsolutne
geometrije. Aksiomatika prve qetiri grupe saqiƬava aksiomatiku ap-
solutne geometrije. Ovo je apsolutna geometrija u smislu BoƩaija

i Lobaqevskog.3 Do uvo�eƬa aksiome paralelnosti prostor S �emo oz-

naqavati sa S3 a odgovaraju�u ravan S2.

Geometrija koja je zasnovana na prve dve grupe aksiomadovoƩno je

sloжena da se moжe izdvojiti u jednu celinu. Tu geometriju koja se bavi

me�usobnim skupovnim odnosima taqaka, pravih i ravni, kao i relacijom

poretka na pravoj nazivamo geometrija poretka.

3Interesantno je napomenuti da je jox Euklid u svojim Elementima dugo izbegavao

da u dokazima koristi peti postulat. Na taj naqin je dobio qitav niz tvr�eƬa

za qije dokazivaƬe nije bio potreban peti postulat, pa se Euklid moжe smatrati

utemeƩivaqem i apsolutne geometrije.
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2.2 Aksiome incidencije

Aksiomatika incidencije obuhvata aksiome zasnovane na osnovnim

relacijama pripada i sadrжi se (∈, ⊂) prihva�enim iz teorije skupova

koje jednim imenom nazivamo relacijama incidencije (veze, pripadaƬa).

Definicija 2.2.1. Za tri ili vixe taqaka A,B,C, . . . kaжe se da su
kolinearne ako postoji prava koja ih sadrжi; u protivnom su neko-
linearne. Analogno, za qetiri ili vixe taqaka A,B,C,D, . . . kaжe
se da su komplanarne ako postoji ravan koja ih sadrжi, u protivnom
su nekomplanarne.

Grupu aksioma incidencije qine slede�ih devet aksioma:

I1 Svaka prava sadrжi najmaƬe dve taqke A i B.

I2 Postoji najmaƬe jedna prava koja sadrжi dve taqke A i B.

I3 Postoji najvixe jedna prava koja sadrжi dve razne taqke A i B.

I4 Svaka ravan sadrжi najmaƬe tri nekolinearne taqke A, B i C.

I5 Postoji najmaƬe jedna ravan koja sadrжi tri nekolinearne taq-
ke A, B i C.

I6 Postoji najvixe jedna ravan koja sadrжi tri nekolinearne taq-
ke A, B i C.

I7 Ako dve razne taqke A i B neke prave p pripadaju nekoj ravni π,
tada sve taqke prave p pripadaju ravni π.

I8 Ako dve ravni α i β imaju jednu zajedniqku taqku A, onda one
imaju najmaƬe jox jednu zajedniqku taqku B.

I9 Postoje qetiri nekomplanarne taqke A, B, C i D.

Prve qetiri aksiome odnose se na geometriju ravni dok se ostalih

pet aksioma odnosi na geometriju prostora. To je i razlog xto prve

qetiri aksiome nazivamo planimetrijskim, a ostalih pet aksoma stere-

ometrijskim aksiomama incidencije. U literaturi se aksiome inciden-

cije nazivaju jox i aksiomama veze. Kod nekih autora ova grupa aksioma

satoji se od osam aksioma, priqemu su druga i tre�a aksioma spojene u

jednu.



22 2. Geometrija poretka

2.3 Posledice aksioma incidencije

Od posledica aksioma incidencije pomenu�emo slede�e:

Teorema 2.3.1. Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke tada su svake
dve od Ƭih me�usobno razne.

Dokaz. Ovo tvr�eƬe se lako dokazuje svo�eƬem na protivureqnost. �

Teorema 2.3.2. Ako su A,B,C,D qetiri nekomplanarne taqke tada
su svake dve od Ƭih me�usobno razne.

Dokaz. Analogno dokazu prethodne teoreme. �

Posledica 2.3.1. Postoje tri nekolinearne taqke.

Teorema 2.3.3. Dve razne prave mogu da imaju najvixe jednu zajed-
niqku taqku.

Dokaz. Neka prave p i q imaju dve razne zajedniqke taqke A i B. Na

osnovu aksiome I3 sledi da se prave p i q poklapaju. �

Teorema 2.3.4. Postoji jedna i samo jedna prava p koja sadrжi dve
razne taqke A i B.

Dokaz. Sledi iz aksioma I2 i I3. �

Teorema 2.3.5. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrжi tri
nekolinearne taqke A,B,C.

Dokaz. Sledi iz aksioma I5 i I6. �

Teorema 2.3.6. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrжi datu
pravu p i datu taqku A izvan Ƭe.

Dokaz. Prema aksiomi I1 prava p sadrжi bar dve razne taqke B i C.

Taqke A, B i C su nekolinearne, jer bi u suprotnom taqka A pripadala

pravoj p xto je iskazom teoreme iskƩuqeno. Dakle, nekolinearne taqke

A, B i C, na osnovu prethodne teoreme, odre�uju taqno jednu ravan α.
Taqke B i C prave p pripadaju ravni α odakle na osnovu aksiome I7 sledi

da sve taqke prave p pripadaju ravni α. Prema tome, taqka A i prava p
pripadaju ravni α. Treba jox dokazati jedinstvenost takve ravni. Ako

neka ravan β sadrжi taqku A i pravu p, tada ona sadrжi nekolinearne

taqke A, B i C. Na osnovu Teoreme 2.3.6. sledi da se ravni α i β
poklapaju. �
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Teorema 2.3.7. Postoji taqno jedna ravan koja sadrжi dve prave p
i q koje se seku u jednoj taqki.

Dokaz. Neka je A preseqna taqka pravih p i q. Tada, prema aksiomi

I1 na pravama p i q postoje taqke B i C redom razliqite od taqke A.

Taqke A, B i C odre�uju taqno jednu ravan α. Taqke A i B prave p
pripadaju ravni α odakle sledi da sve taqke prave p pripadaju ravni α.
Na isti naqin taqke A i C prave q pripadaju ravni α odakle sledi da

sve taqke prave q pripadaju ravni α. Treba jox dokazati jedinstvenost

takve ravni. Ako neka ravan β sadrжi prave p i q, tada ona sadrжi

nekolinearne taqke A, B i C, odakle na osnovu Teoreme 2.3.6. sledi da

se ravni α i β poklapaju. �

Teorema 2.3.8. Ako dve ravni imaju zajedniqku taqku, tada je Ƭihov
presek prava.

Dokaz. Neka ravni α i β imaju zajedniqku taqku A. Tada prema aksiomi

I8 ravni α i β imaju bar jox jednu zajedniqku taqku B. Na osnovu ak-

sioma I2 i I3 taqke A i B odre�uju pravu p = AB, qije sve taqke prema

aksiomi I7 pripadaju ravnima α i β pa samim tim i Ƭihovom preseku.

Dokaжimo jox da van prave p ravni α i β nemaju drugih zajedniqkih

taqaka. Zaista, ako bi van prave p postojala zajedniqka taqka P ravni

α i β van prave p, onda na osnovu Teoreme 2.3.6. postoji jedinstvena

ravan koja sadrжi taqku P i pravu p. To nije mogu�e, jer su α i β po

pretpostavci razliqite ravni. Dakle, presek ravni α i β je prava p. �

Definicija 2.3.1. Zajedniqku pravu dveju raznih ravni zva�emo
preseqnom pravom tih ravni.

Teorema 2.3.9. Ako prava p ne pripada ravni π, onda prava p moжe
sa ravni π imati najvixe jednu zajedniqku taqku.

Dokaz. Ako bi prava p imala dve zajedniqke taqke sa ravni π onda bi

prema aksiomi I7 sve taqke prave p pripadale ravni π xto je u suprot-

nosti sa uslovom teoreme. �

Definicija 2.3.2. Dve prave koje ne pripadaju jednoj ravni su
mimoilazne.

Slede�a teorema opravdava uvo�eƬe pojma mimoilaznih pravih.

Teorema 2.3.10. Postoje mimoilazne prave.
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Dokaz. Prema aksiomi I9 postoje qetiri nekomplanarne taqke A, B, C
i D. Prave p = AB i q = CD su mimoilazne jer bi u suprotnom taqke

A, B, C i D bile komplanarne, xto je u suprotnosti sa naqinom na koji

smo ih izabrali. �

2.4 Aksiome poretka

Euklid u svojim Elementima poredak taqaka na pravoj nije nigde

specijalno izdvojio. Razlog za to je bio xto je poredak na pravoj in-

tuitivno bio veoma jasan. Upore�ivaƬem rastojaƬa taqaka vrxen je i

poredak na pravoj. Prvi koji je uvideo neophodnost aksioma poretka za

dokazivaƬe nekih prostijih stavova o poretku taqaka na pravoj, i strogo

uvo�eƬe relacije izme�u, bio je nemaqki matematiqar Gaus.4 Tek je M.

Pax5 uveo pojam rasporeda taqaka bez pojma mereƬa duжi. Kasnije su

Ƭegov sistem aksioma upotpunili Peano u svom delu Naqela geometrije
i Hilbert u Osnovama geometrije. Potpun opis relacije izme�u, kao

jedne od osnovnih relacija u geometriji, Hilbert je dao drugom grupom

aksioma.

Ova grupa aksioma opisuje relaciju izme�u koja je ve� uvedena kao

osnovni pojam. Grupu aksioma poretka qine slede�ih xest aksioma:

II1 Ako su A,B,C tri kolinearne taqke takve da je B(A,B,C),6

tada su taqke A,B,C me�usobno razliqite.

II2 Ako su A,B,C tri kolinearne taqke takve da je B(A,B,C) tada
je B(C,B,A).

II3 Ako su A,B,C tri kolinearne taqke takve da je B(A,B,C) tada
nije B(A,C,B).

II4 Ako su A,B dve razne taqke neke prave p, tada na pravoj p pos-
toji taqka C takva da je B(A,B,C).

II5 Ako su A,B,C tri razne kolinearne taqke, tada vaжi najmaƬe
jedna od relacija B(A,B,C), B(A,C,B), B(C,A,B).

4K.F. Gaus (1777-1855).
5Moric Pax (1843-1930) nemaqki matematiqar. U svojim PredavaƬima o novijoj

geometriji iz 1882. on je aksiomatski uveo raspored taqaka na pravoj bez pojma

mereƬa.
6Oznaku B za troelementnu relaciju izme�u prvi su uveli u svojim Osnovima

geometrije iz 1955. godine K. Borsuk i V. Xmielova kao poqetno slovo engleske reqi

between, xto znaqi izme�u.
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II6 Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke ravni π i prava l pripada
ravni π, ne sadrжi taqku A i seqe pravu BC u taqki P takvoj
da je B(B,P,C), tada prava l seqe pravu AC u taqki Q koja je
izme�u taqaka A i C ili pravu AB u taqki R koja je izme�u
taqaka A i B (Slika 2.1).

Slika 2.1.

Aksioma II6 naziva se Paxova aksioma. Prvih pet aksioma poretka

odnose se na geometriju prave, pa je to razlog xto ih nazivamo linearnim

aksiomama. Paxova aksioma se oqigledno odnosi na geometriju ravni.

Napomenimo da nije mogu�e uvesti u potpunosti poredak na pravoj bez

primene Paxove aksiome poretka. Ukoliko bismo izbacili Paxovu ak-

siomu, u ciƩu izgra�ivaƬa geometrije poretka na pravoj uz pomo� samo

linearnih aksioma, morali bismo da dodamo nove aksiome. To su teoreme

2.5.3., 2.5.5. i 2.5.6., koje �emo dokazati kao posledice Paxove aksiome.

2.5 Posledice aksioma poretka

Teorema 2.5.1. Ako su A,B,C tri razne kolinearne taqke tada va-
жi jedna i samo jedna od relacija B(A,B,C), B(A,C,B), B(C,A,B).

Dokaz. Prema Aksiomi II5 vaжi bar jedna od navedenih triju relacija

jer su po pretpostavci A,B,C tri razne kolinearne taqke. Bez gubitka

opxtosti dokaza pretpostavimo da vaжi B(A,B,C). Treba pokazati

da ne vaжe relacije B(A,C,B) i B(C,A,B). Prema Aksiomi II3 iz

B(A,B,C) sledi da nije B(A,C,B). Iz B(A,B,C) prema Aksiomi II2
vaжi B(C,B,A), a odavde na osnovu Aksiome II3 sledi da nije

B(C,A,B). �



26 2. Geometrija poretka

U Paxovoj aksiomi se predpostavƩa da prava l seqe bar jednu od pra-

vih AC i AB u taqkama Q ili R takvim da je B(C,Q,A) ili B(A,R,B).
Slede�om teoremom ustanovƩavamo da prava l koja zadovoƩava uslove

Paxove aksiome seqe taqno jednu od dveju pravih AC i AB.

Teorema 2.5.2. Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke, a D,E, F ta-
qke pravih BC, CA, AB takvih da je B(B,D,C), B(C,E,A), B(A,F,B),
tada taqke D,E, F ne pripadaju jednoj pravoj.

Slika 2.2.

Dokaz. Kako je B(C,E,A) i B(A,F,B) taqke E i F su razliqite od

taqke A. Budu�i da su AB i AC razliqite me�u sobom sa zajedniqkom

taqkom A, taqke E i F su razliqite me�u sobom. Tako�e �e biti taqke F
i D a tako�e D i E razliqite me�u sobom te su taqke D, E, F razliqite

me�u sobom (Slika 2.2).

Pretpostavimo da su taqke D, E i F kolinearne tj. da pripadaju

nekoj pravoj s. Kako su D,E, F tri razne kolinearne taqke, tada prema

prethodnoj teoremi vaжi taqno jedna od relacija

B(D,E, F ), B(D,F,E), B(E,D, F ).

Neka je na primer B(F,D,E). Pri tome su A,F,E tri razne nekolin-

earne taqke. Prava BC je u ravni odre�enoj taqkama A,F,E, ne sadrжi

taqku A i seqe prave FE, EA, AF redom u taqkama B,C,D takvim

da je B(F,D,E), B(C,E,A) i B(A,F,B) xto je prema Paxovoj aksiomi

nemogu�e. Sledi da ne moжe biti B(F,D,E). Sliqno se dokazuje da

nije B(F,E,D) i da nije B(E,F,D) pa taqke D,E, F ne pripadaju jednoj

pravoj. �

Teorema 2.5.3. Ako su A i B dve razne taqke tada na pravoj AB
postoji taqka C takva da je B(A,C,B).
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Slika 2.3.

Dokaz. Neka je D bilo koja taqka koja ne pripada pravoj AB. Egzis-

tencija te taqke sledi iz aksiome I9. Kako je taqka D van prave AB,

taqke B i D su razliqite me�u sobom te na pravoj BD postoji prema

Aksiomi II4 taqka E (Slika 2.3) takva da je B(B,D,E), E je van prave

AB pa mora biti razliqita od A. Stoga prema Aksiomi II4 na pravoj

AE postoji taqka F takva da je B(A,E, F ).

Primenom prethodne teoreme na taqke A,B,E koje su tri nekolin-

earne taqke, i pravu DF u ravni odre�enoj tim taqkama koja ne sadrжi

taqku A i seqe pravu BE u taqki D takvoj da je B(B,D,E) zakƩuqujemo

da prava DF mora da seqe ili pravu AE u taqki koja je izme�u taqaka

A i E ili pravu AB u taqki koja je izme�u taqaka A i B. Lako se

dokazuje da je prvi sluqaj nemogu�. Dakle, prava FD seqe pravu AB u

nekoj taqki C takvoj da je B(A,C,B). �

Teorema 2.5.4. Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke, D,E redom
taqke pravih AB, AC takve da je B(A,D,B), B(A,E,C) tada se prave
BE i CD seku u nekoj taqki F takvoj da je B(B,F,E) i B(C,F,D).

Slika 2.4.
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Dokaz. Teorema se dokazuje korix�eƬem prethodne teoreme, qiƬenice

da A /∈ DE jer je D 6= E, E 6= A i korix�eƬem Paxove aksiome (Slika

2.4) za taqke D,A,C i pravu BE. �

Teorema 2.5.5. Ako su A,B,C,D qetiri kolinearne taqke takve da
je
B(A,B,C) i B(B,C,D) tada je B(A,C,D) i B(A,B,D).

Dokaz. Neka je l prava kojoj pripadaju taqke A, B, C i D i neka je E pro-

izvoƩna taqka (Slika 2.5) van prave l i F taqka takva da je B(D,E, F ).
Kako je B(D,E, F ) i B(B,C,D), to primenom Paxove aksiome na taqke

B, D, E i pravu CF sledi da prava CF seqe BE u taqki G takvoj da je

B(B,G,E). Tako�e iz B(A,B,C) i B(B,G,E) primenom Paxove aksiome

na taqke A, B, E i pravu CF sledi da prava CF seqe pravu AE u taqki

H takvoj da je B(A,H,E). Sada prava CF seqe AE u taqki H tako da

je B(A,H,E) a pravu DE u taqki u taqki F tako da je B(D,E, F ), to

na osnovu Paxove aksiome primeƬene na taqke A, D i pravu CF sledi

B(A,C,D). Sada iz B(A,B,C) i B(B,C,D) na osnovu aksiome II2 sledi

da je B(C,B,A) i B(D,C,B), odakle na osnovu dokazanog dela sledi

B(D,B,A), odakle je B(A,B,D). �

Slika 2.5.

Teorema 2.5.6. Ako su A, B, C i D qetiri kolinearne taqke takve
da je B(A,B,C) i B(A,C,D), tada je B(B,C,D) i B(A,B,D).

Dokaz. Neka je E taqka van prave l odre�ene taqkama A, B, C i D i

F taqka takva da je B(D,E, F ). Primenimo Paxovu aksiomu na taqke

A, D, E i pravu CF . Tada iz B(A,C,D) i B(D,E, F ) sledi da prava

CF seqe pravu AE u taqki H takvoj da je B(A,H,E). Analogno, iz

B(A,B,C) i B(A,H,E), primenom Paxove aksiome na taqke A, B, E i

pravu CF , zakƩuqujemo da prava CF seqe pravu BE u taqki G takvoj da
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je B(B,G,E). Ponovnom primenom Paxove aksiome na taqke D, E, B i

pravu CF iz B(B,G,E) i B(D,E, F ) sledi B(B,C,D), qime je dokazana

prva relacija. Sada iz B(A,B,C) i B(B,C,D) na osnovu Teoreme 2.5.5.

sledi i B(A,B,D) �

Teorema 2.5.7. Ako su A,B,C,D qetiri kolinearne taqke takve da
je C 6= D, B(A,B,C) i B(A,B,D) tada je B(B,C,D) i B(A,C,D) ili
B(B,D,C) i B(A,D,C).

Dokaz. Taqke A, C i D su tri nekolinearne taqke. Tada prema Teoremi

2.5.1. vaжi taqno jedna od relacija B(A,C,D), B(C,D,A), B(D,A,C).
Ako bi vaжila relacija B(A,C,D), tada na osnovu Teoreme 2.5.6. vaжi i

B(B,C,D), qime je prva relacija dokazana. Ako bi bilo B(C,D,A) tada
bi vaжilo i B(A,D,C), a kako je jox B(A,B,D), prema Teoremi 2.5.6.

sledi B(B,D,C), tj vaжi i druga relacija. Ako bi vaжila relacija

B(D,A,C) tada bi iz B(A,B,D), tj. B(D,B,A) sledilo B(B,A,C), xto

protivureqi pretpostavci teoreme da je B(A,B,C). �

Relacija B uzeta je kao relacija ”izme�u” i ona je troelementna.

Me�utim, ona se moжe uopxtiti, te moжemo definisati n-toelementnu
relaciju ”izme�u”.

Definicija 2.5.1. Konaqan skup kolinearnih taqaka

{A1, A2, . . . , An} n > 3,

je linearno ure�en ako za svako 1 ≤ i < j < k ≤ n vaжe relacije
B(Ai, Aj , Ak). To oznaqavamo B(A1, A2, . . . , An).

Sa ovako uvedenom relacijom B u mogu�nosti smo da govorimo o li-

nearnom poretku taqaka na jednoj pravoj. Teoreme 2.5.5., 2.5.6. i 2.5.7.

moжemo formulisati redom na slede�i naqin:

Teorema 2.5.8. Ako su A,B,C,D qetiri kolinearne taqke takve da
je
B(A,B,C) i B(B,C,D) tada je B(A,B,C,D).

Teorema 2.5.9. ako su A, B, C i D qetiri kolinearne taqke takve
da je B(A,B,C) i B(A,C,D), tada je B(A,B,C,D).

Teorema 2.5.10. Ako su A,B,C,D qetiri kolinearne taqke takve da
je C 6= D, B(A,B,C) i B(A,B,D) tada je B(A,B,C,D) ili B(A,B,D,C).
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Ako konaqno mnogo puta primenimo Teoremu 2.5.8. dobijamo:

Teorema 2.5.11. Ako je {A1, A2, . . . , An} konaqan skup od n kolinear-
nih taqaka takvih da za svako i = 1, 2, . . . , n − 1 vaжi relacija
B(Ai−1, Ai, Ai+1) tada vaжi relacija B(A1, A2, . . . , An).

2.6 Pojam i osobine duжi

Euklid je, prihvativxi naqin na koji je Platon razumevao geomet-

rijske pojmove, usvojio definicije osnovnih geometrijskih objekata i

izloжio ih na poqetku prve kƬige Elementi. Pojam duжi nije posebno

razmatran, jer u geometriji Starog veka prava nije bila neograniqena,

ve� se prema drugom postulatu mogla produжavati neograniqeno, te je

prema tome mogla biti i beskrajna. Na taj naqin shva�ena prava, imala

je istovremeno i funkciju prave i funkciju duжi.

Prema Teoremi 2.5.3., izme�u bilo koje dve razne taqke A i B prave

l postoji neka taqka C. Induktivnim postupkom zakƩuqujemo da izme�u

bilo koje dve razne taqke A i B postoji neograniqeno mnogo taqaka prave

AB. Ova qiƬenica nam omogu�ava da uvedemo pojam duжi.

Definicija 2.6.1. Neka su A i B dve razne taqke neke prave l.
Otvorenom duжi (AB) nazivamo skup svih taqaka X prave l koje se
nalaze izme�u taqaka A i B tj.

(AB) = {X|X ∈ l & B(A,X,B)}.

Definicija 2.6.2. Zatvorenom duжi [AB] nazivamo uniju

[AB] = (AB) ∪ {A,B}.

Nije texko utvrditi da vaжi slede�e tvr�eƬe:

Teorema 2.6.1. Svaka taqka C ∈ (AB) razlaжe skup svih ostalih
taqaka te duжi na dve otvorene duжi (AC) i (CB).

Teorema 2.6.2. Za tri razne kolinearne taqke A,B,C vaжi

(AB) ∩ (BC) = ∅ ⇔ B(A,B,C).
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Dokaz. Neka je B(A,B,C). Tada, na osnovu prethodne teoreme direktno

sledi da je AB ∩BC = ∅.
Obratno, neka je AB ∩ BC = ∅ i pretpostavimo da nije B(A,B,C).

Tada je ili B(A,C,B) ili B(B,A,C), xto na osnovu prethodne teoreme

znaqi da je AC ⊂ AB ili AB ⊂ BC a to je u kontradikciji sa pret-

postavkom AB ∩BC = ∅. Dakle mora biti B(A,B,C). �

Na osnovu prethodne teoreme direktno sledi tvr�eƬe:

Teorema 2.6.3. Ako su A,B,C tri razne kolinearne taqke tada je

(AB) ∩ (AC) ∩ (BC) = ∅.

Primenom konaqno mnogo puta Teoreme 2.6.1. dokazuje se slede�e

tvr�eƬe

Teorema 2.6.4. Ako je B(A1, A2, · · · , An), tada taqka X koja je ra-
zliqita od svih taqaka A1, A2, · · · , An, pripada duжi A1An ako i samo
ako pripada taqno jednoj od otvorenih duжi

(AiAi+1), i ∈ {1, 2, · · · , n− 1}.

Drugim reqima, ako je B(A1, A2, · · · , An), onda je (AiAi+1),
i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}, konaqan niz disjunktnih duжi koje pripadaju nekoj

pravoj. Moжe se dokazati da vaжi i obratno, tj. da vaжi slede�e tvrd-

jeƬe

Teorema 2.6.5. Ako je (AiAi+1), i ∈ {1, 2, · · · , n−1}, n ≥ 3, konaqan niz
disjunktnih duжi koje pripadaju nekoj pravoj, tada je B(A1, A2, · · · , An).

Dokaz. Tvr�eƬe dokazujemo matematiqkom indukcijom. Za n = 3 tvrd-

jeƬe sledi na osnovu Teoreme 2.6.1.

Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za svaki prirodan broj n takav da

je 3 ≤ n ≤ m i dokaжimo da vaжi za n = m+ 1.
Posmatrajmo konaqan niz disjunktnih duжi

(AiAi+1), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.

Prema indukcijskoj pretpostavci vaжi

B(A1, A2, · · · , Am) i B(A2, A3, · · · , Am+1),

a odavde sledi B(A1, Ai, Am), B(Ai, Am, Am+1) za i ∈ {2, · · · ,m − 1}, tj.
B(A1, Ai, Am+1) za i ∈ {2, · · · ,m}. Prma tome, dobija se da vaжi

B(A1, A2, · · · , Am+1). �
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Teorema 2.6.6. Svaki konaqan skup kolinearnih taqaka

A = {A1, A2, · · · , An}, n ≥ 3,

moжe se linearno urediti na taqno dva naqina.

Dokaz. Za n = 3 tvr�eƬe je zadovoƩeno na osnovu Teoreme 2.5.1. Pret-

postavimo da tvr�eƬe vaжi za svako n ∈ {3, · · · ,m} i dokaжimo da vaжi

za n = m+ 1.

Najpre �emo se pozabaviti pitaƬem broja naqina na koje se skup

A = {A1, A2, · · · , Am+1}

moжe urediti. Oznaqimo sa p1, p2, · · · , pm+1 permutaciju indeksa

1, 2, · · · ,m+ 1. Tada sledi

{Ap1 , Apm+1
} = {A1, Am+1}

jer su A1 i Am+1jedine dve taqke skupa A koje nisu izme�u nekih drugih

dveju taqaka skupa A. Ne umaƬuju�i opxtost dokaza moжemo predposta-

viti da je p1 = 1 i pm+1 = m+1. S obzirom na to da je taqka A2 jedina

sa osobinom da izme�u taqaka A1 i A2 nema drugih taqaka skupa A, to �e

biti p2 = 2. PonavƩaju�i ovaj postupak konaqan broj puta zakƩuqujeno

da je pi = i, i ∈ {2, · · · ,m}. To znaqi da se skup A moжe urediti na

na nula ili dva naqina. Prema tome dovoƩno je dokazati egzistenciju

jednog takvog ure�eƬa.

Neka je X proizvoƩna taqka skupa A i neka je D = A\{X}. Skup

D = {D1, D2, · · · , Dm} ima m elemenata pa se prema indukcijskoj pret-

postavci moжe linearno urediti. Neka je B(D1, D2, · · · , Dm). Tada je

ili (i) B(X,D1, Dm) ili (ii) B(D1, Dm, X) ili (iii) B(Dm, X,D1). Raz-

motrimo ponaosob svaku od pomenute tri mogu�nosti.

(i) Neka je B(X,D1, Dm). Tada na osnovu Teoreme 2.6.2. vaжi

(XD1) ∩ (D1Dm) = ∅. Odavde i na osnovu Teoreme 2.6.4. sledi da su

duжi (XD1), (D1D2), · · · , (Dm−1Dm) disjunktne. Dakle, zadovoƩeni su

svi uslovi Teoreme 2.6.5., pa je B(X,D1, D2, · · · , Dm).

(ii) Ako je B(D1, Dm, X), onda je B(X,D1, Dm), pa prema dokazanom

delu (i) vaжi B(X,Dm, Dm−1, · · · , D1).

(iii) Neka je sada B(Dm, X,D1) tj. B(D1, X,Dm). Tada, prema Teo-

remi 2.6.4. taqka X pripada taqno jednoj od duжi (Di, Di+1),
i ∈ {1, 2, · · · ,m− 1}. Neka je to duж (Dj , Dj+1). Tada, na osnovu teorema

2.6.1. i 2.6.4. sledi B(D1, D2, · · · , Dj , X,Dj+1, · · · , Dm). �
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Teorema 2.6.7. Ako je dat skup {a1, a2, . . . , an} od n duжi neke prave l,
od kojih svake dve imaju bar jednu zajedniqku taqku, dokazati da svih
n duжi tog skupa ima bar jednu zajedniqku taqku.

Dokaz. Primeni�emo princip matematiqke indukcije.

1) Za n = 2 tvr�eƬe vaжi trivijalno, po pretpostavci teoreme.

2) Neka je n = 3. Oznaqimo sa a1, a2, a3 pomenute duжi a sa S1, S2, S3
taqke takve da je

S1 ∈ a2 ∩ a3, S2 ∈ a1 ∩ a3, S3 ∈ a1 ∩ a2.

Taqke S1, S2, S3 su kolinearne. Mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

(a) Taqke S1 i S2 se poklapaju, tj. S1 ≡ S2 ≡ S. Znaqi S ≡ S1 ∈
a2 ∩ a3, S ≡ S2 ∈ a1 ∩ a3 odakle sledi da S ∈ a1 ∩ a2 ∩ a3.

(b) Taqke S1, S2, S3 se ne poklapaju. Zbog kolinearnosti vaжi jedan

od slede�ih rasporeda: B(S1, S2, S3), B(S2, S1, S3), B(S1, S3, S2).
Neka vaжi raspored taqaka B(S1, S2, S3). Tada S2 ∈ S1S3. DaƩe, po

pretpostavci je S1 ∈ a2 ∩ a3, S3 ∈ a1 ∩ a2 odakle sledi S1, S3 ∈ a2, pa je

S1S3 ⊂ a2, jer je duж konveksan lik. Sada imamo: S1S3 ⊂ a2 i S2 ∈ S1S3
pa je S2 ∈ a2, kako je joxS2 ∈ a1 ∩ a3 sledi da S2 ∈ a1 ∩ a2 ∩ a3, tj.
⋂3

i=1 ai 6= ∅.

3) Neka tvr�eƬe vaжi za n = k. Dokaжimo da vaжi za n = k + 1.
Neka je {a1, a2, ...ak} skup duжi neke prave l od kojih svake dve imaju

bar jednu zajedniqku taqku i neka je

k⋂

i=1

ai 6= Ø.

Posmatrajmo skup duжi {a1, a2, ...ak, ak+1} prave l od kojih svake dve

imaju bar jednu zajedniqku taqku. Dokaжimo da je tada

k+1⋂

i=1

ai 6= Ø.

Neka je b = ak ∩ ak+1 6= Ø. Posmatrajmo skup

{a1, a2, ...ak−1, b}. (2.1)

Sve duжi skupa (2.1) pripadaju istoj pravoj. Pokaжimo da svake dve od

Ƭih imaju neprazan presek. Kako je

{a1, a2, ...ak−1} ⊂ {a1, a2, ...ak, ak+1},
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bilo koje dve duжi iz ovog skupa od k + 1 duжi imaju neprazan presek,

to i bilo koje dve duжi iz skupa od k − 1 duжi imaju neprazan presek.

Pokaжimo da je aj∩b 6= Ø za j = 1, k − 1. Imamo da je aj∩b = aj∩ak∩ak+1

za j ∈ {1, k−1}. Kako je {aj , ak, ak+1} ⊂ {a1, a2, ...ak, ak+1} za j ∈ {1, k−1}
i za skup {aj , ak, ak+1} vaжi da svake dve duжi imaju neprazan presek i

sve su na istoj pravoj pa na osnovu dokazanog tvr�eƬa za n = 3 sledi

aj∩ak∩ak+1 6= Ø za j ∈ {1, k−1}. Dakle, pokazali smo da je aj∩b 6= Ø za

j ∈ {1, k−1}. Znaqi, za skup (2.1) ispuƬeni su svi uslovi teoreme, tj. sve

duжi ovog skupa pripadaju istoj pravoj i bilo koje dve imaju neprazan

presek, i kako se skup (2.1) sastoji od k elemenata to se moжe primeniti

indukcijska hipoteza. Znaqi bi�e

k−1⋂

i=1

ai∩b 6= Ø tj.

k−1⋂

i=1

ai∩ak∩ak+1 6= Ø,

odakle sledi da je
k+1⋂

i=1

ai 6= Ø

xto je trebalo pokazati. �

Napomena: Ukoliko je ak ∩ ak+1 taqka, posmatramo je kao duж qiji se

poqetak i kraj poklapaju, tada se po pretpostavci ta taqka nalazi u svim

duжima skupa {a1, a2, ...ak−1}, pa i u Ƭihovom preseku. �

2.7 Konveksnost geometrijskih likova

Definicija 2.7.1. Geometrijski lik ω je konveksan ako za proiz-
voƩne dve taqke A i B lika ω sve taqke duжi AB pripada liku ω.

Na osnovu izloжenog, nije texko zakƩuqiti da je duж konveksan geo-

metrijski lik.

Teorema 2.7.1. Presek n konveksnih likova je konveksan lik.

Dokaz. Neka su ω1, ω2, . . . , ωn konveksni likovi, i neka je ω =
n⋂

i

ωi.

Pokaza�emo da je ω konveksan. Neka su taqke A,B ∈ ω. Kako taqke A i

B pripadaju preseku ω, to taqke A i B pripadaju svakom od n konveksnih

likova ωi. Sledi da duж AB pripada svakom od n konveksnih likova ωi

po definiciji. Kako duж AB pripada svakom od n konveksnih likova,

onda AB prirada i preseku ω. Dakle, ω je konveksan lik. �



2.7. Konveksnost geometrijskih likova 35

Napomena: Nije texko pokazati da prethodna teorema vaжi i za pro-

izvoƩnu familiju F konveksnih geometrijskih likova.

Teorema 2.7.2. Ako su date qetiri konveksne povrxi jedne ravni,
od kojih svake tri imaju bar po jednu zajedniqku taqku, dokazati da
sve qetiri imaju bar jednu zajedniqku taqku.

Dokaz. Neka su ω1, ω2, ω3, ω4 date konveksne povrxi, i neka su S1, S2,
S3, S4 taqke koje po pretpostavci postoje i za koje vaжi:

S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4, S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3.

Pokaжimo da postoji taqka S takva da je S ∈ ω1∩ω2∩ω3∩ω4. S obzirom da

sve povrxi ω1, ω2, ω3, ω4 pripadaju jednoj ravni to su taqke S1, S2, S3, S4
komplanarne. Razmotrimo sve Ƭihove mogu�e poloжaje.

(i) Bar dve taqke se poklapaju. Neka je na primer S1 ≡ S2 = S
tada je S ≡ S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, odavde sledi

S ≡ S1 ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4 .

(ii) Nikoje dve se ne poklapaju, ali su bar tri kolinearne. Neka

su na primer taqke S1, S2, S3 kolinearne. Tada su mogu�i slede�i ras-

poredi: B(S1, S2, S3), B(S1, S3, S2), B(S2, S1, S3). Bez ograniqeƬa opx-

tosti moжemo pretpostaviti da vaжi B(S1, S2, S3), i neka je S2 ≡ S.
Tada imamo S ≡ S2 ∈ S1S3 i S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4, odakle
sledi da S1, S3 ∈ ω2, tj. S1S3 ⊂ ω2. Kako S ∈ S1S3, S1S3 ⊂ ω2, onda
S ∈ ω2 i S ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4 odakle sledi da S ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4.

(iii) Nikoje tri taqke nisu kolinearne i tri obrazuju trougao kome

pripada qetvrta taqka (Slika 2.6 (a)). Bez ograniqeƬa opxtosti pret-

postavimo daje S4 unutraxƬa taqka trougaone povrxi S1S2S3.

Slika 2.6.
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Kako S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4 sledi

S1, S2, S3 ∈ ω4, gde je ω4 konveksan lik. Kako S4 ∈ △S1S2S3 i △S1S2S3 ⊂
ω4 onda S4 ∈ ω4 i S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3, odakle sledi S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4.

(iv) Ne vaжi (i) i (ii) i ne postoji trougao sa unutraxƬom taqkom.

Posmatrajmo konveksan qetvorougao S1S2S3S4 i neka je S = S1S3 ∩ S2S4,
unutraxƬa taqka duжi S1S3 i S2S4, pa vaжi raspored taqaka B(S1, S, S3)
i B(S2, S, S4) (Slika 2.6 (b)). Taqka S ∈ S1S3, S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4 i

S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4 odakle sledi da S1S3 ⊂ ω2 ∩ ω4. Kako S ∈ S1S3, onda

S ∈ ω2 ∩ ω4. (2.2)

Taqka S ∈ S2S4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4 i S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 odakle sledi da

S2S4 ⊂ ω1 ∩ ω3. Kako S ∈ S2S4, onda

S ∈ ω1 ∩ ω3. (2.3)

Iz (2.2) i (2.3) proizilazi da S ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4., tj.

4⋃

i=1

ωi 6= ∅,

xto je i trebalo dokazati. �

Teorema 2.7.3. (Helijeva teorema) Ako su ω1, ω2..., ωn, n > 4 kon-
veksni likovi jedne ravni, takvi da svaka tri od Ƭih imaju jednu
zajedniqku taqku, dokazati da svi pomenuti likovi imaju bar jednu
zajedniqku taqku.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po n.

(1) Za n = 4 teorema je zadovoƩena na osnovu Teoreme 2.7.2.

(2) Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za n = k tj. da je

k⋂

i=1

ωi 6= Ø.

(3) Dokaжimo da tvr�eƬe vaжi za n = k + 1. Oznaqimo sa ω =
ωk ∩ ωk+1. Po pretpostavci teoreme je ω 6= Ø. Iz skupa geometrijskih

likova {ω1, ω2, ..., ωk, ωk+1} dobili smo skup

{ω1, ω2, ..., ωk−1, ω}. (2.4)
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Pokaza�emo da svaka tri lika iz ovog skupa imaju neprazan presek. Kako

je {ω1, ω2, ..., ωk−1} ⊂ {ω1, ω2, ...ωk, ωk+1}, to svaka tri lika od k − 1
likova imaju neprazan presek. Neka su ωi, ωj ∈ {ω1, ω2, ..., ωk−1} za i, j ∈
{1, k − 1}, i 6= j proizvoƩni elementi. Tada je na osnovu Teoreme 2.7.2.

ωi ∩ ωj ∩ ω = ωi ∩ ωj ∩ ωk ∩ ωk+1 6= Ø za i, j ∈ {1, k − 1}, i 6= j. Kako su

zadovoƩeni svi uslovi teoreme za skup (2.4), to na osnovu indukcijske

hipoteze vaжi:

k−1⋂

i=1

ωi ∩ω 6= Ø, tj.

k−1⋂

i=1

ωi ∩ωk ∩ωk+1 6= Ø odakle sledi da

je
k+1⋂

i=1

ωi 6= Ø,

xto je trebalo pokazati. �

2.8 Poligoni

Definicija 2.8.1. Neka je dat ure�en skup od n+ 1 taqaka

A = {A1, A2, · · · , An+1}.

Skup koji se sastoji od n otvorenih duжi A1A2, A2A3, · · · , AnAn+1

i taqaka skupa A nazivamo je poligonalnom linijom i obeleжavamo
je sa A1A2 · · ·An.

Taqke skupa A nazivamo temenima, a duжi A1A2, A2A3, · · · , AnAn+1

ivicama ili stranicama poligonalne linije bez obzira na to da li su

one otvorene ili zatvorene. Za posmatranu poligonalnu liniju kaжemo

da spaja ili povezuje taqke A1 i An+1. Uzastopne taqke u nizu

A1, A2, · · · , An+1 nazivamo susednim temenima poligonalne linije, a

Ƭene ivice sa zajedniqkim temenom zva�emo susednim temenima ivi-
cama poligonalne linije.

Ukoliko se taqke A1 i An+1 posmatrane poligonalne linije poklapaju,

qija nikoja tri uzastopna temena nisu kolinearna, onda se ta poligo-

nalna linija naziva zatvorena Poligonalna linija, poligon ili mno-
gougao.

Ukoliko poligon ima tri, qetiri, pet, ... temena zv�emo ga redom

trougao, qetvorougao, petougao ... Uopxte, poligon A1A2 · · ·An koji

ima n stranica i n temena zovemo n-tougao.
Za poligon kaжemo da je prost ukoliko samo Ƭegove susedne ivice

imaju zajedniqkih taqaka. U suprotnom, poligon je sloжen.
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Teorema 2.8.1. Broj preseqnih taqaka svih dijagonala konveksnog po-
ligona A1A2...An, kod koga se nikoje tri i vixe dijagonala ne seku u
jednoj taqki je

ln =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
.

Slika 2.7.

Dokaz. Svakoj preseqnoj taqki dijagonala pridruжen je jedan qetvoro-

ugao i obratno (Slika 2.7.), xto znaqi da postoji bijekcija izme�u skupa

preseqnih taqaka dijagonala i skupa svih qetvorouglova koje qine taqke

A1, A2, ..., An. Od n taqaka A1, A2, ..., An mogu se formirati

ln =

(
n

4

)

=
n!

4!(n− 4)!
=
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24

qetvorouglova, pa �e biti

ln =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
.

�

2.9 RazlagaƬe geometrijskih likova

Definicija 2.9.1. Taqke A i B geometrijskog lika Φ su povezive
taqke lika Φ ako postoji poligonalna linija ili duж koja ih spaja
tako da sve taqke poligonalne linije tj. duжi pripadaju liku Φ.

Definicija 2.9.2. Geometrijski lik Φ je povezan ako su svake dve
taqke tog lika povezive.
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Definicija 2.9.3. Povezan geometrijski lik nazivamo oblax�u.

Iz definicije neposredno sledi da je svaki konveksan lik povezan

lik.

Definicija 2.9.4. Ako geometrijski likovi Φ1, Φ2, · · · , Φn pripa-
daju geometrijskom liku Φ i ako je relacija povezanosti parova
taqaka definisana na skupu Φ\(Φ1 ∪ Φ2 ∪ · · · ∪ Φn) relacija ekvi-
valencije koja skup svih taqaka Φ\(Φ1 ∪ Φ2 ∪ · · · ∪ Φn) razlaжe na
m > 1 klasa ekvivalencije Φ′

1, Φ
′
2, · · · , Φm - kaжemo da geometrijski

likovi Φ1, Φ2, · · · , Φn razlaжu lik Φ na likove Φ′
1, Φ

′
2, · · · , Φm.

2.10 Poluprava i Ƭene osobine

Pojam poluprave, iz istog razloga kao i duж, nije naxao svoje mesto

u Euklidovim Elementima jer se prema drugom postulatu prava mogla

beskrajno produжavati u svom pravcu.

Definicija 2.10.1. Neka su O,A,B tri razne taqke prave l. Ako
nije zadovoƩena relacija B(A,O,B) tada su taqke A i B sa iste

strane taqke O (oznaka: A,B
� �

− O). Ako je za taqke O,A,B zado-
voƩena relacija B(A,O,B) tada su taqke A i B sa raznih strana
taqke O (oznaka: A,B ÷ O)

Teorema 2.10.1. Relacija
� �

−O je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost neposredno slede iz definicije.

Dokaza�emo tranzitivnost. Neka su O,A,B,C qetiri taqke prave l takve

da je A,B
� �

−O i B,C
� �

−O. Treba pokazati da je A,C
� �

−O. Pretpostavimo

da je A,C ÷ O. Iz A,B
� �

− O sledi B(O,A,B) ili B(O,B,A). Ako svaku

od ovih relacija uporedimo sa B(A,O,C) dobijamo B(B,O,C) odakle

sledi B,C ÷ O xto je suprotno pretpostavci. �

Definicija 2.10.2. Skup svih taqaka neke prave l koje se nalaze sa
iste strane date taqke O nazivamo otvorenom polupravom. Uniju
ovog skupa i taqke O nazivamo zatvorenom polupravom, a taqku O
zva�emo temenom, poqetkom ili krajem poluprave.

Teorema 2.10.2. (Osnovna teorema o razbijaƬu prave) Svaka taqka
O neke prave l razlaжe skup ostalih taqaka prave l na dve otvorene
poluprave prave l.
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Dokaz. Na pravoj l prema aksiomi I1. osim taqke O postoji bar jox

jedna taqka, oznaqimo je sa A. Prema aksiomi II4. na pravoj OA postoji

taqka A′ takva da je B(A,O,A′). Ako obeleжimo sa P,Q bilo koje dve

taqke prave l koje se nalaze sa one strane taqke O sa koje je i taqka A,

tada �e P,Q biti sa iste strane taqke O zbog tranzitivnosti relacije
� �

−O.

Na taj naqin skup svih taqaka koje se nalaze sa iste strane sa koje se

nalazi taqka A proizvodi neku otvorenu polupravu a. Na potpuno isti

naqin konstatujemo da skup svih taqaka koje se nalaze sa iste strane

taqke O sa koje je taqka A′ proizvodi polupravu a′. Pokaza�emo da je

taqkom O skup svih taqaka prave l razloжen na poluprave a i a′, tj

pokaza�emo da:

(i) Poluprave a i a′ nemaju zajedniqkih taqaka, tj. a ∩ a′ = ∅,
(ii) Svaka taqka S prave l pripada nekoj od polupravih a i a′.

(i) Neka poluprave a i a′ imaju zajedniqku taqku R. Kako R ∈ a to

je A,R
� �

− O. Me�utim R ∈ a′ pa R,A′
� �

− O. Na osnovu tranzitivnosti

relacije
� �

−O sledi da A,A′
� �

− O xto je nemogu�e jer smo pretpostavili

da je B(A,O,A′). Znaqi zaista je a ∩ a′ = ∅.
(ii) Pretpostavimo da neka taqka S ne pripada ni jednoj od polupravih

a i a′, tj. S /∈ a∪a′. U tom sluqaju imamo A,S ÷ O i A′, S ÷ O, odnosno

B(A,O, S) i B(A′, O, S). Odavde sledi da nije B(A,O,A′) xto je suprotno

pretpostavci da je B(A,O,A′). Znaqi svaka taqka S prave l pripada nekoj

od polupravih a ili a′. �

Teorema 2.10.3. Skup od n taqaka neke prave l razlaжe tu pravu na
n− 1 otvorenih duжi i dve otvorene poluprave.

Dokaz. Neka je na pravoj l dato n taqaka. Prema Teoremi 2.6.6. moжemo

ih oznaqiti sa A1, A2, · · · , An tako da vaжi B(A1, A2, · · · , An). Taqke
A2, A3, · · · , An−1 razlaжu duж A1An na n− 1 duжi, odakle korix�eƬem

prethodne teoreme sledi da je prava l taqkama A1, A2, · · · , An raloжena

na n− 1 duжi i dve poluprave. �

2.11 Orijentacija prave

Definicija 2.11.1. Neka su a i b dve poluprave iste prave l. Ako
pri tome jedna od navedenih polupravih sadrжi drugu polupravu
kaжemo da su poluprave a i b istog smera (istosmerne). Ovo oz-
naqavamo a ⇉ b. U suprotnom poluprave a i b su suprotnog smera
(suprotnosmerne). To oznaqavamo a⇄ b.
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Definicija 2.11.2. Za dve duжi AB i CD (otvorene ili zatvorene)
kaжemo da su istosmerne ako su poluprave AB i CD istosmerne.
U protivnom su duжi AB i CD suprotnosmerne.

Za relaciju istosmernosti vaжe slede�e osobine:

Teorema 2.11.1. Relacija istosmernosti definisana na skupu polu-
pravih (duжi) jedne iste prave je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost slede neposredno iz definicije.

Dokaжimo tranzitivnost. Neka su a, b, c tri pluprave neke prave l takve
da je a ⇉ b i b ⇉ c. Pokaza�emo da je a ⇉ c. Iz a ⇉ b sledi a ⊂ b ili

b ⊂ a, a iz b⇉ c sledi b ⊂ c ili c ⊂ b. Razmotrimo sve mogu�nosti:

1) iz a ⊂ b i b ⊂ c sledi a ⊂ c tj. a⇉ c,
2) iz a ⊂ b i c ⊂ b sledi a ⊂ c ili c ⊂ a tj. a⇉ c,
3) iz b ⊂ a i b ⊂ c sledi a ⊂ c ili c ⊂ a tj. a⇉ c,
4) iz b ⊂ a i c ⊂ b sledi c ⊂ a tj. a⇉ c. �

Teorema 2.11.2. Skup L svih polupravih neke prave l moжe se ra-
zloжiti na dva podskupa L1 i L2 koji zadovoƩavaju slede�e uslove:
1) L1, L2 6= ∅,
2) L1 ∩ L2 = ∅,
3) za svako p, q ∈ L1 ili p, q ∈ L2 imamo da je p⇉ q,
4) za svako p ∈ L1 i svako q ∈ L2 vaжi p⇄ q.

Dokaz. Neka je A ∈ l proizvoƩna taqka. Prema ranije dokazanoj teoremi

ona razlaжe l na dve poluprave a i a′. Saglasno definiciji poluprave

a i a′ su suprotnosmerne. Oznaqimo sa L1 skup polupravih prave l koji
se sastoji od poluprave a i svih polupravih prave l istosmernih sa a,
a sa L2 skup koji se sastoji od poluprave a′ i svih polupravih prave l
koje su istosmerne sa a′. Dokaжimo da ovako konstruisani skupovi L1 i

L2 zadovoƩavaju uslove teoreme.

1) S obzirom da je a ∈ L1, a
′ ∈ L2 to su L1, L2 6= ∅,

2) Dokaжimo da svaka poluprava prave l pripada jednom i samo jednom

od skupova L1 i L2. Obeleжimo sa b bilo koju polupravu iz L. Ako je

b ≡ a ili b ≡ a′ tvr�eƬe je dokazano.

Neka je b 6= a, b 6= a′ i neka je B kraj poluprave b, a b′ poluprava

komplementarna sa b.
Tada razlikujemo qetiri mogu�nosti:

(1) A ∈ b i B ∈ a⇒ a′ ⊂ b⇒ b ∈ L2,

(2) A ∈ b i B ∈ a′ ⇒ a ⊂ b⇒ b ∈ L1,
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(3) A ∈ b′ i B ∈ a⇒ a′ ⊂ b′ ⇒ b ⊂ a⇒ b ∈ L1,

(4) A ∈ b′ i B ∈ a′ ⇒ a ⊂ b′ ⇒ b ⊂ a′ ⇒ b ∈ L2.

Prema tome, poluprava b pripada jednom od skupova L1 i L2 tj. L1 ∩
L2 = ∅.

3) se dokazuje neposredno jer je relacija ⇉ tranzitivna.

4) se dokazuje indirektno koriste�i uslov 3). �

Definicija 2.11.3. Svaki od podskupova L1 i L2 na koje je prema
dokazanoj teoremi razloжen skup L svih polupravih prave l nazi-
vamo orijentacijom ili smerom na pravoj l.

Iz same definicije i prethodne teoreme neposredno zakƩuqujemo da

na jednoj pravoj postoje dva i samo dva smera. Uobiqajeno je da se oni

smatraju suprotnim xto ukazuje na mogu�nost da jedan zovemo pozitivnim

a drugi negativnim.

Pojam orijentacije omogu�uje da geometriju poretka na pravoj iz-

gradimo na potpuno nov naqin uvo�eƬem dveju pomo�nih relacija ”pre”

i ”posle”, koje se inaqe koriste u teoriji brojeva.

Definicija 2.11.4. Neka su A i B dve razne taqke neke orijenti-
sane prave l i a i b Ƭima odgovaraju�e poluprave iz orijentacije
koja je utvr�ena na pravoj l. Ako je pri tome b ⊂ a tada kaжemo
da je na orijentisanoj pravoj l taqka A pre taqke B i oznaqavamo
A ≺ B. U suprotnom, ako je a ⊂ b kaжemo da je na orijentisanoj
pravoj l taqka A posle taqke B i pixemo A ≻ B.

Teorema 2.11.3. Relacija ≺ je relacija potpunog poretka taqaka na
orijentisanoj pravoj l.

Drugim reqima ona je na tom skupu konektivna tj. definisana za svake

dve taqke, antisimetriqna je i tranzitivna.

Teorija brojeva i geometrija na pravoj su zahvaƩuju�i ovome ekviva-

lentne.

Tako�e vaжi:

Teorema 2.11.4. Za svake tri taqke A,B,C orijentisane prave l va-
жi

B(A,B,C) ⇔ A ≺ B ≺ C ∨A ≻ B ≻ C.
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2.12 Definicija i osobine poluravni

I u ovom sluqaju uvodimo dve pomo�ne relacije: ”sa iste strane

prave” i ”sa raznih strana prave”.

Definicija 2.12.1. Neka su A i B dve razne taqke neke ravni π, p
prava koja pripada toj ravni i A,B /∈ p. Ako je pri tome (AB)∩p =
∅ tada kaжemo da su A i B sa iste strane prave p i oznaqavamo

A,B
� �

− p. U protivnom kaжemo da su taqke A i B sa raznih strana
prave p i to oznaqavamo A,B ÷ p.

Teorema 2.12.1. Relacija
� �

− p je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Osobine refleksivnosti i simetrije slede neposredno iz defi-

nicije relacije
� �

− p. Dokaжimo tranzitivnost. Oznaqimo sa A, B, C
tri razne taqke ravni π i sa p pravu u ravni π koja ne sadrжi ni jednu

od taqaka A, B, C, pri qemu je A,B
� �

− p i B,C
� �

− p. Pokaza�emo da je

A,C
� �

− p.

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

1) Taqke A,B,C pripadaju jednoj pravoj s. Prava s seqe pravu p ili

sa Ƭom nema zajedniqkih taqaka. Ako je s ∩ p = {O} tada su A,B
� �

− O i

B,C
� �

− O pa je i A,C
� �

− O. Odatle sledi A,C
� �

− p. Ako je pak s∩ p = ∅
tada duж (AC) nema zajedniqkih taqaka sa pravom p pa je i u ovom sluqaju

A,C
� �

− p.

2) Taqke A, B, C nisu kolinearne. Iz A,B
� �

− p sledi (AB) ∩ p = ∅.

Tako�e iz B,C
� �

− p sledi (BC) ∩ p = ∅. Prava p pripada ravni ABC.

Ona ne moжe se�i (AC) izme�u taqaka A i C jer bi prema Paxovom

stavu morala se�i jox duж (AB) ili duж (BC) xto je u suprotnosti sa

pretpostavkom. �

Definicija 2.12.2. Skup svih taqaka neke ravni π koje se nalaze
sa jedne iste strane prave p ⊂ π nazivamo otvorenom poluravni.
Skup koji se sastoji od taqaka otvorene poluravni i taqaka prave
p nazivamo zatvorenom poluravni. Pravu p u oba sluqaja nazivamo
granicom ili me�om. Ako je p granica i A bilo koja taqka neke
poluravni tada ovu poluravan ukoliko je otvorena simboliqki oz-
naqavamo (p,A), a ako je zatvorena [p,A).
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Teorema 2.12.2. Svaka prava p ravni π razlaжe skup ostalih taqaka
te ravni na dve otvorene poluravni.

Dokaz. U ravni π postoje taqke X, O i Y takve da O ∈ p i B(X,O, Y ).

To znaqi X,Y ÷ p, pa je broj klasa ekvivalencije relacije
� �

− ve�i od

jedan. Dokaжimo da broj klasa ekvivalencije relacije
� �

− p ne moжe biti

ve�i od dva. Ako bi broj klasa ekvivalencije bio ve�i od dva, onda bi

postojala taqka Z takva da je X,Z ÷ p i Y, Z ÷ p. Za tri razne taqke X,

Y i Z mogu nastupiti dva sluqaja:

(i) Taqke X, Y i Z su nekolinearne. U tom sluqaju bi prava p sekla

svaku od duжi XY , Y Z i ZX, xto je u suprotnosti sa Teoremom 2.5.2.

(ii) Taqke X, Y i Z su kolinearne. Tada dobijamo kontradikciju sa

Teoremom 2.6.1.

Prema tome, broj klasa ekvivalencije relacije
� �

− p je dva. �

Teorema 2.12.3. Ako su A i B sa raznh strana neke prave p, onda
svaka poligonalna linija koja povezuje taqke A i B seqe pravu p.

Dokaz. Ako neka poligonalna linija koja povezuje taqke A i B ne bi

sekla pravu p tada bi sva Ƭena temena, pa prema tome i sve Ƭene taqke,

bila sa iste strane prave p a to je u suprotnosti sa Teoremom 2.12.1.�

Na osnovu teorema 2.12.1. i 2.12.3. i definicije povezanosti parova

taqaka sledi da je relacija sa iste strane prave p u ravni π rela-

cija povezivosti definisana na geometrijskom liku π\{p} pa prema tome

prava p razlaжe skup ostalih taqaka ravni π na dve otvorene poluravni.

Time je teorema 2.12.2. dokazana na jox jedan na�in.

Definicija 2.12.3. Za otvorene poluravni iz Teoreme 2.12.2. ka-
жemo da su komplementne.

Za poluravan (pA), komplementnu poluravan oznaqavamo sa (pA)c.

Nije texko dokazati da vaжi slede�e tvr�eƬe

Teorema 2.12.4. Poluravan je konveksan geometrijski lik.

Teorema 2.12.5. Prave a i b ravni π, koje se seku u taqki O, razlaжu
tu ravan na qetiri otvorene oblasti.
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Dokaz. Oznaqimo sa A i A′ taqke prave a takve da je B(A,O,A′), a sa B
i B′ taqke prave b tako da je B(B,O,B′). Neka su P,Q,R, S taqke ravni

π za koje vaжi

B(A,P,B), B(B,Q,A′), B(A′, R,B′), B(A,S,B′).

Tada �e preseci

(aB) ∩ (bA), (aB) ∩ (bA′), (aB′) ∩ (bA′), (Ab′) ∩ (bA)

sadrжati redom taqke P , Q, R i S, tj. posmatrani preseci su neprazni

Slika 2.8.

skupovi. Prema Teoremi 2.12.4. poluravni su konveksni geometrijski

likovi, odakle prema Teoremi 2.7.1. sledi da je svaki od posmatranih

preseka konveksan geometrijski lik. Dakle posmatrani preseci pred-

stavƩaju oblasti. ProizvoƩne dve taqke X i Y iz dveju razliqitih

oblasti (od ukupno qetiri uoqenih) nisu povezive taqke geometrijskog

lika π\{a, b} jer su taqke X i Y sa raznih strana bar jedne od pravih a
i b. �

Neka su a1, a2, · · · , an me�usobno razliqite prave ravni π. Tada svaka

od Ƭih razlaжe ravan π na dve otvorene poluravni. Presek konaqnog

broja poluravni je konveksan lik, dakle oblast. Pretpostavimo da ima

ukupno k takvih konveksnih oblasti. Pretpostavimo da ima ukupno k
takvih oblasti i oznaqimo ih sa ω1, ω2, · · · , ωk. Neka je X taqka ravni π
koja ne pripada ni jednoj od pravih a1, a2, · · · , an. Tada taqka X pripada

taqno jednoj od poluravni sa granicaom ai, i ∈ {1, 2, · · · , n}. To znaqda

taqka X pripada taqno jednoj od oblasti ω1, ω2, · · · , ωk. Xtavixe, ob-

lasti ω1, ω2, · · · , ωk su klase ekvivalencije relacije povezanosti parova

taqaka definisane na geometrijskom liku π\{a1, a2, · · · , an}. To sledi iz

qiƬenice da proizvoƩne dve taqke X i Y iz dveju razliqitih oblasti

ω1, ω2, · · · , ωk nisu povezive taqke geometijskog lika π\{a1, a2, · · · , an},
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jer su taqke X i Y sa raznih strana bar jedne od pravih a1, a2, · · · , an.
Znaqi prave a1, a2, · · · , an razlaжu ravan π na oblasti ω1, ω2, · · · , ωk.

Teorema 2.12.6. Konaqan skup pravih a1, a2, · · · , an ravni π od kojih
se svake dve seku, a bilo koje tri ili vixe ne prolaze kroz istu taqku,
razlaжe ravan π na

1

2
(n2 + n+ 2)

oblasti od kojih je svaka presek n poluravni kojima su granice prave
zadatog skupa.

Dokaz. Za n = 2 ravan π je na osnovu Teoreme 2.12.5. podeƩena na qetiri

oblasti.

Pretpostavimo da n− 1 pravih razlaжe ravan π na

1

2
[(n− 1)2 + (n− 1) + 2]

konveksnih oblasti i dokaжimo da n pravih razlaжe ravan π na

1

2
(n2 + n+ 2)

konveksnih oblasti. Prave iz indukcijske pretpostavke, kojih ima n− 1
�e se�i n-tu pravu u n− 1 taqaka, koje je na osnovu Teoreme 2.10.3. ra-

zlaжu na n−1 duжi i dve poluprave. Oznaqimo sa ω jednu od oblasti na

koje na koje n−1 prava razlaжe ravan π. Ako n ta prava ima zajedniqkih

taqaka sa ω, onda oblast ω ima taqaka sa obe strane te prave. Ako n-ta
prava nema zajedniqkih taqaka sa ω, onda su sve taqke oblasti ω sa iste

strane te prave.Kako n-ta prava ima zajedniqkih taqaka sa n pomenutih

olasti, svaka od duжi i polupravih na koje n− 1 taqaka n-te prave ra-

zlaжu tu pravu pripada�e nekoj od tih oblasti. Xtavixe svaka od tih

oblasti �e imati taqaka sa raznih strana n-te prave, a ni jedna od dru-

gih oblasti ne�e, pa �e ukupan broj oblasti od kojih je svaka presek n
poluravni kojima su granice zadate prave, biti

1

2
[(n− 1)2 + (n− 1) + 2] + n =

1

2
(n2 + n+ 2),

a to je i trebalo dokazati. �
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2.13 Ugaona linija i ugao

Definicija 2.13.1. Skup koji se sastoji od jedne taqke O i taqaka
dveju raznih polupravih p i q koje imaju zajedniqki kraj O, nazi-
vamo ugaonom linijom i oznaqavamo je ∡pq.

Poluprave p i q su kraci a taqka O teme ugaone linije.

Definiciji pojma ugla prethodi uvo�eƬe dve pomo�ne relacije: ”sa

iste strane ugaone linije” i ” sa raznih strana ugaone linije”.

Definicija 2.13.2. Neka je ∡pq ugaona linija neke ravni π i A,B
taqke ravni π koje ne pripadaju ugaonoj liniji ∡pq. Ako postoji
poligonalna linija L koja spaja taqke A i B, pripada ravni π
i sa ugaonom linijom ∡pq nema zajedniqkih taqaka tada kaжemo
da su taqke A i B sa iste strane ugaone linije ∡pq i oznaqavamo

A,B
� �

− ∡pq. Ukoliko ovo nije zadovoƩeno tada su taqke A i B sa
raznih strana ugaone linije ∡pq xto oznaqavamo A,B ÷ ∡pq.

Teorema 2.13.1. Relacija
� �

−∡pq je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost slede neposredno iz definicije.

Dokaжimo tranzitivnost. Neka su A,B,C tri taqke ravni π i ∡pq ugaona

linija u toj ravni takva da je A,B
� �

− ∡pq i B,C
� �

− ∡pq. Dokaжimo da je

A,C
� �

− ∡pq. Kako je A,B
� �

− ∡pq to postoji poligonalna linija L1 ⊂ π

koja spaja taqke A i B i L1 ∩ ∡pq = ∅. Iz B,C
� �

− ∡pq sledi da postoji

poligonalna linija L2 ⊂ π koja spaja taqke B i C i L2 ∩ ∡pq = ∅.
Poligonalna linija L = L1 ∪ L2 spaja taqke A i C, pripada ravni π i

L ∩ ∡pq = ∅ odakle sledi A,C
� �

− ∡pq. �

Definicija 2.13.3. Neka je ∡pq ugaona linija neke ravni π. Skup
taqaka ravni π koje se nalaze sa iste strane ugaone linije ∡pq
zovemo otvorenim uglom i obeleжavamo ga ∡pq. Uniju ugaone lin-
ije ∡pq i otvorenog ugla ∡pq nazivamo zatvorenim uglom i obeleжa-
vamo ga [∡pq]. Ugaonu liniju ∡pq zovemo granicom ili me�om ugla
∡pq, poluprave p i q kracima a taqku O temenom svakog od tih
uglova.

U posebnom sluqaju kada su poluprave p i q komplementne relacija

povezanosti definisana na geometrijskom liku π\{p, q} razlaжe taj lik

na dve klase ekvivalencije. Dokaza�emo da to tvr�eƬe vazi i kada polu-

prave p i q nisu komplementne.
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Teorema 2.13.2. Svaka ugaona linija neke ravni π razlaжe skup os-
talih taqaka te ravni na dva otvorena ugla.

Dokaz. Neka je ∡pq proizvoƩna ugaona linija ravni π. Ako bi polu-

prave p i q bile kolinearne tj. ako bi obrazovale jednu pravu, tada bi

dokaz bio zavrxen jer bi one razloжile ravan na dve poluravni.

Pretpostavimo da poluprave p i q (Slika 2.9) nisu na jednoj pravoj.

Neka suM i N taqke polupravih p i q respektivno i neka je A taqka duжi

(MN) takva da je B(M,A,N). Tada su O i A dve razne taqke, te na pravoj

OA postoji taqka A′ takva da vaжi relacija B(A,O,A′). Dokaжimo da

su taqke A,A′ ÷ ∡pq. Dokaz izvodimo indirektno. Pretpostavimo da je

A,A′
� �

− ∡pq. Tada postoji poligonalna linija L koja spaja taqke A i A′,

cela pripada ravni π i L∩∡pq = ∅. Neka je p′ poluprava komplementarna

sa p i q′ poluprava komplementarna sa q, p∗ prava koja sadrжi p i q∗

prava koja sadrжi q. Kako su A,A′ ∈ AA′ i A,A′ ÷ O, gde O ∈ p∗ to je

A,A′ ÷ p∗ pa svaka poligonalna linija koja spaja A i A′ seqe pravu p∗,
pa i poligonalna linija L.

Slika 2.9.

Neka je X ona taqka na poligonalnoj liniji L koja pripada p∗, pri

qemu taqka X razlaжe poligonalnu liniju L na dva dela od kojih onaj

koji odgovara taqki A sa pravom p∗ nema drugih zajedniqkih taqaka, tj.

neka je na liniji L poqev od taqke A ka taqki A′, X prva zajedniqka taqka

te linije sa pravom p∗. Ovaj deo linije L oznaqimo sa L′. Kako je X
taqka linije L′ na pravoj p∗ to znaqi da X pripada p′ jer je L′∩∡pq = ∅.
Sada iz M ∈ p i X ∈ p′ sledi M,X÷O a odavde M,X÷ q∗. Svaka taqka

poligonalne linije osim X �e biti sa one strane prave p∗ sa koje nije

A′. Pored toga je A,N
� �

− p∗ jer je B(N,A,M), pa je svaka taqka otvorene
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poluprave q sa iste strane prave p∗ sa koje je A, a svaka taqka poluprave

q′ je sa one strane prave p∗ sa koje je A′. Sledi da L′ ne seqe q′, a ne seqe

ni q jer poligonalna linija L po pretpostavci ne seqe q. Znaqi L′ i q∗

nemaju zajedniqkih taqaka, pa je A,X
� �

− q∗.

Me�utim X,M ÷ q∗ pa je A,M ÷ q∗, xto je u suprotnosti B(N,A,M).

Prema tome A,A′ ÷∡pq, pa je broj klasa ekvivalencije relacije
� �

− ve�i

od jedan. Obeleжimo sa ω klasu ekvivalencije (ugao) kojoj pripada taqka

A a sa ω′ klasu ekvivalencije (ugao) kojoj pripada taqka A′. Dokaza�emo

da ugaona linija ∡pq razlaжe skup svih ostalih taqaka ravni π na

otvorene uglove ω i ω′.

Slika 2.10.

To znaqi da trebamo dokazati:

(1) ω ∩ ω′ = ∅,

(2) ω ∪ ω′ ∪ ∡pq = π.

Oba tvr�eƬa dokazujemo indirektno.

(1) Neka je ω∩ω′ 6= ∅. To znaqi da postoji taqka R ∈ ω∩ω′. Iz R ∈ ω

sledi A,R
� �

− ∡pq. Iz R ∈ ω′ sledi A′, R
� �

− ∡pq. Zbog tranzitivnosti

relacije
� �

− sledi A,A′
� �

− ∡pq, xto je nemogu�e jer smo ustanovili da

vaжi A,A′ ÷ ∡pq.

(2) Neka S /∈ ω ∪ ω′ ∪ ∡pq. Tada S ∈ AA′ ili S /∈ AA′. Ako S ∈ AA′

tvr�eƬe sledi neposredno uzimaju�i u obzir poredak taqaka u odnosu na

taqku O. Ako S /∈ AA′ (Slika 2.10) onda duж AS seqe ili polupravu p
ili polupravu q. Neka duж AS seqe polupravu p. Tada su A,S ÷ p∗ i

A,A′÷p∗ odakle sledi A′, S
� �

− p∗. Neka je Y proizvoƩna taqka poluprave

q′. Tada je Y,A′
� �

− p∗, odakle sledi Y, S
� �

− p∗. Ako je S ≡ Y onda A′S
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nema zajedniqkih taqaka ni sa p ni sa q, pa je A′, S
� �

− p∗. Ako je S 6= Y
onda poligonalna linija A′Y ∪ Y S ne seqe pravu p∗, a pravu q∗ seqe u

taqki Y ∈ q′. Taqke A′, S /∈ q∗ pa je A′Y ∩ q 6= ∅ i Y S ∩ q 6= ∅, pa je

A′, S
� �

− ∡pq xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da S /∈ ω′. Dakle ω i

ω′ su jedini uglovi na koje je ugaonom linijom ∡pq razloжena ravan π.�

Ako su kraci nekog ugla komplementne poluprave, taj ugao �emo zvati

opruжenim. Uglovi koji imaju zajedniqki jedan krak i nemaju drugih

zajedniqkih taqaka nazivaju se susedni. Susedne uglove qiji su ne za-

jedniqki kraci komplanarni zva�emo naporednim. Konveksne uglove ∡pq
i ∡p′q′ qiji su kraci p, p′ i q, q′, komplementne poluprave, nazivamo un-
akrsnim.

Teoremom 2.13.2. je dokazano da skup koji se sastoji od taqaka dveju

polupravih sa zajedniqkim temenom razlaжe ravan kojoj pripada na dva

ugla. Pre nego xto formulixemo i dokaжemo opxtije tvr�eƬe, for-

mulisa�emo i dokazati dve naredne teoreme:

Teorema 2.13.3. Neka je u ravni π data ugaona linija ∡pq. Ako je A
proizvoƩna taqka ugaone linije ∡pq, i B proizvoƩna taqka ravni π
takva da B /∈ ∡pq, tada postoji poligonalna linija L koja povezuje
taqke A i B, i qija svaka taqka sem taqke A, pripada onom od kom-
plementarnih uglova na koje je ugaonom linijom razloжena ravan π
a kojemu pripada taqka B.

Slika 2.11.

Dokaz. Oznaqimo sa α i α′ komplementarne uglove na koje je ravan π
razloжena ugaonom linijom ∡pq. Ako se taqka A poklapa sa temenom O
ugaone linije ∡pq, tada otvorena duж (AB) nema zajedniqkih taqaka sa
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ugaonom linijom ∡pq i svaka taqka duжi (AB) pripada onom od uglova

α i α′ kome pripada taqka B.

Ako taqka A pripada jednom od krakova p i q, na primer kraku p i

ako duж (AB) nema zajedniqkih taqaka sa ugaonom linijom ∡pq, dokaz

teoreme je zavrxen.

Ako duж (AB) seqe krak krak q u taqki Q (Slika 2.11) tada postoji

taqka Q′ takva da je B(Q,O,Q′). Duж (AQ′) nema zajedniqkih taqaka

sa krakom p jer A ∈ P , a ne seqe ni krak q jer su sve taqke te duжi

sa one strane prave p∗ koja je odre�ena krakom p sa koje nije ni jedna

taqka otvorene poluprave q. Oznaqimo sa q∗ pravu odre�enu krakom q.
Vaжi A,B ÷ q∗. Tako�e, zatvorena duж [Q′B] nema zajedniqkih taqaka

sa krakom p a jedina zajedniqka taqka sa pravom q∗ je Q′. To znaqi da

poligonalna linija AQ′B povezuje taqke A i B a sa ugaonom linijom

∡pq nema zajedniqkih taqaka sem taqke A. Dakle, sve taqke poligonalne

linije AQ′B, sem taqke A, su sa iste strane ∡pq sa koje je i taqka B.

Slika 2.12.

Neka duж AB sadrжi teme O ugaone linije ∡pq. Oznaqimo sa Q′

proizvoƩnu taqku poluprave q′ komplementarne sa Q. Tada poligonalna

linija AQ′B povezuje taqke A i B a sa ugaonom linijom ∡pq sem taqke

A nema drugih zajedniqkih taqaka. �

Teorema 2.13.4. Ako poluprava c sa temenom O pripada uglu ∡ab sa
temenom O, onda poluprava c razlaжe taj ugao na dva ugla.

Dokaz. Oznaжimo sa γ′ ugao ∡ab kome pripada poluprava c a sa γ ugao

komplementaran uglu γ′. Oznaqimo zatim sa α ugao ∡bc kome ne pripada

poluprava a, a sa β ugao ∡ac kome ne pripada poluprava b. Najpre �emo

dokazati da su uglovi α, β i γ disjunktni. Pretpostavimo da taqka X
pripada jednom od Ƭih recimo uglu α i dokaжimo da u tom sluqaju taqka

X ne pripada ni jednom od preostala dva ugla β i γ.
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Ako bi taqka X pripadala jednom od uglova β i γ recimo uglu β tada

bi za svaku taqku Y tog ugla postojala poligonalna linija l koja spaja

taqke X i Y i cela pripada uglu ∡ac. Na osnovu prethodne teoreme pos-

toji poligonalna linija l′ koja povezuje taqku X sa proizvoƩnom taqkom

B poluprave b, takva da sve taqke poligonalne linije l′, osim taqke B,

pripadaju uglu α. Tada poligonalna linija l ∪ l′ povezuje taqke Y i B
i ne seqe ugaonu liniju ∡ac, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da

poluprava b ne pripada uglu β.

Slika 2.13.

Dokaжimo sada da svaka taqka Z koja ne pripada uglovima α i β mora

da pripada uglu γ. Oznaqimo sa Z ′ proizvoƩnu taqku ugla γ. Trebamo

dokazati da je Z,Z ′
..
−∡ab. Ako otvorena duж ZZ ′ ne seqe ugaonu liniju

∡ab, tada su taqke Z i Z ′ sa iste strane ugaone linije ∡ab.
Pretpostavimo da otvorena duж (ZZ ′) seqe jednu od polupravih a

ili b. Neka je na primer A preseqna taqka duжi (ZZ ′) i poluprave a.
Ako duж (ZZ ′) seqe i polupravu b u nekoj taqki B, tada postoji taqka Y
takva da je B(A, Y,B). U tom sluqaju je zadovoƩeno

Z ′, Y ÷ ∡ab i Y, Z ÷ ∡ab.

Zaista, ako neka duж, na primer (Y Z) seqe samo jedan krak ugaone

linije ∡ab, recimo krak b, tada su Y, Z ÷∡ab, jer bi u suprotnom posto-

jala poligonalna linija l koja spaja taqke Y i Z, a sa ugaonom linijom

∡ab nema zajedniqkih taqaka, pa s obzirom na to da su Y, Z sa raznih

strana prave b∗ odre�ene krakom b, poligonalna linija l bi sekla polu-

pravu komplementnu polupravoj b. Tada bi kao i dokazu Teoreme 2.13.2.

postojala poligonalna linija l′ koja pripada poligonalnoj liniji l, qiji
bi krajevi bili sa raznih strana prave koja sadrжi krak a, a sve Ƭene

taqke sa one strane prave b∗ sa koje je taqka Z, pa bi l a samim tim i l
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sekla polupravu a. Dakle, iz Z ′, Y ÷∡ab i Y, Z÷∡ab sledi Z,Z ′
..
−∡ab.

Pretpostavimo da (ZZ ′) ne seqe polupravu b, ve� samo polupravu a. Ako

ta duж ne bi sekla ni polupravu c, tada bi bilo Z,Z ′÷∡ca, p a s obzirom

na to da je da je Z ′ van ugla β, taqka Z bi pripadala uglu β.

Ako bi pak duж (ZZ ′) sekla polupravu c u taqki C, tada bi posto-

jala taqka Y za koju vaжi B(Z ′, C, Y,A, Z) ili B(Z ′, A, Y, C, Z). U prvom

sluqaju bi duж (ZZ ′) sekla b, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom. U

drugom sluqaju bi taqka Y bila van ugla α, a duж (Y Z) bi sekla polu-

pravu c ali ne i polupravu b, odakle sledi Y, Z ÷ ∡bc, tj. taqka Z bi

pripadala uglu α. �

Primenom prethodne teoreme uz pomo� matematiqke indukcije doka-

zuje se slede�e tvr�eƬe:

Teorema 2.13.5. Skup koji se sastoji od n raznih polupravih neke
ravni π, sa zajedniqkim temenom O, razlaжe ravan π na n uglova.

2.14 Orijentacija ravni

Da bismo uveli orijentaciju ravni, pre toga treba uvesti pojam is-

tosmernih uglova. Pri tome razlikujemo dva sluqaja:

(1) kada uglovi imaju zajedniqko teme,

(2) kada uglovi nemaju zajedniqko teme.

Definicija 2.14.1. Za ugao ∢ab qiji kraci a i b qine ure�en par
polupravih kaжemo da je orijentisan. Krak a je poqetni ili prvi
a krak b krajƬi ili drugi krak tog orijentisanog ugla.

Definicija 2.14.2. Dva orijentisana ugla ∢ab i ∢cd koji pri-
padaju istoj ravni π i imaju zajedniqko teme O nazivaju se is-
tosmernim (oznaka: ∢ab⇉ ∢cd) ako je zadovoƩen jedan od slede�ih
uslova:
(1) ako je a = c ili b = d jedan od uglova ∢ab i ∢cd sadrжi drugi.
(2) ako je a 6= c i b 6= d jedan od uglova ∢ab i ∢cd prema uslovu
(1) zadovoƩava relacije ∢ab⇉ ∢ad i ∢ad⇉ ∢cd. Ako pomenuti ug-
lovi ∢ab i ∢cd nisu istosmerni onda kaжemo da su suprotnosmerni
(oznaka ∢ab⇄ ∢cd).

Za orijentisane uglove koristi�emo oznaku ∢ab a za neorijentisane

oznaku ∡ab.



54 2. Geometrija poretka

Definicija 2.14.3. Dva orijentisana ugla ∢ab i ∢cd neke ravni
π sa raznim temenima O i S nazivamo istosmernim i simboliqki
obeleжavamo ∢ab⇉ ∢cd ako postoje orijentisani uglovi ∢pq i ∢rs
sa temenima redom u taqkama O i S tako da je za poluprave p, q, r, s:
p⇉ r i q ⇉ s pri qemu je ∢ab⇉ ∢pq i ∢rs⇉ ∢cd.

Teorema 2.14.1. Relacija istosmernosti definisana na skupu uglova
jedne ravni je relacija ekvivalencije.

Postupak dokazivaƬa ove teoreme analogan je postupku dokazivaƬa

odgovaraju�e teoreme za istosmerne prave, s tim xto �e biti razma-

trano vixe mogu�nosti nego za pravu. Ovo nastaje zbog toga xto treba

razlikovati sluqajeve kada uglovi imaju:

(1) zajedniqko teme, (2) razliqita temena.

Jedna od posledica relacije istosmernosti uglova je i mogu�nost

razlagaƬa svih uglova na klase istosmernih uglova.

Teorema 2.14.2. Skup svih orijentisanih uglova K neke ravni π mo-
жe se razloжiti na dva podskupa K1 i K2 pri qemu su zadovoƩeni
uslovi:
(1) Podskupovi K1 i K2 nisu prazni, tj. K1,K2 6= ∅,
(2) Podskupovi K1 i K2 su disjunktni, tj. K1 ∩K2 = ∅,
(3) Svaka dva ugla iz istog podskupa su istosmerna.
(4) Svaka dva ugla iz raznih podskupova su suprotnosmerna.

Dokaz ove teoreme vrxi se analogno dokazu odgovaraju�e teoreme u

sluqaju orijentacije prave.

Definicija 2.14.4. Svaki od dva podskupa K1 i K2 pomenuta u
prethodnoj teoremi nazivamo orijentacijom ili smerom u razma-
tranoj ravni π. Orijentacije K1 i K2 nazivamo suprotnim me�u
sobom. Ravan u kojoj je zadata jedna orijentacija nazivamo orijen-
tisanom.

U apsolutnoj geometriji pojam orijentacije nije transmisibilan, tj.

mogu�e je govoriti samo o orijentaciji na jednoj ali ne i o orijentaciji

koja bi bila zajedniqka za vixe pravih (xto je sluqaj npr. u pogledu

orijentacije paralelnih pravih u Euklidskoj geometriji).

Tako�e, moжe se govoriti samo o orijentaciji jedne iste ravni jer po-

jam orijentacije uglova u razliqitim ravnima ne moжe biti definisan.

U Euklidskoj geometriji zahvaƩuju�i definisaƬu pojma paralelnosti
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mogu�e je definisati orijentacije na xire klase: klasu paralelnih pra-

vih odnosno klasu paralelnih ravni, dok se u geometriji Lobaqevskog

(hiperboliqkoj geometriji) takve orijentacije ne mogu izvoditi xto zna-

qi da pojam orijentacije u Euklidskoj geometriji predstavƩa transmis-

ibilan a u Apsolutnoj geometriji i hiperboliqkoj geometriji netrans-

misibilan pojam.

2.15 Poluprostori i razlagaƬe prostora

pomo�u ravni

Definiciji pojma poluprostora prethodi uvo�eƬe pomo�nih rela-

cija ”sa iste strane ravni” i ”sa raznih strana ravni”. Koristi�emo

oznake A,B
� �

− π i A,B ÷ π.

Definicija 2.15.1. Neka su A, B dve taqke koje ne pripadaju ra-
vni π. Ako je pritom (AB)∩π = ∅ tada kaжemo da su taqke A i B sa
iste strane ravni π. U suprotnom, ako je (AB)∩π 6= ∅ tada kaжemo
da su taqke A i B sa raznih strana ravni π.

Teorema 2.15.1. Relacija ”sa iste strane ravni” je relacija ekvi-
valencije.

Dokaz ove teoreme vrxi se analogno dokazu odgovaraju�e teoreme o

relaciji ”sa iste strane prave” u ravni.

Relacija ”sa iste strane ravni” omogu�uje definisaƬe pojma polu-

prostora.

Definicija 2.15.2. Skup svih taqaka koje se nalaze sa iste strane
ravni π nazivamo otvorenim poluprostorom. Skup koji se sastoji
od taqaka ravni π i taqaka poluprostora nazivamo zatvorenim
poluprostorom pri qemu je ravan π granica ili me�a polupro-
stora.

Nije texko konstatovati da je poluprostor jednoznaqno odre�en med-

jom tj. ravni π i jednom taqkom van me�e. Ako je ravan π me�a i taqka A
ne pripada ravni π onda otvoreni poluprostor odre�en na ovaj naqin oz-

naqavamo (π,A). Odgovaraju�i zatvoreni poluprostor oznaqavamo [π,A).

Teorema 2.15.2. (Osnovna teorema o razlagaƬu prostora) Svaka
ravan π prostora S3 razlaжe skup svih ostalih taqaka tog prostora
na dva otvorena poluprostora.
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Dokaz ove teoreme se vrxi analogno dokazu teoreme o razlagaƬu ra-

vni na otvorene poluravni.

Teorema 2.15.3. Otvoren i zatvoren poluprostor su konveksni sku-
povi taqaka.

Napomena. Osobina razlagaƬa prave, ravni ili prostora je individ-

ualno svojstvo regulisano aksiomatikom. Za razliku od Apsolutne ge-

ometrije u Projektivnoj geometriji jedna taqka ne vrxi razlagaƬe prave,

odnosno jedna ravan ne vrxi razlagaƬe prostora, ve�dve taqke razlaжu

pravu na dva projektivna odseqka. U Apsolutnoj geometriji taqka ra-

zlaжe pravu, a jedna ravan razlaжe prostor. Dve ravni koje se seku

razlaжu prostor na qetiri dela. Tri ravni koje se seki razlaжu pros-

tor na maksimalno osam delova, a qetiri ravni na maksimalno petnaest

delova.

2.16 Diedarska povrx i diedar

Definicija 2.16.1. Skup taqaka dveju poluravni α i β koje imaju
zajedniqku granicu s i taqaka prave s nazivamo diedarska povrx a
oznaqavamo je αβ.

Definicija 2.16.2. Neka su A i B dve taqke koje ne pripadaju
diedarskoj povrxi αβ. Ako postoji poligonalna linija koja spaja
taqke A i B i koja sa diedarskom povrxi αβ nema zajedniqkih
taqaka, tada kaжemo da su taqke A,B sa iste strane diedarske
povrxi αβ, a ako takva linija ne postoji tada su taqke A i B sa
razliqitih strana diedarske povrxi αβ. Kao i u svim prethodnim
sluqajevima koristi�emo iste oznake relacija sa iste strane i sa
raznih strana diedarske povrxi.

Teorema 2.16.1. Relacija
� �

−αβ je relacija ekvivalencije.

Ova teorema dokazuje se analogno odgovaraju�oj teoremi vezanoj za

ugao.

Definicija 2.16.3. Skup svih taqaka prostora koje se nalaze sa
iste strane diedarske povrxi αβ nazivamo otvorenim diedrom.
Ako taqkama diedarske povrxi αβ dodamo otvoren diedar, dobi-
jamo zatvoren diedar. U oba sluqaja diedarska povrxje granica
ili me�a diedra, poluravni α i β nazivamo pƩosnima tog diedra
a zajedniqku granicu s ivicom diedra.
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Teorema 2.16.2. Svaka diedarska povrx prostora razlaжe skup os-
talih taqaka prostora na dva otvorena diedra.

Ova teorema dokazuje se analogno odgovaraju�oj teoremi vezanoj za

ugao.

Napomenimo da za svaku teoremu dokazanu za uglove, moжemo for-

mulisati i dokazati odgovaraju�u teoremu za diedre.

2.17 Peanovi stavovi o identifikaciji

pravih, ravni i prostora sa izvesnim

skupovima taqaka

Teorema 2.17.1. Ako su A i B dve razne taqke neke prave l tada je
prava l identiqna sa skupom l′ koji se sastoji od taqaka A i B i
svih taqaka X koje zadovoƩavaju neku od triju relacija: B(A,X,B),
B(X,A,B), B(A,B,X).

Dokaz. Sledi direktno iz Aksiome II1 i Teoreme 2.5.1. �

Slika 2.14.

Tako�e nije texko dokazati i slede�e teoreme

Teorema 2.17.2. Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke neke ravni
π tada je ravan π identiqna sa skupom π′ svih taqaka X koje zado-
voƩavaju bar jednu od relacija: X ∈ l(B,C), X ∈ l(C,A), X ∈ l(A,B),
B(B,AX,C), B(C,BX,A), B(A,CX,B) (Slika 2.14).

Napomena. Oznaka l(B,C) oznaqava pravu odre�enu taqkama B i C a

oznaka B(B,AX,C) znaqi da su taqke B i C sa raznih strana prave AX.
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Slika 2.15.

Teorema 2.17.3. Ako su A,B,C,D qetiri nekomplanarne taqke, ta-
da je skup S svih taqaka prostora identiqan sa skupom S′ svih taqaka
X koje zadovoƩavaju bar jednu od relacija: X ∈ π(B,C,D),
X ∈ π(C,D,A), X ∈ π(D,A,B), X ∈ π(A,B,C), B(B,ADX,C),
B(C,BDX,A), B(A,CDX,B), B(A,BCX,D), B(B,CAX,D),
B(C,ABX,D) (Slika 2.15).

Napomena. Oznaka X ∈ π(B,C,D) znaqi da taqka X pripada ravni

odre�enoj taqkama B,C,D a oznaka B(B,ADX,C) znaqi da se taqke B i

C nalaze sa raznih strana ravni π(A,D,X).

2.18 Jednostruko povezane poligonske povrxi

Definiciju poligonske povrxi izvex�emo uz prethodno uvo�eƬe po-

mo�nih relacija: ”taqka u prostom ravnom poligonu” i ”taqka van pros-

tog ravnog poligona”.

Teorema 2.18.1. Neka je dat prost ravan poligon p i neka je O taqka
u Ƭegovoj ravni koja nije na poligonu p i a, b par polupravih u ra-
vni tog poligona, koje imaju za kraj taqku O i koje ne sadrжe ni
jedno teme poligona p. Ako pri tome poluprava a ima sa poligonom
p neparan broj zajedniqkih taqaka tada i poluprava b ima neparan
broj zajedniqkih taqaka sa poligonom p. Ako poluprava a ima sa
poligonom p nula ili paran broj zajedniqkih taqaka tada i poluprava
b ima sa poligonom p nula ili paran zajedniqkih taqaka.
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Dokaz. Oznaqimo sa k(a) broj preseqnih taqaka poluprave a sa poligonom

p a sa k(b) broj preseqnih taqaka poluprave b sa poligonom p. Da bi

dokazali teoremu dovoƩno je dokazati da je razlika k(a)− k(b) nula ili

paran broj, tj. da je k(a) ≡ k(b) (mod 2).

Slika 2.16.

Konstruiximo sve poluprave (Slika 2.16) koje polaze iz taqke O i

sadrжe respektivno temena poligona p. Neke od tih polupravih mogu se i

poklopiti. U tom sluqaju takve poluprave smatra�emo jednom polupravom.

Ako poligon p ima n temena onda onda je ukupan broj polupravih sa po-

qetkom u taqki O jednak m pri qemu je m 6 n. Oznaqimo sa a1, a2, . . . , am
te poluprave pri qemu je uveden takav poredak da je a2 ⊂ ∡(a1, a3),
a3 ⊂ ∡(a2, a4), . . .

Naime, ovih m polupravih razlaжu ravan π na m otvorenih uglova,

pri tome izme�u svake dve uzastopne poluprave nema temena, ve�samo

stranica poligona p.

Neka je pri tome a1 poluprava, takva da je a ⊂ ∡(a1, a2). U tom

sluqaju moжe se dogoditi da je i b ⊂ ∡(a1, a2) ili je b u nekom drugom

od uglova (Slika 2.17) ∡(ai, ai+1), i = 2, 3, . . . , n− 1.

Ako je poluprava b ⊂ ∡(a1, a2) u kome je i polupra a neposredno

sledi da ako a seqe neku stranicu poligona p, tada i b seqe tu stranicu

poligona p i obrnuto. U tom sluqaju je k(a) = k(b) tj. k(a)− k(b) = 0.

Ako poluprava b nije u uglu ∡(a1, a2) ve�naprimer u uglu ∡(a2, a3),
mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

(1) Neka stranica poligona (Slika 2.18) seqe sva tri kraka a1, a2, a3.
Tada ona seqe obe poluprave a i b.
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Slika 2.17.

(2) Neka jedna stranica (Slika 2.18) ima za kraj taqku koja je na a2
a Ƭoj susedna stranica polazi iz te taqke i nalazi se sa druge strane

prave odre�ene sa a2. Tada a seqe tu stranicu a b seqe Ƭoj susednu pa je

za taj sluqaj k(a) = k(b), tj. k(a)− k(b) = 0.
(3) Neka obe susedne stranice poligona (Slika 2.18) imaju za kraj

taqku na polupravoj a2 i neka se obe nalaze sa iste strane poluprave a2
npr. tamo gde je poluprava a. Tada one obe seku a i ne seku b. Analogno

u sluqaju (4) one obe seku b a ne seku a. I u sluqaju (3) i (4) razlika je

paran broj.

Slika 2.18.

(5) Jedna od stranica poligona (Slika 2.18) moжe pripadati polu-

pravoj a2. U tom sluqaju mogu nastupiti situacije (5), (6) i (7). U

svim ovim sluqajevima je k(a) − k(b) paran broj ili nula. Ako se b ne

nalazi u ∡(a2, a3) nego u nekom od slede�ih uglova, tada se dokaz izvodi
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indukcijom i zakƩuquje da je k(a) − k(b) paran broj ili nula. Odavde

zakƩuqujemo da ako je k(a) neparan broj tada je i k(b) neparan broj, a

ako je k(a) paran broj ili nula tada je i k(b) paran broj ili nula. �

Definicija 2.18.1. Neka je p prost ravan poligon i O taqka u
Ƭegovoj ravni koja ne pripada poligonu p. Ako postoji poluprava
a koja se nalazi u ravni poligona p, ne sadrжi ni jedno Ƭegovo
teme i ima sa p neparan broj zajedniqkih taqaka, tada kaжemo da je
taqka O unutar poligona p. Ako takva poluprava ne postoji kaжemo
da je taqka O izvan poligona p.

Definicija 2.18.2. Neka je p prost ravan poligon. Skup taqaka
ravni tog poligona koje se nalaze u tom poligonu nazivamo otvore-
nom poligonskom povrxi. Temena i stranice poligona nazivamo
temenima i stranicama poligonske povrxi. Otvorenu poligon-
sku povrx oznaqavamo sa (p). Skup svih taqaka otvorene poli-
gonske povrxi (p) i taqaka koje se nalaze na poligonu p nazivamo
zatvorenom poligonskom povrxi i oznaqavamo je sa [p]. Poligon p
je granica ili rub poligonske povrxi.

Nije texko ustanoviti da se bilo koje dve taqke poligonske povrxi

mogu spojiti poligonalnom linijom koja cela pripada unutraxƬosti raz-

matrane poligonske povrxi.

Teorema 2.18.2. Svaka prava s u ravni prostog ravnog poligona p
koja ne sadrжi ni jedno teme tog poligona, ima sa tim poligonom
paran broj zajedniqkih taqaka.

Slika 2.19.

Dokaz. Neka je S proizvoƩna taqka prave s (Slika 2.19) koja ne pripada

poligonu p. Prema ranije navedenoj teoremi o razlagaƬu prave taqka S
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razlaжe pravu s na dve poluprave s1 i s2. Prema dokazanoj teoremi,

ako poluprava s1 ima sa poligonom p neparan broj zajedniqkih taqaka,

tada isto vaжi i za polupravu s2, a ako poluprava s1 ima paran broj

zajedniqkih taqaka sa poligonom p ili ih nema tada i poluprava s2 ima

sa poligonom p paran broj zajedniqkih taqaka ili ih nema. Budu�i da su

s1 i s2 disjunktni skupovi taqaka, ukupan broj preseqnih taqaka prave s
i poligona p iznosi k(s1) + k(s2), pa k(s) mora biti paran. �

Teorema 2.18.3. (Жordanova teorema - osnovna teorema o razla-
gaƬu ravni nekim prostim ravnim poligonom): Svaki prost ravan
poligon neke ravni π razlaжe skup ostalih taqaka te ravni na dva
podskupa, od kojih je jedan otvorena poligonska povrx, a drugi pred-
stavƩa spoƩaxƬost poligonske povrxi.

Dokaz. Neka je p prost ravan poligon i neka je s proizvoƩna prava koja

ima sa poligonom p zajedniqkih taqaka i ne sadrжi ni jedno teme poli-

gona p. Prema prethodnoj teoremi prava s ima sa poligonom p paran broj

preseqnih taqaka (Slika 2.20) koje moжemo oznaqiti P1, P2, . . . , P2n pri

qemu je B(P1, P2, . . . , P2n). Neka je X proizvoƩna taqka izme�u P1 i P2 a

Y taqka prave s koja je iza P1 u odnosu na P2, tj. vaжi B(Y, P1, X, P2).

Slika 2.20.

Tada X razlaжe pravu s na dve poluprave. Bilo koju od Ƭih, recimo

onu koja sadrжi P2, P3, . . . , P2n obeleжimo sa s1. Taqka Y ralaжe pravu s
na dve poluprave. Neka je s2 ona od Ƭih koja sadrжi taqke P1, P2, . . . , P2n.

Kako taqka X ne pripada poligonu p i pripada onoj polupravoj koja sa

poligonom p ima neparan broj zajedƬiqkih taqaka, taqka X je unutar

poligona p. Kako je taqka Y u ravni poligona p i postoji poluprava s2
sa poqetkom u Y koja sa poligonom p ima paran broj zajedniqkih taqaka,

taqka Y je van poligona p. Iz ovoga sledi da unutraxƬost i spoƩa-

xƬost poligona p nusu prazni skupovi. Da bi smo pokazali da poligon
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p razlaжe skup svih ostalih taqaka Ƭegove ravni na unutraxƬost i spo-

ƩaxƬost poligona p dovoƩno je ustanoviti slede�a dva svojstva:

(1) unutraxƬost i spoƩaxƬost poligona p nemaju zajedniqkih taqaka,

(2) svaka taqka ravni tog poligona koja ne pripada tom poligonu pri-

pada ili spoƩaxƬosti ili unutraxƬosti tog poligona.

(1) Prvi sluqaj dokazuje se indirektno. Ako bi u unutraxƬosti i

spoƩaxƬosti postojala neka zajedniqka taqka M , tada bi taqka M kao

unutraxƬa taqka predstavƩala kraj neke poluprave a koja sa poligonom

p ima neparan broj zajedniqkih taqaka. S druge strane taqka M kao spo-

ƩaxƬa taqka poligona bila bi kraj neke poluprave b koja bi sa poligonom

p imala paran broj ili nula zajedniqkih taqaka. U tom sluqaju iz taqke

M ravni poligona p postoje dve poluprave koje ne sadrжe ni jedno teme

poligona p pri qemu jedna od Ƭih ima sa poligonom p neparan a druga

paran broj ili nula zajedniqkih taqaka xto je nemogu�e.

(2) Drugo svojstvo dokazuje se neposredno. Ako bi M bila taqka

ravni poligona p koja ne pripada poligonu p i ako je a poluprava koja se

nalazi u ravni tog poligona i ne sadrжi ni jedno teme tog poligona tada

poluprava a sa poligonom p ili ima neparan broj zajedniqkih taqaka ili

nula zajedniqkih taqaka te je taqka M ili na poligonu ili van poligona

ili unutar poligona qime je teorema dokazana. �

Dve slede�e teoreme daju odgovor na pitaƬe jesu li unutraxƬost u

spoƩaxƬost prostog ravnog poligona oblasti ili ne.

Teorema 2.18.4. Neka su u ravni π dati prost poligon p i dve razne
taqke A i B koje ne pripadaju poligonu p. Ako u ravni π postoji
poligonalna linija koja povezuje taqke A i B a sa poligonom p nema
zajedniqkih taqaka, tada su taqke A i B obe unutar ili obe izvan
poligona p.

Dokaz. Neka je l = AC1C2 · · ·CmB poligonalna linija ravni π koja

sa poligonom p nema zajedniqkih taqaka (Slika 2.21). DovoƩno je da

dokaжemo da su taqke A i C1 obe unutr ili obe van poligona p. Tada bi

svaka dva susedna temena poligonalne linije l bila oba unutar ili oba

van poligona p, a to znaqi da bi i taqke A i B bile obe unutar uli obe

van poligona p.

Ako poluprava [AC1) ne sadrжi ni jedno teme poligona p, tada ni

poluprava sa temenom C1 koja pripada polupravoj [AC1) ne sadrжi ni

jedno od temena poligona p. Te dve pomenute poluprave �e se�i poli-

gon p u istim taqkama jer duж (AC1) sa poligonom p nema zajedniqkih
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Slika 2.21.

taqaka. Dakle, u ovom sluqaju su taqke A i B istovremeno unutar ili

van poligona p.

Ako poluprava [AC1) sadrжi neko od temena poligona p, tada s ob-

zirom na to da je broj temena poligona p konaqan, postoji prava c1 koja

sadrжi taqku C1 i ne sadrжi ni jedno teme poligona p. S obzirom na

to da se skup koji se sastoji iz taqke C1 i preseqnih taqaka prave c1 i

poligona p moжe linearno urediti, oznaqimo sa X taqku tog skupa sa

osobinom da izme�u taqaka X i C1 nema drugih taqaka tog skupa. Tada,

na duжi XC1 moжemo uoqiti taqku C ′
1 sa osobinom da poluprava [AC ′

1)
ne sadrжi ni jedno teme poligona p, a duж (AC ′

1) nema zajedniqkih taqaka

sa poligonom p. Zaista, poluprave sa zajedniqkim poqetkom u taqki A,

koje sadrжe temena poligona p seku duж (XC1) u konaqan broj taqaka.

Oznaqimo sa C ′
1 proizvoƩnu taqku duжi (XC1) razliqitu od Ƭih, tako

da izme�u taqaka C1 i C ′
1 nema ni jedne od pomenutih taqaka. Duж (AC ′

1)
nema zajedniqkih taqaka sa stranicama poligona p pa su taqke A i C ′

1 obe

unutar ili obe van poligona p. Tako�e ni duж (C ′
1C1) nema zajedniqkih

taqaka sa poligonom p, pa su i taqke C ′
1 i C1 obe unutar ili obe van

poligona p. Odavde sledi da su taqke A i C1 obe unutar ili obe van

poligona p. �

Kao xto smo videli ranije poligoni se mogu podeliti na proste i

sloжene. U skladu sa ovim moжemo i dijagonale poligona podeliti na

proste i sloжene.

Definicija 2.18.3. Kaжemo da je dijagonala poligona prosta, ako
sa tim poligonom nema zajedniqkih taqaka. U protivnom je dijago-
nala poligona sloжena. Prosta dijagonala moжe biti unutraxƬa
ili spoƩaxƬa.
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Definicija 2.18.4. Prosta dijagonala poligona p je unutraxƬa
ako su sve Ƭene taqke sem krajƬih unutar tog poligona. Prosta
dijagonala poligona je spoƩaxƬa ako su sve Ƭene taqke izvan po-
ligona p osim Ƭenih krajƬih taqaka.

Tako�e vaжe i slede�a tvr�eƬa kja navodimo bez dokaza.

Teorema 2.18.5. UnutraxƬost i spoƩaxƬost prostog ravnog poli-
gona p su povezani geometrijski likovi.

Teorema 2.18.6. Svaka poligonska povrx koja ima vixe od tri te-
mena ima bar jednu unutraxƬu dijagonalu.

Teorema 2.18.7. Ako je p prost ravan poligon i l poligonalna linija
qiji se krajevi nalaze na tom poligonu a sve ostale taqke u tom
poligonu p tada ova poligonalna linija l razlaжe poligonsku povrx
ograniqenu poligonom p na dve poligonske povrxi.

Definicija 2.18.5. RazlagaƬe poligonske povrxi na trougaone pov-
rxi naziva se triangulacija poligonske povrxi.

Teorema 2.18.8. Svaka poligonska povrx moжe se unutraxƬim dija-
gonalama razloжiti na trougaone povrxi.

Teorema 2.18.9. Trougaona povrx je konveksan geometrijski lik.

Teorema 2.18.10. Ako sva temena neke trougaone povrxi ∆ABC pri-
padaju konveksnom liku ω, tada sve taqke trougaone povrxi ∆ABC
pripadaju liku ω.

Slika 2.22.
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Dokaz. Uoqimo proizvoƩnu taqku M trougaone povrxi ∆ABC. Do-

voƩno je pokazati da M ∈ ω.

Razlikujemo dva sluqaja: (i) Taqka M pripada nekoj od stranica AB,

BC ili AC trougaone povrxi, (ii) Taqka M ne pripada ni jednoj od

stranica AB, BC i AC trougaone povrxi.

Razmotrimo ponaosob svaku od ove dve mogu�nosti:

(i) Neka taqka M ∈ BC (Slika 2.22.a)). Vaжi B,C ∈ ω i ω je

konveksan lik, odakle sledi BC ⊂ ω a odavde M ∈ ω. Analogno se

razmatraju i sluqajevi kada M ∈ AC i M ∈ AB

(ii) Neka je M unutraxƬa taqka trougaone povrxi ∆ABC (Slika

2.22.b)). Prava AM seqe stranicu BC u nekoj taqki L. Taqka L pripada

duжi BC, pa zbog konveksnosti pripada i liku ω. Sada, A,L ∈ ω, odakle
prema dokazanom delu teoreme (i) sledi AL ⊂ ω, a kako je jox M ∈ AL
sledi M ∈ ω.

Dakle, ∆ABC ⊂ ω. �

Teorema 2.18.11. Ako sva temena neke ne neophodno konveksne, pro-
ste, ravne poligonalne povrxi P pripadaju konveksnom geometrij-
skom liku ω, tada sve taqke te poligonalne povrxi pripadaju liku ω.

Slika 2.23.

Dokaz. Neka je P prosta poligonalna povrx takva da sva Ƭena temena

pripadaju konveksnoj povrxi ω (Slika 2.23). Povrx P se moжe pred-

staviti u obliku unije trougaonih povrxi ∆i, i = 1, 2, . . . , n (Teorema

2.18.8.), tj.

P =
n⋃

i=1

∆i.
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Neka je M proizvoƩna taqka povrxi P . Tada postoji trougaona

povrx △i, i ∈ {1, ..., n} takva da M ∈ △i, △i ⊂ ω na osnovu Teoreme

2.18.10., odakle sledi M ∈ ω. Dakle, zbog proizvoƩnosti taqke M sledi

P ⊂ ω. �

2.19 Vixestruko povezane poligonske povrxi

Sem poligonskih povrxi koje smo do sada razmatrali, a to su bile

jednostruko povezane poligonske povrxi, u geometriji se razmatraju i

vixestruko povezane poligonske povrxi.

Slika 2.24.

Definicija 2.19.1. Neka je dat prost ravan poligon p i neka je
{p1, p2, . . . , pk} konaqan skup poligona (Slika 2.24) koji se nalaze
u poligonu p, koji me�u sobom nemaju zajedniqkih taqaka, a svaki
od Ƭih se nalazi izvan ostalih. Poligonsku povrx koja se dobija
kada se od otvorene poligonske povrxi p oduzmu zatvorene poligon-
ske povrxi [p1], [p2], . . . , [pk] nazivamo (k + 1)−povezanom otvorenom
poligonskom povrxi i obeleжavamo je sa

(p; p1, p2, · · · , pk).

Ako se ovom skupu taqaka dodaju taqke poligona pi, i ∈ {1, . . . , k},
i taqke poligona p dobijamo zatvorenu (k+1)−povezanu povrx koju
oznaqavamo sa

[p; p1, p2, · · · , pk].
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Povrxi uvedene prethodnom definicijom zva�emo i vixestruko pove-
zanim poligonskim povrxima. Jasno, obiqna poligonska povrx je 1-
povezana.

Temena i ivice poligona iz kojih se sastoji rub povrxi

(p; p1, p2, · · · , pk) zovemo temenima i ivicama te (k+1)-povezane poli-
gonske povrxi. Duжi koje spajaju temena povrxi (p; p1, p2, · · · , pk), a

nisu Ƭene ivice, nazivamo dijagonalama te povrxi.

Nije texko dokazati slede�e teoreme:

Teorema 2.19.1. Ako je taqka O unutar (k + 1)−povezane otvorene
poligonske povrxi i ako je a poluprava koja ima za kraj taqku O i
ne sadrжi ni jedno teme poligona p, p1, p2 · · · , pk, onda poluprava a
ima sa rubom te povrxi neparan broj zajedniqkih taqaka.

Teorema 2.19.2. Ma koje dve taqke u prostoj (k+1)-povezanoj poligon-
skoj povrxi uvek se mogu spojiti jednom poligonalnom linijom koja
pripada toj poligonskoj povrxi.

Teorema 2.19.3. Ma koje dve taqke izvan (k + 1)−povezane poligon-
ske povrxi mogu se spojiti poligonalnom linijom l, takvom da nema
zajedniqkih taqaka sa poligonom p, tj. l∩p = ∅, ili je broj preseqnih
taqaka paran.

Teorema 2.19.4. Ako su P i Q dve taqke u ravni (k+1)−povezane po-
ligonske pvrxi i P unutar a Q van Ƭe, onda svaka poligonalna linija
koja spaja taqke P i Q a pripada ravni tog poligona ima neparan broj
zajedniqkih taqaka sa rubom te poligonske povrxi a ako sadrжi deo
stranice onda ima beskonaqno mnogo zajedniqkih taqaka.

Iz definicije vixestruko povezanih poligonskih povrxi neposredno

sledi da zatvorena k+1-povezana poligonska povrx [p; p1, p2, · · · , pk] ra-
zlaжe ravan kojoj pripada na poligonske povrxi (p1), (p2), · · · , (pk) i

spoƩaxƬost poligona [p]. Na isti naqin kao za poligonske povrxi i u

ovom sluqaju se mogu dokazati sledeqa tvr�eƬa:

Teorema 2.19.5. Ako u ravni (k + 1)-povezane poligonske povrxi
(p; p1, p2, · · · , pk) postoji poligonalna linija l koja povezuje taqke A
i B koje ne pripadaju Ƭenom rubu, tada ako taqke A i B nisu taqke
spoƩaxƬosti poligona p, pripadaju taqno jednom od likova

(p; p1, p2, · · · , pk).
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Teorema 2.19.6. Svaka (k + 1)-povezana poligonska povrx je povezan
geometrijski lik.

Teorema 2.19.7. Svaka (k+1)-povezana poligonska povrx sa vixe od
tri temena ima bar jednu unutraxƬu dijagonalu.

Teorema 2.19.8. Postoji triangulacija svake (k+1)-povezane poli-
gonske povrxi Ƭenim unutraxƬim dijagonalama.

2.20 RogƩaste povrxi i rogƩevi

Definicija 2.20.1. Ako je a1, a2, . . . , an (n ≥ 3) konaqan niz me�u
sobom razliqitih polupravih sa zajedniqkim poqetkom u taqki O,
od kojih nikoje tri uzastopne nisu komplanarne, onda skup koji se
sastoji od taqke O, svih polupravih a1, a2, . . . , an i svih otvorenih
uglova ∡(a1, a2), ∡(a2, a3), . . ., ∡(an−1, an) nazivamo otvorenom rog-
Ʃastom povrxi. Taqku O nazivamo vrhom ili temenom, poluprave
a1, a2, . . . , an ivicama a uglove ∡(a1, a2), ∡(a2, a3), . . ., ∡(an−1, an) iviq-
nim uglovima ili pƩosnima te rogƩaste povrxi. Ivice a1 i an
nazivamo krajƬim a ostale unutraxƬim ivicama. Ako navedenom
skupu taqaka dodamo i taqke ugla ∡(an, a1) dobijamo zatvorenu rog-
Ʃastu povrx koju nazivamo kra�e rogƩasta povrx.

RogƩasta povrx moжe da bude prosta i sloжena.

Definicija 2.20.2. RogƩasta povrx je prosta ako nikoje dve pƩo-
sni nemaju zajedniqkih taqaka sem xto imaju zajedniqko teme i xto
susedne pƩosni imaju zajedniqke ivice. U protivnom rogƩasta
povrx je sloжena.

Razlikujemo i jednostrane i vixestrane rogƩaste povrxi.

Definicija 2.20.3. RogƩasta povrx je jednostrana ako postoji ra-
van koja sadrжi Ƭeno teme dok se sve ostale taqke te povrxi na-
laze sa iste strane te ravni. Ako takva ravan ne postoji rogƩastu
povrx nazivamo vixestranom.

Definicija 2.20.4. Dve taqke su sa iste strane proste rogƩaste
povrxi ako postoji poligonalna linija u prostoru koja spaja te
dve taqke i nema sa rogƩastom povrxi zajedniqkih taqaka. U pro-
tivnom su sa raznih strana rogƩaste povrxi. Pomenute relacije
oznaqavamo kao i u prethodnim sluqajevima.
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Definicija 2.20.5. Skup svih taqaka koje su sa iste strane proste
rogƩaste povrxi nazivamo rogaƩ.

Analogno odgovaraju�im teoremama iz prethodnih sluqajeva dokazuje

se i slede�a osnovna teorema

Teorema 2.20.1. (Жordanova teorema) Svaka prosta zatvorena rog-
Ʃasta povrx prostora razlaжe skup ostalih taqaka prostora na
dva otvorena podskupa.

Svaki od dva pomenuta podskupa predstavƩa rogaƩ. Samu rogƩastu

povrx nazivamo granicom ili me�om svakog od tih rogƩeva.

Definicija 2.20.6. Neka je data prostorna figura Φ i neka ravan
π. Ravan π je ravan oslonca figure Φ ako ima sa Ƭom zajedniqkih
taqaka, pri qemu su sve ostale taqke figure Φ sa iste strane ra-
vni π.

Lako se dokazuje slede�a teorema

Teorema 2.20.2. Ako je kod nekog n-tostranog rogƩa ravan odre�ena
bilo kojom pƩosni tog rogƩa ravan oslonca tog rogƩa, tada je taj
rogaƩ konveksan.

Definicija 2.20.7. RogƩasta povrx je konveksna ako predstavƩa
granicu nekog konveksnog rogƩa.

Napomena. Konveksnost (n − 1)-dimenzione figure u n dimenzionom

prostoru se definixe na taj naqin xto se posmatra konveksnost n-di-
menzione figure qiju me�u predstavƩa razmatrana (n − 1)-dimenziona
figura.

Teorema 2.20.3. Svaki konveksan rogaƩ moжe se prese�i izvesnom
ravni tako da presek bude konveksna poligonalna povrx.

Dokaz. Neka je Oa1a2 . . . an (Slika 2.25) konveksan rogaƩ. Dokaжimo da

postoji ravan σ koja ga seqe po konveksnoj poligonalnoj povrxi. Neka su

A1 i A2 bilo koje dve taqke na ivicama a1 i a2. Prava l(A1, A2) razlaжe

ravan pƩosni (a1, a2) na dve poluravni. Oznaqimo sa π ravan te pƩosni

a sa π1 poluravan kojoj je rub prava l(A1, A2) i koja sadrжi taqku O.

Neka su zatim A3, A4, . . . , An proizvoƩne taqke redom ivica a3, . . . , an.
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Slika 2.25.

Oznaqimo sa π3, . . . , πn poluravni koje imaju za granicu pravu

l(A1, A2) i sadrжe redom taqke A3, A4 . . . , An. Poluravni π3, π4, . . . , πn
nalaze se sa iste strane ravni π jer je rogaƩ konveksan, te sa poluravni

π1 zaklapaju konveksne diedre. Obeleжimo te diedre sa Φ3,Φ4, . . . ,Φn.

Svi ovi diedri imaju zajedniqku pƩosan π1 i nalaze se sa iste strane

ravni π pa u tom skupu diedara postoji diedar koji je sadrжan u svim

ostalim diedrima tog skupa. Neka je to diedar Φk. Neka je M proiz-

voƩna taqka unutar diedra Φk i neka je σ ravan koja sadrжi taqku M
i pravu l(A1, A2). Taqke A3, A4, . . . , An nalaze se sa one strane ravni σ
sa koje nije taqka O, te poluprave koje sadrжe duжi OA3, OA4,. . .,OAn

tj. ivice a3, a4, . . . , an prodiru ravan σ u taqkama P3, P4 . . . Pn. Na

taj naqin ravan σ seqe pƩosni (a1, a2), (a2, a3),. . .,(an, a1) po duжima

A1A2, A2P3, P3P4,. . .,PnA1, a ceo rogaƩ Oa1a2...an po poligonskoj povrxi

A1A2P3P4 . . . Pn. Kako je rogaƩ Oa1a2...an konveksan i ravan σ konveksan

lik to je i Ƭihov presek, tj. poligonska povrx A1A2P3 . . . Pn konveksan
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geometrijski lik. �

Teorema 2.20.4. Ako je data jednostrana, konveksna rogƩasta povrx,
tada postoji ravan koja seqe sve ivice te rogƩaste povrxi.

Slika 2.26.

Dokaz. Postoji ravan π koja sadrжi taqku O (Slika 2.26) a sve os-

tale taqke te rogƩste povrxi nalaze se sa iste strane ravni π. Uoqimo

proizvoƩnu pravu p u ravni π i proizvoƩne taqke A1, A2,. . .,An na ivi-

cama rogƩaste povrxi. Obeleжimo sa π1 poluravan kojoj je me�a prava

p i koja sadrжi taqku O. Oznaqimo sa σ1, σ2,. . .,σn poluravni sa zajed-

niqkom granicom p koje sadrжe redom taqke A1, A2,. . .,An. Sve te taqke

su sa iste strane ravni π, te poluravni σ1, σ2,. . .,σn sa poluravni π1
zahvataju konveksne diedre Φ1, Φ2 . . . ,Φn. Ostatak teoreme dokazuje se

analogno prethodnoj teoremi. �



Deo 3

Geometrija poliedara

3.1 Poliedarske povrxi. Poliedri

Da bismo definisali pojam poliedarske povrxi potrebno je najpre

definisati pojam lanca poligonskih povrxi.

Definicija 3.1.1. Dat je niz poligonskih povrxi ω1, ω2, . . . , ωn,
pri qemu su svake dve uzastopne povrxi ω1, ω2; ω2, ω3; . . .; ωn−1, ωn

susedne poligonske povrxi tj. imaju jednu zajedniqku stranicu. U
tom sluqaju ovakav niz poligonskih povrxi obrazuje lanac poligon-
skih povrxi. Za poligonske povrxi ω1, ωn kaжemo da su vezane
lancem poligonskih povrxi ω2, ω3, . . . , ωn−1, ako ω1, ω2, . . . , ωn formi-
raju lanac poligonskih povrxi.

Definicija 3.1.2. Skup poligonskih povrxi ω1, ω2, . . . , ωn je jed-
nostruko povezan, ako se svake dve poligonske povrxi iz tog skupa
mogu povezati lancem poligonskih povrxi koji je sastavƩen iz
poligonskih povrxi tog skupa.

Definicija 3.1.3. Povezan skup poligonskih povrxi nazivamo po-
liedarskom povrxi, ako su zadovoƩeni slede�i uslovi:
(1) Svaka duж na stranici neke od poligonskih povrxi datog skupa
moжe da pripada rubu jox samo jedne poligonske povrxi iz tog
skupa.
(2) Svake dve susedne poligonske povrxi iz tog skupa pripadaju
dvema raznim ravnima.

Definicija 3.1.4. Skup svih taqaka poliedarske povrxi ω, koje
se nalaze na graniciama Ƭenih pƩosni i koje pripadaju granici
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samo jedne poligonske povrxi iz tog skupa, nazivamo rubom te
povrxi.

Definicija 3.1.5. Poliedarsku povrx koja ima rub nazivamo ot-
vorenom poliedarskom povrxi, a poliedarsku povrx koja nema rub,
zatvorenom poliedarskom povrxi. Poligonske povrxi od kojih je
sastavƩena jedna poliedarska povrx nazivamo pƩosnima poliedar-
ske povrxi. Stranice tih poligonskih povrxi nazivamo ivicama
poliedarske povrxi, a temena tih poligonskih povrxi temenima
poliedarske povrxi.

Poliedarske povrxi mogu biti proste i sloжene.

Definicija 3.1.6. Ako nikoje dve pƩosni poliedarske povrxi ne-
maju zajedniqkih taqaka sem xto susedne imaju zajedniqku ivicu i
pƩosni koje se sustiqu u istom temenu imaju zajedniqko to teme,
poliedarsku povrx nazivamo prostom poliedarskom povrxi. U pro-
tivnom nazivamo je sloжenom poliedarskom povrxi.

Teorema 3.1.1. Neka je ω prosta zatvorena poliedarska povrx, O
taqka koja ne pripada toj povrxi i a i b par polupravih koje imaju
zajedniqki kraj O, ne seku ni jednu ivicu niti sadrжe neko teme
poliedarske povrxi ω. Tada, ako poluprava a ima neparan broj za-
jedniqkih taqaka sa poliedarskom povrxi ω, tada i poluprava b ima
sa povrxi ω neparan broj zajedniqkih taqaka. Inaqe, ako poluprava
a ima sa poliedarskom povrxi ω nula ili paran broj zajedniqkih
taqaka, tada i poluprava b ima sa poliedarskom povrxi ω nula ili
paran broj zajedniqkih taqaka.

Dokaz. Oznqimo sa π ravan odre�enu polupravama a i b. Ako su a i b na
jednoj pravoj p onda oznaqimo sa π proizvoƩnu ravan koja sadrжi pravu

p (Slika 3.1). Mogu nastupiti dva sluqaja:

(1) Ravan π ne sadrжi ni jedno teme poliedarske povrxi ω. Tada

ravan π seqe povrx ω po konaqnom broju poligona. Oznaqimo ih sa

p1, . . . , ps. Oni nemaju zajedniqkih taqaka me�usobom jer ravan π ne

sadrжi ni jedno teme poliedarske povrxi ω. Pri tome se taqka O nalazi

u izvesnom broju poligona, recimo p1, . . . , pm i van poligona pm+1 . . . , ps.
Oznaqimo sa k(a) ukupan broj preseqnih taqaka poluprave a sa poligo-

nima p1, . . . , ps tj. sa poligonalnom povrxi ω a sa k(b) ukupan broj prese-

qnih taqaka poluprave b sa poligonima p1, . . . , ps, tj. sa povrxi ω. Kako
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Slika 3.1.

je taqka O u poligonima p1, . . . , pm poluprave a i b imaju sa tim poligo-

nima neparan broj zajedniqkih taqaka te �e k(a) i k(b) biti istovremeno

neparni ili istovremeno parni u zavisnosti od toga da li je m paran

ili neparan broj.

Kako je taqka O izvan svakog od poligona pm+1, . . . , ps, poluprave a i

b imaju sa svakim od Ƭih po nula ili paran broj zajedniqkih taqaka,

pa �e ukupan broj preseqnih taqaka polupravih a i b sa poligonima

pm+1, . . . , ps biti nula ili paran.

Prema tome brojevi k(a) i k(b) bi�e istovremeno ili oba neparna

ili oba parna ili nule. Prema tome vaжi k(a) ≡ k(b) (mod 2).

(2) Ravan π sadrжi neko teme povrxi ω. Tada postoji poluprava

c sa krajem u taqki O takva da ravni odre�ene polupravama a, c i b, c
ne sadrжe ni jedno teme povrxi ω. Prema dokazanom delu (1) imamo

k(c) ≡ k(a) (mod 2) i k(c) ≡ k(b) (mod 2) odakle je k(a) ≡ k(b) (mod 2). �

Ova teorema omogu�uje definisaƬe pojma poliedra.

Definicija 3.1.7. Neka je ω prosta zatvorena poligonalna povrxi
O taqka prostora koja ne pripada toj povrxi. Ako pri tome pos-
toji poluprava a sa krajem u taqki O koja ne sadrжi ni jedno teme
povrxi ω i ne seqe ni jednu Ƭenu ivicu a ima sa povrxi ω neparan
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broj zajedniqkih taqaka, kaжemo da je taqka O unutar povrxi ω.
U suprotnom, ako takva poluprava ne postoji, taqka O je izvan
povrxi ω.

Definicija 3.1.8. Neka je ω prosta zatvorena poliedarska povrx.
Skup svih taqaka prostora koje se nalaze unutar povrxi ω na-
zivamo unutraxƬost ili otvoreni poliedar a oznaqavamo ga (ω).
Skup svih taqaka otvorenog poliedra (ω) i taqaka povrxi ω nazi-
vamo zatvorenim jednostruko povezanim poliedrom i oznaqavamo
ga [ω]. Povrx ω predstavƩa granicu ili me�u svakog od poliedara
(ω) i [ω].

Teorema 3.1.2. Svaka prava koja ne sadrжi ni jedno teme i ne seqe
ni jednu ivicu proste zatvorene poliedarske povrxi ω ima sa tom
poliedarskom povrxi nula ili paran broj zajedniqkih taqaka.

Dokaz. Neka je s prava koja ne sadrжi ni jedno teme poliedarske povrxi

ω i neka je S taqka prave s koja nije na povrxi ω. Prema poznatoj teo-

remi taqka S razlaжe skup svih ostalih taqaka prave S na dve poluprave

s1 i s2. Saglasno prethodnoj teoremi ako poluprava s1 ima sa povrxi

ω neparan broj zajedniqkih taqaka to isto vaжi i za polupravu s2. In-

aqe, ako poluprava s1 ima sa povrxi ω nula ili paran broj zajedniqkih

taqaka isto vaжi i za polupravu s2. Kako su s1 i s2 disjunktne bi�e

k(s) = k(s1) + k(s2). Kako je k(s1) ≡ k(s2) (mod 2) to k(s) mora biti

paran broj ili nula. �

Slika 3.2.

Teorema 3.1.3. (Жordanova teorema o poliedrima) Svaka prosta
zatvorena poliedarska povrx ω razlaжe skup ostalih taqaka pros-
tora na dva podskupa od kojih je jedan unutraxƬost a drugi spoƩa-
xƬost povrxi ω.
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Dokaz. Neka je s prava (Slika 3.2) koja ima sa povrxi ω zajedniqkih

taqaka, ne sadrжi ni jedno teme i ne seqe ni jednu ivicu. Prema prethod-

noj teoremi prava s ima sa povrxi ω paran broj zajedniqkih taqaka. Oz-

naqimo ih S1, S2, . . . , S2k tako da vaжiB(S1, S2, . . . , S2k). Neka je P pro-

izvoƩna taqka takva da je B(S1, P, S2) a P ′ taqka takva da je B(P ′, S1, P ).
Taqkom P prava s razloжena je na dve poluprave. Neka je p ona od Ƭih

koja sadrжi taqku S1. U tom sluqaju poluprava p ima sa povrxi ω samo

jednu zajedniqku taqku S1 te je taqka P unutar povrxi ω. Taqka P ′

tako�e razlaжe pravu s na dve poluprave. Neka je p′ ona od Ƭih koja

pripada polupravoj p. Na osnovu reqenog poluprava p′ nema zajedniqkih

taqaka sa povrxi ω, pa je taqka P ′ izvan povrxi ω. Ovim je pokazano

da unutraxƬost (ω) i spoƩaxƬost (ω) povrxi ω nisu prazni skupovi

taqaka. Da bi smo dokazali da povrx ω razlaжe skup svih ostalih taqaka

prostora na skupove (ω) i (ω) dovoƩno je ustanoviti slede�e:

(1) (ω) ∩ (ω) = ∅,

(2) ω ∪ (ω) ∪ (ω) = S3.

(1) Dokaz izvodimo indirektnim putem. Neka je O ∈ (ω) ∩ (ω) i neka

je a proizvoƩna poluprava sa poqetkom u taqki O koja ne sadrжi ni jedno

teme i ne seqe ni jednu ivicu povrxi ω. Kako je taqka O unutar povrxi

ω tj O ∈ (ω) to poluprava a ima sa povrxi ω neparan broj zajedniqkih

taqaka. S druge strane O ∈ (ω) tj. pripada spoƩaxƬosti povrxi ω pa

poluprava a i povrx ω imaju nula ili paran broj zajedniqkih taqaka,

xto je nemogu�e pa je (ω) ∩ (ω) = ∅.

(2) Dokaz izvodimo neposredno. Ako je O proizvoƩna taqka prostora

koja ne pripada povrxi ω i a proizvoƩna poluprava sa krajem u taqki O
koja ne sadrжi ni jedno teme povrxi ω i ne seqe ni jednu ivicu te povrxi

tada poluprava a ima sa povrxi ω ili neparan broj zajedniqkih taqaka

ili nula ili paran broj zajedniqkih taqaka, tj. O ∈ (ω) ili O ∈ (ω). �

3.2 Topoloxke osobine poliedara

U geometriji poliedara mogu se razlikovati dve vrste osobina po-

liedara i to topoloxke i metriqke. Topoloxke osobine se mogu izvesti

iz aksioma incidencije i poretka dok se metriqka svojstva mogu posma-

trati tek posle uvo�eƬa aksioma podudarnosti. Prilikom prouqavaƬa

topoloxkih osobina poliedara uvode se pomo�ne relacije i to:

(1) relacija incidentnosti temena, ivica i pƩosni poliedara,

(2) relacija izomorfnosti i

(3) relacija dualnosti dva poliedra.
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Definicija 3.2.1. Kod nekog poliedra su incidentni:
(1) jedno teme i jedna ivica ako se to teme poklapa sa jednim krajem
ivice,
(2) jedno teme i jedna pƩosan ako se to teme poklapa sa jednim
temenom te pƩosni,
(3) jedna ivica i jedna pƩosan ako se ta ivica poklapa sa jednom
stranicom te pƩosni.

Definicija 3.2.2. Dva poliedra F i F ′ nazivamo izomorfnim ako
izme�u temena, ivica i pƩosni poliedra F i temena, ivica i
pƩosni poliedra F ′ postoji takva bijekcija u kojoj incidentnim
temenima, ivicama i pƩosnima poliedra F odgovaraju respektivno
incidentna temena, ivice i pƩosni poliedra F ′. Takvu bijekciju
nazivamo izomorfizmom poliedara.

Neposredno moжemo zakƩuqiti da je relacija izomorfnosti poli-

edara relacija ekvivalencije. Stoga se skup svih poliedara prostora

S3 moжe razvrstati u klase ekvivalencije koje su sastavƩene od uza-

jamno izomorfnih poliedara prostora S3. Takvih klasa ekvivalencije

ima beskonaqno mnogo. Osobine koje su zajedniqke za sve poliedre iz iste

klase, nazivamo topoloxkim osobinama proizvoƩnog poliedra iz razma-

trane klase. Znaqi, bilo koji poliedar iz neke klase moжe posluжiti

kao predstavnik svoje klase u pogledu topoloxkih osobina. Osim toga

prouqavaƬe topoloxkih osobina u okviru jedne klase poliedara omogu-

�ava upoznavaƬe topoloxkih osobina poliedara iz dualne klase.

Slika 3.3.

Definicija 3.2.3. Dva poliedra F i F ′ nazivamo dualnim (Slika
3.3) ako izme�u temena, ivica i pƩosni poliedra F i pƩosni, ivica
i temena poliedra F ′ postoji bijektivan odnos u kome incidentnim
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temenima, ivicama i pƩosnima poliedra F odgovaraju redom in-
cidentne pƩosni, ivice i temena poliedra F ′.

Neposredno iz definicije zakƩuqujemo da je relacija dualnosti po-

liedara antirefleksivna, simetriqna i netranzitivna.

Slika 3.4. (i) n-tostrana piramida ima ukupno n + 1 teme, 2n ivica i

n+1 pƩosni; (ii) n-tostrana kombinatorna prizma ima ukupno 2n temena,

3n ivica i n+ 2 pƩosni.

Definicija 3.2.4. Topoloxkom n-tostranom piramidom nazivamo
poliedar ograniqen sa n+ 1 pƩosni od kojih je jedna n-tostrana a
sve ostale trougaone (Slika 3.4 (i)). Pomenuta n-tougaona pƩosan je
osnova, a sve ostale boqne strane piramide. Ivice na rubu osnove
su osnovne ivice a sve ostale su boqne ivice. Temena osnove su
osnovna a preostalo teme je vrh piramide.

Definicija 3.2.5. Topoloxkom ili kombinatornom n-tostranom
prizmom (Slika 3.4 (ii)) nazivamo poliedar ograniqen sa n + 2
pƩosni, od kojih su dve n-tostrane A1A2 . . . An i B1B2 . . . Bn, a svaka
od ostalih n pƩosni je qetvorougaona. n-tostrane pƩosni su os-
novne pƩosni ili osnove a astale su boqne.

Definicija 3.2.6. Topoloxkom n-tostranom bipiramidom (Slika
3.5 (i)) nazivamo poliedar ograniqen sa 2n trougaonih pƩosni koje
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Slika 3.5. (i) n-tostrana bipiramida ima n + 2 temena, 3n ivica i

2n pƩosni. Lako je uoqiti da su n-tostrana bipiramida i n-tostra-
na kombinatorna prizma poliedri dualni me�u sobom; (ii) n-tostrana
antibipiramida ima 2n+ 2 temena, 4n ivica i 2n pƩosni.

qine uniju boqnih pƩosni dveju piramida sa zajedniqkom osnovom
A1A2 . . . An. Temena A1, A2, . . . , An nazivamo osnovnim a preostala
dva temena O i O1 su vrhovi te bipiramide. Stranice poligona
A1A2 . . . An su osnovne ivice dok su ostale ivice boqne.

Definicija 3.2.7. Topoloxkom n-tostranom antibipiramidom na-
zivamo poliedar ograniqen sa 2n qetvorouglova, od kojih n ima
zajedniqko teme O a ostalih n zajedniqko teme O1 (Slika 3.5 (ii)).
Temena O i O1 predstavƩaju vrhove, a ostala temena su osnovna te-
mena antibipiramide. Ivice koje spajaju osnovna temena nazivamo
osnovnim, a ostale boqnim ivicama.

Definicija 3.2.8. Topoloxkom ili kombinatornom antiprizmom
(Slika 3.6) nazivamo poliedar ograniqen sa 2n + 2 pƩosni od ko-
jih su dve n-tougaone A1A2 . . . An i B1B2 . . . Bn, a ostale pƩosni su
trougaone i raspore�ene su tako da se u svakom temenu pomenu-
tih n-tougaonih pƩosni sustiqu jox po tri trougaone pƩosni.
PƩosni A1A2 . . . An i B1B2 . . . Bn su osnovne a ostale pƩosni su bo-
qne. Ivice koje se nalaze na rubovima osnovnih pƩosni su osnovne
a ostale su boqne.
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Slika 3.6. n-tostrana kombinatorna antiprizma ima ukupno 2n temena,

4n ivica i 2n + 2 pƩosni. n-tostrana antibipiramida i n-tostrana
kombinatorna antiprizma predstavƩaju me�u sobom dualne poliedre.

3.3 Topoloxki pravilni poliedri

Definicija 3.3.1. Prost poligon, ravan ili prostoran, kome su
stranice ivice nekog poliedra tj. poliedarske povrxi nazivamo
povratnom linijom ili povratnim poligonom te poliedarske
povrxi.

Povratna linija moжe, ali ne mora, da razlaжe povrx dotiqnog po-

liedra na dva dela.

Definicija 3.3.2. Maksimalan broj povratnih linija neke poli-
edarske povrxi koje me�u sobom nemaju zajedniqkih taqaka i koje
ne razlaжu tu poliedarsku povrx na dva ili vixe delova nazivamo
rodom te poliedarske povrxi.

Slika 3.7.
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Definicija 3.3.3. Dve povrxi su homeomorfne ako izme�u Ƭih
postoji bijektivno i bikontinualno (neprekidno u oba smera) pre-
slikavaƬe.

Sfera ima za povratnu liniju neki krug (Slika 3.7) i on razlaжe

povrx sfere na dva dela. Znaqi sfera je povrx nultog roda, tj. g = 0.
Torus tako�e ima za povratnu liniju neki krug ali taj presek ne razlaжe

torus na dva dela. Ako konstruixemo bilo koji drugi povratni presek

bez zajedniqkih taqaka sa prvim, onda �e povrx sfere sa ta dva povratna

preseka biti razloжena na dva dela. Znaqi torus moжe imati najvixe

jednu (Slika 3.7) povratnu liniju koja ga ne razlaжe pa je torus povrx

prvog roda, tj. za torus je g = 1. GenerisaƬe povrxi proizvoƩnog

roda n moжemo izvrxiti (Slika 3.8, 3.9) ”slepƩivaƬem” n torusa ili

konstrukcijom sfere sa n ruqki.

Slika 3.8.

Za svaku ovako dobijenu povrx moжe se konstruisati homeomorfna

poliedarska povrx. To znaqi da poliedarske povrxi mogu biti proiz-

voƩnog roda g = 1, 2, . . . Posebno su interesantne poliedarske povrxi

nultog roda tj. poliedarske povrxi homeomorfne sa sferom.

Slika 3.9.
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Teorema 3.3.1. (Ojlerova teorema za poliedarske povrxi nultog
roda) Ukupan broj temena t i pƩosni p bilo koje poliedarske povrxi
nultog roda za dva je ve�i od broja Ƭegovih ivica, tj.

t+ p = i+ 2

Definicija 3.3.4. Karakteristikom poliedarske povrxi ω koja ima
t temena, i ivica i p pƩosni zovemo broj z(ω) = t+ p− i.

Prema tome prethodna teorema se moжe preformulusati u

Teorema 3.3.2. Karakteristika proizvoƩne poliedarske povrxi ω
nultog roda je z(ω) = 2.

Slika 3.10.

Dokaz. Nije texko ustanoviti slede�e: ako bilo koju pƩosan povrxi ω
razloжimo nekom unutraxƬom dijagonalom na dve povrxi i ako te dobi-

jene povrxi smatramo pƩosnima poliedarske povrxi ω, karakteristika
te povrxi se ne meƬa. Zaista, docrtavaƬem jedne dijagonale broj ivica

se pove�ava za jedan i broj strana se pove�ava tako�e za jedan, dok broj

temena ostaje nepromeƬen. Znaqi i karakteristika z(ω) ostaje nepromen-

jena. Ova osobina omogu�ava triangulaciju poliedarske povrxi ω tj.

razlagaƬe svih pƩosni koje nisu trougaone unutraxƬim dijagonalama

na trougaone povrxi i smatraju�i dobijene dijagonale ivicama, a dobi-

jene trougaone povrxi pƩosnima nove povrxi, karakteristika z(ω) ostaje
nepromeƬena. Pretpostavimo da smo sve pƩosni poliedarske povrxi ra-

zloжili na trouglove i oznaqimo te trouglove redom sa ω1, ω2, . . . , ωn.

Konstruiximo povrx ω′ koja se podudara sa povrxi ω polaze�i od prve

od navedenih povrxi ω1 i dodaju�i joj redom susedne povrxi. Na taj

naqin dobijamo niz poliedarskih pvrxi σ1, σ2, . . . , σn. Za prvu povrx

σ1 = ω1 je z(σ1) = z(ω1) = 1.
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DodavaƬem povrxi ω2 (Slika 3.10) dobijamo povrx σ2. Znaqi σ2 =
ω1 ∪ ω2 pa se t pove�alo za 1, i pove�alo za 2 a p pove�alo za 1 pa

karakteristika ostaje nepromeƬena, tj. z(σ2) = 1.
Povrxi σ2 dodajmo povrx ω3. Ovo moжemo uqiniti na dva naqina

(Slika 3.11).

Slika 3.11.

U prvom sluqaju se t pove�ava za 1, i pove�ava za 2 i p pove�ava za

1 pa je z(σ3) = z(σ2) = 1. U drugom suqaju t ostaje nepromeƬeno, i se

pove�ava za 1 i p se pove�ava za 1, pa i u ovom sluqaju karakteristika

ostaje nepromeƬena, tj. z(σ3) = 1.
Povrxi σ3 dodajmo povrx ω4. Ovo se moжe izvesti na tri naqina

(Slika 3.12):

Slika 3.12.

U prvom sluqaju se t pove�ava za jedan, i se pove�ava za dva i p se

pove�ava za jedan pa je z(σ4) = 1. U drugom sluqaju se t nije izmenilo,

a i i p se pove�avaju za jedan pa je z(σ4) = 1. U tre�em sluqaju t i

i se nisu izmenili a p se pove�alo za jedan pa je z(σ4) = 2. U ovom

sluqaju dodavaƬem ω4 zatvorili smo tetraedar. Na taj naqin teorema je

dokazana ako smo zatvorili tetraedar za n = 4. Pretpostavimo da nismo

zatvorili poliedarsku povrx. NastavƩaju�i postupak dobija se neka

povrx σk pri qemu je odre�eno z(σk). Razmotrimo sluqaj kada povrxi
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σk dodajemo povrx ωk+1 pri qemu se dobija povrx σk+1. Mogu nastupiti

qetiri sluqaja.

Slika 3.13.

(1) U prvom sluqaju t se pove�alo za jedan, i se pove�alo za dva i p
se pove�alo za jedan (Slika 3.13) pa je z(σk+1) = z(σk).

Slika 3.14.

(2) U drugom sluqaju t ostaje isto, i se pove�alo za jedan i p se

pove�alo za jedan (Slika 3.14) pa je z(σk+1) = z(σk).

(3) U tre�em sluqaju i se pove�alo za dva, t ostaje isto, p se pove�alo

za jedan (Slika 3.15) pa imamo z(σk+1) = z(σk)− 1.

(4) U qetvrtom sluqaju t ostaje isto, i ostaje isto a p se pove�alo za

jedan (Slika 3.16). Tada je z(σk+1) = z(σk) + 1.

Iz ove qetiri mogu�nosti zakƩuqujemo:

(i) kada se dodavaƬem povrxi ωk+1 broj poligona na rubu dobijene

povrxi ne meƬa tj. u prva dva sluqaja karakteristika povrxi se ne

meƬa.

(ii) Kada se dodavaƬem povrxi ωk+1 broj poligona na rubu poliedar-

ske povrxi pove�ava za jedan karaktreristika se smaƬuje za jedam i

obratno, ako se broj poligona na rubu smaƬuje za jedan onda se karak-

teristika pove�ava za jedan.
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NastavƩaju�i ovaj postupak, pre nego xto dodamo povrx ωn ima�emo

poliedarsku povrx σn−1, kod koje je broj poligona iz kojih se sastoji

Ƭen rub jednak jedan. Tada na osnovu izloжenog moжemo zakƩuqiti da

je karakteristika povrxi σn−1 jednaka jedan. DodavaƬem posledƬeg po-

ligona ωn nestaje i taj jedan poligon na rubu pa je kao u sluqaju (4)

z(σn) = z(σn−1) + 1, tj. z(ω) = 2. �

Slika 3.15.

Napomena. U dokazu se nigde eksplicitno ne koristi da je povrx ω
nultog roda te bi se moglo poverovati da isto tvre�eƬe vaжi i za povrx

i koje nisu nultog roda. Me�utim pri dodavaƬu povrxi ωk+1 u sluqaju

(3) uveli smo pretpostavku da teme povrxi ωk+1 mora biti na rubu istog

poligona gde je stranica trougaone povrxi. To teme ne moжe biti na

rubu nekog drugog poligona te povrxi jer je povrx ω nultog roda.

Slika 3.16.

Definicija 3.3.5. Poliedar Φ prostora S3 je topoloxki pravi-
lan ako:
(1) sve pƩosni poliedra imaju jednak broj stranica,
(2) u svakom temenu poliedra sustiqe se jednak broj ivica.
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Za oznaqavaƬe topoloxki pravilnih poliedara koristi�emo oznaku

{p, q} pri qemu p oznaqava broj ivica pƩosni poliedra a q broj ivica

poliedra koje se sustiqu u istom temenu.

Teorema 3.3.3. Postoji pet i samo pet razliqitih vrsta topolo-
xki pravilnih poliedara.

Dokaz. Neka je Φ poliedar sa t temena, i ivica i p pƩosni. Neka je

daƩe m broj strana svake pƩosni a n broj ivica koje se sustiqu u jednom

temenu poliedra Φ. Prema Ojlerovoj teoremi je

t+ p− i = 2.

Svaka ivica poliedra je zajedniqka stranica dveju susednih pƩosni po-

liedra pa vaжi mp = 2i, tj p = 2i
m
. DaƩe svaka ivica poliedra spaja dva

razna temena tog poliedra pa je nt = 2i, tj t = 2i
n
. Ako vrednosti za p i

t zamenimo u Ojlerovu formulu dobijamo

1

m
+

1

n
=

1

i
+

1

2
.

Odavde zakƩuqujemo da mora biti 1
m

+ 1
n
> 1

2 . Odavde sledi da je bar

jedan od brojeva 1
m

i 1
n

ve�i od 1
4 . Znaqi bar jedan od brojeva m i n

�e biti jednak 3, tj. bar jedan je maƬi od 4. Brojevi m i n ne mogu

biti maƬi od tri jer oznaqavaju broj stranica i broj ivica poliedra.

Prema tome jedina rexeƬa nejednaqine 1
m

+ 1
n
> 1

2 su ure�eni parovi

(3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (5, 3). To znaqi da postoji taqno pet razliqitih

vrsta topoloxki pravilnih poliedara.

(1) Ako je m = 3, n = 3 tada je t = 4, i = 6, p = 4. Takav poliedar

naziva se tetraedar (Slika 3.17 a).

(2) Ako je m = 3, n = 4 tada je t = 6, i = 12, p = 8. Takav poliedar

naziva se oktaedar (Slika 3.17 b).

(3) Ako je m = 3, n = 5 tada je t = 12, i = 30, p = 20. Takav poliedar

naziva se ikosaedar (Slika 3.17 v).

(4) Ako je m = 4, n = 3 tada je t = 8, i = 12, p = 6. Takav poliedar

naziva se heksaedar (Slika 3.17 g).

(5) Ako je m = 5, n = 3 tada je t = 12, i = 30, p = 12. Takav poliedar

naziva se dodekaedar (Slika 3.17 d).

Brojevi t, i, p odre�eni su iz relacija t+ p = i+ 2, mp = 2i, nt = 2i. �

Pod poliedrom dualnim datom poliedru moжemo smatrati poliedar

kome su temenima prethodnog dodeƩene pƩosni dualnog a svakoj pƩosni
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Slika 3.17. Topoloxki pravilni poliedri: a) Tetraedar; b) Oktaedar;

v) Ikosaedar; g) Heksaedar; d) Dodekaedar

dualnog teme prethodnog. Na taj naqin dualan poliedru {p, q} bi�e po-

liedar {q, p}. Prema tome, tetraedar je dualan sam sebi; oktaedar i

heksadar su dualni a tako�e ikosaedar i dodekaedar.



Deo 4

Podudarnost

Jox je Euklid u svojim Elementima pretpostavio da su dva geomet-

rijska lika podudarna ako se kretaƬem mogu dovesti do poklapaƬa. Na

taj naqin je pojam kretaƬa postao osnovni pojam a pojam popdudarnosti

definisan.

Peano u svom delu Naqela geometrije iz 1889. godine je pojam kretaƬa

prihvatio kao jedan od osnovnih pojmova geometrije. Nasuprot Ƭemu,

M. Paxu Novijoj geometriji iz 1882. godine, Veroneze u Elementima

geometrije iz 1891. godine a zatim i Hilbert u Osnovama geometrije

iz 1899. poxli su od podudarnosti kao jednog od nedefinisanih poj-

mova, a uveli su je odgovaraju�im aksiomama podudarnosti. Dok Pax i

Veroneze usvajaju samo podudarnost duжi kao osnovnu relaciju a podu-

darnost uglova definixu, Hilbert i podudarnost duжi i podudarnost

uglova uvodi aksiomama. Mi �emo ovde aksiomama uvesti podudarnost

parova taqaka umesto podudarnosti duжi i uglova.1

4.1 Aksiome podudarnosti i Ƭihove prve

posledice

Relaciju podudarnosti parova taqaka prostora S3 (koju oznaqavamo:

(A,B) ∼= (C,D) ili C(A,B;C,D)) karakterixe slede�a grupa aksioma:

III1 Za svake dve taqke A,B ∈ S3 je (A,A) ∼= (B,B).

III2 Za svake dve taqke A,B ∈ S3 je (A,B) ∼= (B,A).

1To je naqin na koji je uvedena podudarnost u Osnovama geometrije Borsuka i

Xmielove.
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III3 Ako su A,B,C,D,E, F ∈ S3 takve da je (A,B) ∼= (C,D) i (A,B) ∼=
(E,F ) tada je (C,D) ∼= (E,F ).

III4 Ako su C i C ′ taqke otvorenih duжi (AB) i (A′B′) redom, takve
da je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′), tada je (A,B) ∼= (A′, B′).

III5 Ako su A i B dve razne taqke i ako je A′ kraj neke poluprave
p, tada na polupravoj p postoji taqka B′ takva da je (A,B) ∼=
(A′, B′).

III6 Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke i A′, B′ dve razne taqke
ruba neke poluravni π′ takve da je (A′, B′) ∼= (A,B), tada u polu-
ravni π′ postoji taqno jedna taqka C ′ takva da je (A,C) ∼=
(A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′).

III7 Ako su A,B,C i A′, B′, C ′ dve trojke nekolinearnih taqaka i D i
D′ (Slika 4.1) taqke polupravih BC i B′C ′ takve da je (A,B) ∼=
(A′, B′), (B,C) ∼= (B′, C ′), (C,A) ∼= (C ′, A′) i (B,D) ∼= (B′, D′)
tada je (A,D) ∼= (A′, D′).

Slika 4.1.

Teorema 4.1.1. Relacija podudarnosti parova taqaka je relacija ek-
vivalencije.

Dokaz. (i) Refleksivnost. Neka su A i B dve razne taqke. Prema

Aksiomi III2 imamo da je (B,A) ∼= (A,B) i (B,A) ∼= (A,B) odakle je

prema Aksiomi III3 (A,B) ∼= (A,B), tj. relacija podudarnosti parova

taqaka je refleksivna.

(ii) Simetriqnost. Neka je (A,B) ∼= (C,D). Kako je jox (A,B) ∼=
(A,B) prema Aksiomi III3 sledi da je (C,D) ∼= (A,B), tj. relacija je

simetriqna.
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(iii) Tranzitivnost. Neka je (A,B) ∼= (C,D) i (C,D) ∼= (E,F ). Tada

je (C,D) ∼= (A,B) i (C,D) ∼= (E,F ), odakle prema Aksiomi III3 sledi

(A,B) ∼= (E,F ), tj. relacija podudarnosti parova taqaka je i tranzi-

tivna relacija. �

Teorema 4.1.2. Ako su A i B dve razne taqke i C kraj neke poluprave
p tada na polupravoj p postoji jedinstvena taqka D takva da je
(A,B) ∼= (C,D).

Slika 4.2.

Dokaz. Egzistenciju taqke D omogu�ava Aksioma III5 . Prema tome

dovoƩno je dokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da na polupravoj p
postoji jox jedna taqka E, razliqita od D, takva da je (A,B) ∼= (C,E).
Neka je P (Slika 4.2) proizvoƩna taqka koja ne pripada pravoj AB.

Tada na osnovu Aksiome III6 u jednoj od poluravni sa rubom CD postoji

jedinstvena taqka Q takva da je (A,P ) ∼= (C,Q) i (B,P ) ∼= (D,Q), pa

na osnovu Aksiome III7 imamo (B,P ) ∼= (E,Q). Dakle, A,B, P su tri

nekolinearne taqke a C i Q taqke na rubu poluravni (CQD) takve da je

(A,B) ∼= (C,D), (B,P ) ∼= (D,Q) i (A,B) ∼= (C,E), (B,P ) ∼= (E,Q), xto

je u suprotnosti sa Aksiomom III6 . �

Teorema 4.1.3. (Osnovna teorema o podudarnosti parova taqaka)
Ako su A,B,C tri razne taqke neke prave l i A′, B′ taqke neke prave
l′ takve da je (A,B) ∼= (A′, B′) tada postoji jedna i samo jedna taqka
C ′ takva da je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′), pri tome taqka
C ′ pripada pravoj l′. Osim toga, poretku taqaka A,B,C na pravoj l
odgovara analogan paredak taqaka A′, B′, C ′ na pravoj l′.

Dokaz. Neka vaжi raspored taqaka B(A,C,B). Pokaza�emo najpre egzis-

tenciju taqke C ′. Na polupravoj A′B′ poxto je taqke C ′ i B′′ takve da

je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′′, C ′). Prema Aksiomi III4 sledi da
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je (A,B) ∼= (A′, B′′). Primenom prethodne teoreme sledi da je B′′ ≡ B′.

Prema tome, dokazali smo da postoji taqka C ′ takva da je B(A′, C ′, B′),
(A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′). Dokaжimo sada jedinstvenost taqke

C ′. Neka je C ′
1 (Slika 4.3) taqka koja zadovoƩava iste uslove kao i taqka

C ′. Ako je taqka C ′
1 na pravoj l′ tada na osnovu prethodne teoreme sledi

da je B(C ′
1, A

′, C ′) a kako je jox B(A′, C ′, B′), taqke C ′ i C ′
1 bi pripadale

istoj polupravoj B′A′ pri qemu je (B,C) ∼= (B′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′
1),

xto je ponovo u suprotnosti sa prethodnom teoremom.

Slika 4.3.

Neka je sada taqka C ′
1 van prave l′. Tada prema Aksiomi III6 u jednoj

od poluravni qiji je rub prava l postoji taqka C1 takva da je (A,C1) ∼=
(A′, C ′

1) i (B,C1) ∼= (B′, C ′
1). Primenom Aksiome III7 zakƩuqujemo

(C1, C) ∼= (C ′
1, C

′). Ako je B′
1 ∈ A′C ′

1 takva da je B(A′, C ′
1, B

′
1) i (C ′, B′) ∼=

(C ′
1, B

′
1) onda prema aksiomi III7 imamo (C ′, B′

1)
∼= (C ′

1, B
′). U tom sluqaju

bi�e taqke B, C, C1 nekolinearne a taqke C ′ i C ′
1 na rubu neke polu-

ravni π koja sadrжi taqke B′ i B′
1 pri qemu je (C,C1) ∼= (C ′, C ′

1). U

tom sluqaju bi u poluravni π postojale dve razne taqke B′ i B′
1 takve

da je (C,B) ∼= (C ′, B′) i (C1, B) ∼= (C ′
1, B

′), (C,B) ∼= (C ′
1, B

′
1) i (C1, B) ∼=

(C ′, B′
1), xto je prema Aksiomi III6 nemogu�e. Sluqajevi B(A,B,C) i

B(B,A,C) razmatraju se analogno. �

U odnosu na relaciju podudarnosti parova taqaka moжemo da uvedemo

i nexto xire definisanu relaciju koja �e se odnositi na ure�ene trojke,

qetvorke, . . ., n-torke taqaka. QiƬenicu da je (A,B) ∼= (A′, B′), (B,C) ∼=
(B′, C ′) i (A,C) ∼= (A′, C ′) oznaqava�emo (A,B,C) ∼= (A′, B′, C ′). Ana-

logno tome moжemo definisati relaciju podudarnosti ure�enih n-torki:

(A1, A2, . . . , An) ∼= (A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n)
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ako za svako i, j ∈ {1, . . . , n} vaжi (Ai, Aj) ∼= (A′
i, A

′
j).

Iz prethodne definicije i Teoreme 4.1.1. neposredno sledi da je re-

lacija podudarnosti konaqnih skupova taqaka, relacija ekvivalencije.

Stoga se moжe re�i da su skupovi (A1, A2, . . . , An) i (A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n) med-

jusobno podudarni.

Ako je A konaqan skup kolinearnih taqaka i ako su A i A′ me�usobno

podudarni skupovi taqaka, tada su, na osnovu osnovne teoreme o podu-

darnosti parova taqaka, taqke skupa A′ tako�e kolinearne. Xtavixe,

budu�i da se taqke skupa A mogu oznaqiti sa A1, A2, . . . , An tako da je

B(A1, A2, . . . , An), skup A′ �e se sastojati iz taqaka A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n takvih

da je B(A′
1, A

′
2, . . . , A

′
n).

Teorema 4.1.4. Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke neke ravni
π i A′, B′, C ′ taqke ravni π′ takve da je (A,B,C) ∼= (A′, B′, C ′), tada
za svaku taqku X ravni π postoji jedinstvena taqka X ′ takva da je
(A,B,C,X) ∼= (A′, B′, C ′, X ′). Xtavixe, taqka X ′ pripada ravni π′ i
sa iste je strane svake od pravih A′B′, B′C ′, C ′A′ sa koje su, redom,
taqke C ′, A′, B′ ako i samo ako je taqka X sa iste strane svake od
pravih AB, BC, CA sa koje su, redom, taqke C, A, B.

Slika 4.4.

Dokaz. Ako taqka X pripada nekoj od pravih AB, BC, CA tvr�eƬe

sledi iz osnovne teoreme o podudarnosti parova taqaka i aksiome III7
(Slika 4.4). Stoga pretpostavimo da je X taqka ravni π koja ne pripada

ni jednoj od tih triju pravih. Na osnovu drugog Peanovog stava taqka

X pripada ravni ABC ako i samo ako pripada skupu taqaka pravih koje

sadrжe: taqku A i neku taqku duжi BC ili taqku B i neku taqku duжi

CA ili taqku C i neku taqku duжi AB. Pretpostavimo da X pripada
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pravoj koja sadrжi taqku A i taqku M duжi BC. Kako X ne pripada ni

jednoj od pravih AB, BC, CA taqka M �e se razlikovati i od B i od C.

Tada, na osnovu osnovne teoreme o podudarnosti parova taqaka, postoji

jedinstvena taqka M ′ takva da je (B,C,M) ∼= (B′, C ′,M ′), i jedinstvena

taqka X ′ takva da je (A,M,X) ∼= (A′,M ′, X ′). Pri tome, na osnovu iste

teoreme, M ′ pripada duжi B′C ′ i poretku taqaka A, M , X na pravoj

AM odgovara poredak, redom, taqaka A′, M ′, X ′ na pravoj A′M ′. Iz

te qiƬenice i iz aksiome III7 sledi da je (B,X) ∼= (B′, X ′) i (C,X) ∼=
(C ′, X ′), pa je, dakle, (A,B,C,X) ∼= (A′, B′, C ′, X ′). Xtavixe, taqke A′

i X ′ �e biti sa iste strane prave B′C ′ ako i samo ako su taqke A i X
sa iste strane prave BC. Dokaжimo da je taqka X ′ jedinstvena.

Ako je X ′′ taqka prostora S takva da je

(A,B,C,X) ∼= (A′, B′, C ′, X ′′),

tada su taqke X ′′, B′, C ′ nekolinearne jer su X, B, C nekolinearne pa,

na osnovu aksiome III7, nalazimo da je (X,M) ∼= (X ′′,M ′) i (A,M,X) ∼=
(A′,M ′, X ′′). Stoga su taqke A′, M ′, X ′′ kolinearne i X ′ = X ′′.

Istovetno se rasu�uje ako X pripada pravoj koja sadrжi taqku B i

neku taqku duжi CA, ili taqku C i neku taqku duжi AB, pa je time

teorema dokazana. �

Sliqno prethodnoj teoremi, primenom tre�eg Peanovog stava, doka-

zuje se i slede�e tvr�eƬe.

Teorema 4.1.5. Ako su A, B, C, D qetiri nekomplanarne taqke i A′,
B′, C ′, D′ taqke prostora S takve da je (A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′, D′),
tada za svaku taqku X prostora S postoji jedinstvena taqka X ′

takva da je (A,B,C,D,X) ∼= (A′, B′, C ′, D′, X ′). Xtavixe, taqka X ′

je sa iste strane svake od ravni A′B′C ′, B′C ′D′, C ′D′A′, D′A′B′ sa
koje su, redom, taqke D′, A′, B′, C ′ ako i samo ako je taqka X sa
iste strane svake od ravni ABC, BCD, CDA, DAB sa koje su, redom,
taqke D, A, B, C.
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4.2 Izometrijske transformacije

prostora S
n (n = 1,2,3)

Definicija 4.2.1. Bijektivno preslikavaƬe I : Sn → Sn nazivamo
izometrijskom transformacijom prostora Sn (n = 1, 2, 3) ako za pro-
izvoƩne dve taqke A i B prostora Sn vaжi

(A,B) ∼= (I(A), I(B)).

Na osnovu definicije, domen i kodomen izometrijskih transforma-

cija mogu biti apsolutna prava, ravan i prostor. Na primer u sluqaju

izometrije ravni, zahtev da je takva transformacija bijektivna garan-

tuje da se cela ravan slika na celu ravan, a ne neki Ƭen deo.

Me�u izometrijama najjednostavniji je primer transformacije koja

svaku taqku ostavƩa na svom mestu:

Definicija 4.2.2. PreslikavaƬe ε : Sn → Sn (n = 1, 2, 3) koje svaku
taqku A preslikava u samu sebe tj. (∀A ∈ Sn) ε(A) = A naziva se
koincidencija.

Koincidencija je dakle transformacija kod koje svaka taqka ”miruje”.

Iako je intuitivno jasno, potrebno je dokazati da je takvo preslikavaƬe

zaista izometrija.

Teorema 4.2.1. Identiqno preslikavaƬe (koincidencija, jediniqno
preslikavaƬe) ε : Sn → Sn (n = 1, 2, 3) je izometrijska transforma-
cija.

Dokaz sledi direktno iz refleksivnosti relacije podudarnosti pa-

rova taqaka i qiƬenice da je koincidencija bijektivno preslikavaƬe.

Teorema 4.2.2. Proizvod bilo koje dve izometrijske transformacaje
prostora Sn je izometrijska transformacija prostora Sn.

Dokaz. Neka je I1 : Sn → Sn (n = 1, 2, 3) izometrijska transformacija

koja taqke A,B ∈ Sn preslikava redom u taqke A1, B1 ∈ Sn, pri qemu je

(A,B) ∼= (A1, B1) i neka je I2 : Sn → Sn izometrijska transformacija

koja taqke A1, B1 ∈ Sn preslikava redom u taqke A2, B2 ∈ Sn, pri qemu

je (A1, B1) ∼= (A2, B2). U transformaciji I = I2 ◦ I1 taqkama A,B ∈ Sn

odgovaraju redom taqke A2, B2 ∈ Sn, pri qemu je (A,B) ∼= (A2, B2). Kako

je jox proizvod dve bijekcije tako�e bijekcija, sledi da je proizvod

dve izometrijske transformacije prostora Sn tako�e izometrijska tran-

sformacija prostora Sn. �
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Teorema 4.2.3. Inverzna transformacija izometrijske transforma-
cije prostora Sn je tako�e izometrijska transformacija tog pros-
tora.

Dokaz. Neka je I izometrijska transformacija prostora Sn koja taqke

A,B ∈ Sn preslikava redom u taqke A1, B1 ∈ Sn, pri qemu je (A,B) ∼=
(A1, B1). U inverznoj transformaciji I−1 prostora Sn taqkama A1 i B1

∈ Sn odgovaraju taqke A i B ∈ Sn pri qemu je (A1, B1) ∼= (A,B), a kako je

jox inverzno preslikavaƬe bijektivnog preslikavaƬa bijektivno sledi

da je inverzna transformacija izometrijske transformacije I tako�e

izometrijska transformacija. �

Teorema 4.2.4. (Osnovna teorema o izometrijskim transformaci-
jama) Skup svih izometrijskih transformacija prostora Sn pred-
stavƩa grupu.

Dokaz. Budu�i da su izometrijske transformacije prostora Sn ele-

menti grupe svih bijektivnih transformacija prostora Sn na osnovu

Teorema 4.2.1., 4.2.2. i 4.2.3. sledi da skup svih izometrijskih transfor-

macija prostora Sn qini podgrupu grupe svih preslikavaƬa prostora Sn,

tj. skup izometrijskih transformacija prostora Sn predstavƩa grupu u

odnosu na operaciju slagaƬa preslikavaƬa. �

Definicija 4.2.3. Grupu ustanovƩenu prethodnom teoremom nazi-
vamo grupom izometrijskih transformacija prostora Sn i simboliq-
ki je oznaqavamo G(I).

Sada �emo dokazati oqekivano svojstvo, da se kolinearne taqke izo-

metrijom preslikavaju u kolinearne taqke, tj. da izometrijske tran-

sformacije ”quvaju” kolinearnost. Dokaza�emo i opxtije tvr�eƬe: da

izometrije quvaju relaciju rasporeda taqaka.

Teorema 4.2.5. Ako izometrija prostora Sn preslikava neke tri
taqke A, B, C u taqke A′, B′, C ′ i ako je B(A,B,C), tada je B(A′, B′, C ′).

Dokaz. Neka se tri taqke A, B, C izometrijom I preslikavaju redom u

taqke A′, B′, C ′ i neka je B(A,B,C). Na osnovu definicije izometrije je

tada: (A,C) ∼= (A′, C ′), (A,B) ∼= (A′, B′), (B,C) ∼= (B′, C ′). Ali sada na

osnovu Osnovne teoreme o podudarnosti parova taqaka, kako je (A,C) ∼=
(A′, C ′), postoji jedinstvena taqka B′′ takva da je (A,B) ∼= (A′, B′′) i

(B,C) ∼= (B′′, C ′), pri qemu je B(A′, B′′, C ′). Na osnovu prethodnog, mora

biti B′ = B′′, pa je zaista B(A′, B′, C ′). �
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Teorema 4.2.6. Ako su A i B dve razne taqke neke prave l, A′ i B′

taqke neke prave l′ takve da je (A,B) ∼= (A′, B′) tada postoji jedno i
samo jedno izometrijsko preslikavaƬe I : l → l′ tako da taqkama A i
B respektivno odgovaraju taqke A′ i B′.

Slika 4.5.

Dokaz. Ako je C proizvoƩna taqka prave l (Slika 4.5.) u skladu sa

jednom od ranije dokazanih teorema postoji taqno jedna taqka C ′ takva

da je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′). Xtavixe prema toj teoremi

taqka C ′ pripada pravoj l′. Osim toga, poretku taqaka A, B, C na pravoj

l odgovara analogni poredak taqaka A′, B′, C ′ na pravoj l′. Na taj naqin

postoji preslikavaƬe I koje prevodi taqke prave l na taqke prave l′. Na

potpuno isti naqin konstatuje se da je svaka taqka C ′ ∈ l′ slika neke

taqke C sa prave l. Prema tome, postoji bijektivna funkcija I : l → l′

u kojoj taqkama A i B odgovaraju taqke A′ i B′, a svakoj taqki C prave

l odgovara taqka C ′ takva da je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′).
Treba pokazati da je I izometrija. Obeleжimo sa D bilo koju taqku

na pravoj l a sa D′ = I(D). U tom sluqaju poretku taqaka A,B,C,D
na pravoj l odgovara analogan poredak taqaka A′, B′, C ′, D′ na pravoj l′.
Xtavixe (A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′, D′) odakle je i (C,D) ∼= (C ′, D′) pa je

preslikavaƬe I izometrija. �

Definicija 4.2.4. Taqka A je fiksna ili invarijantna taqka neke
izometrije I : Sn → Sn; (n = 1, 2, 3), ako je I(A) = A.

Posledica 4.2.1. Svaka izometrijska transformacija prave koja
ima dve razne invarijantne taqke predstavƩa koincidenciju, tj.
identiqko preslikavaƬe.
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U iskazu ove posledice tvrdi se da izometrija prave koja nije ko-

incidencija ne moжe imati vixe od jedne fiksne taqke. Intuitivno

je sada jasno da na pravoj, osim koincidencije, postoje samo dve vrste

izometrija. One koje imaju taqno jednu fiksnu taqku predstavƩale bi

centralne simetrije na pravoj, gde bi centar simetrije bio ta fiksna

taqka. One koje nemaju fiksnu taqku bile bi translacije na pravoj.

Teorema 4.2.7. Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke neke ravni
π i A′, B′, C ′ tri nekolinearne taqke neke ravni π′ takve da je
(A,B,C) ∼= (A′, B′, C ′) tada postoji jedno i samo jedno izometrijsko
preslikavaƬe I : π → π′ koje prevodi taqke A,B,C respektivno u
taqke A′, B′, C ′.

Slika 4.6.

Dokaz. Primenom prethodne teoreme zakƩuqujemo da iz nekolinearnosti

taqaka A,B,C sledi nekolinearnost taqaka A′, B′, C ′. Ako je P (Slika

4.6) proizvoƩna taqka ravni π, tada taqka P pripada nekoj od pravih

koje sadrжe taqku A i neku taqku duжi BC ili taqku C i neku taqku

duжi AB ili taqku B i neku taqku duжi AC. Ne umaƬuju�i opxtost

dokaza pretpostavimo da je zadovoƩen prvi sluqaj, tj. da je P taqka

koja pripada pravoj koja sadrжi taqku A i neku taqku duжi BC, npr.

taqku D. Analogni postupak moжemo primeniti na ∆ADC i taqku Q
koja leжi na pravoj koja sadrжi taqku A i neku taqku E duжi DC. Pos-

matrajmo trougao ∆A′B′C ′ i odgovaraju�e taqke D′,E′, P ′, Q′ koje re-

spektivno odgovaraju u izometriji I taqkama D, E, P , Q. PrimeƬuju�i

na pomenute trouglove ∆ABC i ∆ADC i Ƭima odgovaraju�e trouglove

∆A′B′C ′ i ∆A′D′C ′ aksiome podudarnosti, tj. Aksiomu III7 neposredno

moжemo zakƩuqiti jedinstvenost izometrijske transformacije I. �
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Posledica 4.2.2. Svaka izometrijska transformacija ravni π koja
ima tri nekolinearne invarijantne taqke predstavƩa koinciden-
ciju.

Teorema 4.2.8. Ako su A,B,C,D i A′, B′, C ′, D′ dve qetvorke nekom-
planarnih taqaka prostora S3 takve da je (A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′, D′)
tada postoji jedinstvena izometrijska transformacija I : S3 → S3

koja prevodi taqke A,B,C i D respektivno u taqke A′, B′, C ′, D′.

Dokaz ove teoreme analogan je dokazu prethodnih teorema.

Posledica 4.2.3. Svaka izometrijska transformacija prostora S3

koja ima qetiri nekomplanarne invarijantne taqke predstavƩa ko-
incidenciju.

4.3 Podudarnost geometrijskih likova

Definicija 4.3.1. Kaжemo da je geometrijski lik Φ prostora Sn

podudaran liku Φ′ prostora Sn ako postoji izometrijska transfor-
macija I prostora Sn takva da je I(Φ) = Φ′. Relaciju podudarnosti
likova Φ i Φ′ simboliqki oznaqavamo Φ ∼= Φ′.

Teorema 4.3.1. Relacija podudarnosti geometrijskih likova pros-
tora Sn je relacija ekvivalencije.

Dokaz. (i) Reflksivnost. Kako je identiqna tarnsformacija ε prostora
Sn izometrijska transformacija pri qemu svakom liku Φ prostora Sn

odgovara taj isti lik Φ, tj. ε(Φ) = Φ sledi da je Φ ∼= Φ′.

(ii) Simetriqnost. Neka su dati likovi Φ i Φ′ prostora Sn, pri qemu

je Φ ∼= Φ′. Odatle sledi da postoji izometrijska transformacija I takva

da je I(Φ) = Φ′. U tom sluqaju postoji i inverzna transformacija I−1

koja lik Φ′ prevodi u lik Φ pa zakƩuqujemo da je Φ′ ∼= Φ.

(iii) Tranzitivnost. Neka je Φ ∼= Φ′ i Φ′ ∼= Φ′′ pri qemu su Φ, Φ′, i

Φ′′ likovi prostora Sn. Tada postoji izometrijska transforrnacija I1
takva da je I1(Φ) = Φ′ i transformacija I2 takva da je I2(Φ′) = Φ′′.

Kompozicija I2 ◦ I1 prevodi lik Φ u lik Φ′′, a poxto je kompozicija

izometrijskih transformacija tako�e izometrijska transformacija za-

kƩuqujemo da je Φ ∼= Φ′. �
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Iz qiƬenice da je relacija podudarnosti likova relacija ekvivalen-

cije zakƩuqujemo da �e Ƭeno dejstvo na skupu geometrijskih likova pro-

stora Sn dovesti do particije ovog skupa na odgovaraju�e klase ekviva-

lencuje, pa tako moжemo analizirati podskupove me�usobom podudarnih

likova prostora Sn. Lako zakƩuqujemo da pravoj odgovara prava, ravni

ravan, n-dimenzionom prostoru n-dimenzioni prostor. Za razmatraƬe

podudarnosti ostalih geometrijskih objekata kao osnova geometrijske

teorije podudarnosti sluжi�e dve osnovne relacije i to:

(i) relacija podudarnosti duжi i

(ii) relacija podudarnosti uglova.

4.4 Podudarnost duжi

Teorema 4.4.1. Ako su A, B i A′, B′ dva para raznih taqaka takvih
da je (A,B) ∼= (A′, B′) tada je (AB) ∼= (A′B′).

Dokaz. Obeleжimo sa l pravu odre�enu taqkama A i B i sa l′ pravu odre-

�enu taqkama A′ i B′. Iz (A,B) ∼= (A′, B′) sledi da postoji izometrijska

transformacija I : l → l′ takva da je I(l) = l′, I(A) = A′, I(B) = B′.

Xtavixe, prema ranije dokazanoj teoremi svakoj taqki X ∈ l, takvoj

da je B(A,X,B), odgovara�e taqka X ′ ∈ l′ takva da je B(A′, X ′, B′), tj.

iz X ∈ (AB) sledi I(X) ∈ (A′B′). Analognim postupkom ustanovƩuje

se da �e svaka taqka X ′ ∈ (A′B′) biti slika neke taqke X ∈ (AB), te

zakƩuqujemo da u izometrijskoj transformaciji I otvorenoj duжi (AB)
odgovara otvorena duж (A′B′). �

Analogna teorema vaжi za zatvorene, poluotvorene i poluzatvorene

duжi.

Teorema 4.4.2. U izometrijskoj transformaciji

I : Sn → Sn, (n = 1, 2, 3)

duжi odgovara duж.

Dokaz. Neka su A i B dve razne taqke prostora Sn, a A′ i B′ Ƭima

odgovaraju�e taqke u izometriji I. Ako je X ∈ (AB) i X ′ = I(X), tada
je X ′ ∈ (A′B′). Zaista, primenom osnovne teoreme o podudarnosti parova

taqaka, iz relacija

(A,X) ∼= (A′, X ′), (B,X) ∼= (B′, X ′), B(A,X,B)



4.4. Podudarnost duжi 101

sledi da je B(A′, X ′, B′), pa je X ′ ∈ (A′B′). Stoga je I(AB) ⊂ (A′B′).
Istim postupkom dokazuje se da je i (A′B′) ⊂ I(AB). Prema tome, sledi

I(AB) = (A′B′), a to je i trebalo dokazati �

Definicija 4.4.1. Taqku O nazivamo sredixtem duжi AB ako su
zadovoƩeni slede�i uslovi:

(i) O ∈ (AB), (ii) (OA) ∼= (OB).

Teorema 4.4.3. (O egzistenciji i jedinstvenosti sredixta duжi) Sva-
ka duж ima jedno i samo jedno sredixte.

Dokaz. Neka je AB proizvoƩna duж. Dokaжimo da ona poseduje jedin-

stveno sredixte. Neka je C bilo koja taqka van prave AB. Taqke A,

B i C su nekolinearne, te postoji ravan π koja ih sadrжi. Prema Ak-

siomi III6 u ravni π, sa one strane prave AB sa koje nije taqka C postoji

jedinstvena taqka D takva da je (A,C) ∼= (B,D) i (B,C) ∼= (A,D). No

kako je pored toga (A,B) ∼= (B,A), iz nekolinearnosti taqaka A, B, C
sledi da postoji jedinstvena izometrija I ravni π koja prevodi taqke A,

B, C respektivno u taqke B,A,D, tj. I(A) = B, I(B) = A, I(C) = D.

U toj izometrijskoj transformaciji ravni π pravama AB i CD odgo-

varaju respektivno prave BA i DC, tj. iste prave. Prema tome, taqka

O, presek ovih pravih se pomo�u izometrije I preslikava u samu sebe, tj.

I(O) = O. Da bi dokazali da je O sredixte duжi AB treba jox pokazati

da vaжi uslov (ii) iz definicije. Iz I(O) = O i I(A) = B sledi da je

(O,A) ∼= (O,B) qime je dokazan uslov (ii). Dokaжimo jox da O pripada

otvorenoj duжi (AB). S obzirom da je taqka O presek pravih AB i CD
ona pripada pravoj AB. Taqka O ne moжe biti istovetna sa taqkom A
jer je I(O) = O, I(A) = B i A 6= B. Analogno se pokazuje da taqka O
ne moжe biti istovetna sa taqkom B. Taqka O ne moжe biti ni na pro-

duжetku duжi AB jer ako bi npr. bilo B(O,A,B) tada bi na polupravoj

OA postojale dve razliqite taqke A i B takve da je (OA) ∼= (OB) xto

je nemogu�e. Odatle je B(A,O,B) i O ∈ (AB) pa je taqka O sredixte

duжi AB.

Dokaжimo jox jedinstvenost. Neka osim taqke O duж AB ima jox

jedno sredixte, npr. taqku O′. Tada bi u izometriji I bilo I(O) = O i

I(O′) = O′, odnosno izometrija I koja deluje na pravu AB tj. u prostoru

S1 imala bi dve invarijantne taqke O i O′ pa bi prema tome morala da

bude identiqna transformacija prave AB. Me�utim ova transformacija

prevodi taqku A u taqku B, tj. I(A) = B i A 6= B. Odatle sledi da

I nije identiqna transformacija xto predstavƩa kontradikciju. Dakle

duж AB ima jedinstveno sredixte. �
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Me�u pojmovima koji se izvode iz relacije podudarnosti duжi nalaze

se i poredbene relacije nad skupom duжi koje izraжavamo reqima ”maƬa

od” i ”ve�a od”.

Definicija 4.4.2. Ako su AB i CD dve duжi i ako unutar duжi
CD postoji taqka E takva da je AB ∼= CE, tada kaжemo da je duж
AB maƬa od duжi CD i to simboliqki obeleжavamo sa

AB < CD,

ili da je duж CD ve�a od duжi AB i simboliqki obeleжavamo sa
CD > AB.

Slika 4.7.

Definicija 4.4.3. Duж je EF jednaka zbiru dveju duжi AB i CD
i simboliqki se obeleжava sa

EF = AB + CD,

ako na duжi EF postoji taqka G takva da je AB ∼= EG i CD ∼= GF
(Slika 4.7). Tada je duж AB jednaka razlici duжi EF i CD i to
oznaqavamo AB = EF − CD.

Definicija 4.4.4. Duж CD jednaka proizvodu duжi AB i prirodnog
broja k, i simboliqki obeleжava sa CD = kAB, ako je

CD = AB +AB + . . .+AB
︸ ︷︷ ︸

k puta

Definicija proizvoda duжi sa bilo kojim pozitivnim brojem nexto

je sloжenija, te je ovde ne�emo navoditi. NapomiƬemo samo da je ona u

tesnoj vezi sa mereƬem duжi.

Svi zakoni brojeva vaжe i ovde. Posebno vaжi zakon trihotomije, tj.

za svake dve duжi AB i CD vaжi jedna i samo jedna od relacija:

(i) AB ∼= CD, (ii) AB ve�a od CD, (iii) AB maƬa od CD.
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4.5 Podudarnost uglova

Govoriti o klasi podudarnih uglova ima smisla tek posle ustanov-

ƩavaƬa slede�e teoreme:

Teorema 4.5.1. U izometrijskoj transformaciji uglu odgovara ugao.

Dokaz. Neka je u nekoj ravni π dat ugao ω sa kracima OA i OB i neka

mu u nekoj izometriji I : π → π′ odgovara neki lik ω′ . Dokaжimo da je

lik ω′ tako�e ugao.

Slika 4.8.

Budu�i da u izometriji I polupravama OA i OB odgovaraju polupra-

ve O′A′ i O′B′, ugaonoj liniji ∡AOB odgovara ugaona linija ∡A′O′B′.

Treba jox pokazati da �e u izometriji I unutraxƬim taqkama ugla ω
odgovarati unutraxƬe taqke nekog ugla ω′ odre�enog ugaonom linijom

∡A′O′B′. U tom ciƩu obeleжimo sa P i Q bilo koje dve taqke koje

pripadaju unutraxƬosti ugla ω (Slika 4.8.). U skladu sa definicijom

pojma ugla, postoji poligonalna linija l u ravni π koja spaja taqke P
i Q i koja sa ugaonom linijom ∡AOB nema zajedniqkih taqaka. Kako u

izometriji I duжima odgovaraju duжi, poligonalnoj liniji l odgovara
poligonalna linija l′ koja spaja taqke P ′ i Q′ i nalazi se u ravni π′. Kako

ugaona linija ∡AOB nema zajedniqkih taqaka sa poligonalnom linijom

l bi�e i ∡A′O′B′ ∩ l′ = ∅. Odatle sledi da su taqke P ′ i Q′ sa iste

strane ugaone linije ∡A′O′B′, tj. da svim unutraxƬim taqkama ugla

ω odgovaraju u izometriji I taqke koje se nalaze sa iste strane ugaone

linije ∡A′O′B′ odnosno ugao ω′ . Istim postupkom dokazuje se da svaka
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taqka P ′ ugla ω′ predstavƩa sliku neke taqke P ugla ω, qime je teorema

dokazana. �

Teorema 4.5.2. Da bi dva ugla ∡ab i ∡a′b′ sa temenima O i O′ bila
podudarna, potrebno je i dovoƩno da na kracima a, b i a′, b′ postoje
respektivno taqke A,B,A′, B′ takve da je (OA) ∼= (O′A′), (OB) ∼=
(O′B′) i (AB) ∼= (A′B′).

Dokaz. U sluqaju kada su uglovi opruжeni dokaz je neposredan. Neka

sada uglovi ∡ab i ∡a′b′ nisu opruжeni. Ako su oni podudarni tada pos-

toji izometrija koja preslikava jedan na drugi. Tada se tom izometrijom

proizvoƩne taqke A ∈ a, B ∈ b preslikavaju u taqke A′ ∈ a′, B′ ∈ b′ pri
qemu je (O,A,B) ∼= (O′, A′, B′), tj. (OA) ∼= (O′A′), (OB) ∼= (O′B′) i

(AB) ∼= (A′B′).

Obratno, neka je (OA) ∼= (O′A′), (OB) ∼= (O′B′) i (AB) ∼= (A′B′).
Tada je (O,A,B) ∼= (O′, A′, B′), pri qemu su O,A,B i O′, A′, B′ dve tro-

jke nekolinernih taqaka, odakle sledi da postoji jedinstvena izometrija

ravni koja taqke O,A,B prevodi redom u taqke O′, A′, B′. Ta izometrija

ugao ∡ab preslikava na ugao ∡a′b′, odakle sledi ∡ab ∼= ∡a′b′. �

Teorema 4.5.3. Naporedni uglovi podudarnih uglova su podudarni.

Slika 4.9.

Dokaz. Neka su ∡ab i ∡a′b′ neopruжeni, konveksni podudarni uglovi

i neka su ∡bc i ∡b′c′ Ƭihovi naporedni uglovi (Slika 4.9). Neka su

O,O′ temena a A, B, A′, B′ redom taqke polupravih a, b, a′, b′, takve

da je OA ∼= O′A′ i OB ∼= O′B′. Tada je na osnovu prethodne teoreme

AB ∼= A′B′. Neka su C i C ′ taqke polupravih c i c′ redom takve da je

OC ∼= O′C ′. Tada na osnovu Aksiome III7 sledi da je BC ∼= B′C ′, pa na

osnovu prethodne teoreme sledi ∡bc ∼= ∡b′c′. �
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Teorema 4.5.4. Unakrsni uglovi su me�usobom podudarni.

Dokaz. Kako unakrsni uglovi imaju iste naporedne uglove, to na osnovu

prethodne teoreme sledi dokaz tvr�eƬa. �

Teorema 4.5.5. Ako je ∡pq zadati ugao i p′ proizvoƩna poluprava,
tada u svakoj zatvorenoj poluravni qija je granica prava koja sadrжi
polupravu p′ postoji jedinstvena poluprava q′ takva da su uglovi ∡pq
i ∡p′q′ me�usobno podudarni.

Slika 4.10.

Dokaz. Ako je ugao ∡pq opruжen dokaz se izvodi neposredno . Ako

nije, pretpostavimo da su P i Q taqke polupravih p i q, O teme ugla

∡pq, O′ poqetak poluprave p′, a P ′ taqka poluprave p′ takva da je OP ∼=
O′P ′ (Slika 4.10). Tada u zadatoj poluravni qija je granica prava koja

sadrжi p′ postoji jedinstvena taqka Q′ takva da je (O,P,Q) ∼= (O′, P ′, Q′).
Ako sa q′ oznaqimo polupravu O′Q′, uglovi ∡pq i ∡p′q′ �e biti podudarni

na osnovu Teoreme 4.5.2.

Ako bi osim q′ u zadatoj poluravni postojala i poluprava q′′ koja

zadovoƩava uslove teoreme, tada bi na toj polupravoj postojala jedin-

stvena taqka Q′′ takva da je OQ ∼= O′Q′′, pa bi, na osnovu Teoreme 4.5.2.,

trojke (O,P,Q) i (O′, P ′, Q′′) bile podudarne xto je prema Aksiomi III6,
nemogu�e. �

Relacija podudarnosti uglova omogu�uje da ustanovimo niz novih poj-

mova koji se odnose na uglove; od tih pojmova navodimo najpre pojam

raspolovnice ili bisektrise ugla.
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Definicija 4.5.1. Raspolovnicom (simetralom, bisektrisom) ug-
la ∡POQ nazivamo polupravu OR koja pripada tom uglu i koja ga
razlaжe na dva podudarna ugla.

Napomena. Pod pojmom simetrale ugla najqex�e podrazumevamo ne samo

navedenu polupravu ve�i celu pravu koja sadrжi ovu polupravu dok �emo

ovu polupravu najqex�e nazivati raspolovnicom ili bisektrisom.

Teorema 4.5.6. Svaki ugao ima jednu i samo jednu bisektrisu.

Dokaz. Prilikom dokaza ove teoreme razlikova�emo dva sluqaja i to:

(i) Ugao ∡POQ nije opruжen, (ii) Ugao ∡POQ je opruжen.

Slika 4.11.

(i) Neka su A, B redom taqke sa krakova OP , OQ takve da je (O,A) ∼=
(O,B) (Slika 4.11). Pri tome su A, O, B tri nekolinearne taqke takve

da je (O,A) ∼= (O,B), (O,B) ∼= (O,A) (zbog simetriqnosti) i (A,B) ∼=
(B,A) pa postoji izometrijska transformacija I ravni π u kojoj se na-

lazi taj ugao i koja prevodi taqke O, A, B respektivno u taqke O, B,

A tj. I(O) = O, I(A) = B, I(B) = A. U skladu sa posledƬim dvema

relacijama sredixte duжi AB, taqka C je invarijanta transformacije

I, tj. I(C) = C. U tom sluqaju izometrija I ravni π poseduje dve inva-

rijantne taqke O i C te je svaka taqka prave OC invarijantna. Taqka

O razlaжe pravu OC na dve poluprave od kojih je jedna u uglu ∡POQ a

druga van Ƭega. Neka je poluprava OC u tom uglu. Obeleжimo je sa OR i

pokaжimo da je OR bisektrisa ugla ∡POQ. Iz pretpostavke neposredno

sledi da OR pripada uglu ∡POQ. Kako je I(∡POR) ∼= ∡QOR, polu-

prava OR razlaжe ugao ∡POQ na dva podudarna ugla, pa odatle sledi da

je OR raspolovnica ugla ∡POQ. Jedinstvenost se pokazuje indirektnim

postupkom.
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Slika 4.12.

(ii) Neka je sada ∡POQ opruжen. Neka su A, B taqke polupravih OP
i OQ (Slika 4.12) takve da je (O,A) ∼= (O,B). Neka je M bilo koja

taqka ugla ∡POQ koja nije na pravoj PQ. U skladu sa Aksiomom III6
u toj poluravni postoji jedinstvena taqka N takva da je (AM) ∼= (BN)
i (BM) ∼= (AN). Sem toga je (A,B) ∼= (B,A) te postoji jedinstvena

izometrija I ravni π u kojoj se nalazi taj ugao koja prevodi taqke A, B,

M redom u taqke B, A, N , tj. I(A) = B, I(B) = A, I(M) = N .

Kako u toj transformaciji taqki A odgovara taqka B, taqki B odgo-

vara taqka A, to sredixtu O duжi AB odgovara ta ista taqka, tj.

I(O) = O. Kako je u ovoj izometrijskoj transformaciji I(M) = N
i I(N) = M , sredixtu C duжi MN odgovara ta ista taqka C, tj.

I(C) = C. U tom sluqaju u izometrijskoj transformaciji I ravni π
taqkama O i C te ravni odgovaraju te iste taqke te je svaka taqka prave

OC invarijanta transformacije I. Taqka O razlaжe pravu OC na dve

poluprave od kojih jedna pripada uglu ∡POQ a druga je van Ƭega. Neka je

npr. OC u uglu ∡POQ. Oznaqimo je sa OR. Iz pretpostavke neposredno

sledi da poluprava OR pripada uglu ∡POQ i kako u izometriji I uglu

∡POR odgovara ugao ∡QOR poluprava OR razlaжe ∡POQ na dva po-

dudarna ugla. Odatle sledi da je OR bisektrisa ugla ∡POQ qime je

dokazana egzistencija. Jedinstvenost se dokazuje indirektnim postup-

kom. �

Napomena. Izometrijske transformacije omogu�uju da se osim do sada

posmatrane relacije podudarnosti definixu i druge relacije na skupu

uglova, kao npr. ”maƬi od” i ve�i od”.

Definicija 4.5.2. Ako su ∡AMB i ∡CND dva ugla i ako unutar
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Slika 4.13.

ugla ∡CND postoji poluprava NE takva da je ∡AMB ∼= ∡CNE,
tada kaжemo da je ∡AMB maƬi od ∡CND i simboliqki obeleжava-
mo sa ∡AMB < ∡CND, ili da je ∡CND ve�i od ∡AMB i sim-
boliqki obeleжavamo sa ∡CND > ∡AMB (Slika 4.13).

Osim navedenih relacija na skupu svih uglova mogu se definisati i

operacije ”sabiraƬe uglova” i ”mnoжeƬe ugla brojem”.

Slika 4.14.

Definicija 4.5.3. Ugao ∡EOF jednak zbiru dvaju uglova ∡AMB i
∡CND, i simboliqki obeleжava sa

∡EOF = ∡AMB + ∡CND,

ako unutar ugla ∡EOF postoji poluprava OG koja razlaжe taj ugao
na dva ugla ∡EOG i ∡GOF takva da je ∡AMB ∼= ∡EOG i ∡CND ∼=
∡GOF (Slika 4.14). Ugao ∡CND je jednak proizvodu ugla ∡AMB i
prirodnog broja k, i simboliqki obeleжava sa ∡CND = k · ∡AMB,
ako je

∡CND = ∡AMB + ∡AMB + . . .+ ∡AMB
︸ ︷︷ ︸

k puta
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4.6 Prav ugao

Definicija 4.6.1. Neki ugao je prav, oxtar ili tup u zavisnosti
od toga da li je jednak, ve�i ili maƬi od svog naporednog ugla.

Egzistencija pravog ugla sledi iz qiƬenice da svaki ugao, pa i op-

ruжen ugao ima jedinstvenu bisektrisu.

Slika 4.15.

Teorema 4.6.1. Ugao podudaran pravom uglu je prav.

Dokaz. Neka je ∡pOq prav i ∡p′O′q′ ∼= ∡pOq. Obeleжimo sa r i r′ po-
luprave komplementne redom sa polupravama p i p′ (Slika 4.15). Uglovi

∡pOq i ∡p′O′q′ su podudarni pa su i Ƭihovi naporedni uglovi ∡qOr
i ∡q′O′r′ podudarni. Pri tome je ∡p′O′q′ ∼= ∡pOq, ∡pOq ∼= ∡qOr i

∡qOr ∼= ∡q′O′r′ odakle je zbog tranzitivnosti relacije podudarnosti

uglova ∡p′O′q′ ∼= ∡q′O′r′ pa je ∡p′O′q′ prav ugao. �

Teorema 4.6.2. Svaka dva prava ugla su me�u sobom podudarna.

Slika 4.16.

Dokaz. Neka su p, q, p′, q′ kraci pravih uglova ∡pOq i ∡p′O′q′ (Slika

4.16) a r i r′ poluprave komplementne redom sa polupravama p i p′. Pret-

postavimo da pravi uglovi ∡pOq i ∡p′O′q′ nisu podudarni. Neka je ugao

∡p′O′q′ ve�i od ugla ∡pOq. Tada unutar ugla ∡p′O′q′ postoji poluprava
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q′′ takva da je ∡p′O′q′′ ∼= ∡pOq. Kako je ugao ∡pOq prav, to je i Ƭemu

podudaran ugao ∡p′O′q′′ prav.

Sada su uglovi ∡p′O′q′ i ∡p′O′q′′ pravi, pa je svaki od Ƭih jednak

svom naporednom uglu tj. ∡p′O′q′ ∼= ∡q′O′r′ i ∡p′O′q′′ ∼= ∡q′′O′r′. U

tom sluqaju bi opruжen ugao ∡p′O′r′ imao dve bisektrise q′ i q′′, xto je

nemogu�e. Prema tome ne vaжi ∡p′O′q′ > ∡pOq. Analogno se pokazuje da

nije ∡p′O′q′ < ∡pOq. Dakle mora biti ∡p′O′q′ ∼= ∡pOq. �

Definicija 4.6.2. Trougao kome je jedan ugao prav zva�emo pra-
vouglim. Ivicu naspram pravog ugla zva�emo hipotenuzom a pre-
ostale dve ivice katetama.

4.7 Stavovi o podudarnosti trouglova

U prethodnom izlagaƬu ustanovili smo da je geometrijski lik podu-

daran trouglu - trougao a trougaonoj povrxi - trougaona povrx. Tako�e,

trougao ∆ABC je podudaran trouglu ∆A′B′C ′ ako i samo ako su ured-

jene trojke taqaka (A,B,C) i (A′, B′, C ′) me�usobno podudarne. To oz-

naqavamo ∆ABC ∼= ∆A′B′C ′. Na osnovu dosada reqenog, u mogu�nosti

smo da dokaжemo jox neka tvr�eƬa vezana za trouglove

Teorema 4.7.1. SpoƩaxƬi ugao trougla je ve�i od bilo kog unutrax-
Ƭeg nesusednog ugla.

Slika 4.17.

Dokaz. Posmatrajmo ∆ABC i neka je D (Slika 4.17) taqka prave BC
takva da je B(B,C,D). Dokaza�emo da je ∡BAC < ∡ACD. Oznaqimo sa

Q sredixte duжi AC, a sa E taqku poluprave BQ takvu da je B(B,Q,E)
i BQ ∼= QE. Uglovi ∡AQB i ∡CQE su unakrsni pa su kao takvi i
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podudarni. Kako je jox QA ∼= QC i QB ∼= QE to je (A,Q,B) ∼= (C,Q,E).
Odavde je ∡BAQ ∼= ∡ECQ.

Prava DQ seqe stranicu BE trougla ∆BCE u taqki Q, ne seqe

stranicu BC jer vaжi B(B,C,D), pa prema Paxovom stavu mora se�i

stranicu CE. Taqke D i Q su sa raznih strana prave CE, jer je B,D÷

CE i B,Q
� �

− CE. Prema tome poluprava CE pripada unutraxƬosti

ugla ∡ACD pa je ∡ACE < ∡ACD. S druge strane je ∡ACE ∼= ∡BAC
odakle sledi ∡BAC < ∡ACD. �

Iz ove teoreme sledi jedna vaжna posledica

Posledica 4.7.1. Najvixe jedan unutraxƬi ugao trougla moжe biti
prav ili tup.

Teorema 4.7.2. Naspram jednakih stranica trougla su jednaki ug-
lovi i obratno naspram jednakih uglova trougla su jednake stranice.

Dokaz. Neka je ∆ABC proizvoƩan trugao. Tada vaжi: ure�ene trojke

(A,B,C) i (A,C,B) su podudarne ako i samo ako su uglovi ∡ABC i

∡ACB me�usobno podudarni. �

Teorema 4.7.3. Naspram ve�e stranice u trouglu leжi ve�i ugao, i
obratno naspram ve�eg ugla u trouglu je ve�a stranica.

Slika 4.18.

Dokaz. Neka je u trouglu ∆ABC (Slika 4.18) zadovoƩeno AC > AB.

Tada na duжi AC postoji taqka D takva da je AD ∼= AB i B(A,D,C).
Tada je poluprava BD unutar ugla ∡ABC trougla ∆ABC pa je ∡ABC >
∡ABD. Trougao ∆ABD je jednakokraki pa je ∡ABD ∼= ∡ADB. U tro-

uglu ∆BCD ugao ∡ADB je spoƩaxƬi nesusedni za ugao ∡BCD pa je

∡ADB > ∡ACB. Prema tome imamo ∡ABC > ∡ACB.
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Obratno, neka je ∡ABC > ∡ACB. Tada ne moжe biti AB ∼= AC
jer bismo imali ∡ABC ∼= ∡ACB. Tako�e ne moжe biti AC < AB
jer bi prema dokazanom delu bilo ∡ABC < ∡ACB. Dakle mora biti

AC > AB. �

Teorema 4.7.4. Zbir dve stranice trougla je ve�i od tre�e stra-
nice tog trougla, a razlika dve stranice trougla, je maƬa od tre�e
stranice tog trougla.

Slika 4.19.

Dokaz. Neka je ∆ABC proizvoƩan trougao. Oznaqimo sa D (Slika

4.19) taqku poluprave BA tako daje B(B,A,D) i AD ∼= AC. Tada je

∡BCD > ∡BCA i ∡ACD ∼= ∡BDC, pa je u trouglu ∆BCD zadovoƩeno

∡BCD > ∡BDC tj. BD > BC a samim tim i AB + AC > BC. U

drugom delu pretpostavimo da je AC > AB. Tada je prema dokazanom

AC < AB +BC, odakle je AC −AB < BC �

Teorema 4.7.5. (Prvi stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla
su podudarna ako i samo ako su dve stranicei Ƭima zahva�en ugao prvog
trougla podudarni odgovaraju�im stranicama i uglu drugog trougla.

Dokaz neposredno sledi na osnovu Teoreme 4.5.2.

Teorema 4.7.6. (Drugi stav o podudarnosti trouglova) Dva tro-
ugla su podudarna ako i samo ako su jedna stranica i na Ƭoj nalegli
uglovi prvog trougla podudarni odgovaraju�oj stranici i uglovima
drugog trougla.

Dokaz. Neka su ∆ABC i ∆A′B′C ′ dva trougla takva da je BC ∼= B′C ′,

∡B ∼= ∡B′ i ∡C ∼= ∡C ′. Ako bi bilo AB > A′B′, tada na duжi AB
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postoji taqka D (Slika 4.20) takva daje DB ∼= A′B′. Trouglovi ∆DBC
i ∆A′B′C ′ su podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova,

pa je i ∡DCB ∼= ∡A′C ′B′. S druge strane je ∡A′C ′B′ ∼= ∡ACB odakle

sledi da je ∡DCB ∼= ∡ACB, xto je nemogu�e. Analogno i pretpostavka

da je AB < A′B′ dovodi do kontradikcije. Dakle mora biti AB ∼=
A′B′ pa su trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′ podudarni prema prvom stavu o

podudarnosti trouglova. �

Teorema 4.7.7. (Tre�i stav o podudarnosti trouglova) Dva tro-
ugla su podudarna ako i samo ako su sve stranice prvog trougla po-
dudarne odgovaraju�im stranicama drugog trougla.

Dokaz i ovog stava neposredno sledi na osnovu Teoreme 4.5.2.

Teorema 4.7.8. (Qetvrti stav o podudarnosti trouglova) Dva tro-
ugla su podudarna ako i samo ako su dve stranice i ugao naspram jedne
od Ƭih prvog trougla podudarni odgovarajucim stranicama i uglu dru-
gog trougla, dok su uglovi naspram, drugih dveju podudarnih stranica
oba oxtra, oba parva ili oba tupa.

Slika 4.20.

Dokaz. Neka su ∆ABC i ∆A′B′C ′ dva trougla takva da je BC ∼= B′C ′,

∡B ∼= ∡B′, ∡C ∼= ∡C ′ a uglovi ∡A i ∡A′ oba oxtra oba prava ili oba

tupa. Tada za stranice AB i A′B′ vaжi taqno jedna od mogu�nosti:

(i) AB > A′B′, (ii) AB < A′B′ i (iii) AB ∼= A′B′.

(i) Ako je AB > A′B′ tada na duжi AB postoji taqka D takva da

je DB ∼= A′B′ (Slika 4.20). Tada su podudarni trouglovi ∆DBC i

∆A′B′C ′ pa je i CD ∼= C ′A′. Kako je jox C ′A′ ∼= CA imamo da je CD ∼=
CA pa iz trougla ∆ACD imamo ∡CDA ∼= ∡CAD. Znaqi uglovi ∡CDA
i ∡CDB �e biti istovremeno oba oxtra, oba prava ili oba tupa. Oni



114 4. Podudarnost

su naporedni i jednaki pa ne mogu istovremeno biti oxtri ili tupi.

Tako�e ne mogu biti oba prava jer bi tada trougao ∆ACD imao dva

unutraxƬa prava ugla. Dakle ne moжe biti AB > A′B′.

(ii) Analogno i pretpostavka AB < A′B′ dovodi do kontradikcije.

(iii) Znaqi mora biti AB ∼= A′B′ pa su trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′

podudarni na osnovu nekog od prethodnih stavova o podudarnosti. �

Teorema 4.7.9. (Peti stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla
su podudarna ako i samo ako su jedna stranica, na Ƭoj nalegli ugao i
ugao naspram Ƭe prvog trougla podudarni odgovarajucoj stranici i
uglovima drugog trougla.

Dokaz. Neka su ∆ABC i ∆A′B′C ′ dva trougla takva da je BC ∼= B′C ′

∡A ∼= ∡A′ i ∡B ∼= ∡B′. Tada za stranice AB i A′B′ moжe vaжiti taqno

jedna od relacija:

(i) AB > A′B′, (ii) AB < A′B′ i (iii) AB ∼= A′B′.

(i) Ako je AB > A′B′ onda na duжi AB postoji taqka D takva da je

DB ∼= A′B′. U tom sluqaju su trouglovi ∆DBC i ∆A′B′C ′ podudarni

prema prvom stavu o podudarnosti trouglova. Odatle sledi da je ∡BDC
jednak uglu ∡A′ i kako je jox ∡A ∼= ∡A′ imamo da je ∡DBC ∼= ∡A sto je

nemogu�e jer je ∡DBC spoƩaxƬi nesusedni uglu ∡A u trouglu ∆ACD.

(ii) Pretpostavka AB < A′B′ analogno dovodi do kontradikcije.

(iii) Znaqi mora biti AB ∼= A′B′, pa su trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′

podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova. �

Teorema 4.7.10. Ako su data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′, kod ko-
jih je AB = A′B′, AC = A′C ′ i ∡A > ∡A′, tada je BC > B′C ′.

Slika 4.21.
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Dokaz. Kako je∡A > ∡A′ to u uglu ∡A postoji poluprava AD′ takva

da je ∡BAD′ = ∡A′. Na polupravoj AD′ odredimo taqku D takvu da je

AD = A′C ′. Kako je joxA′C ′ = AC sledi da je AD = AC. Sada mogu

nastupiti slede�i sluqajevi:

(i) Taqka D ∈ BC (Slika 4.21.). Posmatrajmo trouglove ∆ABD
i ∆A′B′C ′. Za ova dva trougla imamo da vaжi: AB = A′B′, AD =
A′C ′ i ∡BAD = ∡A′, pa je ∆ABD∼=∆A′B′C ′ na osnovu prvog stava o

podudarnosti trouglova.

Iz Ƭihove podudarnosti sledi da je BD = B′C ′. Iz D ∈ BC, sledi

da vaжi raspored taqaka B(B,D,C) pa je BD < BC. DaƩe vaжi BD =
B′C ′, odakle sledi da je B′C ′ < BC.

Slika 4.22.

(ii) Taqka D 6∈ BC (Slika 4.22.). Konstruiximo simetralu s ugla

∡DAC. Neka je K taqka dobijena u preseku simetrale s i stranice

BC trougla. Uoqimo duж KD. Kako je AC = AD i s simetrala ugla,

dobijamo da je KD = KC.

Iz trougla ∆BKD dobijamo BD < BK +KD = BK +KC = BC tj.

BD < BC i znamo da je BD = B′C ′ odakle sledi da je B′C ′ < BC, xto

je trebalo pokazati. �

Teorema 4.7.11. Ako su data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′, kod ko-
jih je AB = A′B′, AC = A′C ′ i BC > B′C ′, tada je ∡A > ∡A′.

Dokaz se izvodi metodom svo�eƬa na protivureqnost i korix�eƬem Teo-

reme 4.7.10. �
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Teorema 4.7.12. (Xtajner-Lemusova teorema) U trouglu ∆ABC stra-
nice AB i AC su jednake ako i samo ako su mu jednaki odseqci sime-
trala BB′ i CC ′ redom unutraxƬih uglova ∡B i ∡C.

Slika 4.23.

Dokaz. Neka su odseqci simetrala BB′ i CC ′ redom unutraxƬih uglova

∡B i ∡C trougla ∆ABC me�usobno jednaki. Tada za duжi AC i AB
vaжi taqno jedna od slede�e tri mogu�nosti

(i) AC > AB, (ii) AC < AB i (iii) AC = AB.

Razmotrimo svaku od Ƭih ponaosob.

(i) Neka je AC > AB. Tada je ∡B > ∡C. U uglu ∡ABB′ postoji

poluprava BD takva da je ∡B′BD = ∡ACC ′ (Slika 4.23), ∡CBD > ∡C,

odakle sledi da je CD > BD tj. da izme�u taqaka C i D postoji taqka E
takva da je BD = CE. Za trouglove ∆BDB′ i ∆CEC ′ vaжi BB′ = CC ′,

BD = CE i ∡B′BD = ∡ECC ′, pa su oni podudarni prema prvom stavu

o podudarnosti trouglova. Iz podudarnosti ovih trouglova sledi da

su saglasni uglovi ∡BDC i ∡C ′EC jednaki, tj. dobili smo u trouglu

∆OED, gde je taqka O presek pravih BD i C ′E, da je spoƩaxƬi ugao

jednak nesusednom unutraxƬem uglu xto je u suprotnosti sa Teoremom

4.7.1. Znaqi pretpostavka AC > AB dovodi do kontradikcije.

(ii) Analogo pokazujemo da ne vaжi ni da je AC < AB.

(iii) Prema tome, preostaje nam da vaжi AB = AC.

Obratno se lako dokazuje. �
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4.8 Qetvorouglovi u apsolutnoj geometriji

Zatvorena poligonalna linija koja se sastoji od qetiri nadovezane

duжi predstavƩa qetvorougao. Deo ravni ograniqen qetvorouglom pred-

stavƩa qetvorougaonu povrx. Lik podudaran qetvorouglu predstavƩa,

kao xto smo se ranije uverili, tako�e qetrvorougao. U apsolutnoj geo-

metriji su od posebnog interesa Lambertov i Sakerijev qetvorougao.

Definicija 4.8.1. Qetvorougao sa tri prava ugla nazivamo Lam-
bertovim qetvorouglom. Ako su uglovi ∡A, ∡B i ∡C Lambertovog
qetvorougla pravi, tada su stranice AB i BC osnovice a AD i
CD visine Lambertovog qetvorougla.

Definicija 4.8.2. Qetvorougao ABCD kod koga su uglovi ∡A i
∡B pravi a AD ∼= BC nazivamo Sakerijevim qetvorouglom. Stra-
nica AB je osnovica, CD protivosnovica a AD i BC su boqne
stranice Sakerijevog qetvorougla.

Teorema 4.8.1. Kod Sakerijevog qetvorougla ABCD sa osnovicom AB
i protivosnovicom CD vaжi ∡C ∼= ∡D.

Slika 4.24.

Dokaz. Trouglovi ∆ABC i ∆BAD (Slika 4.24) su podudarni na osnovu

prvog stava o podudarnosti trouglova. Iz Ƭihove podudarnosti sledi

AC ∼= BD. Sada trouglovi ∆ACD i ∆BDC imaju podudarne sve tri

odgovaraju�e stranice, odakle sledi Ƭihova podudarnost prema tre�em

stavu o podudarnosti trouglova. Dakle, ∡ADC ∼= ∡BCD. �

Definicija 4.8.3. Duж koja spaja sredixta osnovice i protivos-
novice Sakerijevog qetvorougla je sredƬa linija tog qetvorougla.
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Teorema 4.8.2. SredƬa linija Sakerijevog qetvorougla razlaжe taj
qetvorougao na dva Lambertova qetvorougla.

Slika 4.25.

Dokaz. Neka su P i Q sredixta redom osnovice AB i protivosnovice

CD (Slika 4.25) Sakerijevog qetvorougla ABCD. Trouglovi ∆APD i

∆BPC su podudarni na osnovu prvog stava o podudarnosti trouglova.

Iz Ƭihove podudarnosti sledi PD ∼= PC i ∡APD ∼= ∡BPC. Sada

su trouglovi ∆PQD i ∆PQC podudarni prema tre�em stavu o podu-

darnosti trouglova, odakle sledi ∡QPD ∼= ∡QPC i ∡PQD ∼= ∡PQC.

Uglovi ∡PQD i ∡PQC su podudarni i naporedni, dakle pravi. Kako je

jox

∡APQ = ∡APD + ∡QPD = ∡BPC + ∡QPC = ∡BPQ,

pa su i uglovi ∡APQ i ∡BPQ pravi. Dakle, qetvorouglovi APQD i

BPQC su Lambertovi. �

Teorema 4.8.3. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: ∡A ∼= ∡B i
AD ∼= BC tada je ∡C ∼= ∡D.

Dokaz. Teorema se dokazuje na potpuno isti naqin kao i Teorema 4.8.1. �

Teorema 4.8.4. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: ∡A ∼= ∡B i
∡D > ∡C tada je BC > AD.

Dokaz. Za duжi BC i AD vaжi taqno jedna od relacija:

(i) BC ∼= AD, (ii) BC < AD ili (iii) BC > AD.

(i) Neka je BC ∼= AD. Kako je jox ∡A ∼= ∡B, to na osnovu Teoreme

4.8.3. sledi ∡C ∼= ∡D, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom.

(ii) Ako je BC < AD, tada postoji taqka D′ (Slika 4.26) takva da je

AD′ ∼= BC i B(A,D′, D). Qetvorougao ABCD′ je prost jer su taqke C
i D′ sa iste strane prave AB i zadovoƩava sve uslove Teoreme 4.8.3.,
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Slika 4.26.

odakle sledi ∡BCD′ ∼= ∡CD′A. Taqka D′ pripada duжi AD, odakle

sledi da D′ pripada unutraxƬosti ugla ∡BCD, pa je ∡BCD > ∡BCD′

i kako je jox ∡BCD′ ∼= ∡CD′A, to je ∡BCD > ∡CD′A. Ugao ∡CD′A
je spoƩaxƬi nesusedni uglu ∡CDD′ ≡ ∡CDA, odakle sledi ∡BCD >
∡CDA, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom teoreme. Prema tome ne

moжe biti BC < AD.

(iii) preostaje mogu�nost BC > AD. �

Teorema 4.8.5. Ako je kod qetvorougla ABCD: ∡A ∼= ∡B i BC > AD
tada je ∡D > ∡C.

Slika 4.27.

Dokaz. Iz BC > AD sledi da postoji taqka C ′ (Slika 4.27) takva da

je BC ′ ∼= AD i B(B,C ′, C). Qetvorougao ABC ′D zadovoƩava sve uslove

Teoreme 4.8.3. odakle je ∡BC ′D ∼= ∡ADC ′. Sada je

∡ADC > ∡ADC ′ ∼= ∡BC ′D > ∡BCD,

tj. ∡D > ∡C. �

Teorema 4.8.6. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: AD ∼= BC i
∡A > ∡B, tada je ∡C > ∡D.
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Dokaz. Za trouglove ∆ABC i ∆ABD je BC ∼= AD, AB ≡ AB i

∡ABC < ∡ABD (Slika 4.28) pa je AC < BD. Sada za trouglove

∆ACD i ∆BCD vaжi CD ≡ CD, AD ∼= BC i AC < BD, odakle je

∡ADC < ∡BCD, tj. ∡D < ∡C. �

Slika 4.28.

Teorema 4.8.7. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: ∡A ∼= ∡C i
∡B ∼= ∡D, tada je AB ∼= DC i BC ∼= AD.

Dokaz. Za uglove ∡ACD i ∡CAB vaжi taqno jedna od tri relacije:

(i) ∡ACD < ∡CAB, (ii) ∡ACD > ∡CAB ili (iii) ∡ACD < ∡CAB.

(i) Ako je ∡ACD < ∡CAB tada je i ∡ACB > ∡CAB. U uglu

∡ACB postoji poluprava CC ′ (Slika 4.29) takva da je ∡ACC ′ ∼= ∡CAD.

Na isti naqin postoji poluprava AA′ unutar ugla ∡CAB takva da je

∡CAA′ ∼= ∡ACD. Oznaqimo sa B′ preseqnu taqku polupravih AA′ i

CC ′. Nije texko zakƩuqiti, primenom Paxove aksiome, da se taqka B′

nalazi unutar trougla ∆ABC.

Slika 4.29.

Trouglovi ∆ACB′ i ∆ACD su podudarni prema drugom stavu o podu-

darnosti trouglova. Odavde sledi ∡AB′C ∼= ∡D. Kako je jox ∡D ∼= ∡B
dobijamo ∡AB′C ∼= ∡ABC. Oznaqimo sa B′′ preseqnu taqku pravih CC ′
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i AB. Ugao ∡AB′C je spoƩaxƬi nesusedni u trouglu ∆AB′′B′ uglu

∡AB′′B′ pa je ∡AB′C > ∡AB′′B′. Na isti naqin je ∡AB′′B′ > ∡ABC
kao spoƩaxƬi nesusedni u trouglu ∆B′′BC. Prema tome, dobija se

∡AB′C > ∡ABC, xto predstavƩa kontradikciju. Prema tome ne moжe

biti ∡ACD < ∡CAB.

(ii) Analogno, pretpostavka ∡ACD > ∡CAB dovodi do kontradik-

cije.

(iii) Dakle, preostaje da je ∡ACD ∼= ∡CAB. Tada je ∡ACB ∼= ∡CAD
kao dopune jednakih uglova do jednakih. Sada su trouglovi ∆ABC i

∆ADC podudarni prema drugom stavu o podudarnosti trouglova, odakle

sledi AB ∼= CD i BC ∼= AD. �

Teorema 4.8.8. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD, ∡B ∼= ∡D i
ako sredixte dijagonale AC leжi na dijagonali BD, tada su nas-
pramne stranice tog qetvorougla podudarne me�usobno.

Dokaz. Oznaqimo sa D′ taqku prave BD takvu da je OB ∼= OD′ i

D,D′
� �

− O. Tada vaжi taqno jedna od relacija:

(i) B(O,D′, D), (ii) B(O,D,D′) ili (iii) D′ ≡ D.

Slika 4.30.

(i) Neka je B(O,D′, D). Za truglove ∆OAB i ∆OCD′ (Slika 4.30)

je AO ∼= OC, OB ∼= OD′ i ∡AOB ∼= ∡COD′ pa su oni podudarni prema

prvom stavu o podudarnosti trouglova. Iz Ƭihove podudarnosti sledi

AB ∼= CD′. Sada su i trouglovi ∆AOD′ i ∆COB podudarni prema

prvom stavu o podudarnosti jer je AO ∼= CO, OD′ ∼= OB i ∡AOD′ ∼=
∡COB. Odavde je AD′ ∼= CB. Za trouglove ∆ABC i ∆CD′A je AC ≡
CA, AB ∼= CD′ i BC ∼= D′A, tj. i oni su podudarni (tre�i stav o

podudarnosti), odakle je ∡ABC ∼= ∡AD′C. Kako je jox ∡ABC ∼= ∡ADC
sledi ∡ADC ∼= ∡AD′C, xto je u suprotnosti sa ∡ADC < ∡AD′C.

Prema tome nije B(O,D′, D).
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(ii) Analogno, i pretpostavka B(O,D,D′) dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti D ≡ D′, tj. AB ∼= CD′ ≡ CD i BC ∼=
AD′ ≡ AD. �

Teorema 4.8.9. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD,

AB +BC ∼= CD +DA

i ako je sredixte O dijagonale AC na dijagonali BD, tada su nas-
pramne stranice tog qetvorougla podudarne.

Dokaz. Neka je D′ taqka prave BD takva da je OD′ ∼= OB i D,D′
� �

− O.

Tada mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

(i) B(O,D′, D), (ii) B(O,D,D′) ili (iii) D′ ≡ D.

(i) Neka je B(O,D′, D). Trouglovi ∆AOB i ∆COD′ (Slika 4.31) su

podudarni, odakle je AB ∼= CD′. Tako�e iz podudarnosti trouglova

∆BOC i ∆D′OA sledi BC ∼= AD′. Iz posledƬe dve jednakosti je

AB + BC ∼= AD′ + CD′. Po pretpostavci je AB + BC ∼= AD + CD,

pa je

AD +DC ∼= AD′ + CD′.

Oznaqimo sa E preseqnu taqku pravih AD′ i CD. Tada je B(C,E,D)
i AD′ + CD′ < AD′ + D′E + EC < AD + DE + EC ∼= AD + DC,

tj. AD′ + CD′ < AD + DC odakle sledi AD + DC > AB + BC, xto

predstavƩa kontradikciju.

Slika 4.31.

(ii) Analogno i pretpostavka B(O,D,D′) dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti D ≡ D′. Iz podudarnosti trouglova

∆AOB i ∆COD sledi AB ∼= CD, dok iz podudarnosti trouglova ∆BOC
i ∆AOD sledi BC ∼= AD. �
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4.9 Upravnost pravih

Pojam pravog ugla omogu�uje definisaƬe pojma upravnih pravih.

Definicija 4.9.1. Prava a je upravna, ortogonalna ili normalna
na pravoj b ako prave a i b sadrжe krake nekog pravog ugla i to
simboliqki obeleжavamo sa a ⊥ b.

Iz definicije neposredno sledi da je relacija upravnosti pravih

simetriqna ali da nije refleksivna i tranzitivna.

Teorema 4.9.1. Za svaku pravu p i svaku taqku P neke ravni π pos-
toji jedna i samo jedna prava n ravni π takva da je n ⊥ p.

Dokaz. Razlikujemo dva sluqaja:

(i) Taqka P ne pripada pravoj p, (ii) taqka P pripada pravoj p.

Slika 4.32.

(i) Egzistencija. Neka je taqka P van prave p i neka suM i N (Slika

4.32) dve proizvoƩne taqke prave p i P ′ taqka ravni π sa one strane prave

p sa koje nije taqka P tako da je (P,M,N) ∼= (P ′,M,N). Kako su taqke

P i P ′ sa raznih strana prave p, to duж PP ′ ima sa pravom p zajedniqku

taqku O pa je na osnovu Aksiiome III7 zadovoƩeno da je OP ∼= OP ′.

Kako su P , M , N i P ′, M , N dve trojke nekolinearnih taqaka ravni

π takve daje (P,M,N) ∼= (P ′,M,N) to postoji jedinstvena izometrijska

transformacija I ravni π koja taqke P , M , N prevodi redom u taqke P ′,

M , N . U toj izometrijskoj transformaciji uglu ∡POM odgovara ugao
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∡P ′OM pa su oni podudarni a kako su jox i naporedni oni su pravi, pa

je prava n ≡ PP ′ upravna na pravu p.
Jedinstvenost prave n, u ovom sluqaju, dokazuje se indirektnim

postupkom. Pretpostavimo da postoji jox jedna prava n′ koja sadrжi

taqku P i upravna je na pravu p. Oznaqimo sa O′ preseqnu taqku prave

n′ sa pravom p. U tom sluqaju trougao ∆POO′ ima dva prava ugla, xto

je u suprotnosti sa Posledicom 4.7.1.

Slika 4.33.

(ii) Neka je sada taqka P na pravoj p. Neka su M i N taqke prave

p takve da je B(M,P,N). Tada postoji jedinstvena bisektrisa PP1, oz-

naqimo je sa n, opruжenog ugla ∡MPN koja taj ugao razlaжe na dva

podudarna naporedna ugla. Svaki od ta dva ugla je prav pa prema de-

finiciji sledi da je prava n upravna na pravoj p, qime je egzistencija
dokazana.

Jedinstvenost se, i u ovom sluqaju, dokazuje indirektnim postup-

kom. Neka je n′ jox jedna prava koja sadrжi taqku p i upravna je na

pravu p. Tada na pravoj n1 sa iste strane prave p sa koje je taqka P1

postoji jedinstvena taqka P ′
1 takva da je PP1

∼= PP ′
1. Tada su troug-

lovi ∆MPP1 i ∆MPP ′
1 podudarni prema prvom stavu, a iz Ƭihove po-

dudarnosti sledi MP1
∼= MP ′

1. Na isti naqin iz podudarnosti trou-

glova ∆NPP1 i ∆NPP ′
1 sledi NP1

∼= NP ′
1. Dakle, ure�ene trojke

taqaka (M,N,P1) i (M,N,P ′
1) su podudarne, xto je u suprotnosti sa

Aksiomom III6. �

Definicija 4.9.2. Pravu s koja sadrжi sredixte duжi AB i up-
ravna je na pravu AB nazivamo simetralom ili medijatrisom duжi
AB.

Teorema 4.9.2. Neka je u ravni π zadata duж AB. Taqka P ravni π
pripada medijatrisi duжi AB ako i samo ako je PA ∼= PB.
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Dokaz. Oznaqimo sa S sredixte duжi AB. Neka je P (Slika 4.34)

proizvoƩna taqka ravni π takva da je PA ∼= PB. U tom sluqaju je

(A,S, P ) ∼= (B,S, P ), odakle sledi da su naporedni uglovi ∡ASP i

∡BSP podudarni. To znaqi da je SP ⊥ AB, tj. taqka P pripada medi-

jatrisi duжi AB.

Slika 4.34.

Obratno, neka je P proizvoƩna taqka medijatrise s duжi AB. Tada

su trouglovi ∆ASP i ∆BSP podudarni na osnovu prvog stava o podu-

darnosti trouglova, odakle sledi PA ∼= PB. �

Teorema 4.9.3. Prava odre�ena sredixtima Q i R stranica AC i
AB trougla ∆ABC upravna je na medijatrisu s tre�e stranice tog
trougla.

Dokaz. Oznaqimo sa A′, B′ i C ′ redom podnoжja normala iz taqaka

A, B i C na pravu QR (Slika 4.35). Tada je ∆AA′R ∼= ∆BB′R i

∆AA′Q ∼= ∆CC ′Q, odakle je AA′ ∼= BB′ i AA′ ∼= CC ′. Prema tome,

qetvorougao B′C ′CB je Sakerijev sa osnovicom B′C ′ i protivosnovicom

BC. Na osnovu Teoreme 4.8.1. sredƬa linija Sakerijevog qetvorougla je

zajedniqka normala osnovice i protivosnovice, tj. medijatrisa stranice

BC upravna je na pravu QR ≡ B′C ′ �

4.10 Upravnost prave na ravan

Definicija 4.10.1. Prava n je upravna, ortogonalna ili normalna
na ravan π ako prava n prodire ravan π i upravna je na svakoj
pravoj ravni π koja sadrжi taqku prodora. To oznaqavamo sa n ⊥ π.
Obratno, ravan π je upravna na pravu n ako ravan π seqe pravu n
i ako je svaka prava ravni π koja prolazi kroz preseqnu taqku
upravna na pravu n. To oznaqavamo sa π ⊥ n.
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Slika 4.35.

Prema navedenoj definiciji relacija upravnosti prave i ravni je

simetriqna. Ako je prava n upravna na ravan π, tada �emo re�i da je

prava n upravna na svaku pravu ravni π. Na taj naqin je dopuxtena

mogu�nost da mimoilazne prave budu me�usobno upravne.

Teorema 4.10.1. (Koxijev2 stav - kriterijum upravnosti prave na
ravan) Prava n je upravna na ravan π ako i samo ako prodire tu ravan
i u taqki prodora je upravna na dvema raznim pravama te ravni.

Slika 4.36.

Dokaz. Neka prava n prodire ravan π i neka je u prodornoj taqki O
(Slika 4.36) upravna na dvema pravama a i b ravni π. Da bismo dokazali

da je n upravna na π trebamo dokazati da je n upravna na proizvoƩnoj

pravoj c ravni π koja prolazi kroz taqku prodora O. Oznaqimo sa s
proizvoƩnu pravu ravni π koja seqe prave a, b i c redom u taqkama A,

2A.L.Koxi (1789-1853) je izveo dokaz ove teoreme 1813. g.
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B i C a sa P i Q dve taqke prave n takve da je OP ∼= OQ i B(P,O,Q).
Pri tome je ∆OAP ∼= ∆OAQ i ∆OBP ∼= ∆OBQ pa je i AP ∼= AQ
i BP ∼= BQ. Sada je ∆PAB ∼= ∆QAB odakle je ∡PAB ∼= ∡QAB tj.

∡PAC ∼= ∡QAC. Sada je ∆PAC ∼= ∆QAC pa je PC ∼= QC. Prema tome

vaжi ∆POC ∼= ∆QOC, pa su uglovi ∡POC i ∡QOC podudarni. Kako

su oni jox i naporedni oni su pravi pa je prava n ≡ PQ upravna na

pravu c, pa prema tome i na ravan π. Obratno, dokaz je trivijalan. �

Izvedeni dokaz prethodne teoreme vaжi i u geometriji Lobaqevskog

tj. predstavƩa stav apsolutne geometrije. Pre Koxija, Leжandr je do-

kazao ovaj stav u Euklidskoj geometriji koriste�i metriqka svojstva

Euklidskog prostora.

Teorema 4.10.2. Za svaku ravan π i svaku taqku P prostora S3 pos-
toji jedinstvena prava koja sadrжi taqku P i upravna je na ravan π.

Slika 4.37.

Dokaz. Za taqku P i ravan π mogu nastupiti dva sluqaja:

(i) P /∈ π, (ii) P ∈ π.

(i) Neka taqka P ne pripada ravni π. Oznaqimo sa p proizvoƩnu pravu

ravni π. Taqka P i prava p (Slika 4.37) odre�uju neku ravan α. U ravni

α postoji jedinstvena prava q takva da sadrжi taqku P i upravna je na

pravoj p. Podnoжje te normale oznaqimo sa Q. Taqka Q pripada pravoj

p koja je u ravni π te u ravni π postoji jedinstvena prava r koja sadrжi

taqku Q i upravna je na pravoj p.

Taqka P ne pripada pravoj r te postoji jedinstvena ravan β koja

sadrжi taqku P i pravu r. U ravni β postoji jedinstvena prava n koja

sadrжi taqku P i upravna je na pravoj r. Dokaza�emo da je prava n
upravna na ravan π. Po konstrukciji je n ⊥ r te je prema Koxijevom
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stavu dovoƩno dokazati da je prava n upravna na bar jox jednoj pravoj

koja sadrжi taqku O i pripada ravni π. Neka je R taqka prave p takva

da je QR ∼= OP . Tada je ∆OPQ ∼= ∆ORQ, pa je PQ ∼= OR. Sada su

podudarni trouglovi ∆POR i ∆PQR pa je ∡POR ∼= ∡PQR. Kako je

ugao ∡PQR po konstrukciji prav to je i ugao ∡POR prav, tj. n ⊥ OR.

(ii) Neka sada taqka P pripada ravni π. U ravni π uoqimo pravu

p koja ne sadrжi taqku P . Kroz taqku P ravni π (Slika 4.38) postoji

jedinstvena prava r upravna na pravu p.

Slika 4.38.

U proizvoƩnoj ravni koja sadrжi pravu p i razliqita je od ravni π
uoqimo pravu q upravnu na pravoj p u taqki preseka Q pravih p i r. U

ravni odre�enoj pravama q i r kroz taqku P postoji jedinstvena normala

na pravu r. Da je prava n normalna na ravan π pokazuje se kao u sluqaju

(i). Jedinstvenost prave n dokazuje se indirektno. �

Teorema 4.10.3. (Teorema o tri normale) Neka je prava AB upravna
na ravni π u taqki B i prava BC upravna na pravoj p ravni π u taqki
C. Tada je prava AC upravna na pravoj p.

Dokaz. Oznaqimo sa D taqku prave p (Slika 4.39) takvu da je AB ∼= CD.

Tada su pravougli trouglovi ∆ABC i ∆DCB podudarni, odakle sledi

AC ∼= BD. Sada su podudarni i trouglovi ∆ABD i ∆DCA na osnovu

tre�eg stava o podudarnosti. Odatle sledi ∡ABD ∼= ∡ACD, tj. prava

AC je upravna na pravoj p. �

Teorema 4.10.4. Neka je data prava n i taqka O na Ƭoj. Sve prave
koje sadrжe taqku O i upravne su na pravoj n pripadaju jednoj ravni
koja je upravna na pravoj n.

Dokaz. Oznaqimo sa p, q i r prave koje sadrжe taqku O prave n i upravne

su na toj pravoj. Oznaqimo sa π ravan odre�enu pravama p i q, a sa γ
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Slika 4.39.

ravan odre�enu pravama r i n. Neka je r′ preseqna prava ravni γ i π.
Tada je na osnovu Koxijeve teoreme i prava r′ upravna na na pravu n.Ta
da bi u taqki O postojale dve prave ravni γ koje su upravne na pravu n
xto je nemogu�e. Dakle i prava r pripada ravni π, pa sve prave upravne

na pravu n u taqki O pripadaju jednoj ravni koja je upravna na pravu n. �

Teorema 4.10.5. Postoji taqno jedna ravan koja sadrжi datu taqku
A i upravna je na datoj pravoj n.

Dokaz. Oznaqimo sa α (Slika 4.40) ravan odre�enu taqkom A i pravom

n. Neka je a prava ravni α koja sadrжi taqku A i upravna je na pravoj

n i neka je β proizvoƩna ravan koja sadrжi pravu n i razliqita je od

ravni α. Oznaqimo sa b pravu ravni β koja sadrжi taqku O = a ∩ n i

upravna je na pravoj n. Neka je π ravan odre�ena pravama a i b. Taqka

A pripada pravoj a, dakle i ravni π. Prava n je u taqki O upravna na

dvema pravama a i b ravni π, pa je n ⊥ π, tj. π ⊥ n i A ∈ π. Time je

dokazana egzistencija traжene ravni.

Slika 4.40.
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Dokaжimo jox jedinstvenost. Neka je π′ jox jedna ravan koja sadrжi

taqku A i upravna je na pravu n. Oznaqimo jox sa a′ preseqnu pravu

ravni π′ i α. U tom sluqaju bi dve razne prave a i a′ sadrжale taqku A
i bile upravne na pravu n, xto je nemogu�e. �

Teorema 4.10.6. Neka su a i b dve razne prave upravne na ravan π.
Tada su a i b komplanarne prave.

Slika 4.41.

Dokaz. Oznaqimo sa A i B (Slika 4.41) prodorne taqke redom pravih

a i b kroz ravan π, sa P proizvoƩnu taqku prave a razliqitu od taqke

A a sa c pravu ravni π koja sadrжi taqku B i upravna je na pravoj AB.

Prema teoremi o trima normalama PB upravna na c. Prema tome, prave

PB, AB i b su tri prave upravne na pravu c u taqki B, te sve tri prema

Teoremi 4.10.4. pripadaju jednoj ravni α. Prava a sa ravni α ima dve

zajedniqke taqke P i A pa i ona pripada ravni α. �

Definicija 4.10.2. Ravan koja sadrжi sredixte duжi AB i up-
ravna je na pravu AB nazivamo medijalnom ili simetralnom ra-
vni.

Kako duж ima jedinstveno sredixte i kako prava kroz zadatu taqku

ima jedinstvenu normalnu ravan sledi da svaka duж ima jedinstvenu

medijalnu ravan.

Teorema 4.10.7. Taqka P pripada medijalnoj ravni duжi AB ako i
samo ako vaжi PA ∼= PB.

Dokaz. Neka je P (Slika 4.42) proizvoƩna taqka za koju je PA ∼= PB.

Oznaqimo sa S sredixte duжi AB. Tada je (A,S, P ) ∼= (B,S, P ). Dakle

naporedni uglovi ∡ASP i ∡BSP su podudarni, a samim tim i pravi.

Prema tome PS ⊥ AB, tj. taqka P pripada ravni koja prolazi kroz
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Slika 4.42.

taqku S i upravna je na pravoj AB, tj. taqka P pripada medijalnoj

ravni duжi AB.

Obratno, neka taqka P pripada medijalnoj ravni duжi AB i neka je

P 6= S. Za trouglove ∆ASP i ∆BSP je zadovoƩeno SP ≡ SP , SA ∼=
SB i ∡ASP ∼= ∡BSP , pa su oni podudarni na osnovu prvog stava o

podudarnosti trouglova, odakle sledi PA ∼= PB �

Slika 4.43.

Teorema 4.10.8. Prava odre�ena sredixtima Q i R stranica AC i
AB trougla ∆ABC upravna je na medijalnu ravan µ tre�e stranice
tog trougla.

Dokaz. Prema Teoremi 4.9.3. medijatrisa m (Slika 4.43.) stranice

BC trougla ∆ABC je upravna na pravu QR odre�enu sredixtima Q
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i R redom stranica AC i AB. Oznaqimo sa P i M preseqne taqke

medijatrise m redom sa pravama BC i QR a sa n pravu upravnu na

ravan trougla ∆ABC u taqki M . Neka je N proizvoƩna taqka prave n
razliqita od taqke M . Tada je prava p ≡ MN , prema teoremi o trima

normalama, upravna na pravu QR. Dakle, prava QR je upravna na dvema

pravama p i m medijalne ravni µ, odakle prema Koxijevom stavu sledi

da je QR upravna na medijalnu ravan µ. �



Deo 5

Podudarnost geometrijskih

likova prostora S
3

5.1 Podudarnost diedara

Teorema 5.1.1. U izometrijskoj transformaciji prostora S3 diedru
odgovara diedar.

Dokaz. Neka je I izometrijska transformacija prostora S3 i Ω diedar

sa pƩosnima α i β. U izometrijskoj transformaciji I poluravnima α i β
sa zajedniqkim rubom s odgovaraju neke poluravni α′ i β′ sa zajedniqkim

rubom s′. Neka su P i Q dve proizvoƩne taqke iinutar diedra Ω a P ′

Q′ taqke koje u izometriji I odgovaraju redom taqkama P i Q.

Slika 5.1.

133
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Neka je l poligonalna linija koja spaja taqke P i Q (Slika 5.1) i koja

nema zajedniqkih taqaka sa diedarskom povrxi αβ. Takva poligonalna

linija postoji jer su taqke P i Q sa iste strane diedarske povrxi αβ.
Slika l′ = I(l) poligonalne linije l u izometriji I je neka poligonalna

linija koja koja nema zajedniqkih taqaka sa diedarskom povrxi α′β′ te
su taqke P ′ i Q′ sa iste strane diedarske povrxi α′β′.

Neka je Ω′ diedar u kome su taqke P ′ i Q′ sa pƩosnima α′ i β′. Tada

unutraxƬim taqkama diedra Ω odgovaraju taqke koje su unutar diedra

Ω′. Nije texko ustanoviti da je svaka taqka diedra Ω′ slika neke taqke

diedra Ω u izometriji I. Dakle u izometriji diedru odgovara diedar,

tj. lik koji je podudaran nekom diedru je tako�e diedar. �

Teorema 5.1.2. Ravni upravne na ivicu nekog diedra seku taj diedar
po podudarnim uglovima.

Slika 5.2.

Dokaz. Oznaqimo sa µ i ν ravni upravne na ivicu s diedra αβ redom u

taqkama P i Q. Neka su p i p′ preseqne poluprave ravni µ sa poluravnima

α i β, a q i q′ (Slika 5.2) preseqne poluprave ravni ν sa α i β. Treba

pokazati da je ∡pp′ ∼= ∡qq′.

Oznaqimo sa A, A′, B, B′ taqke polupravih p, q, p′ i q′ redom, takve
da je PA ∼= PB ∼= QA′ ∼= QB′. Neka je T sredixte duжi PQ a R i

S redom sredixta duжi AA′ i BB′. Qetvorouglovi PQA′A i PQB′B
su me�u sobom podudarni Sakerijevi qetvorouglovi. Kako sredƬa li-

nija Sakerijevog qetvorougla razlaжe taj qetvorougao na dva Lamber-
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tova qetvorougla, to su qetvorouglovi QTRA′, PTRA, QTSB′ i PTSB
Lambertovi.

Uglovi ∡PTR i ∡PTS su pravi pa je prava s ≡ PQ prema Koxi-

jevom stavu upravna na ravan RTS. Ako je n prava ravni RTS upravna

na RT u taqki T , onda je ona upravna i na pravu s. Na osnovu teoreme o

trima normalama sledi da je prava NR upravna na pravu AA′, gde je N
proizvoƩna taqka prave n. Odavde sledi da je AA′ ⊥ RTS. Analogno,

BB′ ⊥ RTS, pa prave AA′ i BB′ pripadaju jednoj ravni. Iz podu-

darnosti Lambertovih qetvorouglova PTRA i PTSB sledi RA ∼= SB,

pa je qetvorougao RSBA Sakerijev. Analogno, i qetvorougao RSB′A′

je Sakerijev. Iz podudarnosti ova dva Sakerijeva qetvorougla sledi

AB ∼= A′B′. Prema tome, trouglovi ∆PAB i ∆QA′B′ su podudarni,

odakle sledi ∡APB ∼= ∡A′QB′, tj. ∡pp′ ∼= ∡qq′. �

Definicija 5.1.1. Ugao po kome neka ravan normalna na ivicu
diedra seqe taj diedar nazivamo uglom tog diedra ili nagibnim
uglom diedra.

Tako�e vaжi:

Teorema 5.1.3. Dva diedra su podudarna ako i samo ako su uglovi tih
diedara me�u sobom podudarni.

Dokaz. Neka su diedri αβ i α′β′ podudarni. Tada postoji izometrija I
takva da je I(αβ) = α′β′. Izometrija I preslikava ravan π, upravnu na

ivicu s diedra αβ, na ravan π′ upravnu na ivicu s′ diedra α′β′. Dakle,

nagibni ugao diedra αβ koji pripada ravni π, preslikava se izometrijom

I na nagibni ugao diedra α′β′ koji pripada ravni π′, odakle sledi da su

nagibni uglovi ova dva diedra me�usobno podudarni.

Obratno, neka su nagibni uglovi ∡ab i ∡a′b′ redom didara αβ i α′β′

me�u sobom podudarni. Tada postoji izometrija I takva da je I(∡ab) =
∡a′b′. U tom sluqaju se izometrijom I prava s, upravna u temenu ugla

∡ab na ravan tog ugla, preslikava u pravu s′ upravnu u temenu ugla ∡a′b′

na ravan ugla ∡a′b′. Izometrijom I se i poluravni α i β sa zajedniqkim

rubom s preslikavaju na pluravni α′ i β′ sa zajedniqkim rubom s′, pri

qemu poluravni α′ i β′ sadrжe redom poluprave a′ i b′. To znaqi da je

I(αβ) = α′β′, tj. diedri αβ i α′β′ su me�usobno podudarni. �

Definicija 5.1.2. Ako su αβ i µν dva diedra, i ako postoji polu-
ravan ρ koja pripada diedru µν, a rub poluravni ρ se poklapa sa
ivicom tog diedra, tako da je αβ ∼= µρ, onda je diedar αβ maƬi od
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diedra µν (Slika 5.3). Tako�e, moжemo re�i i da je diedar µν
ve�i od diedra αβ.

Slika 5.3.

Definicija 5.1.3. Diedar je oxtar, prav ili tup u zavisnosti
od toga da li je maƬi, jednak ili ve�i od svog naporednog diedra.

Na osnovu izloжenog sledi:

Teorema 5.1.4. Diedar je oxtar, prav ili tup u zavisnosti od toga
da li je Ƭegov nagibni igao oxtar, prav ili tup.

Definicija 5.1.4. Diedar αβ je jednak zbiru diedara µν i ρτ (Slika
5.4), ako postoji poluravan γ koja razlaжe diedar αβ na diedre αγ
i γβ tako da je αγ ∼= µν i γβ ∼= ρτ .

Slika 5.4.

Prethodna definicija se induktivno moжe proxiriti i na n > 2
diedara.
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5.2 Ortogonalnost ravni

Definicija 5.2.1. Neka se ravni α i β seku po pravoj s. Te dve ra-
vni odre�uju dva para unakrsnih diedara. Ako su pomenuti diedri
pravi, onda kaжemo da je ravan α ortogonalna, normalna ili up-
ravna na ravan β. To simboliqki oznaqavamo α ⊥ β.

Iz definicije neposredno sledi da je relacija ortogonalnosti ravni

simetriqna. Navedimo sada jox nekoliko vaжnih osobina ove relacije.

Teorema 5.2.1. Ako je prava n ortogonalna na ravan π, tada je svaka
ravan koja sadrжi pravu n upravna na ravan π.

Slika 5.5.

Dokaz. Kako je prava n upravna na ravan π (Slika 5.5), to ona prodire

ravan π u nekoj taqki P . Oznqimo sa α ravan koja sadrжi pravu n. Taqka

P je zajedniqka taqka ravni α i π. Sledi, rvni α i π se seku po pravoj

p koja sadrжi taqku P . Oznaqimo sa q pravu ravni π upravnu u taqki P
na pravu p. Prave n i q sadrжane su redom u ravnima α i π i u istoj

taqki P upravne na preseqnu pravu p tih ravni te one odre�uju uglove

diedra koje zahvataju ravni α i π. Kako je n ⊥ π , q ∈ π i S ∈ q to sledi

n ⊥ q, tj. uglovi diedara koje zahvataju ravni α i π su pravi. Dakle,

α ⊥ π. �

Teorema 5.2.2. Ako prava m ne pripada ravni π, tada postoji jedin-
stvena ravan µ koja sadrжi pravu m i upravna je na ravan π.

Dokaz. Neka je M proizvoƩna taqka prave m i neka je n prava koja

sadrжi taqku M i upravna je na ravni π (Slika 5.6). Prave m i n imaju

zajedniqku taqkuM te odre�uju neku ravan µ. Kako ravan µ sadrжi pravu
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Slika 5.6.

n ortogonalnu na ravan π, to je na osnovu prethodne teoreme µ ⊥ π.
Ostaje jox da dokaжemo jedinstvenost, tj. da je ravan µ jedina sa

osobinom da sadrжi pravu m i upravna je na ravan π. Pretpostavimo da

je ravan µ′ jox jedna takva ravan. Kako je µ ⊥ π i µ′ ⊥ π to ravni µ i

µ′ seku ravan π respektivno po pravama p i p′. Ako je n′ prava ravni µ′

koja sadrжi taqku M i upravna je na pravoj p′, tada je n′ ⊥ π i n′ 6= n.
Dakle, postoje dve prave n i n′ koje sadrжe taqku M i upravne su na

ravan π, xto je u suprotnosti sa teoremom o jedinstvenosti normale. �

Teorema 5.2.3. Ako su dve razne ravni µ i ν upravne na ravan π, tada
je i Ƭihova preseqna prava n upravna na ravan π.

Slika 5.7.

Dokaz. Pretpostavimo da prava n nije upravna na ravan π. Tada bi

prema prethodnoj teoremi postojala jedinstvena ravan koja sadrжi pravu

n i upravna je na ravni π. To znaqi da bi se ravni µ i ν, od kojih svaka

sadrжi pravu n i upravna je na ravan π, poklapale. Me�utim, to je
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nemogu�e jer se po pretpostavci teoreme ravni µ i ν seku po pravoj n.
Dakle n ⊥ π (Slika 5.7). �

Teorema 5.2.4. U svakoj taqki prostora S3 postoji ravan koja je
upravna na dve razne ravni.

Dokaz. Neka su α i β dve razne ravni i P proizvoƩna taqka. Oznaqimo

sa a i b prave koje prolaze kroz taqku P i upravne su redom na ravnima

α i β. Ravan γ koja sadrжi prave a i b upravna je i na ravan α i na

ravan β. �

5.3 Triedar i podudarnost triedara

prostora S
3

Geometrijski lik podudaran rogƩastoj povrxi je, kao xto smo videli

tako�e rogƩasta povrx. Tako�e vaжi da je rogaƩ podudaran rogƩu. U

ovom odeƩku zadrжa�emo se na trostrane rogƩaste povrxi i trostrane

rogƩeve, tj. na triedarske povrxi i triedre. Naravno i za triedarske

povrxi i triedre vaжi tvr�eƬe, analogno odgovaraju�em tvr�eƬu za

rogƩeve

Teorema 5.3.1. Triedarska povrx je podudarna triedarskoj povrxi,
a triedar je podudaran triedru.

Slede�om definicijom uvodimo pojam polarnog triedra:

Definicija 5.3.1. Polarnim triedrom datog konveksnog triedra
Oabc nazivamo triedar Oa′b′c′ (Slika 5.8) koji sa triedrom Oabc
ima zajedniqko samo teme O i qije su ivice b′, c′ i a′ upravne redom
na pƩosnima bc, ca i ab triedra Oabc i pripadaju poluprostorima
redom sa rubovima odre�enim pƩosnima bc, ca i ab, kojima ne pri-
pada triedar Oabc.

Iz definicije neposredno zakƩuqujemo da su uglovi ∡(a′, a), ∡(a′, b),
∡(b′, b), ∡(b′, c), ∡(c′, c) i ∡(c′, a) pravi, a uglovi ∡(a′, c), ∡(b′, a) i ∡(c′, b)
tupi. Za triedre vaжe slede�a tvr�eƬa:

Teorema 5.3.2. Polarni triedar datog konveksnog triedra je kon-
veksan.

Teorema 5.3.3. Svaki konveksan triedar je polarni triedar svog po-
larnog triedra.
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Slika 5.8.

Dokaz. Neka je Oa′b′c′ polarni triedar konveksnog triedra Oabc. Tada

je a′ ⊥ ab, b′ ⊥ bc i c′ ⊥ ca a uglovi ∡(a′, c), ∡(b′, a) i ∡(c′, b) su tupi.

Odavde sledi da su poluprave a, b, c upravne redom na pƩosni a′c′, b′a′ i
c′b′ i pripadaju poluprostorima redom sa rubovima a′c′, b′a′ i c′b′, kojima
ne pripada triedar Oa′b′c′. To upravo znaqi da je triedar Oabc polarni
triedar triedra Oa′b′c. �

Teorema 5.3.4. Dva konveksna triedra su podudarna ako i samo ako
su podudarni Ƭihovi odgovaraju�i polarni triedri.

Teorema 5.3.5. Zbir ugla bilo kog diedra konveksnog triedra Oabc
i odgovaraju�eg iviqnog ugla polarnog triedra Oa′b′c′ jednak je zbiru
dvaju pravih uglova.

Sve xto smo dosad naveli za triedre moжe se uopxtiti i za rogƩeve

qiji je broj pƩosni ve�i od tri. Sada �emo dokazati jox nekoliko

stavova o triedrima.

Teorema 5.3.6. Konveksni triedri Oabc i O′a′b′c′ su podudarni ako i
samo ako postoje taqke A, B, C i A′, B′, C ′ redom na ivicama a, b, c
i a′, b′, c′ takve da vaжi (O,A,B,C) ∼= (O′, A′, B′, C ′).

Dokaz. Ako su triedri Oabc i O′a′b′c′ podudarni, tada postoji izomet-

rija I, takva da je I(Oabc) = O′a′b′c′. Tada se proizvoƩne taqke A ∈ a,
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B ∈ b, C ∈ c preslikavaju izometrijom I na taqke A′ ∈ a′, B′ ∈ b′ i

C ′ ∈ c′ i pritom vaжi (O,A,B,C) ∼= (O′, A′, B′, C ′).

Obratno, ako na ivicama a, b, c, a′, b′ i c′ triedara Oabc i O′a′b′c′

postoje redom taqke A, B, C, A′, B′, C ′ takve da je

(O,A,B,C) ∼= (O′, A′, B′, C ′),

tada postoji jedinstvena izometrija prostora (Teorema 4.2.8.) koja taqke

O, A, B i C prevodi redom u taqke O′, A′, B′ i C ′. To upravo i znaqi

da su triedri Oabc i O′a′b′c′ podudarni. �

Teorema 5.3.7. Zbir dva iviqna ugla konveksnog triedra ve�i je od
tre�eg iviqnog ugla tog triedra.

Dokaz. Neka je Oabc konveksan triedar. Treba pokazati da je ∡(b, c) +
∡(c, a) > ∡(a, b). Ako je ∡(b, c) > ∡(a, b) ili ∡(c, a) > ∡(a, b) dokaz je

trivijalan. Neka je ∡(b, c) < ∡(a, b) i ∡(c, a) < ∡(a, b). Tada u uglu

∡(a, b) postoji poluprava d sa poqetkom u taqki O koja razlaжe taj ugao

na uglove ∡(d, a) i ∡(d, b) tako da je ∡(d, a) ∼= ∡(c, a).

Slika 5.9.

Neka su A i B (Slika 5.9) proizvoƩne taqke polupravih a i b. Tada

poluprava l seqe duж AB u taqki D. Oznaqimo sa C taqku poluprave c
takvu da je OC ∼= OD. Tada su trouglovi ∆AOD i ∆AOC podudarni

prema prvom stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi AD ∼= AC.

Sada iz DB = AB − AD sledi DB = AB − AC, a kako jox vaжi

AB − AC < BC, to sledi DB < BC. Sada je, na osnovu Teoreme 4.7.3.

∡(d, b) < ∡(b, c), pa je ∡(a, b) = ∡(d, a) + ∡(d, b) < ∡(b, c) + ∡(c, a). �
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5.4 Stavovi o podudarnost triedara

prostora S
3

Kao xto smo videli, dva triedra su podudarna ako i samo ako su svi

iviqni uglovi i svi diedari prvog trougla podudarni odgovaraju�im

iviqnim uglovima i diedrima drugog trougla. Iz istog razloga kao kod

trouglova i ovde su uvedeni stavovi o podudarnosti triedara. Postoji

xest stavova o podudarnosti triedara u apsolutnoj geometriji.

Teorema 5.4.1. (Prvi stav o podudarnosti triedara) Dva triedra
su podudarna ako i samo ako su dva iviqna ugla i diedar zahva�en Ƭima
prvog triedra podudarni odgovaraju�im uglovima i diedru drugog tri-
edra.

Slika 5.10.

Dokaz. Neka za triedre Oabc i O′a′b′c′ (Slika 5.10) vaжi

∡(a, b) = ∡(a′, b′), ∡(b, c) = ∡(b′, c′) i dij(b) ∼= dij(b′).

Neka su A, B, C, A′, B′, C ′ taqke redom polupravih a, b, c, a′, b′, c′

takve da je OA = OB = OC = O′A′ = O′B′ = O′C ′. Tada je ∆OAB ∼=
∆O′A′B′ i ∆OBC ∼= ∆O′B′C ′. Nije texko zakƩuqiti da postoje taqke

K, L i M redom duжi AB, BC i OB takve da je ravan KLM upravna

na pravu b. Oznaqimo sa K ′, L′, i M ′ taqke polupravih B′A′, B′C ′ B′O′

redom, takve da je BK = B′K ′, BL = B′L′ i BM = B′M ′. Tada je

∆KBM ∼= ∆K ′B′M ′ i ∆LMB ∼= ∆L′M ′B′. Dakle, trouglovi ∆K ′B′M ′

i ∆L′M ′B′ su pravougli sa pravim uglovima god temenaM ′, odakle sledi

da je ravan K ′L′M ′ upravna na pravu b′. Trouglovi ∆KML i ∆K ′M ′L′
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su podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova, pa je KL =
K ′L′. Sada je ∆KBL ∼= ∆K ′B′L′, odakle sledi ∡KBL = ∡K ′B′L′,

tj. ∡ABC = ∡A′B′C ′ pa su i trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′ me�u sobom

podudarni. Sada je AC = A′C ′ pa je (O,A,B,C) ∼= (O′, A′, B′, C ′) odakle

prema Teoremi 5.3.6. sledi podudarnost triedara Oabc i O′a′b′c′. �

Teorema 5.4.2. (Drugi stav o podudarnosti triedara) Dva tri-
edra su podudarna ako i samo ako su jedan iviqni ugao i na Ƭemu
nalegli diedri prvog triedra podudarni odgovaraju�em uglu i diedrima
drugog triedra.

Dokaz. Sledi iz Teorema 5.3.4. i 5.3.5. i prvog stava o podudarnosti

triedara. �

Teorema 5.4.3. (Tre�i stav o podudarnosti triedara) Dva tri-
edra su podudarna ako i samo ako su odgovaraju�i iviqni uglovi tih
triedara me�u sobom podudarni.

Dokaz. Neposredno sledi iz Teoreme 5.3.6. �

Teorema 5.4.4. (Qetvrti stav o podudarnosti triedara) Dva tried-
ra su podudarna ako i samo ako su odgovaraju�i diedri tih triedara
me�u sobom podudarni.

Dokaz. Sledi iz tre�eg stava i Teorema 5.3.4. i 5.3.5. �

Teorema 5.4.5. (Peti stav o podudarnosti triedara) Dva triedra
su podudarna ako i samo ako su dva iviqna ugla, koja nisu oba prava, i
diedar naspram jednog od Ƭih prvog triedra podudarni odgovaraju�im
uglovima i diedru drugog triedra, a diedri naspram drugog para odgo-
varaju�ih iviqnih uglova oba oxtra, oba prava ili oba tupa.

Dokaz. Neka su iviqni uglovi ab i bc i diedar sa ivicom a triedra

Oabc podudarni redom iviqnim uglovima a′b′ i b′c′ i diedru sa ivicom

a′ triedra O′a′b′c′, a diedri sa ivicama c i c′ oba oxtra, oba prava ili

oba tupa.

Ako bi ivica b bila upravna na pƩosan ac, onda bi iviqni uglovi ab i
ac bili pravi. Pretpostavimo da b nije upravna na pƩosan bc i da pƩosni

ac i a′c′ nisu podudarne. Neka je npr. ac > a′c′. U tom sluqaju postoji

poluprava d (Slika 5.11) pƩosni ac takva da je ad ∼= a′c′. Triedri Oabd
i O′a′b′c′ imaju podudarne dva iviqna ugla i Ƭima zahva�ene diedre, pa
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Slika 5.11.

su podudarni prema prvom stavu o podudarnosti triedara. Odavde sledi

bd ∼= b′c′. Kako je jox b′c′ ∼= bc sledi bc ∼= bd. Oznaqimo sa B′′, C ′′, D′′

taqke redom polupravih b, c i d takve da je OB′′ ∼= OC ′′ ∼= OD′′. Tada su

qetvorke taqaka (O,B′′, C ′′, D′′) i (O,B′′, D′′, C ′′) me�usobno podudarne,

odakle sledi da su diedri sa ivicama c i d triedra Obcd podudarni.

Dakle, diedri sa ivicom d redom triedara Obad i Obcd su oba oxtra,

oba prava ili oba tupa. Neka su diedri sa ivicom d oba prava i neka

je B proizvoƩna taqka poluprave b a C i D podnoжja normala iz taqke

B redom na prave c i d. Tada su prave BC i BD upravne na pravama

ravni ac, odakle sledi da trougao ∆BCD ima dva prava ugla ∡BCD i

∡BDC, xto je nemogu�e. Dakle, ac ∼= a′c′, pa su triedri Oabc i O′a′b′c′

podudarni na osnovu qetvrtog stava o podudarnosti triedara. �

Teorema 5.4.6. (Xesti stav o podudarnosti triedara) Dva tri-
edra su podudarna ako i samo ako su dva dva diedra, koja nisu oba
prava, i iviqni ugao naspram jednog od Ƭih prvog triedra podudarni
odgovaraju�im diedrima i iviqnom uglu drugog triedra, a iviqni ug-
lovi naspram drugog para odgovaraju�ih diedara oba oxtra, oba prava
ili oba tupa.

Dokaz. Sledi iz petog stava i Teorema 5.3.4. i 5.3.5. �

Prilikom dokazivaƬa Petog stava o podudarnosti triedara dokazali

smo slede�e tvr�eƬe:

Teorema 5.4.7. Naspram podudarnih iviqnih uglova konveksnog tri-
edra nalaze se podudarni diedri.
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Vaжi i tvr�eƬe obratno Teoremi 5.4.7., tj. vaжi:

Teorema 5.4.8. Naspram podudarnih diedara konveksnog triedra na-
laze se podudarni iviqni uglovi tog triedra.

Dokaz. Neka je Oabc proizvoƩan konveksan triedar i neka su A,B,C
redom taqke Ƭegovih ivica a, b, c takve da je OA ∼= OB ∼= OC. Tada �e na

osnovu Teoreme 5.3.6. vaжiti: qetvorke taqaka (O,A,B,C) i (O,A,C,B)
su podudarne ako i samo ako su podudarni triedri Oabc i Oacb. Neka su

diedri kod ivica b i c triedra Oabc me�usobno podudarni. Tada, prema

Drugom stavu o podudarnosti triedara vaжi Oabc ∼= Oacb, a to znaqi da

su odgovaraju�i iviqni uglovi ab i ac me�usobno podudarni. �

5.5 Podudarnost tetraedara prostora S
3

Kao xto smo ve� rekli, geometrijski lik podudaran poliedarskoj

povrxi je poliedarska povrx, a lik podudaran poliedru jeste poli-

edar. U specijalnom sluqaju, geometrijski lik podudaran tetraedarskoj

povrxi jeste tetraedarska povrx, a lik podudaran tetraedru jeste tet-

raedar.

Xtavixe vaжi sledeqe tvr�eƬe:

Teorema 5.5.1. Tetraedar ABCD je podudaran tetraedru A′B′C ′D′

ako i samo ako je

(A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′, D′).

Teorema 5.5.2. Ako su A,B,C,D qetiri nekomplanarne taqke, a
B′,C ′,D′ tri taqke takve da je (B,C,D) ∼= (B′, C ′, D′), tada u svakom
od poluprostora sa rubom B′C ′D′ postoji jedinstvena taqka A′ takva
da je

(A,B,C,D) ∼= (A′, B′, C ′, D′).

Dokaz. Oznaqimo sa I izometriju koja ravan BCD preslikava na ravan

B′C ′D′ pri qemu se taqke B,C,D preslikavaju tom izometrijom redom

u taqke B′, C ′, D′ (Slika 5.12), a sa E oznaqimo podnoжje normale iz

taqke A na ravan BCD. Neka je E′ = I(E). Oznaqimo sa n′ pravu, up-

ravnu u taqki E′ na ravan B′C ′D′. Neka je A′ taqka prave n′ takva da

je A′E′ ∼= AE. Sada su trouglovi ABE, ACE i ADE podudarni, na os-

novu prvog stava o podudarnosti trouglova, redom trouglovima A′B′E′,

A′C ′E′ i A′D′E′. Iz Ƭihove podudarnosti sledi da su duжi AB, AC
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Slika 5.12.

i AD podudarne redom duжima A′B′, A′C ′ i A′D′. Odavde sledi da

su ure�ene qetvorke (A,B,C,D) i (A′, B′, C ′, D′) me�usobno podudarne.

Na osnovu Teoreme 4.10.2. taqka E je jedinstvena. Zbog jedinstvenosti

izometrije I i taqka E′ je jedinstvena. Dakle, opet prema Teoremi

4.10.2. prava n′ je jedinstvena, pa je prema tome i izometrija koja ured-

jenu qetvorku taqaka (A,B,C,D) preslikava na qetvorku (A′, B′, C ′, D′)
tako�e jedinstena. �

Definicija 5.5.1. Duж AE je visina tetraedra ABCD ako je E
podnoжje prave upravne iz taqke A na ravan BCD.



Deo 6

Izometrijske transformacije

ravni S
2

6.1 Specifiqna svojstva izometrijskih

transformacija ravni S
2

Do sada su razmatrane izometrijske transformacije u najopxtijem

obliku.

Definicija 6.1.1. Izometrijska transformacija I ravni S2 je di-
rektna ako ne meƬa orjentaciju ravni S2. U suprotnom ona je in-
direktna.

Teorema 6.1.1. Skup svih direktnih izometrijskih transformacija
G(I+) ravni S2 predstavƩa podgrupu grupe svih izometrija G(I) pro-
stora S2.

Dokaz. Neka su I1 i I2 direktne izometrije ravni S2. Tada je I−1
2 , a

samim tim i I1 ◦ I
−1
2 direktna izometrija ravni S2. �

Definicija 6.1.2. Grupu G(I+) nazivamo grupom direktnih izo-
metrijskih transformacija ravni S2.

Indirektne izometrijske transformacije ne mogu qiniti grupu jer je

proizvod dve indirektne izometrije direktna izometrija.

Navedena klasifikacija, na direktne i indirektne izometrijske tran-

sformacije, predstavƩa prvu, tj. najgrubƩu klasifikaciju izometrij-

skih transformacija ravni S2. DaƩa klasifikacija izometrijskih tran-

sformacija izvodi se prema broju invarijantnih taqaka koje razmatrana

147
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izometrija poseduje. Kao xto smo mogli da vidimo, izometrija prave sa

dve razne invarijantne taqke predstavƩa koincidenciju, zatim izomet-

rija ravni sa tri nekolinearne invarijantne taqke tako�e predstavƩa

koincidenciju i na kraju izometrija prostora sa qetiri nekomplanarne

invarijntne taqke je tako�e koincidencija. Razmotrimo sada izometrij-

ske transformacije prave, ravni i prostora sa maƬim brojem invarijan-

tnih taqaka redom od dva, tri i qetiri.

U ovom odeƩku qemo se ograniqiti na prouqavaƬe izometrijskih tran-

sformacija ravni S2.

6.2 Osna refleksija ravni S
2

Definicija 6.2.1. Osnom refleksijom ravni S2 u odnosu na pravu
p nazivamo izometrijsku transformaciju Sp koja nije koinciden-
cija i u kojoj je svaka taqka prave p invarijantna. Prava p je osa
refleksije Sp.

Napomena. Iz definicije sledi da pored taqaka prave p u ravni S2

osna refleksija nema invarijantnih taqaka. Req refleksija korix�ena

je umesto reqi simetrija u pojmu osna refleksija jer pojam simetrije u

geometrijskoj teoriji izometrijskih transformacija ima xire znaqeƬe i

oznaqava svaku izometrijsku transformaciju koja lik Φ datog prostora

prevodi u lik Φ′ a prostor u samog sebe.

Sada �emo navesti neke osobine osne refleksije.

Teorema 6.2.1. Sve fiksne taqke osne refleksije su na osi te re-
fleksije.

Dokaz. Neka je A fiksna taqka osne refleksije Sp, sa osom p. Pret-

postavimo suprotno da A 6∈ p. Ako su B i C dve proizvoƩne razne taqke

prave p, onda su na osnovu definicije i taqke B i C fiksne taqke te osne

refleksije. Dakle, kako izometrijska transformacija Sp ima tri fiksne

nekolinearne taqke, to je ona koincidencija. Na taj naqin, dolazimo do

kontradikcije, pa prema tome mora biti A ∈ p. �

Teorema 6.2.2. Ako su P i P ′ korespodentne taqke osne refleksije
Sp ravni S2 tada je prava p medijatrisa duжi PP ′.

Dokaz. Neka su A i B proizvoƩne taqke ose p. Tada osna refleksija Sp

prevodi taqke A, B, P redom u taqke A, B, P ′. Kako je Sp izometrija mora
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biti AP ∼= AP ′ i BP ∼= BP ′ pa taqke A i B pripadaju medijatrisi duжi

PP ′. Kako svaka duж ima jedinstvenu medijatrisu, to je medijatrisa

duжi PP ′ prava AB tj. osa p. �

Teorema 6.2.3. Osna refleksija Sp ravni S2 je jednoznaqno odre�ena
ako je data Ƭena osa p ili jedan par odgovaraju�ih neistovetnih
taqaka P i P ′.

Teorema 6.2.4. Osna refleksija Sp ravni S2 je indirektna izomet-
rijska transformacija.

Slika 6.1.

Dokaz. Ako obeleжimo sa A i B dve razne taqke ose p i sa C bilo koju

taqku ravni S2 van ose p (Slika 6.1), bi�e prava p medijatrisa duжi

CC ′, gde je C ′ = Sp(C). Stoga su taqke C i C ′ s raznih strana prave p,
pa su odgovaraju�i trouglovi ∆ABC i ∆ABC ′ suprotnosmerni, i prema

tome osna refleksija Sp indirektna. �

Teorema 6.2.5. Osnom refleksijom Sp ravni S2 u sebe samu se presli-
kava osa p te refleksije, kao i sve prave te ravni koje su normalne
na osu p.

Dokaz. Prema definiciji je Sp(p) = p. Oznaqimo sa q pravu ravni S2

razliqitu od prave p, pri qemu je Sp(q) = q. Neka je X proizvoƩna

taqka prave q koja ne pripada pravoj p. Tada, taqka X nije fiksna taqka

refleksije Sp (jer X /∈ p) pa je Sp(X) = X ′, X 6= X ′. To znaqi, prema

Teoremi 6.2.2., da je prava p medijatrisa duжi XX ′, tj. s obzirom na to

da je i X ′ ∈ q sledi da je prava q ≡ XX ′ upravna na pravu p. Na isti

naqin, primenom Teoreme 6.2.2. dokazuje se i obrat: Ako je q ⊥ p tada je

Sp(q) = q. �
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Teorema 6.2.6. Osna refleksija Sp ravni S2 je involuciona izomet-
rijska transformacija, tj. vaжi Sp ◦ Sp = ε.

Dokaz. Obeleжimo sa X proizvoƩnu taqku ravni S2 a sa X ′, X ′′ taqke

ravni S2 takve da je Sp(X) = X ′ i Sp(X
′) = X ′′. Ako je X ∈ s, tada je

X ≡ X ′ i X ′ ≡ X ′′, pa je X ≡ X ′′. Ako X 6∈ s, tada je X 6= X ′ i X ′ 6= X ′′,

pa je osa p osne refleksije Sp medijatrisa svake od duжi XX ′ i X ′X ′′,

pa je X ≡ X ′′. Ovim smo dokazali da vaжi S2
p = ε, pa je osna refleksija

Sp involuciona transformacija. �

Teorema 6.2.7. Ako je izometrijska transformacija I ravni S2 in-
direktna i involuciona tada je I osna refleksija ravni S2.

Teorema 6.2.8. Ako indirektna izometrijska transformacija I rav-
ni S2 poseduje invarijantnu taqku O tada je I osna refleksija qija
osa sadrжi taqku O.

Dokaz. Kako je I indirektna izometrijska transformacija a koinciden-

cija ε direktna izometrijska transformacija to je I 6= ε. Prema tome u

ravni S2 postoji taqka P takva da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Tada taqke P
i P ′ odre�uju neku duж PP ′ u ravni S2. Neka je p medijatrisa te duжi.

Kako u izometriji I taqki O odgovara sama taqka O, a taqki P odgovara

taqka P ′ bi�e OP ∼= OP ′. Dakle taqka O pripada medijatrisi p duжi

PP ′. Dokaza�emo da izometrija I predstavƩa osnu refleksiju sa osom p,
tj. da je I = Sp. Kompozicija Sp ◦ I je direktna izometrijska transfor-

macija sa dve fiksne taqke pa predstavƩa koincidenciju, tj. Sp ◦ I = ε.
Odavde je Sp ◦ Sp ◦ I = Sp, tj. I = Sp. �

Teorema 6.2.9. Neka su p i q dve razne komplanarne prave. Tada je
jedina mogu�a fiksna taqka kompozicije Sq ◦Sp zajedniqka taqka pra-
vih p i q (ukoliko se seku), tj.

Sq ◦ Sp(X) = X ako i samo ako X = p ∩ q.

Dokaz. Neka je X = p∩q. Tada X ∈ p i X ∈ q pa je Sp(X) = Sq(X) = X,

a to znaqi da je Sq ◦ Sp(X) = X.

Obratno, neka je Sq ◦ Sp(X) = X i Sp(X) = X ′. Tada je Sq(X
′) = X.

Pretpostavimo da je X 6= X ′. U tom sluqaju su, na osnovu Teoreme 6.2.2.,

prave p i q medijatrise duжi XX ′. To nije mogu�e jer duж ne moжe imati

dve razne medijatrise pa mora biti X ≡ X ′. Tada je Sp(X) = Sq(X) =
X, pa taqka X pripada razliqitim pravama p i q. �
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6.3 Osnosimetriqni likovi u ravni S
2

Definicija 6.3.1. Lik ω u ravni S2 je osnosimetriqan ako pos-
toji osna refleksija Sp koja preslikava S2 u S2 tako da je Sp(ω) = ω.
Prava p predstavƩa u tom sluqaju osu simetrije lika ω.

Navex�emo neke osobine osnosimetriqnih likova ravni S2

Teorema 6.3.1. Svaka duж AB u ravni S2 ima dve i samo dve ose
simetrije: pravu koja sadrжi duж AB i medijatrisu duжi AB.

Teorema 6.3.2. Ugao u ravni S2 ima jedinstvenu osu simetrije -
pravu koja sadrжi bisektrisu tog ugla.

6.4 Teorema Hjelmsleva

Zbog sloжenosti dokaza slede�e tvr�eƬe izdvajamo u poseban odeƩak.

Teorema 6.4.1. (Teorema Hjelmsleva) (i) Ako su a i b konkurentne
prave, tada postoje taqno dve osne refleksije sa me�usobno upravnim
osama, koje te dve prave preslikavaju jednu na drugu.
(ii) Ako su a i b komplanarne, disjunktne prave tada postoji jedin-
stvena osna refleksija koja ih preslikava jednu na drugu.

Dokaz. (i) Konkurentne prave a i b razlaжu ravan kojoj pripadaju na

dva para unakrsnih uglova qije bisektrise pripadaju dvema pravama p i

q za koje se neposredno dokazuje da su me�usobno upravne. Osnim reflek-

sijama Sp i Sq se prave a i b preslikavaju jedna na drugu. Budu�i da

svaki ugao ima jedinstvenu bisektrisu, pored Sp i Sq nema vixe osnih

refleksija koje prave a i b preslikavaju jednu na drugu.

(ii) Neka su su a i b dve disjunktne komplanarne prave. Oznaqimo sa

A proizvoƩnu taqku prave a, a sa B podnoжje upravne iz taqke A na

pravoj b. Ako prava AB nije upravna i na pravoj a, tada postoji prava

c razliqita od a, koja je u taqki A upravna na AB. Oznaqimo sa d osu

refleksije pravih a i c koja pripada onom paru unakrsnih uglova na

koje ravan razlaжu te dve prave, kojem ne pripada i prava b. Neka je, S
sredixte duжi AB, a D podnoжje prave upravne iz taqke S na pravu d.
Taqke S i D su sa raznih strana prave a, pa prava SD seqe a u nekoj

taqki A′. Kako se osnom refleksijom Sd prave SD i a preslikavaju redom

na prave SD i c, to se prave SD i c seku u taqki C ′ = Sd(A
′). Neka je
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Slika 6.2.

B′ taqka prave b koja je sa one strane prave AB sa koje nije C ′, takvu da

je BB′ ∼= AC ′. Tada su trouglovi ∆SC ′A i ∆SB′B podudarni, odakle

sledi da su i uglovi ∡ASC ′ i ∡BSB′ me�usobno podudarni. Odavde

sledi da su taqke C ′, S i B′ kolinearne.

Neka je sada A′′ proizvoƩna taqka prave a takva da je B(A,A′, A′′).
Uglovi ∡SB′B, ∡SC ′A, ∡C ′A′A, ∡SA′A′′ su me�usobno podudarni, pa

prava A′B′, sa iste svoje strane zahvata podudarne uglove sa pravama a
i b. Ako je AB ⊥ a, prava AB zahvata podudarne uglove i sa a i sa b, pa
taqke A i B moжemo obeleжiti sa A′ i B′. Dokaжimo da je medijatrisa

s duжi A′B′ osa refleksije kojom se prave a i b preslikavaju jedna na

drugu.

Slika 6.3.

Oznaqimo sada sa Ss(A
′′) = B′′. Neka je S′ sredixte duжi A′B′.

Tada su trouglovi ∆S′A′A′′ i ∆S′B′B′′ me�usobno podudarni, pa su ug-

lovi ∡S′B′B i ∡S′B′B′′ me�usobno podudarni jer su oba podudarna uglu

∡S′A′A′′. Dakle, taqke B, B′ i B′′ su kolinearne, tj B′′ ∈ b, pa je
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Ss(a) = b. Na taj naqin je dokazana egzistencija osne refleksije koja

pravu a preslikava u pravu b.

Dokaжimo sada jedinstvenost. Neka je s′ jox jedna osa refleksije

kojom se prave a i b preslikavaju jedna na drugu. Neka je Ss′(A
′) = K.

Tada je K 6= B′. U tom sluqaju bi i prava A′K zahvatala sa iste svoje

strane podudarne uglove sa pravama a i b, pa bi u trouglu ∆A′B′K
spoƩaxƬi ugao kod temena K bio maƬi od unutraxƬeg nesusednog ugla

kod temena B′, xto je nemogu�e. �

6.5 PredstavƩaƬe izometrijskih

transformacija ravni S
2 pomo�u

osnih refleksija

Teorema 6.5.1. Svaka izometrijska transformacija ravni S2 moжe
se predstaviti u obliku kompozicije najvixe tri osne refleksije.

Dokaz. S obzirom na broj invarijantnih taqaka razlikujemo qetiri

sluqaja koji se mogu javiti u pogledu bilo koje izometrije I ravni S2.

(i) Izometrijska transformacija I ravni S2 poseduje bar tri neko-

linearne invarijantne taqke, oznaqimo ih sa A, B i C. Tada je I(A) = A,

I(B) = B i I(C) = C. Neka je p proizvoƩna prava ravni S2. Osna si-

metrija Sp je involucija, tj. Sp ◦ Sp = ε. Izometrijska transfrmacija

I poseduje tri nekolinearne invarijantne taqke pa predstavƩa koinci-

denciju, tj. I = ε. Prema tome imamo I = Sp ◦ Sp, tj. u ovom sluqaju

izometrija I se moжe predstaviti kao kompozicija dveju osnih reflek-

sija.

(ii) Izometrijska transformacija I ravni S2 poseduje dve razne in-

varijantne taqke A i B, tj. I(A) = A i I(B) = B. S obzirom da

izometrijska transformacija I ima dve invarijantne taqke A i B to

je svaka taqka prave AB u transformaciji I invarijantna. Van prave

AB izometrijska transformacija I nema invarijantnih taqaka jer bi se

u protivnom ovaj sluqaj sveo na prethodni. Prema tome izometrijska

transformacija I nije koincidencija te postoji taqka P ravni S2 takva

da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Neka je p medijatrisa duжi PP ′. Kako u

izometriji I taqkama A, B i P odgovaraju redom taqke A, B i P ′, to

taqke A i B pripadaju medijatrisi duжi PP ′. Izometrijska transfor-

macija Sp ◦ I ravni S2 poseduje tri invarijantne nekolinearne taqke A,

B i P pa predstavƩa koincidenciju, tj. Sp ◦ I = ε. MnoжeƬem posledƬe
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jednakosti sa Sp sa leve strane i uzimaju�i u obzir involutivnost pres-

likavaƬa Sp dobijamo da je I = Sp qime je dokaz zavrxen i u sluqaju (ii).

(iii) Izometrijska transformacija I poseduje jednu invarijantnu taq-

ku, oznaqimo je sa A. Prema tome izometrijska transformacija I nije

koincidencija pa postoji taqka P takva da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Oz-

naqimo sa p medijatrisu duжi PP ′. Kako u izometriji I taqkama A
i P odgovaraju redom taqke A i P ′ to taqka A pripada medijatrisi p
duжi PP ′. Izometrijska transformacija Sp ◦ I poseduje dve invarijan-

tne taqke A i P pa prema sluqaju (ii) predstavƩa osnu refleksiju, tj.

Sp ◦ I = Sq, odakle je I = Sp ◦ Sq, pa je i ovaj sluqaj dokazan.

(iv) Izometrijska transformacija I nema invarijantnih taqaka. Tada

je I 6= ε pa postoji taqka P ravni S2 takva da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′.

Kako su P i P ′ dve razne taqke one odre�uju duж PP ′ u ravni S2. Neka je

prava p medijatrisa te duжi. Izometrijska transformacija Sp ◦ I pose-

duje jednu invarijantnu taqku P pa se prema dokazanom sluqaju (iii) moжe
predstaviti kao proizvod dve osne refleksije. Neka je Sp ◦ I = Sq ◦ Sr.

Odavde mnoжeƬem sa Sp sa leve strane dobijamo I = Sp ◦ Sq ◦ Sr, qime je

teorema dokazana. �

Svaka izometrijska transformacija se moжe predstaviti kao kom-

pozicija nekog broja osnih refleksija ali je od interesa da taj broj

bude minimalan.

Definicija 6.5.1. Svaku kompoziciju konaqnog broja osnih re-
fleksija ravni S2 kojom je predstavƩena neka izometrijska tran-
formacija I te ravni nazivamo osno-refleksivnom ili simetri-
jskom reprezentacijom te izometrije. Simetrijsku reprezentaciju
izometrije I ravni S2 sastavƩenu iz najmaƬeg mogu�eg broja osnih
simetrija nazivamo minimalnom ili optimalnom simetrijskom re-
prezentacijom te izometrije.

6.6 UnutraxƬi automorfizmi grupe G(I)

Neka se izometrijom f : Sn → Sn (n = 1, 2, 3) proizvoƩna taqka X
prostora Sn preslikava u taqku Y prostora Sn, tj. neka je f(X) = Y , i

neka se X i Y preslikavaju izometrijom g u taqke X ′ = g(X) i Y ′ = g(Y )
(Slika 6.4). Tada je f(X) = Y ako i samo ako je g ◦ f ◦ g−1(X ′) = Y ′.

Na taj naqin, pomo�u izometrijske transformacije g svakoj izometri-

jskoj transformaciji f dodeƩujemo novu izometrijsku transformaciju

g ◦ f ◦ g−1.
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Slika 6.4.

Za tu novu transformaciju re�i �emo da je dobijena unutraxƬim
automorfizmom ili transmutacijom izometrijske transformacije f
pomo�u transformacije g. To oznaqavamo

g ◦ f ◦ g−1 = fg.

6.7 Transmutacija osnih refleksija

Teorema 6.7.1. (O transmutaciji osnih refleksija) Neka je Sp bilo
koja osna refleksija ravni S2 i I bilo koja izometrijska transfor-
macija te ravni. Tada je I ◦ Sp ◦ I

−1 = SI(p), tj. SI
p = SI(p).

Dokaz. Prema definiciji osne refleksije za svaku taqku X prave I(p)
je Sp ◦ I−1(X) = I−1(X) jer je I−1(X) ∈ p, tj. Sp ◦ I−1(X) = I−1(X).
MnoжeƬem obeju strana sa I dobijamo I ◦ Sp ◦ I

−1(X) = X, te indirek-

tna izometrijska transformacija I ◦ Sp ◦ I−1 ima invarijantnu taqku pa

predstavƩa osnu refleksiju. U toj osnoj refleksiji svaka taqka X prave

I(p) je invarijantna te je I ◦ Sp ◦ I−1 = SI(p). �

Teorema 6.7.2. Dve osne refleksije Sp i Sq ravni S2 komutiraju, tj.
vaжi Sq ◦ Sp = Sp ◦ Sq ako i samo ako su im ose upravne ili im se ose
poklapaju.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je Sa ◦ Sb = Sb ◦ Sa, tj.

Sb ◦ Sa ◦ Sb = Sa (6.1)

Ako obeleжimo sa a′ pravu odre�enu sa Sb(a) = a′, prema Teoremi 6.7.1.

o transmutaciji osne refleksije Sa osnom refleksijom Sb, sledi

Sb ◦ Sa ◦ Sb = Sa′ . (6.2)
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Iz jednakosti 6.1 i 6.2 sledi da je Sa = Sa′ , pa je a = a′, tj. a = Sb(a).
Sada prema Teoremi 6.2.5. sledi a ≡ b ili a ⊥ b.

Obratno, neka je sada a ⊥ b. Odavde sledi da je Sb(a) = a, odakle

transmutacijom osne refleksije Sa osnom refleksijom Sb, nalazimo da

je Sb ◦ Sa ◦ Sb = Sa, tj.

Sa ◦ Sb = Sb ◦ Sa.

xto je trebalo dokazati. Sluqaj kada se prave a i b poklapaju je trivi-

jalan. �

Teorema 6.7.3. Neka je data proizvoƩna kompozicija osnih reflek-
sija Sp1 ◦ Sp2 ◦ . . . ◦ Spn. Tada je za proizvoƩnu izometriju I:

I ◦ (Sp1 ◦ Sp2 ◦ . . . ◦ Spn) ◦ I
−1 = SI(p1) ◦ SI(p2) ◦ . . . ◦ SI(pn).

Dokaz. U kompoziciji Sp1 ◦ Sp2 ◦ . . . ◦ Spn izme�u svake dve susedne osne

refleksije moжemo ubaciti koincidenciju u obliku ε = I−1 ◦ I. Na taj

naqin dobijamo

I ◦ (Sp1 ◦ Sp2 ◦ . . . ◦ Spn) ◦ I
−1

= I ◦ Sp1 ◦ I
−1 ◦ I ◦ Sp2 ◦ I

−1 ◦ I ◦ . . . ◦ I−1 ◦ I ◦ Spn ◦ I−1

= SI
p1

◦ SI
p2

◦ . . . ◦ SI
pn = SI(p1) ◦ SI(p2) ◦ . . . ◦ SI(pn)

qime je dokaz zavrxen. �

Navedene teoreme predstavƩaju deo opxtije teoreme o automorfizmi-

ma grupe izometrija G(I). Naime Teorema 6.7.1. je primenƩiva na pro-

izvoƩne izometrije i u tom sluqaju Ƭena formulacija bi bila slede�a:

Teorema 6.7.4. Neka je I1 izometrijska transformacija prostora
Sn sa skupom invarijantnih taqaka A. Tada je za proizvoƩnu izome-
triju I prostora Sn transformacija I ◦ I1 ◦ I−1 = II

1 tako�e izo-
metrija prostora Sn istog tipa kao transformacija I1 sa skupom
invarijantnih taqaka I(A).

Tako�e primeƬena na niz izometrijskih transformacija I1, I2,. . .,In
transmutacija daje novu izometrijsku transformaciju koja je proizvod

izometrijskih transformacija istog tipa dobijenih pojedinaqnim trans-

mutacijama svake od izometrijskih transformacija u nizu I1, I2,. . .,In,
tj.

I ◦ (I1 ◦ I2 ◦ . . . ◦ In) ◦ I
−1 = II

1 ◦ II
2 ◦ · · · ◦ II

n .
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Pri tome ako skupovi A1, A2, . . . , An predstavƩaju respektivno skupove

invarijantnih taqaka transformacija I1, I2, . . . In, tada �e skupovi I(A1),
I(A2),. . ., I(An) predstavƩati respektivno skupove invarijantnih taqaka

transformacija dobijenih transmutacijom.

Definicija 6.7.1. Skup izometrijskih transformacija �emo zvati
invarijantnim kompleksom grupe izometrija prostora Sn, n = 1, 2, 3
ako se bilo kojim unutraxƬim automorfizmom transformacije iz
tog skupa opet dobija transformacija iz tog skupa. Ako je invari-
jantni kompleks uz to i podgrupa grupe svih izometrija prostora
Sn, n = 1, 2, 3, zva�emo ga invarijantnom podgrupom.

6.8 Pramenovi pravih u ravni S
2

Definicija 6.8.1. Skup L svih pravih neke ravni S2 nazivamo
pramenom pravih ako za svake tri prave a, b, c skupa L kompozi-
cija

Sc ◦ Sb ◦ Sa

predstavƩa neku osnu refleksiju Sd.

Iz definicije pramena pravih neposredno zakƩuqujemo slede�e:

(i) Ako su a, b i c tri prave nekog pramena i ako je Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd,

tada i prava d pripada tom pramenu pravih.

(ii) Ako prave a, b, c pripadaju jednom pramenu L tada i ose refleksija

Sa ◦ Sb ◦ Sc, Sb ◦ Sc ◦ Sa, Sc ◦ Sa ◦ Sb, Sa ◦ Sc ◦ Sb, Sb ◦ Sa ◦ Sc, Sc ◦ Sb ◦ Sa

pripadaju pramenu L.

(iii) Za svaku taqku X u ravni S2 postoji u pramenu pravih L, taqno
jedna prava p koja je sadrжi.

(iv) Ako su a, b, c tri prave pramena L tada je Sc◦Sb◦Sa = Sa◦Sb◦Sc.

Zaista, neka je Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd. Tada je S2
d = ε, pa je

Sc ◦ Sb ◦ Sa ◦ Sc ◦ Sb ◦ Sa = ε. MnoжeƬem sa leve strane redom sa Sa,

Sb, Sc dobijamo Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sa ◦ Sb ◦ Sc.

Slede�a tvr�eƬa nam omogu�uju da uvedemo dve vrste pramena pravih

u apsolutnoj ravni S2.

Teorema 6.8.1. Skup svih konkurentnih pravih ravni S2 predstavƩa
jedan pramen pravh.
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Dokaz. Oznaqimo sa L, skup svih konkurentnih pravih posmatrane ra-

vni S2 a sa a, b, c ma koje tri prave tog skupa, a sa O Ƭihovu zajedniqku

taqku. Tada je Sc ◦ Sb ◦ Sa(O) = O. S obzirom da je Sc ◦ Sb ◦ Sa indi-

rektna transformacija sa invarijantnom taqkom O, ona predstavƩa osnu

refleksiju Sd, qija osa d sadrжi taqku O, te prava d pripada skupu L.

Slika 6.5.

Obratno, ako je e proizvoƩna prava koja ne sadrжi O (Slika 6.5),

tada kompozicija Se ◦ Sb ◦ Sa nije osna refleksija. Ako bi, naprotiv,

kompozicija Se ◦ Sb ◦ Sa bila osna refleksija Sf , tada bi se taqka O re-

fleksijama Se i Sf preslikavalala u taqku O′ 6= O jer je Sb◦Sa(O) = O
i O 6∈ e. Prave e i f bi tada bile medijatrise duжi OO′, pa bi se

poklapale, a tada bi bile istovetne i prave a i b xto je suprotno pret-

postavci.

Dakle, prema definiciji pramena, skup L tada predstavƩa pramen

pravih u posmatranoj ravni. �

Definicija 6.8.2. Pramen konkurentnih pravih u ravni nazivamo
eliptiqkim pramenom pravih.

Teorema 6.8.2. Skup svih pravih neke ravni S2 upravnih na neku pra-
vu s te ravni predstavƩa pramen pravih.

Dokaz. Neka su a, b, c tri razne prave ravni S2 upravne na datu pravu

s iste ravni. Tada, kompozicija Sc ◦ Sb ◦ Sa predstavƩa indirektnu

izometrijsku transformaciju sa invarijantnom pravom s, xto znaqi da

joj meƬa orjentaciju. Dakle, na toj pravoj postoji invarijantna taqka.

Sledi da je kompozicija Sc◦Sb◦Sa osna refleksija Sd qija je osa upravna

na pravu s.
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Slika 6.6.

Obratno, neka je e proizvoƩna prava ravni S2 takva da nije upravna

na pravu s (Slika 6.6). Tada kompozicija Se◦Sb◦Sa nije osna refleksija.

Zaista, ako bi bilo Se ◦ Sb ◦ Sa = Sf , onda bi u proizvoƩnoj taqki E
prave e postojala prava e′ koja je upravna na pravu s. Tada bi tri prave

a, b, e′ bile normalne na pravu s pa bi bilo Se′ ◦ Sb ◦ Sa = Sf ′ . Sledi

Se ◦ Sf = Se′ ◦ Sf ′ , a odavde Se′ ◦ Se = Sf ′ ◦ Sf . Kako prave e i e′ imaju
zajedniqku taqku E to �e i prava f ′ sadrжati taqku E, xto znaqi da

se prave e′ i f ′ poklapaju na osnovu teoreme o jedinstvenosti normale.

Znaqi i prave a i b �e se poklapati, a to je kontradikcija. �

Definicija 6.8.3. Pramen pravih ravni S2 upravnih na jednoj
pravoj p nazivamo ortogonalnim ili hiperboliqkim pramenom pra-
vih, a pravu p bazisnom pravom hiperboliqkog pramena pravih.

6.9 Izogonalna spregnutost parova pravih

ravni S
2

Definicija 6.9.1. Kaжe se da je u ravni S2 par pravih c i d izog-
onalno spregnut ili simetriqno raspore�en s parom pravih a i b
ako je

Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sd.

Definicija 6.9.2. Ako je medijatrisa duжi AB istovetna sa osom
refleksije para pravih c, d od kojih je svaka upravna na pravoj AB,
re�i �emo da su par taqaka A, B i par pravih c, d simetriqno
raspore�eni.

Iz definicije neposredno sledi da izogonalne prave a, b, c ravni S2

pripadaju jednom pramenu pravih.
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Teorema 6.9.1. Relacija izogonalnosti parova pravih ravni S2 je re-
lacija ekvivalencije.

Za nas je od posebnog znaqaja kriterijum ustanovƩavaƬa izogonal-

nosti dvaju parova pravih ravni S2 koji je dat slede�im tvr�eƬem:

Teorema 6.9.2. Neka su a, b, c, d qetiri prave nekog eliptiqkog ili
hiperboliqkog pramena pravih L ravni S2. Da bi parovi pravih a, b
i c, d bili izogonalno spregnuti me�u sobom, potrebno je i dovoƩno
da se ose simetrije pravih a i b poklapaju sa osama simetrije pravih
c i d.

Slika 6.7.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da su parovi pravih a, b i c, d izogonalno

spregnuti, tj. da je Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sd. Neka je s osa simetrije pravih a
i b (Slika 6.7). Obeleжimo sa d′ pravu odre�enu relacijom Ss(c) = d′.
Tada je d = d′. Zaista, iz uvedenih pretpostavki sledi da je

Ss ◦ Sa ◦ Ss = Sb i Ss ◦ Sd′ ◦ Ss = Sc.

Primenom posledƬih dveju jednakosti dobijamo da je

Sd = Sb ◦ Sc ◦ Sa = (Ss ◦ Sa ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sd′ ◦ Ss) ◦ Sa

= Ss ◦ Sa ◦ (Sd′ ◦ Ss ◦ Sa)

= Ss ◦ Sa ◦ (Sa ◦ Ss ◦ Sd′) = Sd′ .

Iz jednakosti osnih reflrksija Sd i Sd′ sledi jednakost Ƭihovih osa d i

d′. Odavde sledi Ss(c) = d, a to znaqi da je prava s osa simetrije pravih

c i d.
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Obratno, neka se ose simetrije pravih a i b poklapaju sa osama si-

metrije pravih c i d. U tom sluqaju vaжe relacije

Ss ◦ Sa ◦ Ss = Sb i Ss ◦ Sd ◦ Ss = Sc.

Primenom posledƬih dveju jednakosti dobijamo da je

Sb ◦ Sc ◦ Sd = (Ss ◦ Sa ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sd ◦ Ss) ◦ Sa

= Ss ◦ Sa ◦ (Sd ◦ Ss ◦ Sa)

= Ss ◦ Sa ◦ (Sa ◦ Ss ◦ Sd) = Sd,

tj. parovi pravih a, b i c, d su izogonalno spregnuti me�u sobom. �

6.10 Pramenovi pravih i trougao

Razmotrimo sada neke teoreme u vezi sa trouglovima.

Teorema 6.10.1. Medijatrise stranica trougla pripadaju jednom pra-
menu pravih.

Slika 6.8.

Dokaz. Obeleжimo sa p, q i r (Slika 6.8) medijatrise redom stranica

BC, CA i AB trougla ∆ABC. U kompoziciji I = Sr ◦ Sq ◦ Sp taqka

B je invarijantna, tj. I(B) = B. S obzirom da je izometrijska tran-

sformacija I indirektna i ima invarijantnu taqku B to je I neka osna

refleksija. Oznaqimo je sa Ss. Dakle, Sr ◦ Sq ◦ Sp = Ss. Tada B ∈ s i

prave p, q, r po definiciji pripadaju istom pramenu pravih. �

Dokaz koji smo izveli vaжi u Apsolutnoj geometriji. U Euklidskoj

geometriji medijatrise stranica trougla se seku u jednoj taqki, centru
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opisanog kruga oko trougla tj. pramen pravih odre�en medijatrisama je

eliptiqki. U geometriji Lobaqevskog medijatrise stranica trougla se

ne moraju se�i te ne moжemo oko svakog trougla opisati krug.

Teorema 6.10.2. Ako su sA, sB i sC simetrale unutraxƬih uglova
trougla ∆ABC tada one pripadaju jednom pramenu konkurentnih pra-
vih.

Dokaz. Neka je ∆ABC (Slika 6.9) proizvoƩan trougao u ravni S2.

Obeleжimo sa a, b, c redom orjentisane prave BC, CA, AB a sa a′, b′,
c′ te iste prave ali sa suprotnom orjentacijom. Neka je I = SsC ◦ SsB ◦
SsA . U ovoj kompoziciji pravoj b odgovara prava b′ tj. I(b) = b′ xto

znaqi da u izometriji I pravoj b odgovara ista prava b ali sa suprotnom

orjentacijom. Taqki A prave b odgovara u izometriji I neka taqka A′

koja mora biti na pravoj b te sredixte duжi AA′, oznaqimo ga sa Q,

predstavƩa invarijantnu taqku u izometriji I.

Kako je I indirektna izometrijska transformacija, kao kompozicija

tri osne refleksije ona predstavƩa osnu refleksiju I = Ss, gde je prava

s normalna na b u taqki Q. Na taj naqin je SsC ◦ SsB ◦ SsA = Ss pa prave

sA, sB i sC pripadaju jednom pramenu pravih. Simetrale sB i sC , s

obzirom na to da obe pripadaju unutraxƬosti trougla, seku se u taqki

S, te se i sve prave pramena kome pripadaju prave sB i sC seku u jednoj

taqki te se kao rezultat dobija eliptiqki pramen pravih. Sredixte

pramena bi�e centar kruga upisanog u trougao ∆ABC koji dodiruje AC
u taqki Q. �

Slika 6.9.

Analogno se dokazuje i slede�a teorema:
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Teorema 6.10.3. Simetrale jednog unutraxƬeg i spoƩaxƬih uglova
kod drugih dvaju temena nekog trougla pripadaju jednom pramenu pra-
vih.

Teorema 6.10.4. Prave odre�ene visinama trougla u ravni S2 pri-
padaju jednom pramenu pravih.

Dokaz. Neka je u ravni S2 dat trougao ∆ABC i neka su AP , BQ,

CR (Slika 6.10) visine tog trougla. Dokaжimo da prave AP , BQ, CR
pripadaju jednom pramenu pravih. Ako je ∆ABC pravougli onda se u

temenu pravog ugla seku sve tri visine, te se taj sluqaj neposredno dokaz-

uje. Neka ∆ABC nije pravougli. Obeleжimo sa a, b, c prave odre�ene

stranicama BC, CA, AB a sa a′, b′, c′ prave odre�ene visinama AP , BQ,

CR i sa p pravu odre�enu taqkama Q i R, a sa q i r prave takve da je

Sc′(p) = r, Sb′(p) = q pri tome svaka od kompozicija Sb◦Sc, Sb′ ◦Sc, Sb◦Sc′

prevodi pravu q u pravu r.
Budu�i da je A = b × c, B = b′ × c, C = b × c′ to su A, B, C

invarijantne u tim kompozicijama, svaka od taqaka A, B, C nalazi se na

osi simetrije pravih q i r no s obzirom da su taqke A,B,C nekolinearne

a nalaze se na osama simetrije q i r bi�e prave q i r konkurentne i se�i

�e se u jednoj taqki P ′. Pri tome je taqka A na jednoj a taqke B i C
na drugoj osi simetrije pravih q i r te su taqke P i P ′ istovetne. Na

taj naqin prave a, a′, b, b′, c, c′ predstavƩaju simetrale unutraxƬih ili

spoƩaxƬih uglova trougla ∆PQR. S obzirom da se trojke pravih a′, b, c;
a, b′, c; a, b, c′ seku redom u taqkama A,B,C prema stavu o simetralama

unutraxƬih (i spoƩaxƬih) uglova u trouglu u ravni S2 sledi da prave

a′, b′, c′ pripadaju jednom pramenu pravih. �

Slika 6.10.
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Definicija 6.10.1. Pramen pravih kome pripadaju prave odre-
�ene visinama trougla u ravni S2 nazivamo ortocentriqnim pra-
menom pravih.

U ravni S2 trougao moжe da raspolaжe ortocentriqnim pramenom

nekonkurentnih pravih. Ako je taj pramen, pramen konkurentnih pravih,

tada zajedniqku taqku svih pravih tog eliptiqkog pramena nazivamo or-

tocentrom tog trougla. U Euklidskoj geometriji ortocentriqni pramen

je obavezno eliptiqki, dok u geometriji Lobaqevskog on moжe biti i

hiperboliqki.

6.11 Centralna rotacija ravni S
2

Definicija 6.11.1. Kompoziciju dveju osnih refleksija ravni S2

qije se ose seku u nekoj taqki O nazivamo centralnom rotacijom
ravni S2 oko taqke O.

Ako pomenute osne refleksije oznaqimo Sa i Sb tada je Sb ◦ Sa = Rab

centralna rotacija ravni S2. Ako je O preseqna taqka pravih a i b tada

taqku O nazivamo sredixtem centralne rotacije Rab.

Iz definicije centralne rotacije u ravni S2 neposredno sledi da

centralna rotacija ravni S2 ima jedinstvenu invarijantnu taqku: centar

te rotacije.

Centralna rotacija ravni S2 je po definiciji kompozicija dveju os-

nih refleksija, koje su indirektne izometrijske transformacije, te ona

predstavƩa direktnu izometrijsku transformaciju ravni S2.

Svakoj taqki X ∈ S2 razliqitoj od sredixta O centralne rotacije

Rab u ravni S2 odgovara neka druga taqka X ′, tj. X ′ = Rab(X) pri

qemu je orjentisani ugao ∡XOX ′ jednak dvostrukom orjentisanom uglu

izme�u pravih a i b. Oznaqimo taj dvostruki orjentisani ugao sa ω.
Tada centralnu rotaciju Rab moжemo oznaqiti sa RO,ω. Ugao ω nazivamo

uglom centralne rotacije.

Nije texko ustanoviti da se centralna rotacija RO,ω ravni S2 moжe

predstaviti kao kompozicija bilo kojih dveju osnih refleksija Sa i Sb,

pri qemu se prave a i b seku u taqki O i orjentisani ugao ω jednak je

dvostrukom orjentisanom uglu izme�u pravih a i b. Na taj naqin izbor

generixu�ih refleksija Sa i Sb dozvoƩava slobodan izbor jedne od osa

refleksija koja sadrжi centar rotacije O, tj. vaжi slede�a teorema:
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Teorema 6.11.1. Dve centralne rotacije RO,ω i RO′,ω′ iste ravni
S2 me�u sobom su jednake ako i samo ako su taqke O i O′ istovetne,
a uglovi ω i ω′ podudarni i istosmerni.

Slika 6.11.

Dokaz. Obeleжimo sa a, b i a′, b′ prave pomo�u kojih su definisane

pomenute centralne rotacije. Te prave zadovoƩavaju relacije

RO,ω = Sb ◦ Sa i RO′,ω′ = Sb′ ◦ Sa′ (Slika 6.11).

Pretpostavimo da je RO,ω = RO′,ω′ . Tada imamo da je

Sb ◦ Sa = Sb′ ◦ Sa′ , tj. Sb ◦ Sa ◦ Sa′ = Sb′ . (6.3)

Iz relacije (6.3) sledi da prave a, b, a′, b′ pripadaju jednom pramenu, pa

se taqka O = a ∩ b poklapa sa taqkom O′ = a′ ∩ b′. Sem toga, iz relacije

(6.3) sledi da su prave a i b′ izogonalno spregnute sa pravama a′ i b,
pa su orjentisani uglovi ∡(a, b) i ∡(a′, b′), tj. uglovi ω i ω′ me�usobno

podudarni i istosmerni.

Obratno, ako pretpostavimo da se taqke O i O′ poklapaju, a uglovi

ω i ω′ su me�usobno podudarni i istosmerni, tada �e prave a, b, a′, b′

biti konkurentne, a orjentisani uglovi ∡(a, b) i ∡(a′, b′) podudarni i

istosmerni. Osim toga, prave a i b′ su izogonalno spregnute sa pravama

a′ i b, pa je Sb ◦ Sa ◦ Sa′ = Sb′ , tj. Sb ◦ Sa = Sb′ ◦ Sa′ , odakle sledi

RO,ω = RO′,ω′ ,

qime je dokaz teoreme zavrxen. �

Teorema 6.11.2. U centralnoj rotaciji RO,ω ravni S2 taqkama X
i Y razliqitim od taqke O odgovaraju taqke X ′ i Y ′ takve da su
istosmerni uglovi ∡XOX ′ i ∡Y OY ′ me�u sobom podudarni.
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Slika 6.12.

Dokaz. Oznaqimo sa X ′
1 taqku ravni S2 takvu da je orjentisani ugao

∡XOX ′
1 podudaran i istosmeran sa usmerenim uglom ω i OX ∼= OX ′

1.

Obeleжimo ga sa ω′. Tada, prema Teoremi 6.11.1. imamo da je RO,ω =
RO,ω′ . Zbog toga je (Slika 6.12) X ′

1 = RO,ω′(X) = RO,ω(X) = X ′. Na

taj naqin, istosmerni uglovi ω i ∡XOX ′ me�u sobom su podudarni. Na

potpuno isti naqin se dokazuje da su i istosmerni uglovi ∡Y OY ′ i ω
me�u sobom podudarni. Sledi da su i istosmerni uglovi ∡XOX ′ ∡Y OY ′

me�u sobom podudarni. �

Iz dokazanih dveju teorema neposredno sledi da je centralna rota-

cija ravni S2 jednoznaqno odre�ena centrom O i jox jednim parom odgo-

varaju�ih taqaka. Xtavixe, ako u centralnoj rotaciji RO,ω ravni S2

taqkama A, B, C, . . . razliqitim od taqke O odgovaraju redom taqke A′,

B′, C ′, . . . i ako uglove ∡AOA′, ∡BOB′, ∡COC ′, . . . istosmerne sa uglom

ω obeleжimo redom sa ω1, ω2, ω3, . . . , bi�e

RO,ω = RO,ω1
= RO,ω2

= RO,ω3
= . . .

Teorema 6.11.3. Direktna izometrijska transformacija I ravni S2

sa jedinstvenom invarijantnom taqkom O predstavƩa centralnu
rotaciju.

Dokaz. Neka su P i P ′ dve razne taqke ravni S2 takve da je I(P ) = P ′.

Oznaqimo sa p pravu odre�enu taqkama O i P , a sa q medijatrisu duжi

PP ′. Sledi OP ∼= OP ′ a odavde je O ∈ q. Dakle, taqka O se nalazi u

preseku pravih p i q. S obzirom na to da je I direktna i Sq indirektna

izometrijska transformacija, kompozicija Sq◦I �e biti indirektna izo-

metrijska transformacija. Ona poseduje dve razne invarijantne taqke O
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i P , te prema poznatoj teoremi predstavƩa osnu refleksiju Sp. Dakle,

Sq ◦ I = Sp, pa je

I = Sq ◦ Sp.

Iz ove jednakosti i relacije O = p∩ q, sledi da izometrijska transfor-

macija I predstavƩa centralnu rotaciju. �

Teorema 6.11.4. (O transmutaciji centralnih rotacija) Ako je RO,ω

proizvoƩna centralna rotacija ravni S2 i I proizvoƩna izometrij-
ska transformacija te ravni tada je

RI
O,ω = RI(O),I(ω).

Dokaz. Po definiciji je centralna rotacija RO,ω proizvod osnih re-

fleksija Sb i Sa. Transmutacijom transformacije RO,ω vrximo u stvari

transmutaciju svake od generixu�ih osnih refleksija, tj vaжi:

RI
O,ω = I ◦ RO,ω ◦ I−1 = I ◦ Sb ◦ I

−1 ◦ I ◦ Sa ◦ I
−1 = SI(b) ◦ SI(a)

tj. dobijamo RI
O,ω = SI(b) ◦ SI(a).

Kako se prave a i b seku u taqki O Ƭihove slike u izometriji I se

seku u taqki I(O) xto znaqi da transformacija SI(b) ◦ SI(a) ima invari-

jantnu taqku I(O) pa predstavƩa centralnu rotaciju RI(O),I(ω). Naime

transformacija I prevodi prave a i b u prave I(a) i I(b), zatim pre-

vodi orjentisani ugao ω (ω/2) u ojentisani ugao I(ω) (I(ω/2)) koji je

podudaran uglu ω (ω/2) ali u pogledu orjentacije moжe imati istu or-

jentaciju ako je I direktna izometrija, odnosno suprotnu orjentaciju ako

je I indirektna izometrija. �

Stav o transmutaciji centralne rotacije omogu�uje da se ustanove

stavovi o komutativnosti centralnih rotacija sa drugim izometrijskim

transformacijama.

6.12 Grupa rotacija ravni S
2

Nije texko utvrditi da za centralne rotcije vaжi slede�e tvr�eƬe:

Teorema 6.12.1. Skup svih centralnih rotacija ravni S2 koje imaju
zajedniqko sredixte O ukƩuquju�i koincidenciju predstavƩa grupu u
odnosu na operaciju kompozicije preslikavaƬa.
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Definicija 6.12.1. Grupu saqiƬenu od centralnih rotacija ra-
vni S2 koje imaju zajedniqko sredixte O nazivamo grupom rotacija
ravni S2 sa centrom O i simboliqki je obeleжavamo G(RO).

Teorema 6.12.2. Grupa G(RO) centralnih rotacija ravni S2 oko ta-
qke O je Abelova. Drugim reqima, za proizvoƩne dve centralne ro-
tacije RO,α i RO,β iz grupe G(RO) vaжi relacija

RO,β ◦ RO,α = RO,α ◦ RO,β .

Dokaz. Neka je p proizvoƩna prava ravni S2 koja sadrжi taqku O. Neka

su zatim m i n dve prave ravni S2 takvo da vaжi

RO,α = Sp ◦ Sm i RO,β = Sn ◦ Sp.

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana ovih dveju jednakosti, nalazimo da je

RO,β ◦ RO,α = Sn ◦ Sp ◦ Sp ◦ Sm = Sn ◦ Sm (6.4)

RO,α ◦ RO,β = Sp ◦ Sm ◦ Sn ◦ Sp. (6.5)

S obzirom na to da prave p, m, n ravani S2 sadrжe istu taqku O, one

pripadaju jednom pramenu konkurentnih pravih, xto znaqi da kompozi-

cija

Sp ◦ Sm ◦ Sn (6.6)

predstavƩa neku osnu refleksiju. S obzirom na to da je osna refleksija

involuciona transformacija to �e kvadrat kompozicije (6.6) predsta-

vƩati koincidenciju, tj.

Sp ◦ Sm ◦ Sn ◦ Sp ◦ Sm ◦ Sn = ε

tj.

Sp ◦ Sm ◦ Sn ◦ Sp = Sn ◦ Sm. (6.7)

Iz jednakosti (6.4), (6.5) i (6.7) dobijamo da je

RO,β ◦ RO,α = RO,α ◦ RO,β .

a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 6.12.3. Centralne rotacije RA,α RB,β ravni S2 su komu-
tativne ako i samo ako se sredixta A i B tih rotacija poklapaju.
Drugim reqima vaжi:

RB,β ◦ RA,α = RA,α ◦ RB,β ako i samo ako A ≡ B.
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Dokaz. Neka najpre pomenute rotacije komutiraju, tj. neka je

RB,β ◦ RA,α = RA,α ◦ RB,β .

Tada je

RB,β ◦ RA,α ◦ R−1
B,β = RA,α. (6.8)

Ako u centralnoj rotaciji RB,β taqki A odgovara neka taqka A′, a us-

merenom uglu α odgovara neki usmereni ugao α′, prema teoremi o trans-

mutaciji centralnih rotacija imamo da je

RB,β ◦ RA,α ◦ R−1
B,β = RA′,α′ . (6.9)

Upore�ivaƬem jednakosti (6.8) i (6.9) sledi da je RA,α = RA′,α′ . Prema

Teoremi 6.11.1. sledi da se taqke A i A′ poklapaju, a uglovi α i α′

podudarni i istosmerni. Prema tome, taqka A je invarijantna taqka pri

rotaciji RB,β, odakle sledi A ≡ B.

Obratno tvr�eƬe na jedan naqin ve� smo dokazali prilikom izvo�eƬa

dokaza teoreme 6.12.2.

Ono se moжe dokazati na jox jedan naqin koji �emo u nastavku izlo-

жiti. Neka se taqke A i B poklapaju i neka je

RB,β(A) = A′ i RB,β(α) = α′.

Odavde neposredno zakƩuqujemo da se taqke A i A′ poklapaju a uglovi

α i α′ su podudarni i istosmerni. Na osnovu Teoreme 6.11.1. sledi

RA,α = RA′,α′ . Sada je prema teoremi o transmutaciji centralnih rota-

cija zadovoƩeno RB,β ◦ RA,α ◦ R−1
B,β = RA,α tj.

RB,β ◦ RA,α = RA,α ◦ RB,β .

Time je dokaz u potpunosti zavrxen. �

Primetimo da skup svih centralnih rotacija jedne ravni u odnosu na

razliqito sredixte ne predstavƩa grupu.

6.13 Pojam kruga u ravni S
2

Grupa rotacija ravni S2 sa sredixtem O omogu�uje da izvedemo de-

finiciju pojma kruga na specifiqan naqin.
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Definicija 6.13.1. Neka je G grupa refleksija. Skup svih taqaka
dobijenih kao slike taqke X pomo�u refleksija iz grupe G na-
zivamo trajektorijom taqke X u odnosu na grupu G, ili skupom
taqaka ekvivalentnih sa taqkom X u odnosu na grupu G.

Definicija 6.13.2. Neka je G(RO) grupa centralnih rotacija ra-
vni S2 oko taqke O, a P taqka ravni S2 razliqita od taqke O. Tra-
jektorija taqke P u odnosu na grupu G(RO) naziva se krug. Taqka
O se naziva sredixtem tog kruga a podudarne duжi koje spajaju
taqku O sa taqkama kruga nazivaju se polupreqnici tog kruga.

S obzirom da se svaka centralna rotacija moжe predstaviti kao kom-

pozicija dveju osnih refleksija u odnosu na ose refleksije koje sadrжe

invarijantnu taqku O, u sluqaju grupe G(RO) radimo sa elementima pra-

mena konkurentnih pravih sa zajedniqkim sredixtem O te moжemo re�i

da krug predstavƩa ortogonalnu trajektoriju ili samo trajektoriju
elemenata pramena pravih.

Pomo�u relacija ”ve�e”, ”maƬe” neposredno se moжe razviti teorija

o krugu.

Definicija 6.13.3. Za taqku X kaжemo da je u krugu sa centrom O
i polupreqnikom r ako je OX < r, a da je izvan kruga ako je OX > r.

Definicija 6.13.4. Skup svih taqaka u krugu k(O, r) nazivamo ot-
vorenom kruжnom povrxi a uniju ovog skupa i skupa svih taqaka
kruga k zatvorenom kruжnom povrxi.

Ubudu�e, zatvorenu kruжnu povrx�emo zvati jednostavno samo kruж-
na povrx.

Za kruжne povrxi vaжi slede�e tvr�eƬe:

Teorema 6.13.1. Kruжna povrx je konvekan geometrijski lik.

Dokaz. Svaka kruжna povrx se moжe predstaviti kao skup taqaka

K(O, r) = {X ∈ S2|OX ≤ r}.

Trebamo dokazati da za bilo koje dve taqke A i B koje pripadaju kruжnoj

povrxi K, sve taqke duжi AB pripadaju kruжnoj povrxi K.

Razlikujemo dva sluqaja:

(i) taqke A,B,O su kolinearne i (ii) taqke A,B,O nisu kolinearne.
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Slika 6.13.

(i) Ako su taqke A,B,O kolinearne tada (Slika 6.13 (a), (b)) vaжi

taqno jedan od rasporeda taqaka (a) B(A,O,B), (b) B(O,A,B) ili (v)

B(O,B,B).
(a) Neka je B(A,O,B). Taqke A i B su taqke kruжne povrxi K pa

je OA ≤ r i OB ≤ r. Neka je M proizvoƩna taqka duжi AB. Ako je

M ≡ O onda M ∈ K. Ako vaжi raspored taqaka B(A,O,B) onda treba

dokazati da za svaku taqku M duжi AB, M pripada kruжnoj povrxi K.

Ako se M ne poklapa sa O, onda moжe vaжiti jedan od rasporeda taqaka

B(A,M,O) ili B(O,M,B). Ako vaжi raspored taqaka B(A,M,O), onda
je OM < OA ≤ r, odakle sledi da M ∈ K. Ako vaжi raspored taqaka

B(O,M,B), onda OM < OB ≤ r, odakle sledi da M ∈ K. Kako je M
proizvoƩna taqka duжi AB sledi AB ⊂ K.

(b) Ako je B(O,A,B) i M ∈ AB, tada je B(O,A,M,B), pa je

OM < OB i kako je jox OB ≤ r to M ∈ K.

(v) Ako je B(O,B,A) i M ∈ AB, tada je B(O,B,M,A), pa je

OM < OA i kako je jox OA ≤ r to M ∈ K.

(ii) Ako taqke A,B,O nisu kolinearne, tada uoqimo trougao △ABO
i taqku M na stranici AB (Slika 6.13 (v)). Tada je

OM < max{OA,OB} ≤ r,

pa sledi da i u ovom sluqaju M ∈ K. �

Iz prethodne teoreme sledi da je kruжna povrx povezan geometrij-

ski lik.

U ovako aksiomatski zasnovanoj geometriji moжe se uvesti i pojam

tangente i seqice kruga.

Definicija 6.13.5. Prava t je tangenta kruga ako pripada ravni
tog kruga i ima sa Ƭim samo jednu zajedniqku taqku.
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Definicija 6.13.6. Prava s je seqica kruga ako pripada ravni tog
kruga i ima sa Ƭim dve zajedniqke taqke.

6.14 Centralna simetrija reda n u ravni S
2

Definicija 6.14.1. U ravni S2 geometrijski lik Φ obrtno ili
rotaciono podudaran sa likom Φ′ u odnosu na taqku O ako postoji
centralna rotacija RO,ω ravni S2 tako da je RO,ω(Φ) = Φ′.

Iz definicije zakƩuqujemo da relacija obrtne podudarnosti predsta-

vƩa relaciju ekvivalencije. Poseban znaqaj ima sluqaj kada je Φ = Φ′.

Definicija 6.14.2. Kaжe se da u ravni S2 lik Φ raspolaжe cen-
tralnom simetrijom reda n ako postoji centralna rotacija RO, 4R

n

u ravni S2 tako da je RO, 4R
n
(Φ) = Φ gde je O taqka ravni S2, R -

orjentisan prav ugao, a n ceo pozitivan broj ili racionalan broj
oblika p

q
pri qemu su p i q uzajamno prosti. Taqka O se naziva

sredixtem centralne simetrije RO, 4R
n
.

Navodimo sada neke osnovne osobine centralne simetrije reda n u

prostoru S2.

Teorema 6.14.1. Ako lik Φ u ravni S2 raspolaжe centralnom si-
metrijom reda n gde je n ceo pozitivan broj deƩiv sa celim pozi-
tivnim brojem m > 1, tada lik Φ raspolaжe centralnom simetri-
jom reda m.

Teorema 6.14.2. Centralna simetrija reda n lika Φ u ravni S2 je
periodiqna transformacija. Ako sa k oznaqimo taj period tada je
k = n ako je n ceo broj ve�i od jedan, tj. k = p ako je n racionalan
broj oblika p/q pri qemu su p i q uzajamno prosti.

Centralna simetrija reda n lika Φ u ravni S2 omogu�uje da pomo�u

izometrijskih transformacija definixemo pojam pravilnog poligona.

Definicija 6.14.3. Za poligon A1A2 . . . An u ravni S2 kaжemo da
je pravilan ili regularan ako raspolaжe centralnom simetrijom
reda n.



6.14. Centralna simetrija reda n u ravni S2 173

Centralna simetrija reda 2 je kao involuciona transformacija od

posebnog znaqaja u skupu centralnih rotacija. Primetimo da centralna

simetrija reda 2 zapravo predstavƩa poluobrt ravni oko taqke O tj.

rotaciju za opruжeni ugao. Ovakva involutivna transformacija moжe

se predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija qije su ose up-

ravne me�usobom. S obzirom na to da je ω/2 = R, tj. a ⊥ b dobijamo

komutativnu kompoziciju osnih refleksija, tj.

RO,2R = Sa ◦ Sb = Sb ◦ Sa.

Napomena. Centralna simetrija reda 2 se u literaturi najqex�e na-

ziva samo centralna simetrija ili centralna refleksija. Ovaj drugi

naziv se moжe smatrati opravdanim poxto je centralna simetrija reda

2 jedina u skupu centralnih simetrija reda n koja je involuciona.

Teorema 6.14.3. Centralna simetrija reda 2 je involuciona tran-
sformacija, i predstavƩa proizvod komutativnih osnih refleksija
Sa i Sb.

Dokaz. Centralna simetrija reda 2 se moжe predstaviti kao kompozi-

cija dveju osnih refleksija qije su ose a i b uzajamno upravne, tj. SO =
Sb ◦ Sa. Iz ortogonalnosti osa a i b sledi komutativnost osnih reflek-

sija Sa i Sb, tj. vaжi Sa ◦ Sb = Sb ◦ Sa. Sada je S2
O = (Sb ◦ Sa)

2 =
Sb ◦ Sa ◦ Sa ◦ Sb = ε jer je S2

a = ε i S2
b = ε. �

Teorema 6.14.4. (O kompoziciji centralnih refleksija u ravni S2)
Kompozicija neparnog broja centralnih simetrija u ravni S2 qija
sredixta pripadaju jednoj pravoj l ravni S2 predstavƩa tako�e cen-
tralnu simetriju qije je sredixte na pravoj l.

Dokaz. Neka je n broj centralnih refleksija koje uqestvuju u kompozi-

ciji. Neka je najpre n = 3, tj. I = SO3
◦ SO2

◦ SO1
. Oznaqimo sa o1,

o2 i o3 (Slika 6.14.) prave upravne na pravu l redom u taqkama O1, O2

i O3. Tada je SO3
= So3 ◦ Sl = Sl ◦ So3 , SO2

= So2 ◦ Sl = Sl ◦ So2 i

SO1
= So1 ◦ Sl = Sl ◦ So1 pa imamo

I = So3 ◦ Sl ◦ Sl ◦ So2 ◦ Sl ◦ So1 = So3 ◦ So2 ◦ So1 ◦ Sl.

Me�utim ose o1, o2 i o3 pripadaju istom pramenu pravih sa bazisnom

pravom l pa je So3 ◦ So2 ◦ So1 = So, tj. kao rezultat se dobija osna re-

fleksija So qija osa o pripada istom pramenu pravih pa je i o ⊥ l. Xta
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Slika 6.14.

vixe, par pravih o1, o3 je izogonalno spregnut sa parom pravih o2, o.
Prema tome I = So ◦ Sl = SO gde je O preseqna taqka pravih o i l.

Ako je n > 3 dokaz se izvodi matematiqkom indukcijom.

Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za n = 2k − 1 i dokaжimo da vaжi

za n = 2k + 1. Dakle, prema indukcijskoj pretpostavci, kompozicija

centralnih refleksija

SO1
◦ SO2

◦ SO3
◦ · · · ◦ SO2k−1

qija sredixta O1, O2, O3, · · · , O2k−1 pripadaju istoj pravoj l, predstavƩa

neku centralnu refleksiju SP qije sredixte P tako�e pripada istoj

pravoj l.
Posmatrajmo kompoziciju od n = 2k + 1 centralnih refleksija

I = SO1
◦ SO2

◦ SO3
◦ · · · ◦ SO2k+1

qija sredixta O1, O2, O3, · · · , O2k+1 pripadaju pravoj l. Tada kompozi-

cija od tri centralne refleksije

I = SP ◦ SO2k
◦ SO2k+1

,

qija su sredixta kolinearna i pripadaju pravoj l, predstavƩa tako�e

neku centralnu refleksiju SQ sa sredixtem Q ∈ l. �

Teorema 6.14.5. (Xala1-Hjelmsleva2) Sredixta duжi koje spajaju
odgovaraju�e taqke indirektne izometrijske transformacije I ra-
vni S2 pripadaju jednoj pravoj.

1M. Xal (1793-1880), francuski geometriqar.
2J. T. Hjelmslev (1873-1950) finski matematiqar i pesnik. Radio je na poƩu

geometrije i istorije geometrije.
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Slika 6.15.

Dokaz. Neka je P proizvoƩna taqka ravni S2 i P ′ slika taqke P u

izometriji I, tj. P ′ = I(P ) i neka je O sredixte duжi PP ′ (Slika 6.15).

Neka je X bilo koja druga taqka ravni S2 i X ′ = I(X) a X ′′ taqka

simetriqna sa taqkom X ′ u odnosu na taqku O. U tom sluqaju kompozicija

SO ◦ I sastavƩena je iz direktne izometrije SO i indirektne transfor-

macije I pa je ona indirektna izometrija ravni S2. U toj indirektnoj

izometriji taqka P je invarijantna te ova kompozicija predstavƩa neku

osnu refleksiju Sp qija osa p sadrжi taqku P .

Kako u toj kompoziciji taqki X odgovara taqka X ′′, prava p je medi-

jatrisa duжi XX ′′. Ako je Y sredixte duжi XX ′ bi�e i prava odre�ena

sredixtima O i Y stranica X ′X ′′ i XX ′ trougla ∆XX ′X ′′ upravna na

medijatrisi p duжi XX ′′. S obzirom da postoji taqno jedna prava koja

sadrжi fiksiranu taqku O i upravna je na datoj pravoj p, sredixta svih

duжi koje spajaju korespodentne taqke indirektne izometrije I ravni S2

pripadaju jednoj pravoj, u naxem sluqaju to je prava OY . �

Definicija 6.14.4. Pravu odre�enu sredixtima duжi koje spa-
jaju odgovaraju�e taqke indirektne izometrijske transformacije
I ravni S2 nazivamo osom te izometrijske transformacije.

Teorema 6.14.6. Ako su SA i SB dve razne centralne simetrije, a Sc

osna refleksija ravni, tada je kompozicija SB◦Sc◦SA osna refleksija
ako i samo ako je prava AB upravna na pravu c.

Dokaz. Neka je prava AB upravna na pravu c i neka su a i b prave koje

prolaze, redom, kroz taqke A i B i upravne su na AB (Slika 6.16). Tada

prave a, b, c pripadaju ortogonalnom pramenu pravih sa bazisnom pravom

AB, pa je

SB ◦ Sc ◦ SA = SAB ◦ Sb ◦ Sc ◦ Sa ◦ SAB = SAB ◦ Sd ◦ SAB = Sd,
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Slika 6.16.

qime je dokaz u ovom smer zavrxen.

Obratno, neka je SB ◦ Sc ◦ SA = Sd. Oznaqimo sa s pravu koja sadrжi

taqku A i upravna je na pravu c. Neka su zatim a i b prave koje sadrжe,

redom, taqke A i B i upravne su na pravu s. Oznaqimo sa p pravu koja

sadrжi taqku B i upravna je na pravoj b. Tada je

Sd = SB ◦ Sc ◦ SA = Sp ◦ Sb ◦ Sc ◦ Sa ◦ Ss.

Prave a, b, c pripadaju ortogonalnom pramenu pravih sa bazisnom

pravom s pa je Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sn, pri qemu je i prava n upravna na s u

nekoj taqki N ∈ s. Dakle, Sd = Sp ◦Sn ◦Ss, pa prave d, p, n i s pripadaju

istom pramenu konkurentnih pravih pravih LN sa sredixtem u taqki N .

Kako su pritom prave p i s upravne na pravu b, sledi da se prave p i s
poklapaju. Prema tome, zakƩuqujemo da je AB ⊥ c. �

Teorema 6.14.7. Par taqaka A, B i par pravih c, d su simetriqno
raspore�eni ako i samo ako je SB ◦ Sc ◦ SA = Sd.

Dokaz. Neka su par taqaka A,B i par pravih c, d simetriqno raspore-

�eni. Oznaqimo sa a i b prave upravne na pravu AB redom u taqkama A
i B. Neka je s osa simetrije pravih c i d. Tada je s medijatrisa duжi

AB prema definiciji simetriqne raspore�enosti. To znaqi da je s osa

simetrije i pravih a, b tj. bi�e Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sd. Kompozicijom sa leve

i desne strane u prethodnoj relaciji sa SAB dobijamo

SAB ◦ Sb ◦ Sc ◦ Sa ◦ SAB = SAB ◦ Sd ◦ SAB.

Prema teoremi o transmutaciji zakƩuqujemo da je

SB ◦ Sc ◦ SA = Sd′ . (6.10)
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Slika 6.17.

Odavde je Sd◦SAB = SAB ◦Sd′ , a kako je jox zbog normalnosti pravih AB
i d zadovoƩeno Sd◦SAB = SAB ◦Sd sledi SAB ◦Sd = SAB ◦Sd′ , tj. Sd = Sd′

a odavde d ≡ d′. Prema tome, relacija (6.10) postaje SB ◦ Sc ◦ SA = Sd, a

to je i trebalo dokazati.

Obratno, neka je za taqke A i B i prave c i d zadovoƩena relacija

SB ◦ Sc ◦ SA = Sd. U taqki A konstruiximo normalu S na pravu a a u

taqki B normalu p na pravu b (Slika 6.17). Tada je SA = Sa◦Ss = Ss◦Sa

i SB = Sp ◦ Sb Sada je

Sp ◦ Sb ◦ Sc ◦ Sa ◦ Ss = Sd. (6.11)

Prave a, b i c pripadaju istom ortogonalnom pramenu pravih, pa je

Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sm, (6.12)

pri qemu i prava m pripada istom ortogonalnom pramenu pravih. Oz-

naqimo sa M preseqnu taqku pravih s i m. Sada iz (6.11) i (6.12) sledi

Sp ◦ Sm ◦ Ss = Sd, (6.13)

tj. prave s, m i p pripadaju istom pramenu konkurentnih pravih LM .

Dakle, prave p i s prolaze kroz taqku taqku M i ortogonalne su na

pravu b, odakle sledi da se prave p i s poklapaju, tj. taqka B pripada

pravoj s. Zbog toga relacija (6.13) postaje Sm = Sd, tj. prave m i d se

poklapaju, pa iz relacije (6.12) dobijamo

Sb ◦ Sc ◦ Sa = Sd. (6.14)

To znaqi da parovi pravih a, b i c, d imaju istu osu simetrije, oznaqimo

je sa o. Me�utim, kako je A ∈ a, B ∈ b, a ⊥ AB, b ⊥ AB, So(a) = b to �e

biti So(A) = B. To znaqi da je da je prava o medijatrisa duжi AB, tj.

par taqaka A,B i par pravih c, d su simetriqno raspore�eni. �



178 6. Izometrijske transformacije ravni S2

6.15 Teorema o normalama i posledice

Naredna teorema predstavƩa znaqajno tvr�eƬe u geometrijskoj teoriji

pramenova. Poznata je pod imeom teorema o normalama.

Teorema 6.15.1. Neka su a, b, c tri prave jednog pramena pravih, a
a′ i c′ prave upravne na a i c, redom u taqkama A i C. Prave a′, b, c′

pripadaju jednom pramenu ako i samo ako je Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd i d prava
upravna na pravu AC.

Slika 6.18.

Dokaz. S obzirom na to da prave a, b, c pripadaju istom pramenu

ppravih, to �e kompozicija Sc ◦ Sb ◦ Sa biti neka osna refleksija Sd

(Slika 6.18). Sa I oznaqimo kompoziciju Sc′ ◦ Sb′ ◦ Sa′ . Tada je

I = Sc′ ◦ Sb′ ◦ Sa′ = Sc′ ◦ (Sc ◦ Sd ◦ Sa) ◦ Sa′ = SC ◦ Sd ◦ SA,

pa je izometrija I osna refleksija ako i samo ako je prava d upravna na

pravu AC. �

Teorema 6.15.2. Prave koje sadrжe temena trougla i upravne su na
pravama koje sadrжe Ƭegove naspramne ivice, pripadaju jednom pra-
menu pravih.

Dokaz. Sluqaj pravouglog trougla je trivijalan.

Oznaqimo sa p, q, r prave koje, redom, sadrжe temena A, B, C nekog

trougla ∆ABC i upravne su na pravama koje sadrжe ivice BC, CA, AB,

redom, u taqkama A′, B′, C ′. Ako su svi uglovi trougla ∆ABC oxtri,

taqke A′, B′, C ′ pripadaju ivicama tog trougla. Ako je jedan od uglova
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Slika 6.19.

tup, na primer ugao ∡A, tada �e samo taqka A′ pripadati naspramnoj

ivici trougla ∆ABC. Neka su m i n prave koje prolaze kroz teme A,

a upravne su redom, na pravama A′B′ i A′C ′ (Slika 6.19). Taqke A i B
moжemo posmatrati kao sredixta dvaju pramenova konkurentnih pravih

sa zajedniqkom pravom AB. Primenom teoreme o normalama dobijamo

SAB′ ◦ SAB ◦ Sp = Sm, odakle sledi

SAB = SAC ◦ Sm ◦ Sp. (6.15)

S druge strane i taqke A i C su sredixta dvaju pramenova. Na isti

naqin dobijamo

SAC = SAB ◦ Sn ◦ Sp. (6.16)

Iz relacija (6.15) i (6.16) imamo da je Sn = Sp ◦ Sm ◦ Sp. Iz posledƬe

relacije sledi da su prave m i n simetriqne u odnosu na pravu p. Dakle,

prava p je osa refleksije para pravih A′B′, A′C ′. Na potpuno isti isti

naqin,zakƩuqujemo da su prave q i r ose refleksija, redom, parova pravih

A′B′, B′C ′ i A′C ′, B′C ′.

Ako su svi unutraxƬi uglovi trougla ∆ABC oxtri, onda su prave

p, q, r simetrale unutraxƬih uglova trougla ∆A′B′C ′, pa prema tome,

pripadaju istom eliptiqkom pramenu pravih.

Ako je pak ugao ∡A trougla ∆ABC tup, prava p je simetrala unu-

traxƬeg, a prave q i r simetrale spoƩaxƬih uglova trougla ∆A′B′C ′.

I u ovom sluqaju prave p, q, r pripadaju istom pramenu pravih. �
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Prethodna teorema se qex�e sre�e u slede�em obliku: Prave odre-
�ene visinama trougla pripadaju istom pramenu pravih.

Teorema 6.15.3. Ako su a, c i d tri razne prave jednog pramena ravni
S2, tada postoji prava s koja seqe prave a, c i d u trima raznim
taqkama.

Dokaz. Neka je Sc ◦ Sd ◦ Sa = Sb i neka je B proizvoƩna taqka prave b.
Oznaqimo sa A i C podnoжja upravnih iz taqke B redom na pravama a
i c. Na osnovu teoreme o normalama, prava d je upravna na pravu AC.

Prema tome, prava AC je traжena prava koja seqe prave a, c i d. �

Teorema 6.15.4. Ako su a, b, c tri disjunktne prave jednog pramena
pravih u ravni S2, tada su taqno dve od tih triju pravih sa raznih
strana tre�e prave.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme postoji prava koja seqe prave a,
b, c u taqkama A, B, C redom, pa vaжi taqno jedna od triju relacija

B(A,B,C), B(B,C,A), B(C,A,B). Ne umaƬuju�i opxtost dokaza moжemo

pretpostaviti da je B(A,B,C). Prave a, b i c su disjunktne, odakle sledi

da sve taqke jedne od Ƭih pripadaju nekoj poluravni qiji je rub neka od

preostalih dveju pravih. To znaqi da su prave a i c sa raznih strana

prave b, tj. da su prave b i c sa iste strane prave a, i da su prave a i b
sa iste strane prave c. �

Teorema 6.15.5. Neka su a′ i c′ dve razne prave neke ravni i B taqka
te ravni van pravih a′ i c′. Tada postoji jedinstvena prava b koja
sadrжi taqku B, takva da prave a′, b i c′ pripadaju jednom pramenu.

Dokaz. Oznaqimo sa a i c prave koje sadrжe taqku B i upravne su redom

na prave a′ i c′ u taqkama A i C. Neka je jox d prava koja sadrжi taqku B
i upravna je na pravoj AC. Kako prave a, d, c pripadaju jednom pramenu

pravih to �e kompozicija Sc ◦Sd ◦Sa biti osna refleksija Sb. Xta vixe,

ako je s osa simetrije pravih a i c, ona �e biti i osa simetrije pravih

b i d. Dakle, Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd pa prave a′, b i c′, na osnovu teoreme o

normalama, pripadaju jednom pramenu (Slika 6.20).

Obratno, neka prava b sadrжi taqku B i neka prave a′, b, c′ pripadaju
jednom pramenu. Tada je Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd i d ⊥ AC, pri qemu su a i c
prave koje sadrжe B i upravne su, redom, na pravama a′ i c′ u taqkama

A i C. Znaqi, osa simetrije pravih b i d se poklapa sa osom simetrije

s pravih a i c. Prava d jedinstvena prava kroz taqku B upravna na
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Slika 6.20.

pravu AC. Prema tome i Ƭoj simetriqna prava u odnosu na pravu s, je
jedinstvena. �

Na osnovu dokaza prethodne teoreme omogu�eno nam je da ustanovimo

jednu vaжnu osobinu pramena pravih koji sadrжi medijatrise stranica

nekog trougla.

Neka su p, q, r medijatrise redom stranica BC, CA, AB trougla

∆ABC. Oznaqimo sa Q i R sredixta duжi CA i AB, a sa a pravu koja

sadrжi taqku A i pripada pramenu kojem pripadaju prave q i r. Taada je

prava a simetriqna pravoj, upravnoj iz taqke A na pravu QR, u odnosu

na simetralu unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ∆ABC.

Slika 6.21.

Oznaqimo sada sa N podnoжje upravne iz taqke A na pravoj QR, a sa

N ′ Ƭoj simetriqnu taqku u odnosu na simetralu ugla ∡QAR. Tada �e



182 6. Izometrijske transformacije ravni S2

uglovi ∡QAN ′ i ∡RAN biti podudarni. Uglovi ∡RAN i ∡QAN su

oxtri pa �i uglovi ∡QAN ′ i ∡RAN ′ biti oxtri (Slika 6.21).

6.16 Teorema o tranzitivnosti i posledice

U ovom odeƩku �emo dati dokaz kƩuqne teoreme u teoriji pramenova

pravih. To je tzv. teorema o tranzitivnosti.

Teorema 6.16.1. (Teorema o tranzitivnosti) Neka su a, b, c i d qe-
tiri razne prave ravni S2. Ako su kompozicije Sc ◦Sb ◦Sa i Sd ◦Sb ◦Sa

osne refleksije, tada je i kompozicija Sd ◦ Sc ◦ Sa, tako�e osna re-
fleksija.

Dokaz. Oznaqimo sa A proizvoƩnu taqku prave a koja ne pripada ni

jednoj od pravih b, c, d (Slika 6.22). Neka su zatim prave b′, c′, d′

upravne iz taqke A redom na na pravama b, c, d. Oznaqimo sa B′, C ′, D′

podnoжja tih upravnih. Na kraju, oznaqimo sa b′′, c′′, d′′ prave upravne iz

taqke A, redom, na pravama C ′D′, B′D′, B′C ′, a sa B′′, C ′′, D′′ oznaqimo

podnoжja tih upravnih.

Slika 6.22.

Tada, prema teoremi o normalama imamo

Sb′ ◦ Sa ◦ Sc′ = Sd′′ , Sb′ ◦ Sa ◦ Sd′ = Sc′′ . (6.17)
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Tako�e, prema istoj teoremi zakƩuqujemo da su relacije

Sd′′ ◦ Sb′ ◦ Sc′′ = Sp, Sd′′ ◦ Sc′ ◦ Sb′′ = Sq (6.18)

zadovoƩene ako i samo ako prave p i q sadrжe taqku A i upravne su redom

na pravama C ′′D′′ i B′′D′′. Iz relacija (6.17) sledi da je

Sd′′ ◦ Sc′ = Sc′′ ◦ Sd′ ,

pa je na osnovu druge od relacija (6.18) zadovoƩeno

Sc′′ ◦ Sd′ ◦ Sb′′ = Sq.

Odavde, na osnovu teoreme o normalama, sledi da je prava q upravna

na C ′′B′′. Kako je jox prava q upravna i na B′′D′′ to �e taqke B′′, C ′′,

D′′ biti kolinearne. Dakle, prave p i q se poklapaju. Prema tome, iz

relacija (6.18) sledi da je

Sb′ ◦ Sc′′ = Sc′ ◦ Sb′′

tj.

Sb′ ◦ Sc′ ◦ Sb′′ = Sc′′ .

S obzirom na to da je

Sb′ ◦ Sa ◦ Sd′ = Sc′′ ,

imamo

Sc′ ◦ Sb′′ = Sa ◦ Sd′ ,

tj.

Sc′ ◦ Sa ◦ Sd′ = Sb′′ .

Prema tome, na osnovu teoreme o normalama, kompozicija Sd ◦ Sc ◦ Sa

predstavƩa osnu refleksiju. �

Teorema 6.16.2. Neka su a i b dve razne prave. Ako je svaka od slede-
�ih triju kompozicija Sc◦Sb◦Sa, Sd◦Sb◦Sa, Se◦Sb◦Sa, osna refleksija,
onda je i kompozicija

Se ◦ Sd ◦ Sc,

tako�e, osna refleksija.
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Dokaz. S obzirom na to da su kompozicije Sc ◦ Sb ◦ Sa i Sd ◦ Sb ◦ Sa osne

refleksije, to �e i kompozicija Sd ◦ Sc ◦ Sa �e biti osna refleksija na

osnovu Teoreme 6.16.1. e. Prema tome i Sd ◦ Sa ◦ Sc �e tako�e biti osna

refleksija. Na potpuno isti naqin, s obzirom na to da su kompozicije

Sc◦Sb◦Sa i Se◦Sb◦Sa osne refleksije, bi�e i kompozicija Se◦Sc◦Sa osna

refleksija. Dakle, i Se ◦ Sa ◦ Sc �e biti osna refleksija. Prema tome,

kompozicije Sd ◦Sa ◦Sc i Se ◦Sa ◦Sc su osne refleksije, odalkle je, prema

Teoremi 6.16.1., i Se◦Sd◦Sc osna refleksija ako su a i c dve razne prave.

Ako se a i c poklapaju, budu�i da su kompozicije Sd ◦Sb ◦Sa i Se ◦Sb ◦Sa

osne refleksije, bi�e i kompozicija Se ◦ Sd ◦ Sa osna refleksija. Prema

tome bi�e i kompozicija Se ◦ Sd ◦ Sc osna refleksija. �

Teorema 6.16.3. Ako su a i b dve razne prave ravni S2, tada postoji
jedinstven pramen pravih te ravni kome pripadaju obe prave a i b.

Dokaz. Oznaqimo sa L(a, b) skup svih pravih x ravni S2 takvih da je

Sx ◦ Sb ◦ Sa osna refleksija. Ako prave c, d, e pripadaju skupu pravih

L(a, b), tada �e, na osnovu Teoreme 6.16.2., kompozicija Se ◦ Sd ◦ Sc biti

osna refleksija. S obzirom na to, da za bilo koju pravu y van skupa

L(a, b) kompozicija Sy ◦ Sb ◦ Sa nije osna refleksija, skup L(a, b) pred-

stavƩa pramen pravih ravni S2.

Dokaжimo jox da se svaki pramen L koji sadrжi prave a i b poklapa

sa pramenom L(a, b). Zaista, ako neka prava x pripada pramenu L, tada
je Sx ◦ Sb ◦ Sa osna refleksija. To znaqi da ta prava pripada i pramenu

L(a, b). Ako neka prava y ne pripada pramenu L, tada, po definiciji,

postoje prave c i d toga pramena takve da kompozicija Sy◦Sd◦Sc nije osna

refleksija. Tada, budu�i da su Sc ◦Sb ◦Sa i Sd ◦Sb ◦Sa osne refleksije,

kompozicija Sy ◦ Sb ◦ Sa nije osna refleksija jer bi, u suprotnom, i

Sy ◦ Sd ◦ Sc bila osna refleksija na osnovu Teoreme 6.16.1. Dakle, prava

y tada ne pripada pramenu L(a, b). �

Ako prave c i d pripadaju pramenu L(a, b), tada je, na osnovu prethodne

teoreme, L(a, b) = L(c, d). Prema tome, pramen pravih je jednoznaqno
odre�en bilo kojim dvema svojim pravama. To znaqi da dva razna pra-
mena mogu imati najvixe jednu zajedniqku pravu.

Prethodno tvr�eƬe, prema kome je pramen jednoznaqno odre�en bilo

kojim dvema raznim svojim pravama, omogu�ava nam da dokaжemo jox neka

znaqajna tvr�eƬa iz teorije pramenova pravih.

Teorema 6.16.4. Ako je Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd, tada i prava d pripada
pramenu pravih kome pripadaju prave a, b i c.
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Dokaz. Iz Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd sledi Sd ◦ Sa ◦ Sb = Sc. To znaqi da i prava

d pripada pramenu L(a, b). �

Teorema 6.16.5. Neka su a, b, c tri prave nekog pramena pravih L
i neka je s osa refleksije para pravih a, c. Tada i prava d = Ss(b)
pripada pramenu pravih L.

Dokaz. Iz Ss(a) = c sledi Sc ◦ Ss ◦ Sa = Ss. Dakle, na osnovu Teo-

reme 6.16.3., prava s pripada pramenu L(a, c) = L. Na isti naqin,

Sd ◦ Ss ◦ Sb = Ss, pa i prava d, opet na osnovu Teoreme 6.16.3., pripada

pramenu L(b, s) = L. �

Teorema 6.16.6. Neka prave a, b, c pripadaju jednom pramenu pravih.
Tada, kompozicija Sc ◦ Sb ◦ Sa, predstavƩa osnu refleksiju Sd ako i
samo ako se osa simetrije para pravih a i c poklapa sa osom simet-
rije para pravih b i d.

Dokaz ove teoreme se izvodi uz pomo� Teoreme 6.16.5., analogno dokazu

Teoreme 6.9.2.

6.17 Translacija ravni S
2

Sem centralnih rotacija postoji jox jedna vrsta izometrijskih tran-

sformacija ravni S2 koje se mogu predstaviti kao kompozicija dveju os-

nih refleksija. To su translacije ravni S2.

Definicija 6.17.1. Neka su Sp i Sq osne refleksije ravni S2 qije
su ose p i q upravne na nekoj pravoj s u taqkama P i Q redom i
neka je P ′ = Sq(P ). Translacijom ravni S2 po pravoj s za duж PP ′

nazivamo kompoziciju Sq ◦ Sp. Oznaqavamo je τ−−→
PP ′

.

Primetimo da prave p i q pripadaju istom hiperboliqkom pramenu

pravih sa bazisnom pravom s. Za pravu s kaжemo i da je bazisna prava
translacije. Translacija quva invarijantnost prave s. Pored ove os-

obine, iz navedene definicije sledi:

Teorema 6.17.1. Translacija je direktna izometrijska transforma-
cija ravni S2 i nema invarijantnih taqaka.
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Slika 6.23.

Dokaz. Translacija je direktna izometrijska transformacija kao kom-

pozicija dveju indirektnih transformacija.

Pretpostavimo da je X invarijantna taqka translacije τ−−→
PP ′

= Sq◦Sp.

To znaqi da je Sq ◦ Sp(X) = X, tj.

Sa(X) = X ′, i Sb(X
′) = X.

Dakle, duж (XX ′) bi imala dve simetrale, a to je nemogu�e. Dakle,

translacija τ−−→
PP ′

nema invarijantnih taqaka. �

Teorema 6.17.2. Translacija u ravni S2 je odre�ena ure�enim parom
taqaka. Dva ure�ena para taqaka (X,Y ) i (X ′, Y ′) ravni S2 odre�uju
istu translaciju ako i samo ako su kolinearni, isto orjentisani i
podudarni.

Dokaz ove teoreme analogan je dokazu Teoreme 6.11.1.

Narednim teoremama izvodimo jox neka svojstva translacija ravni S2.

Teorema 6.17.3. Ako je u ravni S2 taqka B sredixte duжi AC, onda
vaжi τ−→

AC
= SB ◦ SA.

Dokaz. Neka je s prava odre�ena taqkama A i C, a ako se taqke A i C
poklapaju, neka je s proizvoƩna prava koja sadrжi taqku A. Oznaqimo

sa a, b i c prave normalne na pravoj s redom u taqkama A, B i C. Vaжi

Sb(A) = C, pa je na osnovu definicije translacije τ−→
AC

= Sb ◦ Sa. Na

osnovu definicije centralne simetrije je SB = Sb ◦ Ss i SA = Ss ◦ Sa.

Dakle, τ−→
AC

= Sb ◦ Sa = Sb ◦ Ss ◦ Ss ◦ Sa = SB ◦ SA, xto je i trebalo

dokazati. �

Narednim dvema teoremama ustanovƩuju se uslovi pod kojima neka

izometrijska transformacija ravni S2 predstavƩa translaciju te ravni.
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Teorema 6.17.4. Ako direktna izometrijska transformacija I ra-
vni S2 nema invarijantnih taqaka, ona predstavƩa translaciju te
ravni.

Dokaz. Kako je je I direktna izometrijska transformacija ravni S2,

to se ona moжe predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija te

ravni. Neka je

I = Sq ◦ Sp. (6.19)

Transformacija I nema invarijantnih taqaka, pa je p ∩ q = ∅. Ako

obeleжimo sa P bilo koju taqku prave p i sa P ′ taqku takvu da je

Sq(P ) = P ′ bi�e

τ−−→
PP ′

= Sq ◦ Sp. (6.20)

Iz relacija (6.19) i (6.20) sledi da je I = τ−−→
PP ′

. �

Teorema 6.17.5. Izometrijska transformacija I ravni S2 predsta-
vƩa translaciju te ravni ako i samo ako se moжe predstaviti kao
kompozicija dveju raznih centralnih refleksija te iste ravni.

Dokaz. Neka najpre izometrijska transformacija I ravni S2 predsta-

vƩa neku translaciju τ−−→
PP ′

, te ravni. Obeleжimo sa Q sredixte duжi

PP ′, sa s pravu odre�enu taqkama P i P ′, a sa p i q prave upravne na

pravoj s redom u taqkama P i Q. Tada imamo da je

τ−−→
PP ′

= Sq ◦ Sp = (Sq ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sp) = SQ ◦ SP .

Obratno, pretpostavimo da izometrijska transformacija I ravni S2

predstavƩa kompoziciju dveju raznih centralnih refleksija. Neka je

npr. I = SQ ◦SP . Obeleжimo sa s pravu odre�enu taqkama P i Q, sa p i

q prave koje su u taqkama P i Q upravne na pravoj s i sa P ′ taqku takvu

da je Sq(P ) = P ′. Tada je

SQ ◦ SP = (Sq ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sp) = Sq ◦ Sp = τ−−→
PP ′

,

qime je dokaz teoreme u potpunosti zavrxen. �

Teorema 6.17.6. (O transmutaciji translacije ravni S2) Ako je
τ−−→
MN

translacija a I bilo koja izometrija ravni S2, tada je

I ◦ τ−−→
MN

◦ I−1 = τ−−−−−−−→
I(M)I(N)

.
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Dokaz. Translacija τ−−→
MN

se moжe prikazati kao kompozicija osnih
refleksija Sm i Sn, pri qemu su prave m i n upravne na pravu MN
respektivno u taqkama M i S, a S je sredixte duжi MN . Prema
tome vaжi

I ◦ τ−−→
MN

◦ I−1 = I ◦ Sn ◦ Sm ◦ I−1 = I ◦ Sn ◦ I−1 ◦ I ◦ Sm ◦ I−1

= SI
n ◦ SI

m = SI(n) ◦ SI(m) = τ−−−−−−−→
I(M)I(N)

a to je i trebalo pokazati. �

Ovaj stav omogu�uje da se ustanove stavovi o komutativnosti
translacije sa ostalim izometrijama.

Nije texko utvrditi da vaжi slede�e tvr�eƬe:

Teorema 6.17.7. Kompozicija parnog broja osnih refleksija ravni S2

qije su ose upravne na nekoj pravoj s predstavƩa koincidenciju ili
translaciju sa osom s.

Teorema 6.17.8. Kompozicija parnog broja centralnih simetrija ra-
vni S2 kojima sredixta pripadaju nekoj pravoj s predstavƩa koinci-
denciju ili translaciju sa osom s.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 6.14.4., kompozicija neparnog broja cen-
tralnih refleksija, qija sredixta pripadaju jednoj pravoj s, je
tako�e centralna refleksija. Dakle, kompozicija parnog broja
centralnih refleksija, qija sredixta pripadaju jednoj pravoj s,
jednaka je kompoziciji dve centralne refleksije. To je prema Teo-
remi 6.17.5. translacija, ako se sredixta te dve centralne re-
fleksije ne poklapaju, odnosno koincidencija ako im se sredixta
poklapaju.

6.18 Klizaju�a refleksija ravni S
2

ProuqavaƬu izometrijskih transformacija ravni S2 kojima se
minimalna simetrijska reprezentacija sastoji od tri osne reflek-
sije prethodi uvo�eƬe naroqite vrste izometrijskih transforma-
cija. To su tzv. translatorne, odnosno klizaju�e refleksije.

Definicija 6.18.1. Translatorna (klizaju�a) refleksija ravni S2

u oznaci G−−→
MN

je kompozicija translacije τ−−→
MN

i osne refleksije
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SMN sa osom MN , tj.

G−−→
MN

= SMN ◦ τ−−→
MN

.

Kompozicija iz definicije je komutativna. Zaista, uzimaju�i
u obzir da je τ−−→

MN
= Sn ◦ Sm, Sm ◦ Sp = Sp ◦ Sm, Sn ◦ Sp = Sp ◦ Sn, gde

je p ≡MN imamo

τ−−→
MN

◦ Sp = Sn ◦ Sm ◦ Sp = Sn ◦ Sp ◦ Sm = Sp ◦ Sn ◦ Sm = Sp ◦ τ−−→MN
.

Pored ove osobine iz definicije neposredno sledi da je G−−→
MN

indirektna izometrijska transformacija.

Teorema 6.18.1. Klizaju�a refleksija G−−→
PP ′

ravni S2 nema invarijan-
tnih taqaka. Ona ima jedinstvenu invarijantnu pravu, to je osa
PP ′ te refleksije.

Dokaz. Prvi deo teoreme dokazujemo indirektnim postupkom. Ako
pretpostavimo da klizaju�a refleksija G−−→

PP ′
poseduje neku invar-

ijantnu taqku X imamo da je SPP ′ ◦ τ−−→
PP ′

(X) = X. Stavimo li da je

τ−−→
PP ′

(X) = X ′, bi�e SPP ′(X ′) = X. S obzirom da translacija SPP ′

ravni S2 nema invarijantnih taqaka bi�e X 6= X ′. Iz relacija
SPP ′(X ′) = X i X 6= X ′ sledi da su taqke X i X ′ s raznih strana
prave PP ′, xto je nemogu�e jer iz relacije τ−−→

PP ′
(X) = X ′ sledi

da prave XX ′ i PP ′ nemaju zajedniqkih taqaka. Stoga klizaju�a
refleksija G−−→

PP ′
ravni S2 nema invarijantnih taqaka. Budu�i da

je prava s na kojoj se nalaze taqke P i P ′ invarijantna u svakoj
od tih transformacija τ−−→

PP ′
i SPP ′, prava s je invarijantna i u

klizaju�oj refleksiji G−−→
PP ′

. Indirektnim postupkom dokazujemo
da je s jedinstvena invarijantna prava transformacije G−−→

PP ′
. Ako

bi transformacija G−−→
PP ′

, sem prave s, posedovala jox neku invar-

ijantnu pravu t, vaжila bi relacija τ−−→
PP ′

◦ SPP ′(t) = t. Neka je T

taqka takva da je T ∈ t i T 6∈ s, zatim T ′ taqka odre�ena relacijom
G−−→
PP ′

(T ) = T ′. Pri tome su taqke T i T ′ s raznih strana prave s,
te prava t seqe pravu s u nekoj taqki S. S obzirom da su u kl-
izaju�oj refleksiji G−−→

PP ′
prave s i t invarijantne, invarijantna je

i Ƭihova preseqna taqka S, xto je prema prvom delu ove teoreme
nemogu�e. �

Teorema 6.18.2. Ako indirektna izometrijska transformacija I ra-
vni S2 nema invarijantnih taqaka, ona predstavƩa klizaju�u reflek-
siju.
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Slika 6.24.

Dokaz. Neka je X proizvoƩna taqka ravni S2 i X ′ Ƭena odgo-
varaju�a taqka (Slika 6.24). S obzirom da izometrija I nema
invarijantnih taqaka, imamo da je X 6= X ′. Ako obeleжimo sa
O sredixte duжi XX ′, bi�e X invarijantna taqka kompozicije
SO ◦ I. Budu�i da je I indirektna i SO direktna izometrijska
transformacija ravni S2, kompozicija SO ◦ I predstavƩa indirek-
tnu izometrijsku transformaciju te ravni. Stoga ona predstavƩa
neku osnu refleksiju Sp qija osa p sadrжi invarijantnu taqku X.
Iz jednakosti SO ◦ I = Sp sledi da je I = SO ◦ Sp. Po pretpostavci,
izometrija I nema invarijantnih taqaka, pa O ne pripada pravoj p.
Obeleжimo sa r pravu ravni S2, koja sadrжi taqku O, a upravna je
na pravoj p, u taqki P , a sa q pravu ravni S2, koja je upravna na
pravoj r u taqki O. Neka je P ′ taqka odre�ena relacijom Sq(P ) = P ′.
Tada imamo da je

I = SO ◦ Sp = Sr ◦ Sq ◦ Sp = SPP ′ ◦ τ−−→
PP ′

= G−−→
PP ′

,

qime je dokaz teoreme zavrxen. �

Teorema 6.18.3. Ako su P i P ′ dve razne taqke neke ravni S2 i s
prava te iste ravni, tada je

G−−→
PP ′

= Ss ◦ SP ako i samo ako Ss(P ) = P ′.

Dokaz. Neka je najpre G−−→
PP ′

= Ss ◦SP . Obeleжimo sa s′ medijatrisu

duжi PP ′ i sa p pravu ravni S2 upravnu na pravu PP ′ u taqki P .
Tada imamo da je

G−−→
PP ′

= τ−−→
PP ′

◦ SPP ′ = Ss′ ◦ Sp ◦ SPP ′ = Ss′ ◦ SP .
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Prema tome Ss = Ss′ pa se ose s i s′ poklapaju. Odavde sledi

Ss(P ) = P ′.

Obratno, neka je Ss(P ) = P ′. Ako obeleжimo sa p pravu koja
pripada ravni S2 i koja je u taqki P upravna na pravoj PP ′, imamo
da je

G−−→
PP ′

= τ−−→
PP ′

◦ SPP ′ = Ss ◦ Sp ◦ SPP ′ = Ss ◦ SP ,

qime je dokaz teoreme u potpunosti zavrxen. �

Teorema 6.18.4. (Osnovna teorema o klizaju�oj refleksiji) Kom-
pozicija triju osnih refleksija ravni S2 u odnosu na prave koje ne
pripadaju jednom pramenu pravih predstavƩa klizaju�u refleksiju rav-
ni S2. Naime ako je I = Sr ◦ Sq ◦ Sp gde prave p, q i r ne pripadaju
jednom pramenu pravih tada je I klizaju�a refleksija.

Slika 6.25.

Dokaz. Izometrijska transformacija I ne moжe imati invarijant-
nih taqaka, jer ako bi imala invarijantnu taqku ona bi predstavl-
jala osnu refleksiju u odnosu na neku pravu koja bi sa pravama
p, q, r qinila pramen xto je nemogu�e jer po pretpostavci prave
p, q, r ne pripadaju istom pramenu (Slika6.25). Neka je S proiz-
voƩna taqka ravni S2 i S′ taqka ravni S2 takva da je I(S) = S′ i
S 6= S′. Neka je O sredixte duжi SS′. U kompoziciji SOI taqka S
je invarijantna, tj. SO ◦ I(S) = S. Indirektna izometrijska tran-
sformacija SO ◦ I ima invarijantnu taqku pa mora predstavƩati
neku osnu refleksiju Sp′ pri qemu S ∈ p′. Iz SO ◦ I = Sp′ sledi
I = SO ◦ Sp′ jer je S2

O = ε. Pri tome taqka O ne pripada pravoj p′

jer bi u suprotnom I predstavƩala neku osnu refleksiju Sr′ qija
je osa r′ upravna na pravoj p′ u taqki O xto je po pretpostavci
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teoreme iskƩuqeno jer bi u tom sluqaju prave p, q i r pripadale
istom pramenu. Obeleжimo sa P podnoжje upravne iz taqke O na
pravu p′ a sa q′ pravu koja sadrжi taqku O i upravna je na pravoj
p. Tada je

I = Sr ◦ Sq ◦ Sp = SO ◦ Sp′ = SOP ◦ Sq′ ◦ Sp′ = SOP τ−−→PP ′
= G−−→

PP ′

a to je i trebalo pokazati. �

Na osnovu svega reqenog nije texko zakƩuqiti da vaжi slede�e
tvr�eƬe.

Teorema 6.18.5. Postoje dve i samo dve vrste indirektnih izome-
trijskih transformacija ravni S2: klizaju�a refleksija i osna re-
fleksija.



Deo 7

Izometrijske transformacije

prostora S
3

7.1 Direktne i indirektne izometrijske

transformacije prostora S
3

U ovom poglavƩu bi�e uvedene i razmatrane specifiqne vrste
izometrijskih transformacija prostora S3. Kao i u sluqaju ra-
vni S2 ustanovi�emo najpre da postoje direktne i indirerektne
izometrijske transformacije tog prostora.

Postoje dve vrste izimetrijskih transformacija prostora S3.
To su direktne izometrijske transformacije koje ne meƬaju ori-
jentaciju prostora S3 i indirektne izometrijske transformacije
koje meƬaju orijentaciju tog prostora.

Jasno je da identiqna transformacija prostora S3 predstavƩa
direktnu izometrijsku transformaciju.

Pomenimo jox i slede�e tvr�eƬe

Teorema 7.1.1. Kompozicija sastavƩena iz dveju direktnih ili dve-
ju indirektnih izometrijskih transformacija prostora S3 uvek pred-
stavƩa direktnu izometrijsku transformaciju tog prostora. Kom-
pozicija sastavƩena iz jedne direktne i jedne indirektne transfor-
macije prostora S3 uvek predstavƩa indirektnu izometrijsku tran-
sformaciju.

Ta osobina omogu�uje da ustanovimo da vaжi i slede�e tvr�eƬe:

193
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Teorema 7.1.2. Skup svih direktnih izometrijskih transformacija
prostora S3 predstavƩa nekomutativnu podgrupu grupe G(I) svih
izometrijskih transformacija prostora S3.

Definicija 7.1.1. Podgrupu iz prethodne teoreme nazivamo gru-
pom direktnih izometrijskih transformacija prostora S3 i sim-
boliqki obeleжavamo G(I+).

Direktne i indirerektne izometrijske transformacije pros-
tora S3 predstavƩaju samo jedan naqin podele izometrijskih tran-
sformacija tog prostora. Klasifikaciji tih transformacija mo-
жemo pristupiti na potpuno drugaqiji naqin. Kada smo razma-
trali tvr�eƬe prema kome izometrijska transformacija sa qetiri
nekomplanarne invarijantne taqke predstavƩa koincidenciju, bilo
je prirodno postaviti pitaƬe koje su to neidentiqne izometrijske
transformacije tog prostora koje poseduju tri nekolinearne inva-
rijantne taqke, odnosno dve, jednu ili nula invarijantnih taqaka.

7.2 Ravanska refleksija prostora S
3

U ovm odeƩku posebnu paжƬu �emo posvetiti upravo na nei-
denti qne izometrijske transformacije prostora S3 koje imaju tri
nekolinearne invarijantne taqke, i prema tome po jednu ravan ko-
joj su sve taqke invarijantne. Takve transformacije nazva�emo
ravanskim refleksijama.

Definicija 7.2.1. Refleksijom u odnosu na ravan π nazivamo nei-
dentiqnu transformaciju Sπ prostora S3 kojoj je svaka taqka ravni
π invarijantna. Ravan π nazivamo osnovom te ravanske refleksije.

Iz definicije ravanskih refleksija neposredno zakƩuqujemo
da ravanska refleksija Sπ prostora S3 van ravni π nema invari-
jantnih taqaka, jer bi u suprotnom bila koincidencija.

Tako�e, vaжi i slede�e tvr�eƬe:

Teorema 7.2.1. Ako u ravanskoj refleksiji Sπ prostora S3 taqki
X ∈ S3 odgovara neka taqka X ′ ∈ S3, X ′ 6= X, tada je π medijalna
ravan duжi XX ′.



7.2. Ravanska refleksija prostora S3 195

Dokaz. Obeleжimo sa A, B, C tri nekolinearne taqke ravni π.
Tada je

AX ∼= AX ′, BX ∼= BX ′, CX ∼= CX ′.

Sledi da svaka od taqaka A, B, C pripada medijalnoj ravni π′ duжi
XX ′. Kako su taqke A, B, C nekolinearne, one odre�uju taqno jednu
ravan, pa je π ≡ π′. �

Iz ovih osobina neposredno sledi tvr�eƬe:

Teorema 7.2.2. Ravanska refleksija je jednoznaqno odre�ena svojom
osnovom π ili pak jednim parom X i X ′, X 6= X ′ odgovaraju�ih taqaka.

Navodimo jox nekoliko vaжnijih osobina ravanske refleksije
prostora S3.

Teorema 7.2.3. Ravanska refleksija Sπ prostora S3 je indirektna
izometrijska transformacija.

Slika 7.1.

Dokaz. Oznaqimo sa A, B, C tri nekolinearne taqke ravni π,
a sa D proizvoƩnu taqku van ravni π i sa D′ taqku takvu da je
D′ = Sπ(D). Tada je D 6= D′ i π je medijalna ravan duжi DD′

(Slika 7.1). Dakle, taqke D i D′ su sa raznih strana ravni π
te su odgovaraju�i tetraedri ABCD i ABCD′ suprotnosmerni.
Znaqi, ravanska refleksija Sπ je indirektna izometrijska tran-
sformacija. �

Teorema 7.2.4. Ravanska refleksija Sπ prostora S3 je involuciona
izometrijska transformacija.
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Dokaz. Oznaqimo sa X proizvoƩnu taqku prostora S3, a sa X ′, X ′′

taqke takve da je

Sπ(X) = X ′ i Sπ(X
′) = X ′′.

Ako je X ∈ π, dokaz je trivijalan. Neka je X /∈ π. U tom sluqaju
je X 6= X ′ i X ′ 6= X ′′. Znaqi, osnova π ravanske refleksije Sπ je
medijalna ravan svake od duжi XX ′ i X ′X ′′, pa zakƩuqujemo da
je X ≡ X ′′. Ovim smo dokazali da je S2

π = ε, tj. da je ravanska
refleksija Sπ involuciona transformacija. �

Teorema 7.2.5. Ako indirektna izometrijska transformacija I pro-
stora S3 ima dve razne invarijantne taqke A i B, ona predstavƩa
neku ravansku refleksiju Sπ prostora S3 pri qemu osnova π sadrжi
obe taqke A i B.

Slika 7.2.

Dokaz. S obzirom na to da je I indirektna a ε direktna izomet-
rijska transformacija, mora biti I 6= ε. Prema tome, postoji u
prostoru S3 taqka P takva da je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Pri tome
je PA ∼= P ′A i PB ∼= P ′B, odakle sledi da svaka od taqaka A i
B pripada medijalnoj ravni π duжi PP ′ (Slika 7.2). Kako su
Sπ i I indirektne izometrijske transformacije, to Ƭihova kom-
pozicija Sπ ◦ I predstavƩa direktnu izometrijsku transformaciju
prostora S3. Ta direktna izometrijska transformacija poseduje
tri invarijantne nekolinearne taqke A,B, P , pa prema tome ona
predstavƩa koincidenciju. Dakle Sπ ◦ I = ε, a odavde je I = Sπ. �

Teorema 7.2.6. Ako je Sπ ravanska refleksija prostora S3 i p prava
tog prostora, a ne pripada ravni π, tada je

Sπ(p) = p ako i samo ako p ⊥ π.
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Dokaz. Neka je Sπ(p) = p. Tada je π ∩ p 6= ∅, jer bi u suprotnom
istovetne prave p i Sπ(p) bile sa raznih strana ravni π, a to je
naravno nemogu�e. Dakle, prava p prodire ravan π. Oznaqimo sa
O tu prodornu taqku. Ako je P taqka prave p takva da vaжi P 6= O
i P ′ = Sπ(P ), tada da je P 6= P ′ i P ′ ∈ p. To znaqi da je π medijalna
ravan duжi PP ′ tj. p ⊥ π.

Obratno, neka je p ⊥ π i p ∩ π = O. Tada je Sπ(p) = p. Zaista,
ako je P taqka prave p, P 6= O i P ′ = Sπ(P ),tada je P 6= P ′. Dakle
π je medijalna ravan duжi PP ′ pa je PP ′ ⊥ π. SSledi P ′ ∈ p, a
odavde zakƩuqujemo da je Sπ(p) = p.

Teorema 7.2.7. Ako su Sα i Sβ dve ravanske refleksije prostora S3

sa raznim osnovama α i β , a X taqka tog istog prostora, tada je

Sβ ◦ Sα(X) = X ako i samo ako X ∈ α ∩ β.

Dokaz. Neka je Sβ ◦ Sα(X) = X. Oznaqino sa X ′ taqku prostora
S3, takvu da je Sα(X) = X ′. Tada je Sβ(X

′) = X. Dokaжimo da se
taqke X i X ′ poklapaju. Ako bi bilo X 6= X ′, tada bi postojale
dve razne medijalne ravni α i β duжi XX ′ xto je kontradikcija.
Dakle X ≡ X ′, pa je Sα(X) = X i Sβ(X) = X, odakle sledi da je X
zajedniqka taqka ravni α i β.

Obratno, neka je X zajedniqka taqka ravni α i β. Tada X ∈ α
i X ∈ β, odakle je Sα(X) = X i Sβ(X) = X, tj. Sβ ◦ Sα(X) = X. �

Teorema 7.2.8. (O transmutaciji ravanske refleksije) Ako je Sπ

ravanska refleksija prostora S3 i I proizvoƩna izometrijska tran-
sformacija tog prostora tada je SI

π = SI(π).

Dokaz. Neka je π′ = I(π) i neka je P ′ ∈ π′ proizvoƩna taqka. Tada
postoji taqka P ravni π takva da je P ′ = I(P ). Tada je,

Sπ ◦ I−1(P ′) = I−1(P ′).

Odavde sledi

I ◦ Sπ ◦ I−1(P ′) = I ◦ I−1(P ′) = ε(P ′) = P ′.

Dakle, sve taqke ravni π′ su invarijantne u kompoziciji

I ◦ Sπ ◦ I−1.
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Kako je jox ta kompozicija indirektna transformacija prostora
S3, to ona predstavƩa ravansku refleksiju Sπ′. Prema tome, do-
bili smo

I ◦ Sπ ◦ I−1 = SI(π),

a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 7.2.9. U prostoru S3 dve ravanske refleksije Sα i Sβ sa
raznim osnovama α i β komutiraju ako i samo ako su im osnove me�u
sobom upravne.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je Sβ ◦ Sα = Sα ◦ Sβ. Tada je

Sβ ◦ Sα ◦ Sβ = Sα. (7.1)

Oznaqimo sa α′ ravan odre�enu sa Sβ(α) = α′. Tada prema Teoremi
7.2.8. nalazimo da je

Sβ ◦ Sα ◦ Sβ = S ′
α. (7.2)

Sada iz jednakosti (7.1) i (7.2) sledi da je Sα = S ′
α, tj. α = α′, a

odavde α = Sβ(α). Odavde, uzimaju�i u obzir da je α 6= β zakƩuqu-
jemo da je ravan α upravna na ravan β.

Obratno, neka je sada ravan α upravna na ravan β. Odavde
sledi da je Sβ(α) = α, te prema teoremi o transmutaciji ravanske
refleksije Sα ravanskom refleksijom Sβ, dobijamo da je

Sβ ◦ Sα ◦ Sβ = Sα tj. Sβ ◦ Sα = Sα ◦ Sβ .

Na taj naqin je dokaz teoreme u potpunosti zavrxen. �

7.3 PredstavƩaƬe izometrijskih

transformacija prostora S
3 pomo�u

ravanskih refleksija

U ovom odeƩku bi�e ustanovƩena jedna znaqajna osobina izo-
metrijskih transformacija apsolutnog prostora S3. To je osobina
prema kojoj se svaka izometrijska transformacija tog prostora
moжe predstaviti u obliku kompozicije konaqnog broja ravanskih
refleksija. Istovremeno �e biti dokazano da minimalan broj ra-
vanskih refleksija pomo�u kojih se moжe predstaviti proizvoƩna
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unapred zadata izometrijska transformacija I prostora S3, nije
ve�i od qetiri. Ovo svojstvo omogu�uje da pomo�u ravanskih re-
fleksija izgradimo i celu teoriju izometrijskih transformacija
najpre apsolutnog prostora S3, a zatim i euklidskog prostora E3.

Teorema 7.3.1. Svaka izometrijska transformacija I prostora S3

moжe se predstaviti kao kompozicija najvixe qetiri ravanske re-
fleksije tog prostora.

Dokaz. S obzirom na maksimalan broj linearno nezvisnih taqaka
invarijantnih u izometriji I prostora S3 mogu nastupiti pet ra-
zliqita sluqaja.

(i) Izometrija I ima bar qetiri nekomplanarne invarijantne taqke.
Oznaqimo ih sa A, B, C i D. Tada je I(A) = A, I(B) = B, I(C) = C,
I(D) = D. Prema osnovnom stavu o izometrijskim transformaci-
jama prostora S3 takva izometrijska transformacija predstavƩa
koincidenciju prostora S3, tj. I = ε. Kako je Sπ involuciona izo-
metrijska transformacija, sledi I = Sπ ◦ Sπ, tj. u ovom sluqaju I
je predstavƩena kao kompozicija dve ravanske refleksije.

Slika 7.3.

(ii) Izometrija I raspolaжe sa tri nekolinearne invarijantne taq-
ke, oznaqimo ih sa A, B i C. Van ravni odre�enoj taqkama A, B
i C izometrija I nema invarijantnih taqaka, pa je I 6= ε. Prema
tome postoji taqka X prostora S3 takva da je I(X) = X ′ i X 6= X ′

(Slika 7.3). Oznaqimo sa π medijalnu ravan duжi XX ′. Kako je
AX = AX ′, BX = BX ′ i CX = CX ′ sledi da taqke A, B i C pripa-
daju ravni π. Kompozicija Sπ ◦ I ima qetiri invarijantne nekom-
planarne taqke A,B,C i X pa predstavƩa koincidenciju. Dakle
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Sπ ◦ I = ε, odakle je

I = Sπ.

Slika 7.4.

(iii) Izometrija I raspolaжe sa dve razne inarijantne taqke, oz-
naqimo ih sa A i B. Van prave odre�ene taqkama A i B izomet-
rija I nema invarijantnih taqaka, pa je I 6= ε. Prema tome postoji
taqka X van prave AB prostora S3 takva da je I(X) = X ′ i X 6= X ′

(Slika 7.4). Oznaqimo sa π medijalnu ravan duжi XX ′. Kako je
AX = AX ′ i BX = BX ′ sledi da taqke A i B pripadaju ravni
π. Kompozicija Sπ ◦ I ima tri invarijantne nekolinearne taqke
A,B i X pa prema prethodnom sluqaju predstavƩa neku ravansku
refleksiju Sπ′. Dakle Sπ ◦ I = Sπ′, odakle je

I = Sπ ◦ Sπ′ .

Slika 7.5.
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(iv) Izometrija I raspolaжe sa jednom invarijantnom taqkom A.
Postoji taqka X prostora S3 razliqita od taqke A takva da je
I(X) = X ′ i X 6= X ′ (Slika 7.5). Oznaqimo sa π medijalnu ravan
duжi XX ′. Kako je AX = AX ′ sledi da taqka A pripada ravni
π. Kompozicija Sπ ◦ I ima dve razne invarijantne taqke A i X pa
prema prethodnom sluqaju predstavƩa kompoziciju dve ravanske
refleksije Sπ′ i Sπ′′. Dakle Sπ ◦ I = Sπ′ ◦ Sπ′′, odakle je

I = Sπ ◦ Sπ′ ◦ Sπ′′ .

(v) Ostaje nam da razmotrimo sluqaj kada izometrija I nema in-
varijantnih taqaka. Postoji taqka X prostora S3 takva da je
I(X) = X ′ i X 6= X ′. Oznaqimo sa π medijalnu ravan duжi XX ′.
Kompozicija Sπ ◦I ima invarijantnu taqku X pa prema prethodnom
sluqaju predstavƩa kompoziciju tri ravanske refleksije Sπ′, Sπ′′

i Sπ′′′. Dakle Sπ ◦ I = Sπ′ ◦ Sπ′′ ◦ Sπ′′′, odakle je

I = Sπ ◦ Sπ′ ◦ Sπ′′ ◦ Sπ′′′ .

Time je dokaz teoreme u potpunosti zavrxen. �

Napomena. Vaжi�e i generalizacija ovakve teoreme za n-dimenzi-
oni prostor pri qemu �e svaka izometrija I prostora Sn mo�i da
se prikaжe kao kompozicija najvixe n+ 1 hiperravanskih reflek-
sija, pri qemu pod pojmom hiperravanske refleksije podrazumevamo
neidentiqnu izometriju koja quva invarijantnim n− 1 dimenzioni
podprostor prostora Sn, taqku po taqku.

Definicija 7.3.1. Reprezentaciju izometrijske transformacije
prostora S3 sa minimalnim brojem ravanskih refleksija nazivamo
minimalnom ili optimalnom reprezentacijom.

7.4 Pramen ravni. Snop ravni. Snop pravih

prostora S
3

Definicija 7.4.1. Skup X ravni prostora S3 predstavƩa pramen
ravni ako za tri proizvoƩne ravni α, β i γ skupa X , kompozicija
tri ravanske refleksije Sγ ◦ Sβ ◦ Sα predstavƩa ravansku reflek-
siju Sδ.

Svojstva pramena ravni u prostoru S3 potpuno su analogna svo-
jstvima pramena pravih prostora S2.
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Slika 7.6.

Definicija 7.4.2. Pramen ravni u S3 nazivamo koaksijalnim ili
eliptiqkim ako se sve ravni tog pramena seku po jednoj pravoj
(Slika 7.6 (a)). Pramen ravni u S3 nazivamo ortogonalnim ili
hiperboliqkim ako su sve ravni tog pramena upravne na jednoj pra-
voj (Slika 7.6 (b)).

Definicija 7.4.3. Skup Y pravih prostora S3 predstavƩa snop
pravih ako su svake dve prave iz tog skupa komplanarne. Ravni
odre�ene parovima pravih nekog snopa nazivamo ravnima tog snopa
pravih. Skup svih ravni nekog snopa pravih nazivamo snopom ra-
vni.

U apsolutnoj geometriji razlikujemo dve vrste snopova pravih.

Definicija 7.4.4. Skup svih pravih koje se seku u istoj taqki
prostora S3 predstavƩa snop koji nazivamo konkurentnim ili elip-
tiqkim snopom pravih prostora S3. Skup svih pravih upravnih na
istu ravan nekog prostora S3 predstavƩa snop koji nazivamo or-
togonalnim ili hiperboliqkim snopom pravih prostora S3.

Pomenutim snopovima pravih odgovaraju snopovi ravni. Stoga
u prostoru S3 imamo dve vrste snopova ravni.

7.5 Osna rotacija prostora S
3

Ve� smo pomenuli da se izuqavaƬu sloжenih vrsta izometrij-
skih transformacija apsolutnog prostora S3 a kasnije i euklid-
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skog prostora E3 moжe pristupiti razmatraƬem specifiqnih ob-
lika Ƭihovih minimalnih simetrijskih reprezentacija. Pridrжa-
vaju�i se dosledno tog naqela ustanovi�emo postupno sve pos-
toje�e vrste izometrijskih transformacija apsolutnog prostora
S3 a kasnije i euklidskog prostora E3 i izvesti Ƭihove najvaжnije
osobine. Najpre �emo se pozabaviti osnom rotacijom.

Slika 7.7.

Definicija 7.5.1. Neka su Sα i Sβ ravanske refleksije prostora
S3 qije se osnove α i β seku po nekoj pravoj s i neka je ω dvostruki
orjentisani ugao izme�u ravni α i β (Slika 7.7). Osnom rotacijom
prostora S3 oko prave s za ugao ω nazivamo transformaciju

Rs,ω = Sβ ◦ Sα.

Prava s je osa rotacije, a orjentisani ugao ω ugao rotacije.

Kako je ravanska refleksija indirektna izometrijska transfor-
macija, osna rotacija je kao kompozicija dveju ravanskih reflek-
sija direktna izometrija. Nije texko ustanoviti da je osnoj ro-
taciji Rs,ω invarijantna svaka taqka prave s i da van prave s ta
transformacija nema invarijantnih taqaka. Ako u osnoj rotaciji
Rs,ω ugao ω nije opruжen, s je jedina invarijantna prava ove tran-
sformacije dok su invarivarijantne jedino ravni upravne na osu s.
Ako je u osnoj rotaciji ugao ω opruжen, tada sem prave s postoji
neograniqeno mnogo pravih koje su invarijantne i to su prave koje
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seku pravu s pod pravim uglom. U tom sluqaju sem ravni koje su
upravne na pravu s postoji jox neograniqeno mnogo invarijantnih
ravni, to su ravni koje sadrжe pravu s.

S obzirom da su u osnoj rotaciji prostora S3 invarijantne
jedino taqke ose s, dve osne rotacije prostora S3 mogu biti jednake
samo u sluqaju ako imaju zajedniqku osu. Nije texko dokazati
da je osna rotacija Rs,ω jednoznaqno odre�ena pravom s i uglom
rotacije ω.

Teorema 7.5.1. Skup Rs koji se sastoji od identiqne transforma-
cije i svih osnih rotacija prostora S3 koje imaju zajedniqku osu s
predstavƩa grupu.

Dokaz. Neka su Rs,α i Rs,β dve proizvoƩne osne rotacije iz skupa Rs.
Oznaqimo sa π proizvoƩnu ravan koja sadrжi pravu s. Neka su µ
i ν ravni odre�ene sa Rs,α = Sπ ◦ Sµ i Rs,β = Sν ◦ Sπ. Dakle, ravni
µ i ν seku ravan π po pravoj s. To znaqi da ravni mu i nu sadrжe
pravu s, pa se one poklapaju ili se seku po pravoj s. DaƩe vaжi

Rs,β ◦ Rs,α = Sν ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sµ = Sν ◦ Sµ.

Razmotrimo ponaosob obe mogu�nosti za ravni µ i ν:
(i) Ako se ravni µ i ν poklapaju, onda je Sν ◦ Sµ = ε.
(ii) Ako se ravni µ i ν seku po pravoj s, onda je Sν ◦ Sµ = Rs,γ.

U oba sluqaja je Rs,β ◦ Rs,α ∈ Rs.

Neka je sada Rs,ω proizvoƩna osna rotacija iz skupa Rs. Oz-
naqino sa µ i ν ravni prostora S3 takve da vaжi Rs,ω = Sν ◦ Sµ.
Tada je

R−1
s,ω = (Sν ◦ Sµ)

−1 = S−1
µ ◦ S−1

ν = Sµ ◦ Sν = Rs,−ω.

Dakle ako Rs,ω ∈ Rs tada i R−1
s,ω ∈ Rs.

Kako elementi skupa Rs predstavƩaju istovremeno i elemente
grupe G(I) svih izometrijskih transformacija prostora S3, to je
Rs podgrupa grupe G(I). Dakle, Rs predstavƩa grupu u odnosu na
operaciju ◦ slagaƬa preslikavaƬa. �

Definicija 7.5.2. Grupu koja se sastoji od identiqkog preslika-
vaƬa i svih osnih rotacija sa zajedniqkom osom s nazivamo grupom
osnih rotacija prostora S3 oko prave s i simboliqki je oznaqavamo
sa G(Rs).
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Teorema 7.5.2. Grupa G(Rs) je komutativna.

Dokaz. Neka je π ravan koja sarжi pravu s a µ i ν ravni takve da
je Rs,α = Sπ ◦ Sµ i Rs,β = Sν ◦ Sπ. Korx�eƬem prethodnih relacija
dobijamo

Rs,β ◦ Rs,α = Sν ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sµ = Sν ◦ Sµ. (7.3)

i
Rs,α ◦ Rs,β = Sπ ◦ Sµ ◦ Sν ◦ Sπ. (7.4)

Ravni µ i ν seku ravan π po istoj pravoj s. To znaqi da ravni
µ, ν i π pripadaju istom koaksijalnom pramenu ravni Ls. Dakle,
kompozicija Sπ ◦ Sµ ◦ Sν predstavƩa neku ravansku refleksiju, koja
je involuciona transformacija prostora S3 pa je Ƭen kvadrat ko-
incidencija. Dakle, Sπ ◦ Sµ ◦ Sν ◦ Sπ ◦ Sµ ◦ Sν = ε, tj.

Sπ ◦ Sµ ◦ Sν ◦ Sπ = Sν ◦ Sµ. (7.5)

Upore�ivaƬem relacija (7.3), (7.4) i (7.5) dobijamo

Rs,α ◦ Rs,β = Rs,β ◦ Rs,α,

tj. vaжi komutativnost. �

Teorema 7.5.3. (Dalamber,1 1743) Svaka direktna izometrijska
transformacija I prostora S3 koja ima jednu invarijantnu taqku
O predsravƩa koincidenciju ε ili neku osnu rotaciju Rs,ω qija osa s
sadrжi taqku O.

Dokaz. U sluqaju kada je I = Sπ ◦ Sπ = ε dokaz sledi neposredno.
Pretpostavimo da je I 6= ε. Tada u S3 postoji taqka P takva da
je I(P ) = P ′ i P 6= P ′. Neka je π1 medijalna ravan duжi PP ′.
Kompozicija Sπ1

◦I je direktna izometrijska transformacija i ima
dve invarijantne taqke O i P , O 6= P pa predstavƩa neku ravansku
refleksiju Sπ2

. Iz Sπ2
= Sπ1

◦ I sledi I = Sπ1
◦ Sπ2

, pri qemu
se ravni π1 i π2 seku po pravoj OP Ako tu pravu obeleжimo sa
s a dvostruki orjentisani ugao izme�u ravni π1 i π2 sa ω, bi�e
I = Rs,ω. �

Teorema 7.5.4. (O transmutaciji osnih rotacija) Ako je Rs,ω osna
rotacija prostora S3 i I proizvoƩna izometrija istog prostora,
tada je

RI
s,ω = RI(s),I(ω).

1Жan le Ron d’Alamber (1717-1783) francuski matematiqar, fiziqar i filozof.
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Dokaz. Neka su µ i ν ravni prostora S3 takve da vaжi

Rs,ω = Sν ◦ Sµ.

Tada se ravni µ i ν o seku po pravoj s pri qemu je ∡(µ, ν) = 1
2ω.

Neka su zatim µ′ i ν ′ ravni prostora S3 takve da je µ′ = I(µ) i
ν ′ = I(ν). Tada se ravni µ′ i ν ′ seku po pravoj s′ = I(s) pod uglom
∡(µ′, ν ′) = 1

2ω
′. U daƩem dokazu primeni�emo teoremu o trans-

mutaciji ravanskih refleksija. Tada

I ◦ Rs,ω ◦ I−1 = I ◦ (Sν ◦ Sµ) ◦ I
−1 = Sν′ ◦ Sµ′ = Rs′,ω′ ,

qime je dokaz teoreme zavrxen. �

Teorema 7.5.5. Osna rotacija Rs,ω i ravanska refleksija Sπ pros-
tora S3 su dve komutativne transformacije ako i samo ako je prava
s upravna na ravni π.

Dokaz. Neka je najpre da je Sπ ◦ Rs,ω = Rs,ω ◦ Sπ tj.

Sπ ◦ Rs,ω ◦ Sπ = Rs,ω. (7.6)

Ako obeleжimo sa s′ pravu koja u ravanskoj refleksiji odgovara
pravoj s i sa ω′ ugao koji u toj istoj refleksiji odgovara uglu ω,
primenom teoreme o transmutaciji osnih refleksija dobijamo

Sπ ◦ Rs,ω ◦ Sπ = Rs′,ω′ . (7.7)

Iz (7.6) i (7.7) sledi da je Rs,ω = Rs′,ω′. Dakle, ose s i s′ se
poklapaju, a orijentisani uglovi ω i ω′ su podudarni i istosmerni.
To je mogu�e samo u sluqaju ako je s ⊥ π

Obratno, neka je s ⊥ π. Oznaqimo sa s′ pravu za koju vaжi
s′ = Sπ(s) a sa ω′ ugao za koji je ω′ = Sπ(ω). Tada �e se prave
s i s′ poklapati, a orijentisani uglovi ω i ω′ bi�e podudarni i
istosmerni, pa je Rs,ω = Rs′,ω′ . Sada, primenom teoreme o trans-
mutaciji osnih rotacija, dobijamo da je

Sπ ◦ Rs,ω = Sπ ◦ Rs,ω ◦ Sπ ◦ Sπ = Rs′,ω′ ◦ Sπ = Rs,ω ◦ Sπ,

tj. Sπ ◦ Rs,ω = Rs,ω ◦ Sπ, a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 7.5.6. Dve osne rotacije Ra,α i Rb,β prostora S3, pri qemu
uglovi α i β nisu opruжeni uglovi, su komutativne ako i samo ako
se ose a i b tih rotacija poklapaju.
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Dokaz. Neka je Rb,β ◦ Ra,α = Ra,α ◦ Rb,β. Tada je

Rb,β ◦ Ra,α ◦R−1
b,β = Ra,α. (7.8)

Ako je Rb,β(a) = a′, Rb,β(α) = α′ prema teoremi o transmutaciji
osnih rotacija imamo da je

Rb,β ◦ Ra,α ◦R−1
b,β = Ra′,α′ . (7.9)

Iz ove jednakosti (7.8) i (7.9) sledi da je Ra,α = Ra′,α′. Prema
tome, prave a i a′ se poklapaju, a uglovi α i α′ podudarni i is-
tosmerni, xto je mogu�e samo u sluqaju kada se prave a i b pok-
lapju.

Obratno tvr�eƬe ve� smo dokazali Teoremom 7.5.2.

Ono se moжe dokazati na jox jedan naqin. Pretpostavimo, da se
prave a i b poklapaju. Ako je Rb,β(a) = a′ i Rb,β(α) = α′, prave
a i a′ �e se poklapati, a uglovi α i α′ bi�e podudarni i is-
tosmerni. Dakle, bi�e Ra,α = Ra′,α′ . Sada,primenom teoreme o
transmutaciji osnih rotacija zakƩuqujemo da je Rb,β ◦Ra,α ◦R−1

b,β =
Ra,α tj.

Rb,β ◦ Ra,α = Ra,α ◦ Rb,β ,

a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 7.5.7. (Ojler2, 1765) Kompozicija dveju osnih rotacija pro-
stora S3, kojima se ose seku u nekoj taqki O, predstavƩa osnu rota-
ciju qija osa sadrжi taqku O.

Dokaz. Neka su Ra,α i Rb,β osne rotacije prostora S3, kojima se ose
a i b seku u taqki O. Oznaqimo sa π ravan odre�enu pravima a i b.
Neka su zatim µ i ν ravni takve da je Ra,α = Sπ ◦Sµ i Rb,β = Sν ◦Sπ.
Tada kompoziciju osnih rotacija Ra,α i Rb,β moжemo napisati u
obliku

Rb,β ◦ Ra,α = Sν ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sµ = Sν ◦ Sµ.

S obzirom na to da ravni µ i ν seku ravan π po dvema raznim
pravama a i b, sledi da je µ 6= ν. Dakle, dve razne ravni µ i ν
imaju zajedniqku taqku O, pa prema tome one imaju i zajedniqku

2Leonard Ojler (1707-1783) xvajcarski matematiqar i fiziqar. Ojler je doxao

do velikih otkri�a u potpuno razliqitim oblastima kao xto su matematiqka anal-

iza i teorija grafova.
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pravu c. Znaqi, kompozicija Sν ◦Sµ predstavƩa neku osnu rotaciju
prostora S3 �

Primedba. Ojlerova teorema predstavƩa specijalan sluqaj Da-
lamberove, me�utim Ojleru nije bila poznata Dalamberova teo-
rema.

Osna rotacija prostora S3 omogu�uje da se definixu speci-
fiqne vrste simetrija prostora S3.

7.6 Osna simetrija reda n prostora S
3

Definicija 7.6.1. U prostoru S3 lik Φ raspolaжe osnom simetri-
jom reda n ako postoji osna rotacija Rs, 4R

n
takva da je Rs, 4R

n
(Φ) = Φ

pri qemu je n ∈ Z+ ili je n racionalan broj oblika p
q
gde su p i q

uzajamno prosti. Prava s predstavƩa osu navedene simetrije reda
n.

Osobine osne simetrije reda n analogne su osobinama centralne
simetrije ravni S2 reda n.

Teorema 7.6.1. Ako prostorni lik Φ raspolaжe osnom simetrijom
reda n, n ∈ N i n je deƩiv celim pozitivnim brojem m, m > 1, tada
lik Φ raspolaжe i osnom simetrijom reda m.

Teorema 7.6.2. Osna simetrija reda n lika Φ je periodiqna tran-
sformacija. Period k te transformacije odre�en je relacijom k = n
ili k = p u zavisnosti od toga da li je n ceo broj ili je oblika p/q,
gde su p i q uzajamno prosti brojevi.

Specijalno za n = 2 osnu simetriju reda dva nazivamo jednos-
tavno osnom simetrijom prostora S3. Svojstva osne simetrije pro-
stora S3 u potpunosti su analogna svojstvima centralne simetrije
ravni S2.

Primetimo da osnu refleksiju Ss prostora S3 moжemo predsta-
viti kao kompoziciju dve ravanske refleksije Sα i Sβ, pri qemu
su ravni α i β ortogonalne me�usobno i imaju zajedniqku pravu s

Odavde neposredno sledi da osna refleksija Ss prostora S3

predstavƩa osnu rotaciju kojoj je ugao rotacije jednak 2R. Dakle,
osna refleksija predstavƩa direktnu izometrijsku transforma-
ciju prostora S3 kojoj su invarijantne jedino taqke ose s. Nije
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texko dokazati da je u osnoj refleksiji Ss prostora S3 invari-
jantna svaka ravan koja sadrжi osu s, kao i svaka ravan koja je
upravna na osi s. U ravni koja sadrжi osu s osna refleksija Ss

indukuje osnu refleksiju, a u ravni koja je upravna na osi s osna
refleksija Ss indukuje centralnu refleksiju.

Teorema 7.6.3. Osna refleksija Ss prostora S3 je involuciona tran-
sformacija.

Dokaz. Neka su α i β dve ravni prostora S3 takve da imaju neprazan
presek i da su me�usobno ortogonalne. Iz ortogonalnosti ravni
α i β sledi

S2
s = (Sβ ◦ Sα) ◦ (Sβ ◦ Sα) = (Sβ ◦ Sα) ◦ (Sα ◦ Sβ) = ε,

qime je dokaz teoreme zavrxen. �

Teorema 7.6.4. Ravanska refleksija Sπ i osna refleksija Sp pros-
tora S3, pri qemu osa p ne pripada osnovi π, predstavƩaju dve ko-
mutativne izometrijske transformacije ako i samo ako je prava p
upravna na ravan π.

Dokaz. Neka je najpre Sπ ◦ Sp = Sp ◦ Sπ tj.

Sπ ◦ Sp ◦ Sπ = Sp. (7.10)

Neka je sada p′ prava za koju vaжi Sπ(p) = p′. Na osnovu teoreme o
transmutaciji osne refleksije Sp ravanskom refleksijom Sπ sledi

Sπ ◦ Sp ◦ Sπ = Sp′ . (7.11)

Iz jednakosti (7.10) i (7.11) sledi da je Sp = Sp′, a odavde p ≡ p′.
Kako prava p ne pripada ravni π relacija p ≡ p′ vaжi samo u
sluqaju kada je prava p upravna na ravan π.

Obratno, neka je p ⊥ π. Odavde sledi da je Sπ(p) = p, pa na
osnovu teoreme o transmutaciji osne refleksije Sp ravanskom re-
fleksijom Sπ imamo da je Sπ ◦Sp ◦Sπ = Sp, odakle neposredno sledi
Sπ ◦ Sp = Sp ◦ Sπ, a to je i trebalo dokazati. �
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7.7 Osnorotaciona refleksija prostora S
3

U dosadaxƬim izlagaƬima upoznali smo samo jednu vrstu in-
direktnih izometrijskih transformacija prostora S3. To su ra-
vanske refleksije tog prostora. Po definiciji one predstavƩaju
neidentiqne izometrijske transformacije koje raspolaжu ravn-
ima qije su sve taqke invarijantne. to znaqi da svaka ravan-
ska refleksija poseduje beskonaqno mnogo invarijantnih taqaka.
Uvex�emo indirektne izometrijske transformacije koje poseduju
samo po jednu invarijantnu taqku. ƫima prethodi uvo�eƬe nove
vrste indirektnih izometrijskih transformacija, tzv. osnorota-
cionih refleksija prostora S3.

Slika 7.8.

Definicija 7.7.1. Kompoziciju jedne osne rotacije Rs,ω i jedne
ravanske refleksije Sπ prostora S3 pri qemu je prava s upravna
na ravan π nazivamo osnorotacionom refleksijom prostora S3 i
obeleжavamo je sa Rπ;s,ω. Ravan π zovemo osnovom a orijentisani
ugao ω uglom osnorotacione refleksije Rπ;s,ω, dok preseqnu taqku S
prave s sa ravni π nazivamo sredixtem osnorotacione refleksije
prostora S3.

Iz definicije neposredno sledi da je osnorotaciona refleksija
Rπ;s,ω prostora S3 jednoznaqno odre�ena osnovom π, osom s i orijen-
tisanim uglom ω. S obzirom da je osna rotacija direktna, a ravan-
ska refleksija indirektna izometrijska transformacija, Ƭihova
kompozicija, prema tome i osnorotaciona refleksija predstavƩa
indirektnu izometrijsku transformaciju prostora S3. Nije texko
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dokazati da osnorotaciona refleksija Rπ;s,ω prostora S3 poseduje
samo jednu invarijantnu taqku, to je taqka S koja se dobija u pre-
seku osnove π i ose s. Ako ugao ω nije opruжen, ona poseduje je-
dinstvenu invarijantnu pravu osa s, i jedinstvenu invarijantnu
ravan osnovu π te osnorotacione refleksije.

Navedimo sada neke osnovne osobine osnorotacionih refleksija
prostora S3.

Iz definicije neposredno zakƩuqujemo da su osna rotacija Rs,ω

i ravanska refleksija Sπ koje saqiƬavaju rotacionu refleksiju
Rπ;s,ω komutativne transformacije jer je s upravna na π. Oznaqimo
X1 = Sπ(X), X ′ = Sπ(X2), X2 = Rs,ω(X), X ′ = Rs,ω(X1). Tada je
X ′ = Rπ;s,ω(X) = Sπ ◦ Rs,ω(X) = Rs,ω ◦ Sπ(X) (Slika 7.9).

Teorema 7.7.1. Svaka indirektna izometrijska transformacija I
koja ima jedinstvenu invarijantnu taqku S u prostoru S3 predsta-
vƩa osnorotacionu refleksiju sa sredixtem S.

Dokaz. Kako je I indirektna izometrijska transformacija pros-
tora S3, a ε direktna izometrijska transformacija tog prostora,
bi�e I 6= ε. Zbog toga postoji taqka X prostora S3 takva da je
I(X) = X ′ i X 6= X ′. Neka je π1 medijalna ravan duжi XX ′. Kom-
pozicija Sπ1

◦ I ima dve invarijantne taqke S i X. Kompozicija
Sπ1

◦ I je direktna izometrijska transformacija prostora S3 te
prema Dalamberovoj teoremi predstavƩa koincidenciju ili osnu
rotaciju qija osa sadrжi taqke S i X.

Kompozicija Sπ1
◦I nije koincidencija jer ako bi bilo Sπ1

◦I = ε
onda bi bilo I = Sπ1

te bi izometrijska transformacija I pred-
stavƩala ravansku refleksiju i posedovala sem taqke S jox inva-
rijantnih taqaka, xto je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme.

Prema tome, Sπ1
◦ I = Rs,ω, tj. ako je prava s upravna na π1

neposredno zakƩuqujemo da je I osnorotaciona refleksija. Ako
prava s nije upravna na π1 tada obeleжimo sa π2 ravan koja sadrжi
pravu s i upravna je na ravan π1, a sa π3 obeleжimo ravan takvu
da je Rs,ω = Sπ2

◦ Sπ3
. U tom sluqaju je I = Sπ1

◦ Sπ2
◦ Sπ3

pri qemu
je ravan π2 upravna na π1 i seqe je po pravoj s1. Obeleжimo sa σ1
ravan koja sadrжi pravu s1 i upravna je na π3, a sa σ2 ravan takvu
da je Sπ1

◦ Sπ2
= Sσ1

◦ Sσ2
. S obzirom da je Sπ1

◦ Sπ2
= Rs1,2R bi�e

i Sσ1
◦ Sσ2

= Rs1,2R odakle sledi da prava s1 pripada ravni σ2 jer
je π1 ∩ π2 = s1 i da je ravan σ2 upravna na σ1 jer uglovi rotacije
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kod jednakih rotacija moraju biti podudarni. Prema tome vaжi
I = Sπ1

◦Sπ2
◦Sπ3

= Sσ1
◦Sσ2

◦Sπ3
. Ravni σ2 i π3 su upravne na ravan

σ1 i seku se po nekoj pravoj o koja sadrжi taqku S i koja je upravna
na σ1 te kompozicija Sσ2

◦ Sπ3
predstavƩa osnu rotaciju Ro,θ oko

prave o pri qemu je θ dvostruki orjentisani ugao izme�u ravni σ2
i π3. Prema tome imamo da je

I = Sσ1
◦ Ro,θ = Rσ1;o,θ

qime smo dokazali da izometrija I predstavƩa osnorotacionu re-
fleksiju sa sredixtem S. �

Teorema 7.7.2. (Teorema Xala) Svaka direktna izometrijska tran-
sformacija I prostora S3 moжe se predstaviti kao kompozicija
dveju osnih refleksija tog prostora.

Dokaz. Ako je I = ε, tada zbog involutivnosti osne refleksije za
proizvoƩnu pravu p prostora S3 je I = Sp ◦ Sp.

Ako je I 6= ε tada postoji taqka X prostora S3 takva da je
I(X) = X ′, X 6= X ′. Neka je π1 medijalna ravan duжi XX ′. S
obzirom na to da je I direktna a ravanska refleksija Sπ1

indi-
rektna izometrija prostora S3, kompozicija Sπ1

◦ I je indirektna
izometrija prostora S3 pa predstavƩa ili ravansku refleksiju
ili osnorotacionu refleksiju sa sredixtem X.

Neka je kompozicija Sπ1
◦ I ravanska refleksija. Oznaqimo je

sa Sπ2
. tada je Sπ2

= Sπ1
◦ I, odakle je I = Sπ1

◦ Sπ2
. Oznaqimo sa

π ravan upravnu na ravni π1 i π2 a sa m i n prave po kojima ona
seqe ravni π1 i π2. Tada je

I = Sπ1
◦ Sπ2

= Sπ1
◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sπ2

= Sm ◦ Sn.

Ako kompozicija Sπ1
◦I sem taqke X nema drugih invarijantnih

taqaka tada ona predstavƩa osnorotacionu refleksiju Rπ4;s,ω, tj.
Sπ1

◦ I = Rπ4;s,ω kojoj je sredixte taqka X. Obeleжimo sa π2 ravan
koja sdrжi pravu s i upravna je na π1, a sa π3 ravan takvu da je
Rs,ω = Sπ2

◦ Sπ3
. U tom sluqaju bi�e

I = Sπ1
◦ Rπ4;s,ω = Sπ1

◦ Sπ2
◦ Sπ3

◦ Sπ4
.

Kako je prava s u ravni π3 i upravna je na π4 sledi da je ravan π3
upravna na ravan π4. Sem toga je π3 ∩ π4 = n, π1 ∩ π2 = m i π1 ⊥ π2
odakle sledi da je

I = (Sπ1
◦ Sπ2

) ◦ (Sπ3
◦ Sπ4

) = Sm ◦ Sn,

xto je i trbalo pokazati. �
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7.8 Centralna refleksija prostora S
3

Osnorotaciona refleksija prostora S3 u opxtem sluqaju nije
involuciona transformacija. Ona je involuciona samo u sluqaju
kada je ugao rotacije opruжen.

Definicija 7.8.1. Centralnom refleksijom SO prostora S3 nazi-
vamo kompoziciju jedne osne refleksije Ss i jedne ravanske reflek-
sije Sπ prostora S3, pri qemu je s ⊥ π u taqki O.

Prema tome, ako je prava s upravna na ravan π u taqki O, imamo
da je SO = Sπ ◦Ss = Ss ◦Sπ. Taqku O nazivamo centrom ili sredix-
tem centralne refleksije SO.

Iz definicije neposredno sledi da centralna refleksija pro-
stora S3 predstavƩa osnorotacionu refleksiju kojoj je ugao ro-
tacije jednak 2R. Centralna refleksija predstavƩa indirektnu
izometrijsku transformaciju prostora S3. Ona ima samo jednu
invarijantnu taqku - sredixte O te centralne refleksije. Neka je
X taqka prostora S3 razliqita od centra O i X ′ = SO(X). Tada
je O sredixte duжi XX ′.

Teorema 7.8.1. Centralna refleksija SO prostora S3 jednoznaqno je
odre�ena svojim sredixtem O.

Slika 7.9.

Dokaz. DovoƩno je da dokaжemo da za dve proizvoƩne prave m i
n koje se seku u taqki O i ravni µ i ν koje su u taqki O upravne
redom na pravama m i n vaжi relacija Sµ ◦Sm = Sν ◦Sn. Oznaqimo
sa π ravan odre�enu pravama m i n, a sa s preseqnu ravni µ i ν.
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Tada je prava s upravna na ravan π. Neka su µ′ i ν ′ ravni odre�ene
redom parovima pravih m, s i n, s. Sledi

Sµ ◦ Sm = Sµ ◦ Sµ′ ◦ Sπ = Ss ◦ Sπ = Sν ◦ Sν′ ◦ Sπ = Sν ◦ Sn,

odakle sledi da je centralna refleksija SO prostora S3 jednoz-
naqno odre�ena svojim sredixtem O. �

Teorema 7.8.2. Centralna refleksija SO prostora S3 je involuciona
transformacija.

Dokaz. Neka je π proizvoƩna ravan koja sadrжi taqku O i s prava
upravna u taqki O na ravan π. Tada je SO = Sπ ◦ Ss, pa je

S2
O = (Sπ ◦ Ss) ◦ (Sπ ◦ Ss) = (Sπ ◦ Sπ) ◦ (Ss ◦ Ss) = ε,

tj. centralna refleksija SO je involuciona transformacija. �

Teorema 7.8.3. (Teorema o transmutaciji centralne refleksije)
Ako je SO centralna refleksija i I proizvoƩna izometrijska tran-
sformacija prostora S3 i O′ = I(O), tada je

I ◦ SO ◦ I−1 = SO′ .

Dokaz. Obeleжimo sa p proizvoƩnu pravu koja sadrжi taqku O i
sa π ravan koja je u taqki O upravna na pravoj p. Ako u transfor-
maciji I pravoj p odgovara prava p′, a ravni π odgovara ravan π′,
onda je prava p′ upravna na ravan π′ u nekoj taqki O′, i pri tom
vaжi I(O) = O′. Iz tog razloga je

I ◦ SO ◦ I−1 = I ◦ Sπ ◦ Sp ◦ I
−1

= (I ◦ Sπ ◦ I−1) ◦ (I ◦ Sp ◦ I−1)

= Sπ′ ◦ Sp′ = SO′ ,

tj. centralna refleksija SO′ je dobijena transmutacijom centralne
refleksije SO, izometrijskom transformacijom I, xto oznaqavamo
sa SI

O = SI(O). �

Teorema 7.8.4. Centralna refleksija SO i ravanska refleksija Sπ

prostora S3 su dve komutativne transformacije ako i samo ako
taqka O pripada ravni π.
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Dokaz. Neka je Sπ ◦ SO = SO ◦ Sπ tj.

Sπ ◦ SO ◦ Sπ = SO. (7.12)

Oznaqimo sa O′ taqku za koju je Sπ(O) = O′. Tada, prema teoremi
o transmutaciji centralne refleksije SO ravanskom refleksijom
Sπ imamo da je

Sπ ◦ SO ◦ Sπ = SO′ . (7.13)

Iz (7.12) i (7.13) sledi da je SO = SO′, oakle sledi da se ta�ke
O i O′ poklapaju, xto je zadovoƩeno samo u sluqaju kada taqka O
pripada ravni π.

Obratno, neka taqka O pripada ravni π. Odavde sledi da je
Sπ(O) = O. Primenom teoreme o transmutaciji centralne reflek-
sije SO ravanskom refleksijom Sπ dobijamo da je Sπ ◦ SO ◦ Sπ = SO

tj. Sπ ◦ SO = SO ◦ Sπ, a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 7.8.5. Centralna refleksija SO i osna refleksija Sp pros-
tora S3 su dve komutativne transformacije ako i samo ako taqka
O pripada pravoj p.

Dokaz. Neka je je Sp ◦ SO = SO ◦ Sp tj.

Sp ◦ SO ◦ Sp = SO, (7.14)

i neka je O′ taqka za koju vaжi Sp(O) = O′. Tada, prema teoremi
o transmutaciji centralne refleksije SO osnom refleksijom Sp

imamo da je
Sp ◦ SO ◦ Sp = SO′ . (7.15)

Sada, iz (7.14) i (7.15) sledi SO = SO′, a odavde je O = O′. Dakle,
taqka O pripada pravoj p.

Obratno, neka je O ∈ p. Odavde sledi da je Sp(O) = O. Prema
teoremi o transmutaciji centralne refleksije SO osnom reflek-
sijom Sp sledi Sp ◦ SO ◦ Sp = SO tj. Sp ◦ SO = SO ◦ Sp. �

Teorema 7.8.6. Centralna refleksija prostora S3 moжe se pred-
staviti kao kompozicija tri ravanske refleksije kojima su osnove
upravne me�u sobom u sredixtu te refleksije.

Dokaz. Vaжi Rπ;s,2R = Sπ ◦ Rs,2R i Rs,2R = Sµ ◦ Sν pri qemu je s
preseqna prava ravni µ i ν i µ ⊥ ν. Kako je s ⊥ π, to su ravni π, µ
i ν tri me�usobom upravne ravni. Oznaqimo sa O preseqnu taqku
tih triju ravni. Tada je Rπ;s,2R = Sπ ◦ Sµ ◦ Sν, tj. SO = Sπ ◦ Sµ ◦ Sν,
a to je i trebalo dokazati. �
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Teorema 7.8.7. Kompozicija neparnog broja centralnih refleksija
prostora S3 qija sredixta pripadaju nekoj pravoj p predstavƩa ta-
ko�e neku centralnu refleksiju prostora S3 qiji je centar na pra-
voj p.

Dokaz. Neka su Oi, i = 1, 2, . . . , n sredixta centralnih refleksija
SOi

pri qemu taqke Oi, i = 1, 2, . . . , n pripadaju pravoj p. Neka je
najpre n = 3, tj posmatrajmo izometriju I = SO3

◦ SO2
◦ SO1

. Neka
su π1, π2, π3 ravni upravne na pravoj p redom u taqkama O1, O2 i
O3. Tada je SO3

= Sp ◦ Sπ3
, SO2

= Sp ◦ Sπ2
i SO1

= Sp ◦ Sπ1
pri qemu je

svaka od tri kompozicije komutativna. Prema tome imamo

I = Sp ◦ Sπ3
◦ Sp ◦ Sπ2

◦ Sp ◦ Sπ1
= Sp ◦ Sπ3

◦ Sπ2
◦ Sπ1

.

Osnove π1, π2 i π3 upravne su na istoj pravoj p te pripadaju istom
pramenu ravni. Prema tome kompozicija Sπ3

◦ Sπ2
◦ Sπ1

predstavƩa
neku ravansku refleksiju Sπ qija osnova π pripada istom pramenu
ravni, tj. π ⊥ p. Dakle dobili smo da je I = Sp◦Sπ i p ⊥ π. Dakle I
predstavƩa neku centralnu refleksiju SO gde je O preseqna taqka
prave p i ravni π.

Za n > 3 dokaz se izvodi matematiqkom indukcijom.
Pretpostavimo da tvr�eƬe vazi za n = 2k − 1 centralnih re-

fleksija, tj. da kompozicija centralnih refleksija

SOi
, i = 1, 2, · · · , 2k − 1,

pri qemu sredixta pomenutih refleksija pripadaju nekoj pravoj p,
predstavƩa tako�e neku centralnu refleksiju SO prostora S3 qije
je sredixte O na pravoj p.

Dokaжimo da tvr�eƬe vaжi za kompoziciju od n = 2k + 1 cen-
tralnih refleksija kojima su sredixta na pravoj p. Neka je

I = SO2k+1
◦ SO2k

SO2k−1
◦ · · · ◦ SO2

◦ SO1
.

Kako prema dokazanom delu tvr�eƬe vaжi za kompoziciju tri cen-
tralne refleksije, dobijamo

I = SO2k+1
◦ SO2k

◦ SO,

tj. I = SO′, pri qemu je O′ ∈ p. Na taj naqin, dokaz je u potpunosti
zavrxen. �
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Slika 7.10.

Teorema 7.8.8. (Generalisana teorema Hjelmsleva) Sredixta du-
жi koja spajaju odgovaraju�e taqke indirektne izometrijske tran-
sformacije I prostora S3, ili se poklapaju ili pripadaju jednoj ra-
vni.

Dokaz. Ako transformacija I prostora S3 predstavƩa centralnu
refleksiju tog prostora tvr�eƬe sledi neposredno. Razmotr�emo
sluqaj kada transformacija I prostora S3 ne prdstavƩa centralnu
refleksiju tog prostora.

Neka je u tom sluqaju P proizviƩna taqka prostora S3 i I(P ) =
P ′. Neka je O sredixte duжi PP ′ (Slika 7.10) i X proizvoƩna
taqka prostora S3 razliqita od taqke P . Neka je jox I(X) = X ′ i
SO(X

′) = X ′′. U tom sluqaju taqka P je invarijanta direktne izo-
metrijske transformacije SOI. Tada prema Dalamberovoj teoremi
ona predstavƩa neku osnu rotaciju Rp,ω, pri qemu osa p sadrжi
taqku P . Kako je Rp,ω(X) = X ′′, medijalna ravan σ duжi XX ′′

sadrжi osu p osne rotacije Rp,ω. Oznaqimo sa Y sredixte duжi
XX ′. Prava OY odre�ena sredixtima stranica X ′X ′′ i XX ′ tro-
ugla ∆XX ′X ′′ je upravna na medijalnoj ravni σ. Kako je OY ⊥ σ i
ravan σ sadrжi pravu p to je prava OY upravna na pravu p. Kako
su taqka Y i prava p fiksirane to taqka Y pripada ravni π koja
sadrжi taqku O i upravna je na pravoj p. Ravan π sadrжi sredixta
duжi koja spajaju korespodentne taqke izometrijske transforma-
cije I. �
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Definicija 7.8.2. Ravan π odre�enu sredixtima duжi korespo-
dentnih taqaka indirektne izometrijske transformacije I pros-
tora S3 nazivamo osnovom te izometrijske transformacije.

7.9 Translacija prostora S
3

Pored osnih rotacija postoji jox jedna vrsta izometrijskih
transformacija prostora S3 koje se mogu predstaviti kao kompozi-
cija dveju ravanskih refleksija. To je translacija prostora S3.

Definicija 7.9.1. Neka su Sµ i Sν ravanske refleksije prostora
S3 sa osnovama µ i ν upravnim na pravoj s u taqkama M i N i neka
jeM ′ taqka simetriqna taqkiM u odnosu na ravan ν. Translacijom

prostora S3 po pravoj s za orjentisanu duж
−−−→
MM ′ nazivamo tran-

sformaciju

τ−−−→
MM ′

= Sν ◦ Sµ.

Pravu s nazivamo osom te translacije.

Slika 7.11.

Navodimo neke od osobina translacije prostora S3. Iz defi-
nicije neposredno zakƩuqujemo da je translacija τ−−−→

MM ′
prostora S3

jednoznaqno odre�ena taqkama M i M ′ (Slika 7.11). S obzirom na
to da je ravanska refleksija indirektna izometrija, translacija
je kao kompozicija dveju ravanskih refleksija direktna izometrij-
ska transformacija. Nije texko ustanoviti da translacija nema
invarijantnih taqaka i da poseduje jednu invarijantnu pravu - osu
translacije s odre�enu taqkama M i M ′. Tako�e, nije texko usta-
noviti da skup τs koji se sastoji od identiqke transformacije ε
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i svih translacija prostora S3 sa zajedniqkom osom s predstavƩa
Abelovu grupu.

Definicija 7.9.2. Grupu koja se sastoji od identiqke transfor-
macije i svih translacija prostora S3 sa zajedniqkom osom s na-
zivamo grupom translacija sa osom s i obeleжavamo je G(τs).

Teorema 7.9.1. Izometrijska transformacija I prostora S3 pred-
stavƩa translaciju tog prostora ako i samo ako se moжe predsta-
viti kao kompozicija dveju raznih centralnih refleksija tog pros-
tora.

Dokaz. Neka je najpre izometrijska transformacija I prostora S3

- translacija τ−−→
PP ′

tog prostora. Neka je taqka Q sredixte duжi

PP ′, a s prava odre�ena taqkama P i P ′. Neka su α i β ravni
upravne na pravoj s redom u taqkama P i Q. Sada je

τ−−→
PP ′

= Sβ ◦ Sα = (Sβ ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sα) = SQ ◦ SP .

Obratno, neka je npr. I = SQ◦SP . Oznaqimo sa s pravu odre�enu
taqkama P i Q, a sa α i β ravni koje su u taqkama P i Q upravne
na pravoj s. Neka je P ′ = Sβ(P ). Sada je

SQ ◦ SP = (Sβ ◦ Ss) ◦ (Ss ◦ Sα) = Sβ ◦ Sα = τ−−→
PP ′

,

qime je dokaz zavrxen. �

Teorema 7.9.2. (O transmutacijama translacija) Ako je τ−−−→
MM ′

tran-

slacija i I bilo koja izometrijska transformacija prostora S3 tada
je

τI−−−→
MM ′

= τ−−−−−−−−→
I(M)I(M ′)

.

Dokaz se vrxi analogno odgovaraju�em dokazu o transmutaci-
jam translacija ravni S2. Nije texko utvrditi da vaжe slede�e
teoreme:

Teorema 7.9.3. Kompozicija parnog broja centralnih refleksija pro-
stora S3 qija sredixta pripadaju nekoj pravoj p predstavƩa tran-
slaciju prostora S3 duжprave p.

Teorema 7.9.4. Translacija τ−−−→
MM ′

i ravanska refleksija Sπ prostora

S3 su komutativne ako i samo ako M i M ′ pripadaju ravni π.
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Teorema 7.9.5. Translacija τ−−→
MN

i osna rotacija Rs,ω prostora S3

su komutativne ako i samo ako taqke M i N pripadaju pravoj s.

Dokaz. Neka je najpre Rs,ω ◦ τ−−→
MN

= τ−−→
MN

◦ Rs,ω tj.

Rs,ω ◦ τ−−→
MN

◦ R−1
s,ω = τ−−→

MN
. (7.16)

Ako oznaqimo sa M ′ i N ′ taqke koje u osnoj rotaciji Rs,ω odgo-
varaju redom taqkama M i N , tada prema teoremi o transmutaciji
translacija imamo da je

Rs,ω ◦ τ−−→
MN

◦ R−1
s,ω = τ−−−→

M ′N ′
. (7.17)

Iz jednakosti (7.16) i (7.17)sledi da je τ−−→
MN

= τ−−−→
M ′N ′

, pa su orijen-

tisane
−−→
MN i

−−−→
M ′N ′ istosmerne i poklapaju se, to je mogu�e samo

ako je M , N , M ′ i N pripadaju istoj pravoj. To znaqi da taqke M ,
N , M ′ i N pripadaju osi rotacije s.

Obratno, neka sada taqke M i N pripadaju osi s. Oznaqimo sa
M ′ = Rs,ω(M) i N ′ = Rs,ω(N). Sada �e duжi MN i M ′N ′ pripadati
osi s i biti popdudarne i istosmarne pa je τ−−→

MN
= τ−−−→

M ′N ′
. Na kraju

imamo da je

Rs,ω ◦ τ−−→
MN

= Rs,ω ◦ τMN ◦ R−1
s,ω ◦ Rs,ω

= τ−−−→
M ′N ′

◦ Rs,ω = τ−−→
MN

◦ Rs,ω,

tj. osna rotacija Rs,ω i translacija τ−−→
MN

prostora S3 su komuta-
tivne transformacije. �

7.10 Klizaju�a refleksija prostora S
3

Definicija 7.10.1. Klizaju�om ili translatornom refleksijom
G
π,
−−→
PP ′

nazivamo kompoziciju sastavƩenu od translacije τ−−→
PP ′

i ra-

vanske refleksije Sπ, pri qemu prava PP ′ pripada ravni π. Pravu
s odre�enu taqkama P i P ′ nazivamo osom a ravan π osnovom kl-
izaju�e refleksije (Slika 7.12).

Kompozicija iz definicije je komutativna jer ravan π sadrжi
pravu PP ′.

Navex�emo sada neke osobine klizaju�e refleksije prostora S3.
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Slika 7.12.

Klizaju�a refleksija prostora S3 je u potpunosti odre�ena os-
novom π i osom PP ′. Klizaju�a refleksija nema invarijantnih
taqaka, ima samo jednu invarijantnu pravu osu PP ′ i dve inva-
rijantne ravni: osnovu π i ravan koja sadrжi osu PP ′ i upravna
je na osnovu π. Klizaju�a refleksija je indirektna izometrijska
transformacija.

Teorema 7.10.1. Ako je G
π;
−−→
PP ′

klizaju�a refleksija prostora S3 i q

prava koja je u sredixtu Q duжi PP ′ upravna na ravan π, tada je

G
π;
−−→
PP ′

= Sq ◦ SP = SP ′ ◦ Sq.

Dokaz. Prema definiciji klizaju�e refleksije prostora S3, do-
bijamo da je

G
π;
−−→
PP ′

= Sπ ◦ τ−−→
PP ′

= Sπ ◦ SQ ◦ SP = Sq ◦ SP ;

G
π;
−−→
PP ′

= τ−−→
PP ′

◦ Sπ = SP ′ ◦ SQ ◦ Sπ = SP ′ ◦ Sq.

qime je dokaz zavrxen. �

7.11 Zavojno kretaƬe prostora S
3

Definicija 7.11.1. Zavojnim ili helikoidnim kretaƬem Z−−→
PP ′,ω

prostora S3 nazivamo kompoziciju sastavƩenu od jedne translacije
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τ−−→
PP ′

i jedne osne rotacije R−−→
PP ′,ω

. Orjentisanu pravu
−−→
PP ′ nazivamo

osom a orjentisani ugao ω uglom tog zavojnog kretaƬa. U sluqaju
da je ugao ω opruжen, takvo zavojno kretaƬe zovemo zavojnim polu-
obrtajem.

Neposredno iz definicije sledi da je zavojno kretaƬe jednoz-

naqno odre�eno ako su zadati translaciona duж
−−→
PP ′ i ugao obr-

taƬa ω.
Zavojno kretaƬe je direktna izometrijska transformacija kao

kompozicija dve direktne izometrije. Prema poznatom stavu tran-
slacija τ−−→

PP ′
i osna rotacija R−−→

PP ′,ω
su komutativne transformacije

jer se ose osne rotacije i translacije poklapaju. Zavojno kretaƬe
nema invarijantnih taqaka i ima samo jednu invarijantnu pravu -
osu PP ′.

Nije texko dokazati slede�u teoremu primenom generalisane
teoreme Hjelmsleva.

Teorema 7.11.1. Ako su data ma kakva dva podudarna i suprotno or-
jentisana skupa taqaka prostora S3, tada sredine duжi koje spajaju
odgovaraju�e taqke u izometriji koju odre�uju ti skupovi taqaka pri-
padaju jednoj ravni.

Teorema 7.11.2. Zavojno kretaƬe Z−−→
PP ′,ω

prostora S3 moжe se pred-

staviti kao kompozicija dveju osnih refleksija tog prostora, pri
qemu su ose tih refleksija me�u sobom mimoilazne.

Dokaz. Ako obeleжimo sa s pravu odre�enu taqkama P i P ′, a sa
π1, π2 i σ1, σ2 ravni takve da je τPP ′ = Sπ2

◦ Sπ1
i Rs,ω = Sσ2

◦ Sσ1

bi�e π1, π2 ⊥ s i σ1 ∩ σ2 = s, pa je σ1 ⊥ π1 i σ2 ⊥ π2. Stavimo li da
je σ1 ∩ π1 = s1 i σ2 ∩ π2 = s2 nalazimo da je

Z−−→
PP ′,ω

= τ−−→
PP ′

◦ Rs,ω = Sπ2
◦ Sπ1

◦ Sσ2
◦ Sσ1

= Sπ2
◦ Sσ2

◦ Sπ1
◦ Sσ1

= Ss2 ◦ Ss1

xto je i trebalo dokazati. �

S obzirom na to da u apsolutnoj ravni nije u potpunosti razrex-
avan problem disjunktnih pravih, to je i razlog nemogu�nosti
izvo�eƬa potpune klasifikacije izometrijskih transformacija,
kako u ravni S2 tako i u prostoru S3. Tek nakon uvo�eƬa aksiome
paralelnosti bi�e mogu�e izvrxiti potpunu klasifikaciju izo-
metrijskih transformacija, kako ravni, tako i prostora.
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Neprekidnost u geometriji

Nekim tvr�eƬima u prethodnim razmatraƬima na izvestan na-
qin smo bili upu�eni da pravu liniju zamixƩamo i na modelu
predstavƩamo kao neprekidnu liniju. Mogli smo samo naslutiti,
ali ne i egzaktno izgraditi uqeƬe o neprekidnosti.

Na primer, tvr�eƬe prema kome krug koji ima taqaka sa raznih
strana neke prave, seqe tu pravu nije dokazivano, ve� se pret-
postaƩalo da predstavƩa jasnu geometrisku qiƬenicu.

Qak i sam Euklid1 iz Aleksandrije u svojim Elementima, na-
vodi konstrukciju pravilnog trougla, u kojoj ne dokazuje da se
odgovaraju�i krugovi seku. Sve do kraja XIX veka matematiqari
nisu osetili potrebu dokazivaƬa ovakvih tvr�eƬa, kao ni potrebu
uvo�eƬa aksioma neprekidnosti.

Tek je Moric Pax2 1882. godine istakao neophodnost uvo�eƬa
aksioma neprekidnosti i zasnivaƬe neprekidnosti u geometriji u
svojoj kƬizi Novija geometrija.

U uvodu ove kƬige napomenuli smo da je jox Arhimed prime-
tio neke nedostatke aksiomatike u Euklidovim elementima. U
svom delu O vaƩku i lopti on je upotpunio Euklidove aksiome.
Pored, ostalih aksioma on je dodavaƬem tzv. Eudiksove aksiome
prestiжivosti udario temeƩe geometrijske neprekidnosti u ve-
likom. Prema aksiomi prestiжivosti se konaqnim brojem prenox-
eƬa moжe ”sti�i i presti�i” svaka taqka prave.

1Euklid (330. pne. - 275. pne.), grqki matematiqar. Napisao je brojna dela, od

kojih neka nisu saquvana i poznata su samo po naslovu. Saquvana dela su: ”Elementi”

(geometrija kao nauka o prostoru) u 13 kƬiga, ”Data” (o uslovima zadavaƬa nekog

matematiqkog objekta), ”Optika” (s teorijom perspektive), i dr.
2M. Pax (1843-1930), nemaqki matematiqar.
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Kantorovom3 aksiomom je uvedena tzv. neprekidnost u malom i
na taj naqin omogu�eno dokazivaƬe stavova kao xto su npr. stav
o preseku prave i kruga, ili pak stav o preseku dvaju krugova.
Prema neprekidnosti u malom prava je ”gusto ispuƬena taqkama”.

Eudoks-Arhimedova i Kantorova aksioma neprekidnosti, mogu
se iskazati samo jednom aksiomom, tzv. Dedekindovom aksiomom
neprekidnosti. Hilbert4 je u svojoj kƬizi Osnovi geometrije pored
Arhimedove aksiome pretpostavio da vaжi i tzv. aksioma pot-
punosti koja je ekvivalentna Kantorovoj aksiomi.

Na kraju napomenimo da je zahvaƩuju�i geometriji neprekid-
nosti mogu�e izgraditi teoriju mereƬa kako ravnih, tako i pros-
tornih geometrijskih likova. Bez neprekidnosti ne bi bilo mogu�e
opravdati naziv geometrije kao nauke o mereƬu.

Mi �emo neprekidnst uvesti u ovoj kƬizi, tako xto �emo pret-
postaviti da vaжi samo jedna aksioma neprekidnosti - Dedekin-
dova aksioma.

8.1 Dedekindova aksioma neprekidnosti

IV1 (Dedekindova5 aksioma neprekidnosti) Ako su M i N dva
neprazna skupa taqaka orjentisane prave p tako da za proizvoƩnu
taqku P skupa M i prizvoƩnu taqku Q skupa N vaжi da je taqka P
ispred taqke Q (P ≺ Q), tada na pravoj p postoji taqka X takva da
za svaku taqku P ∈ M\{X} i Q ∈ N\{X} vaжi relacija P ≺ X ≺ Q.

Navedena aksioma je dovoƩna da se izvede kompletna teorija
neprekidnosti u apsolutnoj geometriji. Kao posledice Dedekin-
dove aksiome neprekidnosti navex�emo Arhimedov stav za duжi i
Kantorovu aksiomu.

Teorema 8.1.1. (Arhimedov6 stav za duжi) Ako su AB i CD dve
duжi takve da je AB > CD tada postoji prirodan broj n takav da
je

nCD 6 AB < (n+ 1)CD.

3G. Kantor (1845-1918) nemaqki matematiqar, utemeƩivaq teorije skupova.
4D. Hilbert (1862-1943) nemaqki matematiqar.
5R. Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar.
6Arhimed (287. pne-212. pne) grqki matematiqar, fiziqar i astronom, iz Sir-

akuze na Siciliji, sin astronoma. Prvi je izraqunao broj π, pronaxao zakon poluge,

zakon potiska (Arhimedov zakon, Arhimedova vaga) i dr.
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Arhimedov stav za duжi moжe se formulisati i na slede�i
naqin:

Neka su AB i CD dve duжi i neka su A1, A2, A3, · · · taqke prave AB
takve da je

B(A,A1, A2), B(A1, A2, A3), B(A2, A3, A4), · · ·

i
AA1

∼= A1A2
∼= A2A3

∼= · · · ∼= CD.

Tada postoji prirodan broj n takav da je ili

B ≡ An ili B(An, B,An+1).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji
beskonaqan niz duжi AA1

∼= A1A2
∼= · · · , B(A,A1, A2), B(A1, A2, A3),

B(A2, A3, A4),· · · , koje su sve sadrжane u AB. Na pravoj AB izabe-
rimo takav raspored taqaka da je A ≺ B. Sve taqke prave AB
podelimo na dve klase. Neka prvoj klasi M pripadaju sve taqke
prave AB koje su ispred taqke An. Neka su u drugoj N sve ostale
taqke prave AB. Tada je svaka taqka prave AB sadrжana u jednoj
i samo jednoj klasi. Klase M i N su neprazni skupovi. Zaista,
klasi M pripada taqka A, a klasi N taqka B. Pored toga svaka
taqka prve klase je ispred svake taqke druge klase. Na osnovu
Dedekindove aksiome postoji jedinstvena taqka X prave AB koja
vrxi presek prave AB. Taqka X nije taqka klase M. Tako�e taqka
X je taqka koja je ispred svih taqaka klase N . Na osnovu aksiome
III5 postoji taqka C takva da je

C ≺ X, XC ∼= A1A2.

Kako je C ≺ X to taqka C ne moжe biti taqka klase N . Prema tome
taqka C pripada klasi M. Prema definiciji klase M sledi C ≺
An i C ≺ An+1. Prema tome, svaka od taqaka An i An+1 je izme�u
taqaka X i C, odakle sledi AnAn+1 < CX, xto je u suprotnosti sa
XC ∼= AnAn+1 �

Teorema 8.1.2. Ako su a i b proizvoƩne duжi takve da je a < b, tada
za proizvoƩnu duж c postoje prirodni brojevi m i n takvi da je

a <
m

2n
c < b.
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Dokaz. Iz Arhimedove teoreme, s obzirom na to da je a < b sledi
da postoji prirodan broj n takav da je c < 2n(b− a), odakle sledi

1

2n
c < b− a.

Za duжi 1
2n i a moжe nastupiti jedan od sluqajeva:

(i) 1
2n c > a ili (ii) 1

2n c < a.
(i) Ako je 1

2n c > a onda je a < 1
2n c < b− a < b, tj.

a <
1

2n
c < b,

qime je teorema dokazana. U ovom sluqaju je m = 1.
(ii) Ako je 1

2n c < a, tada na osnovu Arhimedovog stava postoji
prirodan broj m takav da je

(m− 1)
1

2n
c ≤ a < m

1

2n
c.

Tada je

a < m
1

2n
c =

1

2n
+ (m− 1)

1

2n
c < b− a+ a = b,

tj.

a <
m

2n
c < b.

�

Teorema 8.1.3. (Kantorov stav) Ako beskonaqan niz zatvorenih du-
жi [A0B0], [A1B1], [A2B2], . . . neke prave p zadovoƩava uslove:

(i) svaka duжtog niza sadrжi slede�u duж,
(ii) ne postoji duжkoja je sadrжana u svim duжima tog niza;

tada postoji jedinstvena taqka X koja je sadrжana u svim duжima
tog niza.

Dokaz. Neka je [A0B0], [A1B1], [A2B2], . . . beskonaqan niz duжi prave
p, tako da je [An+1Bn+1] ⊂ [AnBn] za svaki prirodan broj n i ne
postoji duжkoja pripada svim duжima tog niza.

Na pravoj p izaberimo orjentaciju tako da je An ≺ Bn za svako
n ∈ N . Ukoliko za neko n to nije zadovoƩeno oznaqimo An sa Bn

i obrnuto. Taqke prave p podelimo na dve klase M i N , tako da
taqka pripada prvoj klasi M ako je ispred neke taqke An (samim
tim ona je i ispred taqaka An+1, An+2, · · · ). Drugoj klasi N neka
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pripadaju sve ostale taqke prave p. Oqigledno je da je svaka taqka
prave p u jednoj i samo jednoj od klasa M i N . Tako�e obe klase
su neprazne jer je npr., A1 ∈ M a B1 ∈ N . Taqke klase M su
ispred taqaka klase N . Dakle svi uslovi Dedekindove aksiome su
zadovoƩeni. Prema tome postoji taqka X koja vrxi presek prave p
na klase M i N . Znaqi taqka X je iza svih taqaka A1, A2, · · · , An, · · ·
klase M a ispred svih taqaka B1, B2, · · · , Bn, · · · klase N , tj. taqka
X pripada duжi [AnBn] za svako n ∈ N .

Dokaжimo jox jedinstvenost. Neka je Y jox jedna taqka koja
pripada svakoj taqki datog niza. Tada bi i svaka taqka Z duжi
XY pripadala svakoj duжi pomenutog niza, tj. cela duж XY bi
pripadala svakoj duжi niza [A0B0], [A1B1], [A2B2], . . ., xto je nemo-
gu�e. �

Definicija 8.1.1. Niz duжi [A0B0], [A1B1], [A2B2], . . . neke prave
p je Kantorov niz ako:

(i) svaka duж tog niza sadrжi slede�u duж,
(ii) ne postoji duжkoja je sadrжana u svim duжima datog niza

duжi.

Teorema 8.1.4. Ne postoji duж maƬa od svake duжi Kantorovog niza.

Dokaz. Oznaqimo sa X jedinstvenu taqku koja je sadrжana u svim
duжima Kantorovog niza duжi [A1B1], [A2B2], . . . , [AnBn], . . . neke
prave p. Tada je B(Ak, X,Bk), za svako k ∈ N. Moжemo pretposta-
viti da su sve taqke Ak sa jedne a sve taqke Bk sa druge strane
taqke X. kako je AkBk = AkX ∪ XBk i AkBk ⊃ Ak+1Bk+1 to taqka
Ak+1 pripada duжi Ak+1X a taqka Bk+1 pripada duжi XBk+1. Oz-
naqimo sa x proizvoƩnu duжprave p. Tada na pravoj p postoje taqke

A i B takve da je taqka X sredixte duжi, AB ∼= x, Ak, A
� �

− X i

Bk, B
� �

− X. Kada na duжi AX ne bi bilo ni jedne od taqaka Ak,
tada bi bilo B(Ak, A,X) za svako k ∈ N, odakle sledi da bi duж
AX pripadala svim duжima Kantorovog niza, xto je nemogu�e, pa
su za dovoƩno veliko n sve taqke Ak, k > n, izme�u taqaka A i
X. Analogno, za dovoƩno veliko n su sve taqke Bk, k > n, izme�u
taqaka X i B. To znaqi da za dovoƩno veliko n duж AB sadrжi
svaku od duжi AkBk, k > n, odakle je AnBn < x. �

Qesto se umesto Dedekindove aksiome uzimaju Arhimedov i Kan-
torov stav kao aksiome neprekidnosti. Neka uz prve tri grupe
aksioma vaжe Arhimedov i Kantorov stav.
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Dokaz Dedekindove aksiome. S obzirom na qiƬenicu da su M
i N neprazni skupovi, to postoje taqke M1 i N1 koje pripadaju
redom skupovima M i N . Oznaqimo sa S1 sredixte duжi M1N1.
Kako je S1 taqka prave p to ona pripada taqno jednom od skupova
M i N . Ukoliko taqka S1 pripada skupu M, oznaqimo je sa M2,
a taqku N1 sa N2, a ako S1 pripada skupu N oznaqimo je sa N2

a taqku M1 sa M2. Neka je sada S2 sredixte duжi M2N2. Pri-
menom pomenutog postupka dobijamo niz zatvorenih duжi [M1N1],
[M2N2],. . . ,[MnNn],. . . od kojih svaka sadrжi slede�u i

Mk+1Nk+1 =
1

2
MkNk.

Dokaжimo da ne postoji duж koja je sadrжana u svim duжima
konstruisanog niza duжi. Ako bi x bila takva duж, onda bi za
svako k vaжilo x < MkNk. Me�utim po konstrukciji je MkNk =

1
2k−1M1N1, odakle je x < 1

2k−1M1N1, tj. 2k−1x < M1N1, za svako k ∈ N,
xto je u suprotnosti sa Arhimedovim stavom. Dakle, niz [M1N1],
[M2N2],. . . ,[MnNn],. . . je Kantorov, pa postoji jedinstvena taqka X
koja pripada svim duжima pomenutog niza. Iz konstrukcije niza
duжi [MkNk], k ∈ N, sledi da su sve taqke niza {Mk}k∈N sa jedne
strane taqke X, a sve taqke niza {Nk}k∈N sa druge strane taqke X.
Taqka X pripada samo jednom od skupova M i N .

Ako je M 6= X proizvoƩna taqka skupa M tada ne moжe biti
B(Mk, X,M) jer bi postojala taqka skupa N izme�u dveju taqaka
skupa M. Analogno, ako je N 6= X taqka skupa N tada ne moжe
biti B(N,X,Nk) jer bi postojala taqka skupa M koja je izme�u
N i X. Dakle, postoji jedinstvena taqka X koja razdvaja taqke
skupova M i N , tj. za svaku taqku P ∈ M�{X} i Q ∈ N�{X}
vaжi P ≺ X ≺ Q. �

8.2 Stavovi za uglove analogni Arhimedovom

i Kantorovom stavu

Stavovi analogni Arhimedovom i Kantorovom stavu mogu se
pokazati i za uglove. Tako na primer, teorema analogna Arhime-
dovom stavu moжe se iskazati u slede�em obliku:

Teorema 8.2.1. (Arhimedov stav za uglove) Neka su ∡pq i ∡rs dva
proizvoƩna ugla maƬa od zbira dva prava ugla i neka u ravni ugla
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∡pq postoji konaqan niz polupravih p1, p2, · · · , pn (n = 1, 2, · · · ) koje
polaze iz temena ugla ∡pq, pri qemu su parovi uglova ∡pp1 i ∡p1p2,
∡p1p2 i ∡p2p3, · · · , ∡pn−2pn−1 i ∡pn−1pn parovi susednih uglova takvi
da su svi uglovi ∡pp1, ∡p1p2, ∡p2p3 · · · ∡pn−1pn podudarni datom uglu
∡rs a poluprava q pripada onom uglu ∡ppn koji sadrжi sve uglove
posmatranog niza.

Dokaz. Oznaqimo sa O teme ugla ∡pq a sa P i Q taqke redom
polupravih p i q (Slika 8.1). Neka je p1 poluprava sa one strane
poluprave p sa koje je krak q, tako da je ∡pp1 = ∡rs. Za uglove ∡pp1
i ∡pq vaжi taqno jedna od mogu�nosti ∡pp1 > ∡pq, ∡pp1 ∼= ∡pq ili
∡pp1 < ∡pq. Ako je ∡pp1 > ∡pq ili ∡pp1 ∼= ∡pq moжemo smatrati da

Slika 8.1.

je dokaz zavrxen.

Neka je ∡pp1 < ∡pq i ugao ∡p1p2 susedan uglu ∡pp1 takav da je
∡p1p2 ∼= ∡pp1. Ako je ∡pp2 ≥ 2R onda je u Ƭemu sadrжan ugao ∡pq.
Neka je ∡pp2 < 2R, gde smo sa R oznaqili prav ugao.

Tada za uglove ∡pp2 i ∡pq vaжi taqno jedna od mogu�nosti
∡pp2 > ∡pq, ∡pp2 ∼= ∡pq ili ∡pp2 < ∡pq. Ako je ∡pp2 > ∡pq ili
∡pp2 ∼= ∡pq dokaz je zavrxen. Ako je ∡pp2 < ∡pq, onda je ∡pp2
sadrжan u uglu ∡pq. Neka je tada ∡p2p3 susedan uglu ∡p1p2 pri
qemu je ∡p2p3 ∼= ∡p1p2. NastavƩaju�i postupak dobijamo niz uglova
∡pp1, ∡p1p2, ∡p2p3, · · · podudarnih datom uglu ∡rs, pri qemu su ug-
lovi ∡pp1, ∡pp2, ∡pp3, · · · sadrжani u uglu ∡pq.

Dokaжimo da je za dovoƩno veliko n ugao ∡pq sadrжan u uglu
∡ppn, ne poklapaju�i se s Ƭim.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da su svi uglovi ∡ppk k = 1, 2, · · ·
sadrжani u uglu ∡pq. Tada su sve poluprave pk u uglu ∡pq pa seku
duж PQ. Oznaqimo krak p sa p0, a presek duжi PQ i poluprave pk sa
Pk, k = 0, 1, 2, · · · . Tada vaжi raspored taqaka B(P0, P1, P2, P3, · · · , Pk).
Dokaza�emo da su duжi PkPk+1 k = 0, 1, 2, · · · sve ve�e od od izvesne
duжi.

Za dve duжi OPk i OPk+1 na osnovu trihotomije jednakosti,
vaжi taqno jedna od moguqnosti: OPk = OPk+1, OPk < OPk+1 ili
OPk > OPk+1. Ako je OPk = OPk+1, onda taqku Pk+1 oznaqimo
sa Qk. Ako je OPk < OPk+1 onda postoji taqka Qk na polupravoj
OPk+1 takva da je B(O,Qk, Pk+1) i OQk = OPk. U trouglu ∆OPkPk+1

je ∡OPk+1Pk < ∡OPkPk+1 pa je OPk < OPk+1. To znaqi da ugao
∡OPk+1Pk mora biti oxtar. Trougao ∆OPkQk je jednakokraki pa
su mu uglovi na osnovici jednaki i oxtri. Dakle, ugao ∡OQkPk

je oxtar a Ƭemu naporedan ugao ∡PkQkPk+1 je tup. To znaqi da
je ugao ∡OPk+1Pk oxtar, pa je ∡OPk+1Pk < ∡PkQkPk+1. Dakle,
u trouglu ∆PkQkPk+1 je PkQk < PkPk+1. Analogno se razmatra
sluqaj OPk > OPk+1. Tada taqku Qk biramo na polupravoj OPk

tako da je B(O,Qk, Pk) i OPk+1 = OQk. U ovom sluqaju se dobija
da je Pk+1Qk < PkPk+1. Neka je k krug sa sredixtem u taqki O i

Slika 8.2.

polupreqnikom maƬim od svih duжi OPk, k = 1, 2, · · · , n − 1. Oz-
naqimo sa Rk taqku u kojoj krug k seqe duж OPk, k = 1, 2, · · · , n− 1.
Dokaжimo da je tada RkRk+1 < PkPk+1 (Slika 8.2). U trouglu
∆OPkRk+1 ugao ∡PkRk+1Qk je spoƩaxƬi nesusedni uglu ∡OPkRk+1

pa je ∡PkRk+1Qk > ∡OPkRk+1. Sada je u trouglovima ∆PkRkRk+1

i ∆Rk+1QkPk stranica PkRk+1 zajedniqka, zatim PkRk = QkRk+1

i ∡RkPkRk+1 < ∡PkRk+1Qk pa je RkRk+1 < PkQk. Kako je jox
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PkQk ≤ PkPk+1, to je RkRk+1 < PkPk+1. I u ostalim sluqajevima se
dolazi do istog zakƩuqka.

S druge strane, sve duжi RkRk+1, k = 0, 1, 2, · · · su me�usobom
podudarne, pa moжemo pisati da je PkPk+1 > R0R1. S obzirom na
to da vaжi B(P, P1, P2, P3, · · · , Pk) bi�e

PP1 + P1P2 + · · ·+ Pk−1Pk = PPk.

S obzirom na to da je svaki sabirak u prethodnoj jednakosti maƬi
od R0R1 imamo PPk < kR0R1, k = 1, 2, · · · , a to je u suprotnosti
sa Teoremom 8.1.1. Dakle, pretpostavka da su svi uglovi ∡ppk
sadrжani u uglu ∡pq dovodi do kontradikcije. To znaqi da pos-
toji neki broj k takav da se poluprava pk poklapa sa krakom q ili
pak da je krak q sadrжan u uglu ∡ppk. U prvom sluqaju pixemo
n − 1 umesto k, a u drugom n umesto k. Dakle, poluprava pn−1 je
sadrжana u uglu ∡pq ili se poklapa sa q, a pn je izvan tog ugla.
To znaqi da ugao ∡ppn koji sadrжi poluprave pk, pa samim tim i
uglove pkpk+1, k = 1, 2, · · · , n − 1, sadrжi i polupravu q. Time je
teorema dokazana. �

Teorema 8.2.2. (Kantorov stav za uglove) Neka je

∡p1q1, ∡p2q2, ∡p3q3, · · ·

beskonaqan niz uglova, maƬih od zbira dva prava ugla, ravni α, sa za-
jedniqkim temenom O, pri qemu svaki od tih uglova sadrжi slede�i
i ne postoji ugao koji je sadrжan u svim uglovima datog niza. Tada
u ravni α postoji jedinstvena poluprava x sa poqetkom u taqki O
koja pripada svim uglovima datog niza.

Dokaz ove teoreme, kao i formulaciju teoreme za uglove, ana-
logne Dedekindovoj aksiomi, i Ƭen dokaz prepuxtamo qitaocu.

8.3 Posledice aksioma neprekidnosti

Mnoge teoreme koje su naizgled oqigledne ne mogu se dokazati
bez primene aksioma neprekidnosti. Sada �emo navesti nekoliko
primera takvih teorema.

Teorema 8.3.1. Ako je dat krug k(O, r) i taqka P unutar kruga k tada
proizvoƩna prava l u ravni kruga k koja sadrжi taqku P ima sa krugom
k dve zajedniqke taqke.
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Dokaz. Mogu nastupiti dva sluqaja:

(i) Prava l sadrжi sredixte O kruga k,

(ii) Prava l ne sadrжi sredixte O kruga k.

(i) Neka tqka O pripada pravoj l. Tada postoje taqke X i Y na
pravoj l sa raznih strana taqke O takve da je OX ∼= r i OY ∼= r, pa
prava l ima sa krugom k(O, r) dve zajedniqke taqke X i Y .

Slika 8.3.

(ii) Neka sada taqka O ne pripada pravoj l (Slika 8.3). Oz-
naqimo sa A0 podnoжje normale iz taqke O na pravoj l. Tada �e
biti OA0 6 OP . Kako je taqka P unutar kruga k bi�e OP < r,
te je i OA0 < r. Odredimo na pravoj l sa bilo koje strane taqke
A0 taqku B0 takvu da je A0B0

∼= r. U pravouglom trouglu ∆OA0B0

hipotenuza OB0 je ve�a od katete A0B0 pa je OB0 > r, tj. taqka
B0 je van kruga k. Neka je C0 sredixte duжi A0B0. U tom sluqaju
za taqku C0 mogu nastupiti tri mogu�nosti: OC0

∼= r, OC0 < r i
OC0 > r.

Ako je OC0
∼= r tvr�eƬe sledi neposredno. Ako je taqka C0

unutar kruga k oznaqimo sa A1 taqku C0 a sa B1 taqku B0. Ako je
C0 izvan kruga k oznaqimo A1 taqku A0 a sa B1 taqku C0. U oba
sluqaja je je OA1 < r i OB1 > r, duж A1B1 je jednaka polovini
duжi A0B0 i sadrжana je u Ƭoj. Oznaqimo sa C1 sredixte duжi
A1B1. Za taqku C1 imamo slede�e mogu�nosti: OC1

∼= r, OC1 < r
ili OC1 > r. Ako je OC1

∼= r, onda je C1 preseqna taqka prave l i
kruga k. Ako je OC1 > r obeleжimo sa A2 taqku A1 a sa B2 taqku
C1, a ako je OC1 < r onda oznaqimo sa A2 taqku C1 a sa B2 taqku B1.
U oba sluqaja je OA2 < r, OB2 > r, duж A2B2 jednaka je polovini
duжi A1B1 i sadrжana je u Ƭoj.
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NastavƩaju�i taj postupak posle n koraka dobijamo da je

OAn < r, OBn > r, AnBn =
1

2n
A0B0, [AnBn] ⊂ [An−1Bn−1].

Prema tome, dobili smo niz zatvorenih duжi [AnBn] za koji
vaжi:

(i) svaka duж tog niza sadrжi slede�u,
(ii) ne postoji duж sadrжana u svim duжima tog niza.
Zaista, jer ako bi postojala takva duж d koja bi pripadala

svim duжima tog niza duжi, tada broj n moжemo izabrati tako da
duж [AnBn] bude maƬa od bilo koje unapred zadate duжi, pa i od
duжi d, pa bi ve�a duж d bila sadrжana u maƬoj duжi AnBn, xto
je nemogu�e.

Dakle, zadovoƩeni su svi uslovi Kantorovog stava za duжi pa
postoji jedinstvena taqka X koja pripada svim duжima tog niza
duжi. Dokaжimo da taqka X pripada krugu k, tj. da je jedna od
preseqnih taqaka prave l i kruga k. DovoƩno je da dokaжemo da
je OX ∼= r. Za duжi OX i r vaжi taqno jedna od slede�e tri
mogu�nosti:

(i) OX < r, (ii) OX > r i (iii) OX ∼= r.
(i) Neka je OX < r. Tada postoji neka duж ε takva da je

OX = r− ε. Iz trougla ∆OXBn imamo OBn < OX +XBn. Taqka X
pripada duжi [AnBn], pa je XBn < AnBn. Broj n moжemo izabrati
dovoƩno veliki da duж [AnBn] bude maƬa od bilo koje unapred za-
date duжi ε. Tada je XBn < ε pa je OBn < r − ε + ε = r. Dakle,
dobili smo da taqka Bn pripada unutraxƬosti kruga xto pred-
stavƩa kontradikciju. Prema tome nije OX < r.

(ii) Analogno se dokazuje da nije OX > r.
(iii) Znaqi, mora biti OX ∼= r, tj. taqka X pripada krugu k.
Za taqku Y prave l simetriqnu taqki X u odnosu na taqku A0

neposredno se dobija da pripada krugu k. Dakle, prava l i krug
k imaju dve zajedniqke taqke X i Y . Nije texko zakƩuqiti da
osim ovih dveju taqaka krug k i prava l nemaju drugih zajedniqkih
taqaka. �

Napomenimo da dokaz ove teoreme nije mogu�e izvesti bez upot-
rebe aksioma neprekidnosti.

Teorema 8.3.2. Ako dva kruga k i k′ pripadaju jednoj ravni i ako jedan
od ta dva kruga, npr. k′ sadrжi neku taqku A koja se nalazi unutar
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kruga k i neku taqku B van kruga k, tada krugovi k i k′ imaju dve
zajedniqke taqke.

Slika 8.4.

Dokaz. Neka su O i O′ (Slika 8.4) sredixta a r i r′ polupreqnici
redom krugova k i k′. Oznaqimo sa s medijatrisu jednog od uglova
∡AO′B. Poluprava s ima sa krugom k′ jednu zajedniqku taqku, oz-
naqimo je sa C. Pri tome je ili OC ∼= r ili OC < r ili OC > r.
Ako je OC ∼= r tada je taqka C jedna zajedniqka taqka krugova k i
k′. Ako je OC < r obeleжimo sa A1 taqku C a sa B1 taqku B. Ako
je pak OC > r obeleжimo sa A1 taqku A a sa B1 taqku C. U oba
sluqaja je OA1 < r, OB1 > r i ∡A1O

′B1 =
1
2∡AO

′B.

Konstruiximo medijatrisu ugla ∡A1O
′B1 i oznaqimo sa C1 za-

jedniqku taqku medijatrise s1 i kruga k′. Za taqku C1 postoje tri
mogu�nosti: OC1

∼= r, OC1 < r ili OC1 > r. Ako je OC1
∼= r tada je

taqka C1 zajedniqka taqka krugova k i k′. Ako je OC1 < r oznaqimo
sa A2 taqku C1 a sa B2 taqku B1, a ako je pak OC1 > r onda oznaqimo
sa A2 taqku A1 a sa B2 taqku C1. Tada je u oba sluqaja OA2 < r,
OB2 > r i ∡A2O

′B2 =
1
22
∡AO′B.

NastavƩaju�i taj postupak dobijamo taqke An i Bn takve da je
OAn < r, OBn > r i ∡AnO

′Bn = 1
2n∡AO

′B. Na taj naqin je dobijen
neograniqen niz zatvorenih uglova

[∡AO′B], [∡A1O
′B1], [∡A2O

′B2], . . .

koji zadovoƩavaju slede�e uslove:

(i) svaki ugao iz tog niza sadrжi slede�i,

(ii) ne postoji ugao sadrжan u svim uglovima tog niza.
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Tada, prema Kantorovom stavu za uglove sledi da postoji jedin-
stvena poluprava s′ sadrжana u svim uglovima tog niza. Oznaqimo
sa X taqku te poluprave takvu da je O′X ∼= r′, odnosno taqku u kojoj
poluprava s′ seqe krug k′. Dokaжimo da taqka X pripada i krugu
k. U tom sluqaju za taqku X mogu nastupiti tri mogu�nosti:

(i) OX ∼= r, (ii) OX < r ili (iii) OX > r.

(i) Neka je OX < r. U tom sluqaju postoji neka duжε takva
da je OX = r − ε. U trouglu ∆OXBn je OBn < OX + XBn. Broj
n moжemo izabrati tako da tetiva AnBn bude maƬa od bilo koje
unapred zadate duжi ε. Kako je taqka X unutraxƬa taqka duжi
An, Bn] to je XBn < AnBn pa je XBn < ε. Prema tome imamo da je
OBn < r − ε + ε = r, pa je Bn unutraxƬa taqka kruga k xto je u
kontradikciji sa konstrukcijom niza taqaka B0, B1, B2, . . . Dakle
nije OX < r.

(ii) Na potpuno isti naqin i pretpostavka OX > r dovodi do
kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti OX ∼= r, tj. taqka X pripada krugu
k.

RazmatraƬem drugog ugla ∡AO′B analognim postupkom dobi-
jamo drugu preseqnu taqku Y krugova k i k′. �

Teorema 8.3.3. Ako je u ravni dat krug k(O, r) i taqka P van tog
kruga, tada kroz taqku P postoje dve i samo dve prave koje dodiruju
krug k(O, r).

Slika 8.5.

Dokaz. Taqka P je van kruga k(O, r) pa je OP > r. Stoga na polu-
pravoj OP postoji taqka Q (Slika 8.5) takva da je OQ = r. Taqka
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Q pripada krugu k. Neka je q prava upravna na pravu OP u taqki
Q. Neka je k′ krug sa sredixtem u taqki O i polupreqnikom OP .
Kako je OQ < OP taqka Q �e biti unutar kruga k′. Prava q sadrжi
unutraxƬu taqku Q kruga k′ te prava q i krug k′ imaju dve zajed-
niqke taqke M i N . Poluprave OM i ON seku krug k(O, r) u dvema
taqkama A i B. Kako su A i P dve razne taqke one odre�uju taqno
jednu pravu a. Sliqno taqke B i P odre�uju taqno jednu pravu b.
Dokaza�emo da prave a i b imaju sa krugom k samo po jednu zajed-
niqku taqku. DovoƩno je da ustanovimo da je ∡OAP = ∡OBP = R.
Kako je ∆OAP ∼= ∆OQM i ∡OQM prav bi�e ∡OAP prav. Odatle
sledi da je prava a tangenta kruga k. Analogno se pokazuje da je i
prava b tangenta kruga k u taqki B. Prema tome postoje dve prave
koje sadrжe taqku P i dodiruju krug k(O, r). Da osim ovih dveju
pravih nema drugih tangenti kroz taqku P na krug k dokazuje se
indirektnim putem. �

Moжemo primetiti da ovaj stav ima uopxteƬe u prostoru S3

u kome krugu k(O, r) odgovara sfera S(O, r), taqki P prava p a
pravama a i b ravni α i β.

8.4 MereƬe duжi

U apsolutnoj geometriji mogu�e je razviti proces mereƬa duжi
i uglova. Me�utim mereƬe povrxi i zapremina nije mogu�e s ob-
zirom na odsustvo pojma paralelnosti, odnosno odgovaraju�e ak-
siome.

Definicija 8.4.1. Sistemom mereƬa duжi nazivamo funkciju L
koja svakoj duжi a korespondira realan broj L(a) tako da vaжi:
(1) Za svaku duж a je L(a) ≥ 0, (Uslov nenegativnosti)

(2) Postoji duж a0 takva da je L(a0) = 1 (Uslov normiranosti)

(3) Ako je a ∼= b tada je L(a) = L(b) (Uslov invarijantnosti)

(4) Ako je a+ b = c tada je L(a) + L(b) = L(c). (Uslov aditivnosti).
Broj L(a) koji je u sistemu L mereƬa duжi korespondiran duжi a
nazivamo merom ili duжinom duжi a u sistemu mereƬa L. Duжa0
za koju je L(a0) = 1 nazivamo jediniqnom duжi u sistemu mereƬa L.

Navedena definicija predstavƩa aksiomatsku definiciju me-
reƬa duжi.
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Teorema 8.4.1. Neka je L sistem mereƬa duжi. Tada je funkcija L′

sistem mereƬa duжi ako i samo ako postoji broj k ∈ R+, takav da
vaжi L′ = kL.

Teorema 8.4.2. U sistemu L mereƬa duжi za svake dve duжi a i b
vaжi:
(a) L(a) < L(b) ⇔ a < b,
(b) L(a) = L(b) ⇒ a ∼= b,
(c) L(a− b) = L(a)− L(b) za a > b.

Dokaz. (a) Neka je a < b i neka je O poqetna taqka poluprave
p. Oznaqimo sa A i B taqke poluprave p takve da je OA ∼= a i
OB ∼= b. Tada je B(O,A,B), tj. OB ∼= OA + AB. Odavde prema
uslovu (4) iz definicije sledi L(OB) = L(OA) + L(AB). To znaqi
da je L(OA) < L(OB), tj. L(a) = L(b).

Obratno, ako je L(a) = L(b), tada na polupravoj p sa poqetkom u
taqki O postoje taqke A i B takve da je OA ∼= a, OB ∼= b i B(O,A,B),
odakle sledi da je OA < OB, tj. a < b.

(b) Neka je L(a) = L(b) i a 6= b. Tada je prema dokazanom delu pod
(a) L(a) 6= L(b), xto je nemogu�e.

(c) Na polupravoj p sa poqetkom u taqki O uoqimo taqke A i B
takve da je OA = a i OB = b. S obzirom na to da je a > b vaжi
B(O,B,A), tj. OA ∼= OB + BA. Odavde sledi na osnovu uslova
aditivnosti L(OA) = L(OB)+L(BA), tj. L(a) = L(b)+L(a−b), qime
je dokaz zavrxen. �

Teorema 8.4.3. Ako je a0 bilo koja duж, tada postoji jedan i samo
jedan sistem L0 mereƬa duжi takav da je L0(a0) = 1.

Dokaz. Neka su na izvesnoj pravoj l zadate dve duжi a0 = A0B0

i a = AB, pri qemu je duж AB < A0B0. DuжA0B0 podelimo na 2k

podudarnih duжi. Neka je AkBk bilo koja od Ƭih. Na pravoj l
konstruiximo sistem taqaka takvih da svake dve uzastopne taqke
tog sistema odre�ujuduжpodudarnu sa duжi AkBk i da same taqke
Ak, Bk pripadaju tom sistemu. Jasno je da taqke A0 i B0 kao i
sve deobene taqke duжi A0B0 pripadaju tom sistemu. Saglasimo se
da dobijeni sistem taqaka nazovemo k-tom gradijacijom ili gradi-
jacijom ranga ku odnosu na duж A0B0 i tu gradijaciju obeleжimo sa
Nk. Gradijacijom Nk razloжena je prava l na neograniqeno mnogo
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duжi podudarnih sa AkBk. Obeleжimo sa nk ukupan broj duжi
gradijacije Nk koje pripadaju duжi AB a sa n′k ukupan broj duжi
gradijacije Nk koje sa duжi AB imaju zajedniqkih unutraxƬih
taqaka. Ako broju k dajemo redom vrednosti 0, 1, 2, . . . dobijamo dva
niza brojeva

n0,
n1
2
,
n2
22
,
n3
23
, . . . (8.1)

n′0,
n′1
2
,
n′2
22
,
n′3
23
, . . . (8.2)

Pri tome je nk+1 ≥ 2nk i n′k+1 ≤ 2n′k pa je

n0 ≤
n1
2

≤
n2
22

≤
n3
23

≤ . . .

n′0 ≥
n′1
2

≥
n′2
22

≥
n′3
23

≥ . . .

Prema tome niz (6.1) je neopadaju�i a niz (6.2) ne rastu�i.
Osim toga iz nk ≤ n′k sledi

nk
2k

≤
n′k
2k

≤ n′0 i
n′k
2k

≥
nk
2k

≤ n0,

pa je niz (6.1) ograniqen sa gorƬe a niz (6.2) sa doƬe strane, te
oba niza konvergiraju kad k → +∞.

Neka je

lim
k→+∞

nk
2k

= n i lim
k→+∞

n′k
2k

= n′.

S obzirom na to da je n′k − nk ≤ 2 bi�e

n′k − nk
2k

≤
2

2k
pa je lim

k→+∞

n′k − nk
2k

= 0

i prema tome n = n′. Saglasimo se da zajedniqku graniqnu vrednost
nizova (6.1) i (6.2) obeleжimo sa L(a). U tom sluqaju je

L0(a) = lim
k→+∞

nk
2k

= lim
k→+∞

n′k
2k

= n.

Na taj naqin svakoj duжi a koja pripada pravoj l korespondi-
ran je izvestan broj L0(a) odre�en u odnosu na duж a0. Moжe se
lako pokazati da funkcija L0 predstavƩa sistem mereƬa duжi,
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tj. da funkcija L0 konstruisana na ovaj naqin zadovoƩava uslove
aksiomatske definicije mereƬa duжi. �

Na osnovu izloжenog moжemo ustanoviti da je prostor S3 met-
riqki. Meru duжi AB zovemo rastojaƬem izme�u taqaka A i B.
Ako jox pretpostavimo da je mera nula duжi jednaka nuli, onda u
apsolutnom prostoru imamo metriku. Oznaqimo sa

dL(A,B)

rastojaƬe izme�u taqaka A i B. Tada vaжi

(i) dL(A,B) = 0 ako i samo ako se taqke A i B poklapaju,

(ii) dL(A,B) = dL(B,A),

(iii) dL(A,B) + dL(B,C) ≥ dL(A,C).

Neposredno se utvr�uje da sve tri osobine metrike vaжe.

Tako�e nije texko pokazati da vaжe slede�a tvr�eƬa

Teorema 8.4.4. Za tri date taqke A, B i C je B(A,B,C) ako i samo
ako su A, B i C tri razne taqke takve da je

dL(A,B) + dL(B,C) = dL(A,C).

Teorema 8.4.5. Za qetiri taqke A, B, C i D je (A,B) ∼= (C,D) ako
i samo ako je dL(A,B) = dL(C,D).

8.5 MereƬe uglova

U apsolutnoj geometriji potpuno analogno pojmu mere duжi
uvodi se pojam mere uglova.

Definicija 8.5.1. Sistemom mereƬa uglova nazivamo funkciju L
koja svakom uglu α korespondira realan broj L(α) tako da vaжi:
(1) Za svaki ugao α je L(α) ≥ 0, (Uslov nenegativnosti)

(2) Postoji ugao α0 takav da je L(α0) = 1 (Uslov normiranosti)

(3) Ako je α ∼= β tada je L(α) = L(β) (Uslov invarijantnosti)

(4) Ako je α+ β = γ tada je L(α) +L(β) = L(γ). (Uslov aditivnosti).
Broj L(α) koji je u sistemu L mereƬa duжi korespondiran uglu α
nazivamo merom ili veliqinom ugla α u sistemu mereƬa L. Ugao α0

za koji je L(α0) = 1 nazivamo jediniqnim uglom u sistemu mereƬa L.
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Navedena definicija predstavƩa aksiomatsku definiciju me-
reƬa uglova.

Teorema 8.5.1. Neka je L sistem mereƬa uglova. Tada je funkcija L′

sistem mereƬa uglova ako i samo ako postoji broj k ∈ R+, takav da
vaжi L′ = kL.

Teorema 8.5.2. U sistemu L mereƬa uglova za svake dva ugla α i β
vaжi:
(a) L(α) < L(β) ⇔ α < β,
(b) L(α) = L(β) ⇒ α ∼= β,
(c) L(α− β) = L(α)− L(β) za α > β.

Od svih sistema mereƬa uglova uglova za nas je najinteresant-
niji onaj koji pravom uglu dodeƩuje broj π/2. Takav sistem mereƬa
uglova nazivamo it prirodnim sistemom mereƬa uglova.

Do sada izloжene qetiri grupe aksioma u celini qine sistem
aksioma apsolutne geometrije. DaƩe razgranavaƬe geometrije na
Euklidsku i hiperboliqku koju nazivamo geometrijom Lobaqevskog
vrximo uvo�eƬem aksiome paralelnosti. U pogledu specifiqnosti
apsolutna geometrija je okarakterisana vezanox�u translacije za
bazisnu pravu, odnosno odsustvom mogu�nosti mereƬa povrxine i
zapremine koja iz toga proistiqe, dok �e ovi pojmovi biti daƩe
razvijani pojedinaqno nakon uvo�eƬa aksiome paralelnosti. Pri
tome sve teoreme izvedene u apsolutnoj geometriji kao posledica
samo qetiri grupe aksioma bivaju oquvane i u Euklidskoj geo-
metriji i u geometriji Lobaqevskog, odnosno dopuƬene jaqim tvr-
�eƬima koja proistiqu kao posledica uvo�eƬa aksiome paralel-
nosti.



Deo 9

Ekvivalenti petog Euklidovog

postulata

Euklidska geometrija (nazvana po starogrqkom matematiqaru
Euklidu) spada me�u najstarije poznate oblasti matematike. U
svojim Elementima, Euklid zapoqiƬe sa ograniqenim brojem pret-
postavki (23 definicije, 5 osnovnih pojmova i 5 postulata) i teжi
ka tome da dokaжe sve ostale rezultate (propozicije). Najprob-
lematiqniji, ali zato i najpoznatiji od postulata, obiqno se na-
ziva Euklidov peti postulat, ili jednostavno aksioma paralel-
nosti, i on u Euklidovoj originalnoj formulaciji glasi:

I da �e se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa
iste strane dva unutraxƬa ugla qiji je zbir maƬi od dva prava ugla,
te dve prave, beskrajno produжene, se�i i to sa strane sa koje su ovi
uglovi maƬi od dva prava ugla.

Ostali postulati su jednostavni i kratki, recimo prvi glasi:
Da se moжe povu�i od svake taqke ka svakoj drugoj taqki prava li-
nija. Odmah je postalo sumƬivo da li peti postulat moжe opstati
na ovaj naqin i da li se on moжe dokazati iz drugih postulata i
aksioma, qime bi se sveo na teoremu. Vixe od dvadeset vekova su
trajali ti pokuxaji dokazivaƬa petog postulata koji su na kraju
doveli do postavƩaƬa osnova za neke drugaqije geometrije.

Mnogi su antiqki matematiqari pokuxali dokazati da je peti
postulat, u stvari teorema. Neki su qak pisali dokaze. Danas
znamo da je Proklo,1 u svojim komentarima Elemenata, kritikovao

1Proklo (411- 485), grqki filozof.

241
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Ptolemeja2 zbog zbog pogrexnog dokaza petog postulata i dao svoj
dokaz, koji je tako�e pogrexan.

Drugi matematiqari kasnije su izveli tvr�eƬa koji su ekviva-
lentni ovom postulatu, ali imaju jednostavniju formu. Me�utim
u bilo kojoj formi pokazalo se da je ovaj Euklidov peti postu-
lat mnogo sloжeniji od Ƭegovih ostalih postulata, me�u kojima
se nalazi na primer i postulat: Kroz bilo koje dve taqke moжe se
povu�i prava linija.

Poznati matematiqar XVII veka Valis je 1663. godine ponudio
dokaz petog postulata koji je bio zasnovan na prividno oqiglednom
tvr�eƬu da postoje sliqni trouglovi tj. da se za svaki trougao
moжe konstrusati Ƭemu sliqan trougao. Pokazalo se da je tvr�eƬe
o postojaƬu sliqnih trouglova ekvivalentno petom postulatu.

Italijanski matematiqar Girolamo Sakeri je 1697. godine
pokuxao dokazati peti postulat polaze�i od suprotne pretpostavke
i traжe�i naqin da do�e do kontradikcije. On usput dokazuje ve�i
broj teorema jedne potpuno nove geometrije, ali upravo za to tvrdi
da je besmisleno i iz toga izvodi zakƩuqak o kontradikciji.

Johan Hajnrih Lambert3 je tako�e poxao od suprotne pret-
postavke i sledio tok zakƩuqaka, tako dobivxi niz teorema neeuk-
lidske geometrije, me�utim nije ni u jednom momentu tvrdio da je
stigao do kontradikcije.

Leжandr je tako�e dugo vremena posvetio petom postulatu. Do-
kazao je da je ekvivalentan iskaz petom postulatu i slede�i: Zbir
uglova u trouglu jednak je zbiru dva prava ugla. On je ostavio ”dokaz”
petog postulata koji se bazira na tvrdƬi da se kroz taqku unutar
ugla moжe povu�i prava koja seqe oba kraka ugla. Kasnije je utvrd-
jeno da je i ova tvrdƬa u stvari jox jedan ekvivalentan iskaz petog
postulata.

Jedno od najpoznatijih tvr�eƬa ekvivalentnih petom euklido-
vom postulatu, koje se koristi kao aksioma paralelnosi umesto
petog euklidovog postulata, je:

Plejferova4 aksioma paralelnosti. Ako je p proizvoƩna prava i
A taqka van Ƭe tada u ravni π(p,A) postoji jedinstvena prava a koja
sadrжi taqku A i nema zajedniqkih taqaka sa pravom p.

2Ptolomej grqko-rimski astronom, geograf i matematiqar iz Aleksandrije.

Жiveo je u prvom i drugom veku nove ere.
3Johan Hajnrih Lambert (1728-1777) xvajcarski matematiqar i fiziqar, qlan

Berlinske i Minhenske akademije nauka.
4�on Plejfer (1748-1819) xkotski nauqnik i matematiqar.
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U ovom poglavƩu izloжi�emo najinteresantnije ekvivalente
Plejferove aksiome paralelnosti. Napomenimo, da sva tvr�eƬa
u ovom odeƩku dokazujemo u apsolutnoj geometriji.

9.1 Leжandrove teoreme

Teoreme u ovom poglavƩu odnose se na zbirove unutraxƬih
uglova trougla i n-tougla u apsolutnoj geometriji - bez aksiome
paralelnosti.

Teorema 9.1.1. Za svaki trougao ∆ postoji trougao ∆1 takav da su
zbirovi unutraxƬih uglova trouglova ∆ i ∆1 jednaki me�u sobom a
jedan unutraxƬi ugao trougla ∆1 je bar dva puta maƬi od jednog un-
utraxƬeg ugla trougla ∆.

Dokaz. Oznaqimo sa A,B,C temena trugla ∆ ali tako da ∡ACB ≤
∡BAC. Oznaqimo daƩe sa D sredinu stranice AC a sa E taqku
simetriqnu taqki B u odnosu na taqku D (Slika 9.1). Tada je
∆EBC traжeni trougao ∆1.

Slika 9.1.

Oznaqimo sa σ(ABC) zbir unutraxƬih uglova trougla ∆ABC.
Iz podudarnosti trouglova ∆ABD i ∆CED sledi

σ(ABD) = σ(CED).

Me�utim, ∡CED jednak je uglu ∡ABD, pa je bar jedan od uglova
∡ABD i ∡DBC bar dva puta maƬi od ∡ABC. Tada je ∡DBC +
∡DEC = ∡ABC i ∡BCE = ∡BCA+ ∡CAB pa je

σ(∆) = ∡ABC + ∡BCA+ ∡CAB

= ∡DBC + ∡DEC + ∡BCA+ ∡ECA

= σ(EBC) = σ(∆1)
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Iz ∡ACB ≤ ∡BAC sledi CE = AB ≤ BC a odavde ∡CBE ≤
∡BEC. Neposredno dobijamo 2∡EBC ≤ ∡EBC + ∡BEC = ∡ABC,
pa je ∆1 = ∆EBC traжeni trougao. �

Teorema 9.1.2. (Prva Leжandrova5 teorema) U apsolutnoj geomet-
riji zbir unutraxƬih uglova proizvoƩnog trougla nije ve�i od zbira
dva prava ugla.

Pretpostavimo da postoji trougao ∆ takav da mu je zbir unutrxn-
jih uglova ve�i od zbira dva prava ugla. Oznaqimo sa R prav
ugao. To znaqi da σ(∆) > 2R, tj. σ(∆) = 2R + ε pri qemu je ε > 0.
Prema prethodnoj teoremi sledi da postoji trougao ∆1 takav da
je σ(∆) = σ(∆1) a jedan unutraxƬi ugao trougla ∆1 bar dva puta
maƬi od jednog unutraxƬeg ugla trougla ∆. Oznaqimo te uglove
redom sa α1 i α. Tada je

α1 ≤
1

2
α.

Na isti naqin postoji ∆2 takav da je σ(∆1) = σ(∆2), a jedan un-
utraxƬi ugao, oznaqimo ga sa α2 trougla ∆2 bar dva puta maƬi
od ugla α1 trugla ∆1. Tada je

α2 ≤
1

2
α1 ≤

1

22
α.

NastavƩaju�i ovaj postupak dobijamo niz trouglova ∆, ∆1, ∆2 . . .
∆n . . . i niz uglova α, α1, α2 . . . αn . . . pri qemu je

σ(∆) = σ(∆1) = σ(∆2) = . . . = σ(∆n) . . .

i

αn ≤
1

2n
α.

Znaqi, dobili smo σ(∆) = σ(∆n) i αn ≤ 1
2nα za ∀n ∈ N . Pri tome

broj n moжemo izabrati tako veliki da ugao αn bude maƬi od bilo
kog unapred zadatog ugla pa i od ε. Ako je αn < ε zbir ostala dva
ugla trougla ∆n je ve�i od 2R, a to je nemogu�e. Prema tome ne
postoji trougao qiji je zbir unutraxƬih uglova ve�i od zbira dva
prava ugla. �

5Adrijen-Mari Leжandr (1752-1833) francuski matematiqar. Znaqajno je dopri-

neo na poƩima statistike, teorije brojeva, apstraktne algebre i matematiqke anal-

ize.
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Dokaz Prve Leжandrove teoreme - drugi naqin. Pretpostavimo
da postoji trougao ∆ABB1 takav da mu je zbir unutraxƬih uglova
σ(∆ABB1) trougla ∆ABC ve�i od zbira dva prava ugla. Na polu-
pravoj BB1 konstruiximo taqke B2, B3, ..., Bn tako da vaжi

B(B,B1, B2, B3, ..., Bn−1, Bn) i BB1 = B1B2 = B2B3 = ... = Bn−1Bn.

Sa one strane poluprave BB1 sa koje je taqka A konstriximo taqke
A1, A2, A3, ..., An−1 (Slika 9.2.) takve da je

Slika 9.2.

∆ABB1
∼= ∆A1B1B2

∼= ... ∼= ∆An−1Bn−1Bn.

Odavde je
AB = A1B1 = A2B2 = ... = An−1Bn−1 i

AB1 = A1B2 = A2B3 = ... = An−1Bn.

DaƩe vaжi

∡AB1A1 = ∡A1B2A2 = ... = ∡An−2Bn−1An−1

(kao dopune jednakih uglova do opruжenog ugla). Posmatrajmo
slede�e trouglove: ∆AB1A1, ∆A1B2A2, ..., ∆An−2Bn−1An−1. Oni
su podudarni jer je

AB1 = A1B2 = A2B3 = ... = An−2Bn−1

AB = A1B1 = A2B2 = ... = An−1Bn−1

∡AB1A1 = ∡A1B2A2 = ... = ∡An−2Bn−1An−1,

pa su im i ostali odgovaraju�i elementi jednaki, tj.

AA1 = A1A2 = ... = An−2An−1.



246 9. Ekvivalenti petog Euklidovog postulata

Posmatrajmo poligon BAA1A2..An−1Bn. Za ovaj poligon vaжi

BBn < BA+AA1 +A1A2 + ...+An−2An−1 +An−1Bn

tj.
n ·BB1 < AB + (n− 1)AA1 +AB1,

pa je
n · (BB1 −AA1) < BA+AB1 −AA1 = d = const.

Za trougao ∆ABB1 po pretpostavci vaжi da je zbir Ƭegovih un-
utraxƬih uglova ve�i od zbira dva prava ugla, tj. σ(∆ABB1) >
2R, odakle sledi da je

∡ABB1 + ∡BB1A+ ∡B1AB > 2R. (9.1)

DaƩe jox vaжi

∡BB1A+ ∡AB1A1 + ∡A1B1B2 = 2R

tj.
∡BB1A+ ∡AB1A1 + ∡ABB1 = 2R. (9.2)

Ako uporedimo jednakosti (9.1) i (9.2) zakƩuqujemo da je ∡BAB1 >
∡AB1A1. Posmatrajmo trouglove ∆ABB1 i ∆AB1A1. Kod Ƭih je
AB1 = A1B, AB = A1B1 i ∡B1AB > ∡AB1A1, odakle na osnovu
zadatka 4.7.10. sledi BB1 > AA1 tj. BB1 −AA1 > 0.

U prethodnom razmatraƬu smo dobili da je

n · (BB1 −AA1) < d = const.

gde je n prirodan broj, xto je u suprotnosti sa Arhimedovom ak-
siomom neprekidnosti. Preme tome, pretpostavka da je zbir un-
utraxƬih uglova u trouglu ∆ABB1 ve�i od zbira dva prava ugla
dovodi do kontradikcije, pa stoga zbir unutraxƬih uglova u tro-
uglu ne moжe biti ve�i od zbira dva prava ugla. �

Definicija 9.1.1. Neka je σ(ABC) zbir unutraxƬih uglova tro-
ugla ∆ABC i R prav ugao. Razliku

δ(ABC) = 2R− σ(ABC)

nazivamo defektom trougla ∆ABC.
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Oqigledno je δ(ABC) ≥ 0.

Lema 9.1.1. Ako je zbir unutraxƬih uglova nekog trougla jednak zbiru
dva prava ugla, tada je zbir unutraxƬih uglova svakog trougla, koji
je od prvog odseqen nekom pravom tako�e jednak zbiru dva prava ugla.

Slika 9.3.

Dokaz. Za preseqnu pravu p mogu nastupiti dva sluqaja:
(i) da sadrжi jedno teme trougla i (ii) ne sadrжi ni jedno teme

trougla.

(i) Neka prava p sadrжi teme A trougla ∆ABC (Slika 9.3).
Oznaqimo sa D preseqnu taqku prave p sa stranicom BC. Tada
je σ(∆ABC) = σ(∆ABD) + σ(∆ACD) − 2R i σ(ABC) = 2R pa je
σ(∆ABD) + σ(∆ACD) = 4R. S druge strane zbir unutraxƬih
uglova u trouglu ne moжe biti ve�i od zbira dva prava ugla pa je
σ(∆ABD) = 2R i σ(∆ACD) = 2R

Slika 9.4.

(ii) Neka prava p ne sadrжi ni jedno teme trougla ∆ABC (Slika
9.4). Oznaqimo sa E i F preseqne taqke prave p redom sa strani-
cama AB i BC trougla ∆ABC. Zbir unutraxƬih uglova trougla
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∆ABC jednak je zbiru dva prava ugla pa je prema dokazanom delu
(i) zbir unutraxƬih uglova trougla ∆ABF , a samim tim i trougla
∆BEF jednak zbiru dva prava ugla. �

Lema 9.1.2. Ako je zbir unutraxƬih uglova nekog pravouglog trougla
jednak zbiru dva prava ugla, tada je zbir unutraxƬih uglova pravou-
glog trougla koji se od prvog dobija udvostruqavaƬem jedne katete,
tako�e jednak zbiru dva prava ugla.

Slika 9.5.

Dokaz. Neka je zbir unutrxƬih uglova trougla ∆ABC, sa pravim
uglom kod temena C, jednak zbiru dva prava ugla (Slika 9.5.). U
taqki A konstruiximo polupravu AQ upravnu na pravoj AC sa one
strane prave AC sa koje je taqka B. Na polupravoj AQ uoqimo
taqku B1 takvu da je AB1 = CB. Neka je jox D taqka poluprave CB
takva da je BD = BC i B(C,B,D). Kako je σ(∆ABC) = 2R i ∡C = R
sledi ∡CAB+∡CBA = R. S druge strane je ∡CAB+∡BAB1 = R pa
je ∡CBA = ∡BAB1. Za trouglove ∆ABC i ∆ABB1 imamo AB ≡ AB,
BC = AB1 i ∡CBA = ∡BAB1 pa su oni podudarni. Iz Ƭihove po-
dudarnosti sledi ∡AB1B = ∡C = R, ∡CAB = ∡B1BA. Sada je
∡B1BC = ∡B1BA + ∡ABC = ∡CAB + ∡ABC = R, tj. B1B ⊥ CD.
Sada su trouglovi ∆ABB1 i ∆B1DB podudarni jer je ∡AB1B =
∡DBB1 = R, BB1 ≡ BB1 i AB1 = DB1. Iz Ƭihove podudarnosti
sledi AB = B1D i ∡BAB1 = ∡B1DB. Sada trouglovi ∆ABD i
∆DB1A imaju sve odgovaraju�e stranice podudarne pa su podu-
darni prema tre�em stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi
∡BDA = ∡B1AD. Zbir unutraxƬih uglova trougla ∆ACD je

σ(∆ACD) = ∡ACD + ∡CDA+ ∡DAC

= R+ ∡B1AD + ∡DAC = R+ ∡B1AC = 2R
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tj. σ(∆ACD) = 2R. �

Lema 9.1.3. Ako je zbir unutraxƬih uglova jednog pravouglog tro-
ugla jednak zbiru dva prava ugla, tada je zbir unutraxƬih uglova
svakog pravouglog trougla jednak zbiru dva prava ugla.

Dokaz. Neka je ∆ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod
temena C qiji je zbir unutraxƬih uglova jednak zbiru dva prava
ugla i neka je ∆A′B′C ′ proizvoƩan pravougli trougao sa pravim
uglom kod temena C ′.

Slika 9.6.

(i) Ako su obe katete trougla ∆ABC ve�e ili jednake od odgo-
varaju�ih kateta trougla ∆A′B′C ′ tada na duжima CB i CA pos-
toje taqke B1 i A1 takve da je CB1 = C ′A′ i CA1 = C ′A′ (Slika
9.6). Pravougli trougao ∆A1B1C nastao je odsecaƬem od pravou-
glog trougla ∆ABC qiji je zbir unutraxƬih uglova jednak zbiru
dva prava ugla pa je prema Lemi 9.1.1. zbir unutraxƬih uglova
trougla ∆A1B1C jednak zbiru dva prava ugla. Iz podudarnosti
trouglova ∆A1B1C i ∆A′B′C ′ sledi da je zbir unutraxƬih uglova
trougla A′B′C ′ jednak zbiru dva prava ugla.

(ii) Ako je kateta CA maƬa od katete C ′A′ onda na polupravoj CA
odredimo niz taqaka A1, A2, . . . , An, . . . takav da je B(A1, A2, . . . , An, . . .)
i CA ∼= AA1, AA1

∼= A1A2,. . . (Slika 9.7). Tada postoji prirodan
broj k takav da je CAk < C ′A′ < CAk+1. Pri tome je prema Lemi
9.1.2. zbir unitraxƬih uglova u svakom od trouglova ∆AnBC (n =
1, 2, ..., k + 1) jednak 2R.

Ako je kateta CB maƬa od katete C ′B′ na polupravoj CB uoqimo
niz taqaka B1, B2, . . . , Bn, . . . takav da je B(B1, B2, . . . , Bn, . . .) i CB ∼=



250 9. Ekvivalenti petog Euklidovog postulata

Slika 9.7.

BB1, BB1
∼= B1B2,. . . Tada postoji prirodan broj l takav da je CBl <

C ′A′ < CBl+1. Pri tome je prema Lemi 9.1.2. zbir unutraxƬih
uglova u svakom od trouglova ∆AnBmC (m = 1, 2, ..., l+1) jednak 2R.
Dakle, zbir unutraxƬih uglova u trouglu ∆Ak+1Bl+1C jednak je
2R, pri qemu je CAk+1 > C ′A′ i CBl+1 > C ′B′ pa je prema dokazanom
delu pod (i) zbir unutraxƬih uglova trougla ∆A′B′C ′ jednak zbiru
dva prava ugla.

Teorema 9.1.3. (Druga Leжandrova teorema) Ako je u jednom tro-
uglu
∆ABC zbir unutraxƬih uglova jednak zbiru dva prava ugla tada je u
svakom drugom trouglu ∆A′B′C ′ zbir unutraxƬih uglova tako�e jed-
nak zbiru dva prava ugla.

Dokaz. Kod trouglova ∆ABC i ∆A′B′C ′ bar po jedna visina ima
podnoжje na naspramnoj stranici (Slika 9.8). Neka su to podnoжja
D i D′ redom iz taqaka A i A′. Kako je kod ∆ABC zbir unutraxn-
jih uglova jednak zbiru dva prava ugla, to visina AD razlaжe
taj trougao na trouglove ∆ABD i ∆ACD takve da su im zbirovi
unutraxƬih uglova jednaki po 2R (Lema 9.1.1.).
Trougao ∆ABD je pravougli i zbir unutraxƬih uglova mu je jed-
nak 2R odakle sledi prema Lemi 9.1.2. da su zbirovi unutraxn-
jih uglova pravouglih trouglova ∆A′B′D′ i ∆A′C ′D′ jednaki po 2R
pa je i zbir unutraxƬih uglova trougla A′B′C ′ jednak zbiru dva
prava ugla. �

Teorema 9.1.4. Postoji trougao kome je zbir unutraxƬih uglova jed-
nak zbiru dva prava ugla, ako i samo ako svaka prava upravna na jedan
krak bilo kojeg oxtrog ugla seqe drugi krak tog ugla.
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Slika 9.8.

Dokaz. Neka je ∡pOq proizvoƩan oxtar ugao i neka je P ∈ p pro-
izvoƩna taqka. Oznaqimo sa Q podnoжje upravne iz taqke P na
polupravu q (Slika 9.9). Neka je R proizvoƩna taqka poluprave q
i n upravna na q u taqki R.

Slika 9.9.

Ako vaжi B(O,R,Q) onda na osnovu Paxove aksiome direktno
sledi da prava n seqe i polupravu p. Neka je B(O,Q,R) i Pn, Qn,
n = 1, 2, · · · takve da je B(O,P, P1, P2, · · · , Pn), B(O,Q,Q1, Q2, · · · , Qn),
OPn = 2nOP i OQn = 2nOQ. Ako postoji trougao kod koga je suma
unutraxƬih uglova jednaka zbiru dva prava ugla, onda je zbir
unutraxƬih uglova svakog trougla jednak zbiru dva prava ugla
(druga Leжandrova teorema). Dakle, zbir unutraxƬih uglova
trougla ∆OPnQn jednak je zbiru dva prava ugla. Oznaqimo sa S
taqku prave s upravne na PQ u taqki P takvu da je PS ∼= OQ.

Tada je

∆OPQ ∼= ∆PP1S ∼= ∆PQ1S ∼= ∆PQ1Q,
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pa je ∡PQ1Q ∼= ∡POQ i ∡P1Q1P ∼= ∡OPQ a kako je jox ∡POQ +
∡OPQ = R, to je ∡OQ1P1 prav. Rasu�uju�i na isti naqin za-
kƩuqujemo da je ∆OPnQn pravougli trougao sa pravim uglom kod
temena Qn. Na osnovu Arhimedove aksiome taqku Qn moжemo iz-
abrati tako da je B(O,R,Qn). Sada prava n na osnovu Paxovog
stava mora se�i jox jednu stranicu trougla ∆OPnQn u unutraxn-
joj taqki. Ukoliko bi n sekla stranicu PnQn u unutraxƬoj taqki,
dobili bi smo trougao sa dva prava ugla, xto je nemogu�e. Prema
tome n mora se�i duж OPn, tj. polupravu p, qime je dokaz zavrxen.

Slika 9.10.

Obratno, neka svaka prava qn upravna u taqki Qn na krak q seqe
krak p oxtrog ugla ∡pOq u taqki Pn (Slika 9.10). Tada za defekt
trougla ∆OPnQn vaжi

δ(OPnQn) = δ(OPn−1Qn−1) + δ(Pn−1Qn−1Qn + δ(Pn−1PnQn),

tj.
δ(OPnQn) ≥ 2δ(OPn−1Qn−1).

NastavƩaju�i taj postupak posle n koraka dobijamo

δ(OPnQn) ≥ 2nδ(OPQ).

Ako bi bilo δ(OPQ) > 0, broj n moжemo izabrati dovoƩno veliki
da 2nδ(OPQ) bude ve�e od bilo kog unapred zadatog ugla, pa i od
2R. Tada bi bilo

δ(OPnQn) > 2R

a to je nemogu�e. Dakle, mora biti δ(OPQ) = 0, tj. σ(OPQ) = 2R. �
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Teorema 9.1.5. (Tre�a Leжandrova teorema) Postoji trougao ∆ ko-
me je zbir σ(∆) unutraxƬih uglova jednak zbiru dva prava ugla ako i
samo ako u ravni π odre�enoj pravom p i taqkom A van Ƭe postoji
samo jedna prava a koja sadrжi taqku A i ne seqe pravu p.

Dokaz. Oznaqimo sa B podnoжje normale iz taqke A na pravu p, a
sa a pravu koja je upravna na AB u taqki A (Slika 9.11.). Pret-
postavimo da postoji trougao qiji je zbir unutraxƬih uglova jed-
nak zbiru dva prava ugla i dokaжimo da je prava a jedina koja
prolazi kroz taqku A i nema zajedniqkih taqaka sa pravom p. Neka
je b jox jedna prava u ravni π koja sadrжi taqku A i nema zajed-
niqkih taqaka sa pravom sa pravom p. Neka je b′ ona od polupravih
prave b sa poqetkom u taqki A koja sa polupravom BA gradi oxtar
ugao. Prava p je upravna na krak BA oxtrog ugla, pa na osnovu
teoreme 9.1.4. ona seqe drugi krak b′, dakle i pravu b.

Slika 9.11.

Obratno, neka je u ravni π data prava p, taqka A van Ƭe i
prava a koja sadrжi taqku A i nema zajedniqkih taqaka sa pravom
p. Neka je prava a jedinstvena sa tom osobinom. Pokaza�emo da
postoji trougao qiji je zbir unutraxƬih uglova jednak zbiru dva
prava ugla. Obeleжimo sa B podnoжje upravne iz taqke A na pravu
p (Slika 9.11.). Neka je C proizvoƩna taqka prave p razliqita od
taqke B i A′ taqka prave a sa iste strane prave AB sa koje je i
taqka C. Tada je zbir s(ABC) unutraxƬih uglova trougla ∆ABC
jednak 2R. Dokaжimo to. Na osnovu prve Leжandrove teoreme
vaжi s(ABC) ≤ 2R, pa je ∡ACB ≤ ∡CAA′. Ako bi bilo ∡ACB <
∡CAA′ onda bi unutar ugla ∡CAA′ postojala poluprava b′ koja sa
AC gradi ugao β podudaran uglu ∡ACB. Ugao ∡ACB je oxtar
odakle sledi da je i β oxtar, tj. poluprava b na osnovu teoreme
9.1.4. seqe pravu p u taqki D. Tada bi u trouglu ∆ACD spoƩaxƬi
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ugao kod temena C bio jednak unutraxnem nesusednom uglu ∡CAD,
xto je nemogu�e. Prema tome mora biti zbir unutraxƬih uglova
u ∆ABC jednak 2R. �

9.2 Ekvivalenti Plejferove aksiome

paralelnosti

Teorema 9.2.1. Tvr�eƬe: ”Zbir unutraxƬih uglova proizvojnog tro-
ugla jednak je zbiru dva prava ugla”, ekvivalentno je Plejferovoj ak-
siomi paralelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz druge i tre�e Leжandrove teoreme. �

Teorema 9.2.2. Tvr�eƬe: ”Zbir σ unutraxƬih uglova prostog ravnog
n- tougla jednak je σ = 2(n − 2)R, pri qemu je R prav ugao”, ekviva-
lentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Direktno sledi iz prethodne teoreme. �

Posledica. Tvr�eƬe ”Zbir spoƩaxƬih uglova kod svih temena kon-
veksnog prostog ravnog n- tougla jednak je 4R” ekvivalentno je Ple-
jferovoj aksiomi paralelnosti.

Teorema 9.2.3. Tvr�eƬe: ”Uglovi na protivosnovici Sakerijevog qet-
vorougla su pravi” ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Teorema 9.2.4. Tvr�eƬe: ”Svi uglovi Lambertovog qetvorougla su
pravi”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Teorema 9.2.5. Tvr�eƬe: ”Svaka prava u ravni oxtrog ugla koja je
upravna na jedan krak oxtrog ugla seqe drugi krak”, ekvivalentno je
Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz Teoreme 9.1.4. i tre�e Leжandrove teo-
reme. �

Teorema 9.2.6. Tvr�eƬe: ”Kroz makoje tri nekolinearne taqke pro-
lazi krug”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.
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Dokaz. Neka vaжi Plejferova aksioma paralelnosti i neka su
A, B i C tri nekolinearne taqke. Medijatrise stranica trougla
∆ABC pripadaju istom pramenu pravih. Nije texko zakƩuqiti da
se radi o pramenu konkurentnih pravih, tj. da preseqna taqka O
medijatrisa stranica trougla ∆ABC predstavƩa sredixte kruga
opisanog oko trougla ∆ABC.

Obratno, neka vaжe aksiome apsolutne geometrije i neka kroz
ma koje tri nekolinearne taqke prolazi krug. Neka proizvoƩne
prave a i b seku neku pravu p tako da je a upravna na p i b nije
upravna na p.

Slika 9.12.

Oznaqimo sa A i B preseqne taqke prave p redom sa pravama a
i b (Slika 9.12). Neka je C taqka prave p takva da je B(A,C,B).
Neka je D taqka simetriqna taqki C u odnosu na taqku A, q prava
koja je normalna na pravu b i sadrжi taqku C i Q taqka prave
q simetriqna taqki C u odnosu na pravu b. Dakle, prave a i b
su medijatrise redom duжi CD i CQ. Taqke C, D i Q su tri
nekolinearne taqke jer bi u suprotnom bilo b ⊥ p. Prema uvedenoj
pretpostavci kroz taqke C, D i Q prolazi krug, sa centrom u taqki
O. Taqka O je po�ednako udaƩena od temena C, D i Q trougla
∆DCQ, tj. OC ∼= OD ∼= OQ. Taqka O pripada pravoj a, jer je a
medijatrisa duжi CD. Tako�e taqka O pripada i pravoj b, jer je b
medijatrisa duжi CQ. Dakle, prave a i b seku se u taqki O, xto na
osnovu Teoreme 9.1.4. i tre�e Leжandrove teoreme znaqi da vaжi
Plejferova aksioma paralelnosti. �

Teorema 9.2.7. Tvr�eƬe: ”U ravni postoje tri kolinearne taqke
podjednako udaƩene od date prave”, ekvivalentno je Plejferovoj ak-
siomi paralelnosti.
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Dokaz. Neka su A, B, C tri kolinearne taqke po�ednako udaƩene
od prave a. Dokaza�emo da tada vaжi Plejferova aksioma paralel-
nosti. Oznaqimo sa A′, B′, C ′ podnoжja normala redom iz taqaka
A, B i C na pravu A.

Slika 9.13.

Tada je AA′ ∼= BB′ ∼= CC ′. Dakle qetvorougao AA′B′B je Sakeri-
jev. SredƬa linija MN tog qetvorougla (Teorema 4.8.2.) je zajed-
niqka normala osnovice i protivosnovice, tj. MN ⊥ a i MN ⊥ b
(Slika 9.13).

Slika 9.14.

Qetvorougao BB′C ′C je Sakerijev pa je sredƬa linija PQ za-
jedniqka normala na prave a i b (Teorema 4.8.2.). Kako taqke N i
Q pripadaju pravoj b i ne pripadaju pravoj a, to taqke M , N , P
i Q obrazuju qetvorougao sa qetiri prava ugla, odakle na osnovu
Teoreme 9.2.2. vaжi Plejferova aksioma paralelnosti.

Obratno, neka vaжi Plejferova aksioma paralelnosti i neka
su u ravni date prava a i taqke A, B i C sa iste strane prave a,
tako da je AA′ ∼= BB′ ∼= CC ′ gde su A′, B′ i C ′ podnoжja normala
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redom iz taqaka A, B i C na pravu a. Pokaza�emo da su taqke A,
B i C kolinearne (Slika 9.14).

Qetvorougao AA′B′B je Sakerijev. Uglovi na protivosnovici
su mu pravi jer vaжi Plejferova aksioma paralelnosti, tj.
∡ABB′ = R. Tako�e, qetvorougao BB′C ′C je je Sakerijev, pa je
∡CBB′ = R. Dakle, uglovi ∡ABB′ i ∡CBB′ su pravi i naporedni,
tj. taqke A, B i C su kolinearne. �

Peti Euklidov postulat. Zbog svog istorijskog znaqaja, od po-
sebnog je interesa Peti Euklidov postulat kao jedan od mnogih
ekvivalenata Plejferove aksiome paralelnosti.

Teorema 9.2.8. Peti Euklidov postulat i Plejferova aksioma par-
alelnosti su ekvivalentna tvr�eƬa.

Slika 9.15.

Dokaz. Neka vaжi Plejferova aksioma paralelnosti i neka prava
c seqe prave a i b redom u taqkama A i B. Oznaqimo sa A′ i B′

taqke redom pravih a i b takve da je

∡A′AB + ∡B′BA < 2R

gde je R prav ugao (Slika 9.15). Tada je bar jedan od uglova ∡A′AB
i ∡B′BA oxtar. Ne umaƬuju�i opxtost dokaza pretpostavimo da
je ugao ∡B′BA oxtar.

Oznaqimo sa C podnoжje upravne iz taqke A na pravu b. Taqke
C i B′ su sa iste strane taqke B jer bi smo u suprotnom dobili
trougao qiji je zbir unutraxƬih uglova ve�i od zbira dva prava
ugla, xto je u suprotnosti sa prvom Leжandrovom teoremom. Tada
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je i ugao ∡CAA′ oxtar. Zaista, kako vaжi Plejferova aksioma
paralelnosti to je ∡BAC + ∡ABC = R, odakle zakƩuqujemo

∡CAA′ = ∡BAA′ − ∡BAC = ∡BAA′ − (R− ∡ABC)

= ∡BAA′ −R+ ∡ABC < 2R−R = R

Prava b je normala u taqki C na jedan krak oxtrog ugla ∡CAA′,
odakle na osnovu Teoreme 9.2.5. seqe drugi krak tog ugla. Dakle
prave a i b se seku, tj. vaжi peti Euklidov postulat.

Slika 9.16.

Obratno, neka vaжi peti Euklidov postulat i neka su dati
prava a i taqka B van prve a. Neka su A i A′ proizvoƩne taqke
prave a i neka je B′ taqka ravni (a,B) odre�enoj pravom a i taqkom
B tako da je (Slika 9.16)

A′, B′
� �

− AB i ∡A′AB + ∡ABB′ = 2R.

Prava b ≡ BB′ je jedina prava ravni (a,B) koja sadrжi taqku B i
nema zajedniqkih taqaka sa pravom a. Zaista, svaka druga prava
c ravni (a,B) koja sadrжi taqku B gradi sa pravom AB suprotne
uglove qiji je zbir razliqit od zbira dva prava ugla. Kako vaжi
peti Euklidov postulat prava c mora se�i pravu a, a to znaqi da
vaжi Plejferova aksioma paralelnosti. �

Razmotri�emo jox jedan interesantan ekvivalent aksiome par-
alelnosti:

Teorema 9.2.9. Tvr�eƬe: ”Postoje dva trougla kojima su odgovaraju�i
uglovi jednaki a odgovaraju�e stranice nejednake” ekvivalentno je
Plejferovoj aksiomi paralelnosti.
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Slika 9.17.

Dokaz. Neka za trouglove ∆ABC i ∆A′B′C ′ vaжi ∡A = ∡A′,
∡B = ∡B′, ∡C = ∡C ′ a odgovaraju�e stranice su im nejednake
(Slika 9.17). To znaqi da postoji taqka B1 6= B na polupravoj AB
takva da je AB1

∼= A′B′ i taqka C1 6= C na polupravoj AC takva da
je AC1

∼= A′C ′.

Slika 9.18.

Trouglovi ∆AB1C1 i ∆A′B′C ′ su podudarni jer imaju jednake
dve stranice i Ƭima zahva�en ugao, odakle sledi

∡AB1C1
∼= ∡A′B′C ′ i ∡AC1B1

∼= ∡A′C ′B′.

Posmatrajmo qetvorougao BCC1B1. Tada za zbir unutraxƬih uglova
tog qetvorougla vaжi

σ(BCC1B1) = ∡B + ∡C + ∡CC1B1 + ∡C1B1B

= ∡B′ + ∡C ′ + (2R− ∡C ′) + (2R− ∡B′) = 4R.
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Na osnovu Teoreme 9.2.2. vaжi Plejferova aksioma paralelnosti.
Obratno, neka vaжi Plejferova aksioma paralelnosti. Neka je

dat trougao ∆ABC i duж B′C ′ tako da je B′C ′ 6= BC (Slika 9.18).
Neka su B′B1 i C ′C1 poluprave takve da je

∡(B′B1, B
′C ′) = ∡B, ∡(B′C ′, C ′C1) = ∡C.

Uglovi ∡B i ∡C su uglovi trougla ∆ABC , pa vaжi ∡B+∡C < 2R,
odakle sledi ∡B′+∡C ′ < 2R. Kako smo pretpostavili da vaжi Ple-
jferova aksioma paralelnosti vaжi�e i Peti Euklidov postulat,
tj. poluprave B′B1 i C ′C1 �e se se�i u taqki A′. Trouglovi ∆ABC
i ∆A′B′C ′ imaju sva tri odgovaraju�a ugla jednaka, dok im odgo-
varaju�e stranice nisu jednake. �



Deo 10

Aksioma paralelnosti.

Euklidska geometrija

10.1 Plejferova aksioma paralelnosti.

Pojam Euklidskog prostora.

Aksioma paralelnosti je, kao xto smo videli, bila poznata
kao stav jox u antiqkim vremenima kod Grka. Me�utim, Euklidova
originalna formulacija unekoliko se razlikuje od Plejferove ak-
siome paralelnosti, koja u stvari predstavƩa ekvivalent petog
Euklidovog postulata. Poxto ovako iskazan poseduje jednostavnu
formulaciju Plejfer 1797. godine uzima taj stav za aksiomu, a
peti postulat za teoremu.

Plejferova aksioma paralelnosti. Ako je p proizvoƩna prava i
A taqka van Ƭe, tada u ravni π(p,A) postoji najvixe jedna prava a,
koja sadrжi taqku A i nema zajedniqkih taqaka sa pravom p.

Definicija 10.1.1. Teoriju zasnovanu na sistemu aksioma apso-
lutne geometrije i Plejferovoj aksiomi paralelnosti nazivamo
Euklidskom ili paraboliqkom geometrijom. Ravan i prostor u ko-
jima vaжe aksiome Euklidske geometrije nazivamo respektivno Eu-
klidskom ravni i Euklidskim prostorom i oznaqavamo ih redom sa
E2 i E3.

261
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10.2 Paralelnost u E
n, (n = 2,3)

U Euklidskoj geometriji se radi lakxeg izlagaƬa uvode bi-
narne relacije definisane na skupu svih pravih i skupu svih ra-
vni: relacija paralelnosti pravih i relacija paralelnosti ravni a
tako�e i relacija paralelnosti prave i ravni.

Definicija 10.2.1. U prostoru E3 prava p je paralelna sa pravom
q ako je prava p komplanarna sa pravom q pri qemu je p ≡ q ili
p ∩ q = ∅. To oznaqavamo p ‖ q.

Iz prethodne definicije i Plejferove aksiome paralelnosti
neposredno sledi slede�e tvr�eƬe

Teorema 10.2.1. Za svaku pravu p i svaku taqku P prostora E3 pos-
toji jedinstvena prava q prostora E3 takva da sadrжi taqku P i
paralelna je pravoj p.

Teorema 10.2.2. Relacija paralelnosti definisana na skupu pravih
prostora En, n = 2, 3 je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost relacije paralelnosti pra-
vih slede direktno iz definicije. Dokaza�emo tranzitivnost.
Neka su p, q i r tri prave prostora En takve da je p ‖ q i q ‖ r.
Dokaza�emo da je tada q ‖ r. Iz qiƬenice da je p ‖ q sledi da su
prave p i q komplanarne. Na isti naqin komplanarne su i prave
q i r. Oznaqimo sa α ravan odre�enu pravama p i q a sa β ravan
odre�enu pravama q i r. Za ravni α i β mogu nastupiti slede�i
sluqajevi: α = β i α 6= β.

(i) Neka je α = β. Ako je p = q ili q = r dokaz je trivijalan.
Neka je p 6= q i q 6= r. Tada prave p i r ne mogu imati zajedniqkih
taqaka, jer bi u suprotnom u ravni α postojale dve razne prave p
i r koje se seku i koje sa pravom q nemaju zajedniqkih taqaka, xto
je u suprotnosti sa Plejferovom aksiomom paralelnosti.

(ii) Neka je sada α 6= β. U tom sluqaju mora biti p 6= q i q 6= r
jer bi se u suprotnom ravni α i β poklapale. Dakle vaжi p∩ q = ∅
i q ∩ r = ∅. Da bi dokazali da su prave p i r paralelne dovoƩno
je dokazati da su disjunktne i komplanarne. Ako bi se prave p i r
sekle u taqki S, tada bi prava q i taqka S odre�ivale jedinstvenu
ravan pa bi bilo α = β xto je u suprotnosti sa pretpostavkom.
Znaqi vaжi p ∩ r = ∅, tj. prave p i r su disjunktne. Dokaжimo
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jox da su prave p i r komplanarne. Neka je P ∈ p proizvoƩna
taqka. Tada taqka P i prava r odre�uju neku ravan γ. Ravni α i
γ imaju zajedniqku taqku pa je Ƭihov presek prava. Ukoliko je to
prava p dokaz je zavrxen, jer u tom sluqaju prave p i r pripadaju
ravni γ. Neka je p′ preseqna prava ravni α i γ, pri qemu je p 6= p′

(Slika10.1).

Slika 10.1.

Sada prave p, p′ i q pripadaju istoj ravni α pri qemu se prave
p i p′ seku u istoj taqki P i prema Plejferovoj aksiomi paralel-
nosti ne mogu biti istovremeno disjunktne sa pravom q. Dakle,
prave p′ i q se seku u nekoj taqki Q. Taqka Q pripada svim trima
ravnima α, β i γ. Kako je q preseqna prava ravni α i β, a r preseqna
prava ravni β i γ, to vaжi

Q ∈ α ∩ β ∩ γ = (α ∩ β) ∩ (β ∩ γ) = q ∩ r,

tj. Q je preseqna taqka pravih q i r, xto je nemogu�e, jer smo
pretpostavili da je q∩r = ∅. Dakle, prave p i r su komplanarne. �

Relacija paralelnosti pravih kao relacija ekvivalencije razbi-
ja skup svih pravih prostora En na klase ekvivalencije. Te klase
ekvivalencije zva�emo pravcima. Na taj naqin pravac prave p
predstavƩa skup svih pravih koje su sa Ƭom paralelne.

Definicija 10.2.2. U prostoru E3 prava p je paralelna ravni π
(oznaka p ‖ π) ako je p ⊂ π ili p ∩ π = ∅. Obratno, u prostoru E3

ravan π je paralelna sa pravom p (oznaka π ‖ p) ako je π ⊃ p ili
π ∩ p = ∅ (Slika 10.2).
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Slika 10.2.

Iz definicije neposredno sledi da ako je p ‖ π tada je i π ‖ p
i obratno. Prema tome u mogu�nosti smo da za takvu pravu p i
ravan π kaжemo da su paralelne bez obzira na Ƭihov poredak.

Teorema 10.2.3. Prava p je paralelna ravni π ako i samo ako u ravni
π postoji prava q paralelna sa pravom p.

Dokaz. Ako prava p pripada ravni π dokaz je trivijalan. Razmot-
rimo sluqaj kada prava p ne pripada ravni π.

Neka je p ‖ π. Dokaжimo da u ravni π postoji prava q takva
da je p ‖ q. Neka je A proizvoƩna taqka u ravni π. Taqka A ne
pripada pravoj p, odakle sledi da taqka A i prava p odre�uju ra-
van α (Slika 10.3). Ravni α i π imaju zajedniqku taqku A pa je
Ƭihov presek prava q. Ravni α i π su razliqite jer prava p pri-
pada ravni α a ne pripada ravni π. Prave p i q su komplanarne
i nemaju zajedniqkih taqaka, jer bi Ƭihova zajedniqka taqka pri-
padala ravni π, xto je nemogu�e. Dakle, prave p i q moraju biti
paralelne. Neka sada u ravni π postoji prava q paralelna pra-

Slika 10.3.

voj p. Dokaжimo da je prava p paralelna ravni π. Kako prava p ne
pripada ravni π niti sa Ƭom ima zajedniqkih taqaka, to prave p i
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q nemaju zajedniqkih taqaka pa odre�uju neku ravan α. Ravan π i
prava p su disjunktne, jer ako bi se sekle, Ƭihova preseqna taqaka
bi pripadala preseku ravni α i π, tj pravoj q, xto je nemogu�e
jer su prave p i q disjunktne. Prema tome parava p i ravan π su
paralelne. �

Definicija 10.2.3. U prostoru E3 ravan α je paralelna ravni β,
(oznaka: α ‖ β) ako je α ≡ β ili α ∩ β = ∅.

Slika 10.4.

Teorema 10.2.4. Relacija paralelnosti ravni prostora E3 je rela-
cija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost slede direktno iz defini-
cije. Dokaжimo tranzitivnost. Neka su α, β i γ tri ravni takve
da je α ‖ β i β ‖ γ, dokaжimo da je tada α ‖ γ. za ravni α, β i γ
mogu nastupiti slede�i sluqajevi: (i) α = β ili β = γ, (ii) α 6= β
i β 6= γ. Prvi sluqaj je trivijalan. Razmotrimo sluqaj α 6= β
i β 6= γ. Tada α ∩ β = ∅ i β ∩ γ = ∅. Pretpostavimo da ravni
α i γ nisu paralelne, tj. neka je p preseqna prava ravni α i γ.
Neka je P proizvoƩna taqaka prave p i A taqka ravni α koja ne
pripada pravoj p. Neka je jox B proizvoƩna taqka ravni β. Tada
postoji ravan π koja sadrжi nekolinearne taqke A, B i P (Slika
10.5). Ravan π ima zajedniqkih taqaka sa svakom od ravni α, β i γ,
odakle sledi da sa svakom od Ƭih ima zajedniqku pravu. Oznaqimo
te zajedniqke prave redom sa a, b i c. Prave a i c su razliqite jer
bi u suprotnom taqka A pripadala i pravoj c pa bi se ravni α i
γ poklapale, xto u ovom sluqaju nije mogu�e. Razliqite prave a
i c imaju zajedniqku taqku P , i disjunktne su sa pravom b u ravni
π, xto je u suprotnosti sa Plejferovom aksiomom paralelnosti.
Prema tome ravni α i γ moraju biti paralelne. �
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Slika 10.5.

Teorema 10.2.5. Neka su dati ravan α i taqka B. Tada postoji
jedinstvena ravan β koja sadrжi taqku B i paralelna je ravni α.

Dokaz. Za taqku B i ravan α imamo slede�e mogu�nosti:
(i) B ∈ α, (ii) B /∈ α.

(i) U prvom sluqaju α je traжena ravan.
(ii) Neka B /∈ α. Oznaqimo sa A proizvoƩnu taqku ravni α. Neka

su p i q proizvoƩne razliqite prave ravni α koje sadrжe taqku A.
Prema teoremi 10.2.1. postoje jedinstvene prave p′ i q′ koje sadrжe
taqku B, takve da je p′ ‖ p i q′ ‖ q. Ako bi se prave p′ i q′ poklapale,
onda bi zbog tranzitivnosti relacije paralelnosti pravih, prave
p i q bile paralelne, xto je u suprotnosti sa Ƭihovim izborom.
Prema tome, prave p′ i q′ se seku u taqki B pa odre�uju taqno
jednu ravan β (Slika 10.6). Ravan β je traжena ravan. Dokaжimo

Slika 10.6.

to. Ravan β sadrжi taqku B. Pretpostavimo da ravni α i β nisu
paralelne. U tom sluqaju ravni α i β se seku po nekoj pravoj r.
Prema Plejferovoj aksiomi paralelnosti bar jedna od pravih p′

i q′ u ravni β mora se�i pravu r. Neka prava p′ seqe pravu r u
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taqki R. Prave p i p′ su dve razne paralelne prave pa odre�uju
neku ravan π. Tada taqka R pripada ravnima π i α, pa samim tim
i Ƭihovom preseku, tj. pravoj p. To znaqi da se prave p i p′ seku
u taqki R xto je u suprotnosti sa Ƭihovim izborom. Prema tome
ravan β paralelna je ravni α. Time je dokazana egzistencija takve
ravni.

Treba pokazati jox jedinstvenost. Neka je β1 proizvoƩna ravan,
koja sadrжi taqku B i paralelna je ravni α. Zbog tranzitivnosti
relacije paralelnosti ravni sledi da su ravni β i β1 paralelne,
a kako imaju zajedniqku taqku B one se poklapaju. �

10.3 Uglovi na transverzali

Sada �emo razmatrati neke daƩƬe posledice Plejferove ak-
siome.

Teorema 10.3.1. Neka su A, B, P , Q taqke iste ravni takve da je

P,Q
� �

− AB. Tada vaжi ekvivalencija:

AP ‖ BQ⇔ ∡PAB + ∡QBA = 2R.

Dokaz. Oznaqimo sa P ′ i Q′ proizvoƩne taqke takve da je B(P,A, P ′)
i B(Q,B,Q′). Uvedimo oznake: α = ∡PAB, β = ∡QBA, α′ = ∡P ′AB,
β′ = ∡Q′BA.

Slika 10.7.
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Pretpostavimo najpre da vaжi ∡PAB + ∡QBA = 2R. Tada iz
∡PAB + ∡P ′AB = 2R sledi ∡QBA = ∡P ′AB. Oznaqimo sa S sre-
dixte duжi AB, sa S′ podnoжje normale iz taqke S na pravu PA,
i sa S′′ taqku takvu da je S′′S ∼= SS′ i B(S′, S, S′′) (Slika 10.7).
Trouglovi ∆SS′A i ∆SS′′B su podudarni prema drugom stavu o
podudarnosti, sledi da je i ugao ∡BS′′S prav, i ∡SBS′′ = ∡SAS′ =
∡P ′AB = ∡QBA = ∡SBQ. Prema tome, taqka S′′ pripada pravoj
BQ, pa je prava S′S′′ zajedniqka normala pravih PA i QB. Sledi
da je AP ‖ BQ, jer ako bi se prave AP i BQ sekle u nekoj taqki
X, tada bi iz te taqke postojale dve razne normale na pravu S′S′′,
xto je u suprotnosti sa teoremom o jedinstvenosti normale.

Slika 10.8.

Obratno, neka je AP ‖ BQ. Dokaжimo da je tada

∡PAB + ∡QBA = 2R.

Neka je AP1 prava za koju je Q,P1

� �

− AB i ∡P1AB = 2R − ∡QBA
(Slika 10.8). Prema dokazanom u prvom delu teoreme sledi da je
je AP1 ‖ BQ. Prema tome, dobili smo da kroz taqku A van prave BQ
prolaze dve prave AP i AP1 paralelne pravoj BQ, odakle sledi da
se prave AP i AP1 poklapaju, pa je ∡PAB = ∡P1AB = 2R − ∡QBA,
tj. ∡PAB + ∡QBA = 2R. �

Definicija 10.3.1. Uglovi na transverzali su uglovi koje obra-
zuje prava koja seqe dve razne prave neke ravni. Tu Ƭihovu zajed-
niqku seqicu nazivamo transverzala.
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Uvedimo slede�e oznake: neka prava t seqe prave PP ′ i QQ′ re-

dom u taqkama A i B takvim da je B(P,A, P ′), B(Q,B,Q′) i P,Q
� �

−AB
(Slika 10.9). Neka su A′ i B′ taqke prave t takve da je B(A′, A,B,B′).
U tom sluqaju �emo re�i da su uglovi: (i) ∡A′AP i ∡ABQ - sa-

Slika 10.9.

glasni,
(ii) ∡PAB i ∡QBA a tako�e i ∡PAA′ i ∡QBB′ - suprotni,
(iii) ∡PAB i ∡Q′BA a tako�e i ∡PAA′ i ∡Q′BB′ - naizmeniqni.

Uglovi na transverzali qiji kraci sadrжe duж AB su unutra-
xƬi a oni drugi spoƩaxƬi.

Prema tome, prethodne pojmove moжemo uvesti i na slede�i
naqin:

Definicija 10.3.2. (i) Jedan spoƩaxƬi i jedan unutraxƬi ugao
sa iste strane transverzale su saglasni uglovi.

(ii) Dva spoƩaxƬa ili dva unutraxƬa ugla sa iste strane tran-
sverzale su suprotni uglovi.

(iii) Dva spoƩaxƬa ili dva unutraxƬa nesusedna ugla sa raznih
strana transverzale su naizmeniqni uglovi.

Za nas�e od interesa biti sluqaj kad su prave PP ′ i QQ′ para-
lelne. Na osnovu prethodne teoreme zakƩuqujemo da su suprotni
uglovi, na transverzali paralelnih pravih, suplementni. Direk-
tna posledica te teoreme je i da su saglasni uglovi na transver-
zali paralelnih pravih kao i naizmeniqni uglovi me�u sobom po-
dudarni. Mogu�e je iskazati i teoreme analogne prethodnoj u ko-
jima se umesto o suprotnim govori o saglasnim ili naizmeniqnim
uglovima.
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Sada moжemo formulisati i dokazati teoremu o uglovima sa
paralelnim kracima.

Teorema 10.3.2. Neka su ∡pOq i ∡p′Oq′ dva konveksna ugla neke ravni
sa kracima takvim da je p ‖ p′ i q ‖ q′. Tada:

(i) Ako su oba ugla oxtra ili oba tupa tada su oni podudarni.
(ii) Ako je jedan ugao oxtar a drugi tup tada su oni suplementni.

Slika 10.10.

Dokaz. Oznaqimo sa p1, q1, p
′
1, q

′
1 prave odre�ene kracima p, q, p′,

q′ datih uglova. Kako je p1 ‖ p′1, to prava q′1 mora se�i pravu p1 u
nekoj taqki S (Slika 10.10). Jedan od uglova koji odre�uju prave
p1 i q′1 oznaqimo sa α. Sada je prava q′1 transverzala paralelnih
pravih p1 i p′1, a prava p1 transverzala paralelnih pravih q1 i q′1.
Tako je svaki od uglova ∡pOq i ∡p′Oq′ kao ugao na odgovaraju�oj
transverzali podudaran ili suplementan uglu α. Znaqi, i uglovi
∡pOq i ∡p′Oq′ su podudarni ili suplementni. Naravno, ako su oba
oxtra onda ne mogu biti suplementni pa su podudarni. Sliqno ako
je jedan ugao oxtar a drugi tup tada moraju biti suplementni. �

Navex�emo bez dokaza teoremu o uglovima sa normalnim kracima
(Slika 10.11).

Teorema 10.3.3. Neka su ∡pOq i ∡p′Oq′ dva konveksna ugla neke ravni
sa kracima takvim da je p ⊥ p′ i q ⊥ q′. Tada:

(i) ako su oba ugla oxtra ili oba tupa oni su podudarni,
(ii) ako je jedan ugao oxtar a drugi tup oni su suplementni.

10.4 Qetvorougao, paralelogram,

sredƬa linija trougla

U ovom odeƩku �emo detaƩnije prouqiti neke vrste qetvor-
ouglova. Dve ivice prostog qetvorougla sa zajedniqkim temenom
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Slika 10.11.

zovemo susedne ivice, a one koje nemaju zajedniqkih taqaka naspram-
ne ivice. UnutraxƬi uglovi qiji kraci sadrжe istu ivicu qetvor-
ougla zovu se susedni uglovi, u suprotnom su naspramni uglovi.
Uvedimo sada specijalnu vrstu qetvorouglova.

Definicija 10.4.1. Qetvorougao ABCD je trapez ako je AB ‖ CD.
Ivice AB i CD su osnovice, a BC i AD kraci tog trapeza. Trapez
je jednakokraki ako je BC ∼= AD i nije BC ‖ AD, a pravougli ako je
jedan Ƭegov unutraxƬi ugao prav.

Na osnovu teorema o uglovima na transverzali paralelnih pra-
vih, dva unutraxƬa ugla koja odgovaraju kraku trapeza su su-
plementna. Tako�e, to je dovoƩan uslov da bi neki qetvorougao
bio trapez. Sada �emo uvesti jox jednu vrstu qetvorouglova,
koji predstavƩaju specijalnu vrstu trapeza. Radi se o paralel-
ogramima. ƫih moжemo definisati na razne naqine, ali mi �emo
izabrati onaj najprirodniji, a za sve ostale �emo dokazati da su
sa Ƭim ekvivalentni.

Definicija 10.4.2. Qetvorougao ABCD je paralelogram ako je

AB ‖ CD i AD ‖ BC.

Dakle, paralelogram je qetvorougao sa dva para paralelnih
naspramnih ivica. U samoj definiciji paralelograma nije ko-
rix�en pojam podudarnosti. Naime paralelogrami, a tako�e i
trapezi se mogu razmatrati i u tzv. afinoj geometriji. To je geo-
metrija zasnovana na svim grupama aksioma euklidske geometrije,
osim tre�e grupe, aksioma podudarnosti. Dokaжimo sada slede�u
teoremu:
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Teorema 10.4.1. Neka je ABCD konveksan qetvorougao. Tada su sle-
de�i uslovi ekvivalentni:

(i) Qetvorougao ABCD je paralelogram.
(ii) AB ‖ CD i AB ∼= CD.
(iii) AB ∼= CD i AD ∼= BC.
(iv) Parovi naspramnih uglova qetvorougla ABCD su parovi po-

dudarnih uglova.
(v) Svaka dva susedna unutraxƬa ugla su suplementna.
(vi) Dijagonale qetvorougla ABCD se uzajamno polove.

Dokaz. Oznaqimo sa α, β, γ, δ unutraxƬe uglove koji odgovaraju
temenima A, B, C, D redom, qetvorougla ABCD. Qetvorougao je
konveksan pa se Ƭegove dijagonale seku u nekoj taqki S. Potrebno je
dokazati ekvivalentnost iskaza (i)-(vi). Da bismo izbegli dokazi-
vaƬe svih ekvivalencija, po dve implikacije, npr. sa (i), dokaz
�emo pojednostaviti dokazuju�i implikacije rukovode�i se sle-
de�om xemom: (i)=⇒(ii)=⇒(iii)=⇒(iv)=⇒(v)=⇒(i) i npr. (v)⇐⇒(iii).

(i)=⇒(ii). Neka je qetvorougao ABCD paralelogram. Tada je
AB ‖ CD i AD ‖ BC. Prava AC je transverzala paralelnih
pravih AB i CD pa su uglovi ∡CAB i ∡ACD podudarni kao naiz-
meniqni. Sliqno iz paralelnosti pravih AD i BC sledi da su i
uglovi ∡ACB i ∡CAD podudarni. Kako je AC ∼= AC to na osnovu
drugog stava o podudarnosti trouglovi ∆ACB i ∆CAD podudarni
pa je i AB ∼= CD.

(ii)=⇒(iii). Neka je ABCD qetvorougao takav da je AB ‖ CD i
AB ∼= CD. Dokaжimo da je i AD ∼= BC. Prava AC je transverzala
paralelnih pravih AB i CD pa su uglovi ∡CAB i ∡ACD podu-
darni kao naizmeniqni. Trouglovi ∆ACB i ∆CAD podudarni.
Tada, iz Ƭihove podudarnosti sledi BC ∼= AD.

(iii)=⇒(iv). Neka je ABCD qetvorougao takav da je AB ∼= CD i
AD ∼= BC. Dokaжimo da je β = δ. Zaista, na osnovu tre�eg stava o
podudarnosti trouglova je ∆ACB ∼= ∆CAD. Sledi ∡ABC ∼= ∡CDA
tj. β = δ. Analogno dokazujemo i da je α = γ.

(iv)=⇒(v). Neka je α = γ i β = δ. Kako je α + β + γ + δ = 4R sledi
da je α+ β = 2R i β + γ = 2R.

(v)=⇒(i). Neka su uglovi α i β suplementni. Oni su suprotni
uglovi na transverzali AB pravih AD i BC pa je AD ‖ BC. Ana-
logno, uglovi β i γ su suplementni pa je i AB ‖ CD. Dakle, qetvor-
ougao ABCD paralelogram.
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(iii)⇐⇒(vi). Neka je ABCD qetvorougao kod koga je AB ∼= CD i
AD ∼= BC. Dokaжimo da je taqka S zajedniqko sredixte dijagonala
AC i BD. Trouglovi ∆ACB i ∆CAD su podudarni prema tre�em
stavu o podudarnosti. Na osnovu toga je ∡ACB ∼= ∡CAD pa je
i ∡SCB ∼= ∡SAD. Iz podudarnosti unakrsnih uglova ∡CSB i
∡ASD sledi da su i uglovi ∡SBC i ∡SDA podudarni. Prema
drugom stavu podudarni su trouglovi ∆CSB i ∆ASD. Sledi da je
SB ∼= SD i SC ∼= SA tj. taqka S predstavƩa zajedniqko sredixte
dijagonala AC i BD.

Obratno, neka je sada taqka S zajedniqko sredixte dijagonala
AC i BD. Tada je SB ∼= SD i SC ∼= SA. Trouglovi ∆CSB i ∆ASD
su podudrarni prema prvom stavu. Tada je AD ∼= BC. Analogno
dokazujemo i da je AB ∼= CD. �

Uvedimo sada jox neke vrste qetvorouglova za koje se pokazuje
da su tako�e paralelogrami.

Definicija 10.4.3. (i) Qetvorougao kome su sve ivice podudarne
naziva se romb.
(ii) Qetvorougao kome su svi unutraxƬi uglovi me�u sobom podu-
darni naziva se pravougaonik.
(iii) Qetvorougao qije si sve stranice jednake i svi uglovi pravi
naziva se kvadrat.

Teorema 10.4.2. (i) Paralelogram je romb ako su mu dijagonale me�u
sobom normalne.
(ii) Paralelogram je pravougaonik ako su mu dijagonale me�u sobom
podudarne.
(iii) Paralelogram je kvadrat ako su mu dijagonale me�u sobom nor-
malne i podudarne.

Definicija 10.4.4. Duж koja spaja sredixta dveju stranica nekog
trougla naziva se sredƬa linija trougla koja odgovara tre�oj stra-
nici.

Teorema 10.4.3. (O sredƬoj liniji trougla) Ako su P i Q sredi-
xta redom stranica AB i AC trougla ∆ABC tada je:

PQ =
1

2
BC i PQ ‖ BC.
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Slika 10.12.

Dokaz. Oznaqimo sa R (Slika 10.12) taqku prave PQ takvu da je
B(P,Q,R) i PQ ∼= QR. Taqka Q je zajedniqko sredixte duжi AC
i PR pa je qetvorougao APCR paralelogram, odakle sledi da je
AP ∼= RC i AP ‖ RC. Taqka P je sredixte duжi AB pa je PB ∼= RC
i PB ‖ RC, tj. i qetvorougao PBCR je paralelogram. Tada je
PR ‖ BC i PR ∼= BC, odakle sledi PQ ‖ BC i PQ = 1

2BC. �

10.5 Znaqajne taqke trougla

Trougao, naizgled jednostavna figura, ima jako mnogo intere-
santnih osobina. Ovde �emo navesti neke od Ƭih vezane za karak-
teristiqne taqke trougla, koje nazivamo znaqajnim taqkama tro-
ugla.

Teorema 10.5.1. (O centru opisanog kruga) Medijatrise stranica
trougla seku se u jednoj taqki S.

Dokaz. Dokazali smo u odeƩku o pramenovima pravih ravni S2

(Teorema 6.10.1.) da medijatrise stranica trougla pripadaju is-
tom pramenu pravih. Kako se u ovom sluqaju ne moжe raditi o
pramenu paralelnih pravih, zakƩuqujemo da se medijatrise stra-
nica trougla seku u jedno taqki. �

Teorema 10.5.2. (O centru upisanog kruga) Bisektrise unutrax-
Ƭih uglova trougla seku se u jednoj taqki.

Dokaz ove teoreme (Teorema 6.10.2.) izveden je u apsolutnoj geo-
metriji.
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Pre nego xto utvrdimo xta predstavƩa preseqna taqka bisek-
trisa unutraxƬih uglova iz prethodne teoreme, dokaжimo slede�i
potreban i dovoƩan uslov da je neka prava tangenta kruga:

Teorema 10.5.3. Neka je T taqka kruga k(O, r). Prava PT je tan-
genta tog kruga u taqki T ako i samo ako je PT⊥TO.

Slika 10.13.

Dokaz. Neka je PT tangenta kruga k u taqki T . Ako ugao ∡PTO
nije prav, jedan od uglova koji odre�uju prave PT i TO je oxtar.
Neka je to ugao ∡OTX = ω < R (Slika 10.13). Neka je l poluprava
poluravni OTX sa poqetkom u taqki O, takva da je ∡(OT, l) = 2R−
2ω. Ako je Y preseqna taqka polupravih TX i l, trougao ∆OTY je
jednakokraki, pa je OT = OY = r. To nije mogu�e jer je PT tangenta
kruga k, pa sa Ƭim ima samo jednu zajedniqku taqku. Dakle, ugao
∡PTO je prav.

Obratno, neka je PT ⊥ TO. Za svaku taqku T1 prave PT , trougao
∆OTT1 je pravougli sa hipotenuzom OT1, pa je OT1 > OT = r.
Dakle, proizvoƩna taqka T1 prave PT ne pripada krugu k, pa je
PT zaista tangenta tog kruga. �

Taqka S iz Teoreme 10.5.2., je dakle centar kruga koji sadrжi
podnoжja upravnih K, L, M iz taqke S na stranice AB, C, CA
trougla ∆ABC (Slika 10.14). Osim toga prave odre�ene ivicama
trougla su na osnovu prethodno dokazanog tangente tog kruga. Zbog
toga se pomenuti krug zove upisani krug trougla, a prema Teoremi
10.5.2., u svaki trougao se moжe upisati krug.

Teorema 10.5.4. (O ortocentru) Prave odre�ene visinama trougla
seku se u jednoj taqki.
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Slika 10.14.

Dokaz. U apsolutnoj geometriji je dokazano tvr�eƬe prema kome
prave odre�ene visinama trougla pripadaju istom pramenu pravih
(Teorema 6.10.4.). Sada, s obzirom na to da prave odre�ene visi-
nama trougla ne mogu biti paralelne, zakƩuqujemo da se radi o
pramenu konkurentnih pravih.

Teorema 10.5.5. Centar opisanog kruga pravouglog trougla je sredi-
xte Ƭegove hipotenuze.

Dokaz. Oznaqimo sa O sredixte hipotenuze AB pravouglog tro-
ugla ∆ABC a sa P sredixte katete AC. DuжOP je sredƬa linija
ovog trougla koja odgovara kateti BC, odakle sledi OP ‖ BC, tj.
OP ⊥ AC. Trouglovi ∆OPC i ∆OPA su podudarni su podudarni,
odakle je OC ∼= OA. Kako je jox OB ∼= OA, sledi da je taqka O
centar opisanog kruga oko trougla ∆ABC. �

Slika 10.15.

Definicija 10.5.1. Duж, qije su krajne taqke teme i sredixte
naspramne stranice, nazivamo teжixnom duжi trougla.
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Iz prethodne teoreme slede i slede�a dva tvr�eƬa:

Posledica 10.5.1. Teжixna duж, koja odgovara hipotenuzi, jednaka
je polovini hipotenuze.

Posledica 10.5.2. Ugao nad preqnikom je prav.

Teorema 10.5.6. (O teжixtu) Teжixne duжi trougla ∆ABC seku
se u jednoj taqki T , koja ih deli u razmeri 2 : 1, tj. AT = 2TA1, gde
je A1 sredixte stranice BC.

Slika 10.16.

Dokaz. Neka su A1, B1, C1 (Slika 10.15) sredixta redom ivica
BC, CA i AB trougla ∆ABC. Na osnovu Paxove aksiome, teжixne
duжi AA1 i BB1 se seku. Oznaqimo sa T Ƭihovu preseqnu taqku.
Oznaqimo sa A2 i B2 redom sredixta duжi AT i BT . Tada je duж
A1B1 sredƬa linija trougla ∆ABC koja odgovara stranici AB pa
je A1B1 = 1/2AB i A1B1 ‖ AB. Duж A2B2 je sredƬa linija trougla
∆TAB pa je A2B2 = 1/2AB i A2B2 ‖ AB. Prema tome, qetvorougao
A1B1A2B2 je paralelogram i Ƭegove dijagonale se polove u taqki
T . Sledi AA2

∼= A2T ∼= TA1 i BB2
∼= B2T ∼= TB1, odakle je AT :

TA1 = BT : TB1 = 2 : 1. Treba jox pokazati da i teжixna duж iz
temena C sadrжi taqku T i da je CT : TC1 = 2 : 1. Analogno kao
u prethodnom sluqaju moжrmo pokazati da se teжixne duжi AA1 i
CC1 seku u taqki T1 tako da je CT1 : T1C1 = AT1 : T1A1 = 2 : 1. Kako
je AT : TA1 = 2 : 1 sledi T1 ≡ T . �

Teorema 10.5.7. Ako je H ortocentar, a K, L,M , N redom sredixta
duжi AB, AC, HC, HB, tada je qetvorougao KLMN pravougaonik.
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Dokaz. Duжi MN i KL su sredƬe linije redom trouglova ∆HBC
i ∆ABC (Slika 10.16) koje odgovaraju istoj osnovici BC, pa je
KL ∼= MN ∼= 1/2BC i KL ‖ MN ‖ BC. Dakle qetvorougao KLMN
je paralelogram. Duж KN je sredƬa linija trougla ∆ABH, pa
je KN ‖ AH. Kako je jox AH ⊥ BC, to je KN ⊥ MN,KL. Dakle
qetvorougao KLMN je pravougaonik. �

Teorema 10.5.8. Sredixta stranica, podnoжja visina i sredixta
duжi odre�enih ortocentrom i temenima trougla ∆ABC pripadaju
jednom krugu.

Slika 10.17.

Dokaz. Oznaqimo sa K, P , L sredixta stranica AB, BC, CA;
sa A′, B′ i C ′ podnoжja visina redom iz taqaka A, B i C; a sa
Q, N i M sredixta duжi AH, BH i CH redom (Slika 10.17).
Na osnovu prethodne teoreme qetvorouglovi KLMN i PMQK su
pravougaonici. DuжKM je zajedniqka dijagonala ovih pravouga-
onika i oko Ƭih se moжe opisati zajedniqki krug nad preqnikom
KM . Dakle, taqke K, P , L, N , M i Q pripadaju krugu k nad
preqnikom KM . Ostaje jox da pokaжemo da taqke A′, B′ i C ′ pri-
padaju krugu k. Taqka A′ pripada krugu k jer je ugao ∡PA′Q prav.
Analogno i taqke B′ i C ′ pripadaju krugu k. �

Definicija 10.5.2. Krug iz prethodne teoreme naziva se Ojlerov1

krug ili krug devet taqaka.

1L. Ojler (1707-1783) dokazao je 1765. godine, da trougao odre�en sredixtima

ivica i trougao odre�en podnoжjima visina nekog trougla imaju zajedniqki opisani

krug.
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10.6 Paralelno projektovaƬe i Talesova

teorema u prostoru E
n

Relacija paralelnosti pravih prostora En omogu�uje da us-
tanovimo pojam paralelnog projektovaƬa prave na pravu.

Definicija 10.6.1. Neka su p i q dve prave ravni E2 i s prava koja
pripada toj ravni (Slika 10.18) i nije paralelna ni sa jednom od
Ƭih. Paralelnim projektovaƬem prave p na pravu q definisanim u
odnosu na pravu s nazivamo funkciju f : p → q koja svakoj taqki P
prave p dodeƩuje taqku Q prave q, pri qemu je Q = x ∩ q a x prava
koja prolazi kroz taqku P i paralelna je pravoj s. Pravu q nazi-
vamo projekcijskom pravom, x projekcijskim zrakom koji odgovara
taqki P , a taqku Q paralelnom projekcijom taqke P definisane u
odnosu na pravu s.

Slika 10.18.

Navex�emo sada neke osobine paralelnog projektovaƬa prave u
prostoru En.

Teorema 10.6.1. Paralelno projektovaƬe f prave p na pravu q defin-
isano u odnosu na pravu s je bijektivno preslikavaƬe.

Teorema 10.6.2. Paralelno projektovaƬe f prave p na pravu q defin-
isano u odnosu na pravu s je ure�eno preslikavaƬe.

Drugim reqima ako su A, B , C taqke prave p takve da je B(A,B,C)
tada je i B(f(A), f(B), f(C)).

Definicija 10.6.2. Pod razmerom dveju duжi podrazumevamo koli-
qnik Ƭihovih duжina u nekom sistemu L mereƬa duжi. Jednakost
dveju razmera duжi nazivamo srazmerom tih duжi.
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Pojam paralelnog projektovaƬa nam omogu�uje da dokaжemo-
jednu od najstarijih teorema geometrije - Talesovu teoremu.

Teorema 10.6.3. (Tales2) Neka su l i l′ dve prave ravni E2 i s prava
te ravni koja nije paralelna ni sa jednom od pravih l i l′. Tada pa-
ralelno projektovaƬe f koje pravu l preslikava u pravu l′ definisano
u odnosu na pravu s ne meƬa razmeru dveju duжi. Drugim reqima, ako
pri projektovaƬu f u odnosu na pravu s raznim taqkama P , Q, R i S
prave l odgovaraju redom taqke P ′, Q′, R′ i S′ prave l′, tada je

PQ

RS
=
P ′Q′

R′S′
.

Dokaz. Razlikujemo dva sluqaja:
(i) l ‖ l′ i (ii) l ∦ l′.
(i) Ako je l ‖ l′ za svake dve razne taqke P,Q prave l i Ƭima

odgovaraju�e taqke P ′ = f(P ) i Q′ = f(Q) prave l′ je PQ ∼= P ′Q′, pa
je f izometrijsko preslikavaƬe prave l na pravu l′.

(ii) Ako l ∦ l′ tada se prave l i l′ seku u taqki O. Svakoj duжi
XY prave l pridruжimo broj L(XY ) tako da je

L(XY ) = dL(f(X)f(Y )).

Dokaza�emo da funkcija L definisana na taj naqin zadovoƩava
slede�a dva uslova

(1) Ako taqke P , Q, R, S zadovoƩavaju relaciju PQ ∼= RS, tada
je L(PQ) = L(RS),

(2) Ako su P , Q, R taqke prave l takve da je B(P,Q,R), tada je

L(PQ) + L(QR) = L(PR).

U ciƩu dokaza uslova (1) za funkciju L pretpostavimo da su
podudarne duжi PQ i RS istosmerne (Slika 10.19). Oznaqimo sa
P ′, Q′, R′, S′ taqke koje u funkciji f odgovaraju odgovaraju redom
taqkama P , Q, R i S, a sa E i F taqke pravih QQ′ i SS′ takve da
su prave P ′E i R′F paralelne sa pravom l. Tada su qetvorouglovi
PQEP ′ i RSFR′ paralelogrami, pa su duжi P ′E i R′F podudarne
i istosmerne sa duжima PQ i RS redom. Prema tome i qetvor-
ougao P ′R′FE je paralelogram pa su i duжi EF i P ′R′ podudarne
i istosmerne. Sada je i qetvorougao Q′S′FE paralelogram pa su
duжi EF i Q′S′ podudarne i istosmerne. Znaqi i duжi P ′R′ i Q′S′

su podudarne i istosmerne. Odavde sledi da su i duжi P ′Q′ i R′S′

podudarne i istosmerne, pa je uslov (1) zadovoƩen.

2Tales iz Mileta (624. pne - 547. pne) grqki matematiqar i drжavnik.
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Slika 10.19.

Kako iz B(P,Q,R) sledi B(P ′, Q′, R′), imamo

dL(f(PQ)) + dL(f(QR)) = dL(f(PR))

odnosno
L(PQ) + L(QR) = L(PR),

pa je i uslov (2) za funkciju L zadovoƩen.
Na osnovu dokazanog neposredno zakƩuqujemo da funkcija L pred-

stavƩa sistem mereƬa duжi. Prema tome (Teorema 8.4.1.) postoji
broj k ∈ R+ takav da je za proizvoƩne taqke X,Y ∈ l i X ′, Y ′ ∈ l′

zadovoƩeno

L(XY ) = dL(X
′Y ′) = k dL(XY )

te stoga paralelno projektovaƬe ne meƬa razmeru dveju duжi. �

Sada �emo navesti jedno znaqajno tvr�ene koje predstavƩa po-
sledicu Talesove teoreme.

Teorema 10.6.4. Neka se prave a i b seku u taqki O i neka su m i n
dve prave iste ravni koje ne sadrжe taqku O i seku prave a i b redom
u tqkama A, A′ i B, B′. Tada, ako su a i b me�usobno paralelne prave,
onda je

OA

OB
=
OA′

OB′
=
AA′

BB′
.

Ako prave a i b nisu me�usobno upravne onda vaжi i obratno. Ako
su prave a i b me�usobno upravne, onda vaжi obratno tvr�eƬe pod

uslovom: A,B
� �

− O ako i samo ako A′, B′
� �

− O.
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Slika 10.20.

Dokaz. Neka su a i b me�usobno paralelne prave. Tada prva jed-
nakost sledi direktno iz Talesove teoreme. Ostaje nam da dokaжe-
mo drugu.Oznaqimo sa c pravu koja sadrжi taqku A′ i paralelna je
pravoj a, a sa C preseqnu taqku pravih c i n (Slika 10.20). Sada
na osnovu Talesove teoreme, posmatraju�i paralelno projektovaƬe
prave b na pravu n zakƩuqujemo da je

OA′

OB′
=

BC

BB′
.

Kako jox vaжi BC ∼= AA′, zakƩuqujemo da je zadovoƩena i druga
jednakost.

Slika 10.21.

Neka sada prave m i n nisu paralelne. Tada postoji jedin-
stvena prava n′ koja sadrжi taqku B i paralelna je pravoj m
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(Slika 10.21). Oznaqimo sa B′′ preseqnu taqku pravih b i n′. Tada
je na osnovu dokazanog dela teoreme

OA

OB
=
OA′

OB′′
=

AA′

BB′′
,

odakle sledi OB′′ ∼= OB′ i BB′′ ∼= BB′. Ako je B′ 6= B′′ tada je
B′, B′′ ÷ O jer je OB′′ ∼= OB′. Kako je jox BB′′ ∼= BB′, to �e uglovi
∡BOB′′ i ∡BOB′ biti podudarni, a kako su jox i naporedni bi�e
pravi. �

10.7 Ugao izme�u mimoilaznih pravih

prostora E
3

Kada smo razmatrali uzajamni poloжaj dveju pravih, ustano-
vili smo da dve prave prostora mogu pripadati jednoj ravni ili
ne. Ukoliko dve prave pripadaju istoj ravni, tj. komplanarne su,
one mogu imati jednu zajedniqku taqku ili biti disjunktne. Uko-
liko ne postoji ravan koja sadrжi dve razne prave prostora one �e
biti mimoilazne. Ako se dve prave p i q seku u jednoj taqki, one
pripadaju jednoj ravni i u toj ravni odre�uju dva para unakrsnih
uglova.

Definicija 10.7.1. Ako unakrsni uglovi izme�u dveju pravih nisu
pravi, maƬi od Ƭih nazivamo uglom izme�u tih dveju pravih.

Moжemo uvesti pojam ugla dveju mimoilaznih pravih slede�om
definicijom.

Definicija 10.7.2. Uglom dveju mimoilaznih pravih p i q pros-
tora E3 nazivamo ugao koji odre�uju Ƭima paralelene prave a i
b koje se seku u nekoj taqki O. Specijalno, ako je ugao dveju mi-
moilaznih pravih u prostoru E3 prav, tada kaжemo da su prave p
i q upravne ili normalne me�u sobom, i to simboliqki oznaqavamo
sa sa p ⊥ q.

Jasno je da se pri ovako uvedenoj definiciji mora ustanoviti
da veliqina ugla izme�u dveju mimoilaznih pravih p i q ne zavisi
od poloжaja taqke O u kojoj se seku Ƭima paralelne prave a i b.

To neposredno sleduje iz slede�eg tvr�eƬa.
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Teorema 10.7.1. Ugao izme�u dveju pravih a i b koje se seku u nekoj
taqki O podudaran je uglu izme�u Ƭima paralelnih pravih a′ i b′ koje
se seku u nekoj drugoj taqki O′.

Slika 10.22.

Dokaz. Kako je taqka O razliqita od taqke O′, vaжi najmaƬe jedna
od relacija a 6= a′ i b 6= b′. Pretpostavimo da je npr. a 6= a (Slika
10.22). Oznaqimo sa A i B proizvoƩne taqke pravih a i b, ra-
zliqite od taqke O, zatim, sa A′ taqku prave a′ takvu da je OO′ ‖ AA′

a sa B′ taqku prave b′ takvu da je AB ‖ A′B′. Tada su qetvorouglovi
OO′A′A i AA′B′B paralelogrami, pa je OA ∼= O′A′ i AB ∼= A′B′.
Tako�e, duжi OO′ i BB′ su podudarne i istosmerne sa duжi AA′,
pa i me�u sobom. Sada je OB ∼= O′B′ stoga je AB ∼= O′AB. Dakle,
trouglovi ∆AOB i A′O′B′ su podudarni prema tre�em stavu o po-
dudarnosti. Odavde sledi ∡AOB = ∡A′O′B′ tj. ∡(a, b) ∼= ∡(a′, b′), a
to je i trebalo dokazati. �

Pomenimo sada jedno znaqajno tvr�eƬe koje se odnosi na mi-
moilazne prave. To je tvr�eƬe o zajedniqkoj normali dveju mi-
moilaznih pravih.

Teorema 10.7.2. Postoji jedinstvena prava c koja seqe svaku od dve
mimoilazne prave a i b i normalna je na Ƭih u preseqnim taqkama.

Dokaz. Kako su prave a i b mimoilazne, to postoji jedinstvena ra-
van α koja sadжi pravu a i paralelna je pravoj b, a tako�e postoji
i jedinstvena ravan β koja sdrжi pravu b i paralelna je pravoj a.
Pri tome je jox zadovoƩeno α ‖ β. Zaista, ako bi se ravni α i β
sekle po nekoj pravoj s, ta prava bi bila paralelna sa svakom od
pravih a i b, te bi i prave a i b bile paralelne me�usobno, a to
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Slika 10.23.

je suprotno pretpostavci. Dakle, ravni α i β su paralelne med-
jusobno. Neka je C proizvoƩna taqka prave a, i taqka D podnoжje
normale iz taqke C na ravan β. Oznaqimo sa c pravu kroz taqku
D paralelnu pravoj a. Neka je B preseqna taqka pravih b i c. Oz-
naqimo sa n pravu normalnu na ravan β u taqki B. Tada prava n
seqe pravu a u nekoj taqki A. Sada, prava n je upravna na ravnima
α i β odakle sledi da je ona upravna i na pravama a i b (Slika
10.22). Na taj naqin je dokazana egzistencija zajedniqke normale
dveju mimoilaznih pravih a i b. Dokaжimo jox da je prava n jedin-
stvena prava sa osobinom da je upravna na mimoilazne prave a i b.
Prtpostavimo da postoji jox jedna prava n′ koja seqe mimoilazne
prave a i b u taqkama A′ i B′ pod pravim uglovima. Tada bi obe
prave n i n′ bile upravne na ravni α i β, pa prema tome i kompla-
narne. U tom sluqaju bi i prave a i b bile komplanarne, a to je
suprotno pretpostavci. �
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Deo 11

Izometrijske transformacije

ravni E
2 (n = 2,3)

11.1 Specifiqna svojstva izometrijskih

transformacija ravni E
2

Pored ranije razmatranih svojstava koja su vaжila u apsolut-
noj geometriji, u Euklidskoj geometriji vaжi�e i neki specifiqni
stavovi koji su direktna posledica aksiome paralelnosti, npr. to
se odnosi na stavove o odnosu dveju pravih, prave i ravni ili
stavove o odnosu dveju ravni, kao i stavove koji iz Ƭih prois-
tiqu. Tako�e �e vaжiti i neke specifiqnosti koje prestaju da
budu vezane za bazisne prave.

Teorema 11.1.1. Dve translacije τ−−→
PP ′

τ−−→
RR′

iste ravni E2 me�u sobom

su jednake ako i samo ako su duжi PP ′ i RR′ me�u sobom podudarne i
istosmerne.

Teorema 11.1.2. Ako u translaciji τ−−→
PP ′

ravni E2 taqkama X i Y

odgovaraju taqke X ′ i Y ′, tada su duжi XX ′ i Y Y ′ me�u sobom podu-
darne i istosmerne.

Dokaz. Ustanovimo najpre da su duжi PP ′ i XX ′ me�u sobom po-
dudarne i istosmerne. Ako obeleжimo sa X ′

1 taqku takvu da su
duжi PP ′ i XX ′

1 podudarne i istosmerne, prema prethodnoj teo-
remi imamo da je τ−−→

PP ′
= τ−−−→

XX′

1

. Koriste�i ovu jednakost nalazimo

287
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Slika 11.1.

da je (Slika 11.1)

X ′
1 = τ−−−→

XX′

1

(X) = τ−−→
PP ′

(X) = X ′.

Stoga su duжi PP ′ i XX ′ podudarne i istosmerne. Istim postup-
kom dokazuje se da su i duжi XX ′ i Y Y ′ podudarne i istosmerne. �

Iz prethodnih dveju teorema neposredno sledi da je transla-
cija ravni S2 jednoznaqno odre�ena bilo kojim parom odgovaraju-
�ih taqaka. Xtavixe, ako u translaciji τ−−→

PP ′
, ravni S2 taqkama

A, B, C, D, . . . odgovaraju respektivno taqke A′, B′, C ′, D′, . . . bi�e

τ−−→
PP ′

= τ−−→
AA′

= τ−−→
BB′

= τ−−→
CC′

= τ−−→
DD′

= . . .

Tako�e, mogu�a je kompletna izgradƬa teorije centralnih ro-
tacija koja nije bila izvrxena u apsolutnoj geometriji, jer nije
bio rexen problem odnosa dveju disjunktnih pravih, tj. proizvoda
odgovaraju�ih refleksija.

Teorema 11.1.3. Skup G(τ) koji se sastoji iz identiqne transfor-
macije i svih translacija ravni E2 predstavƩa podgrupu grupe G(I+)
svih direktnih izometrijskih transformacija te iste ravni.

Dokaz. Neka su τ−→
AB

, τ−−→
CD

dve proizvoƩne translacije iz skupa G(τ).
Ako je E taqka koja u translaciji τ−−→

CD
odgovara taqki B imamo da

je τ−−→
CD

= τ−−→
BE

. Ako zatim obeleжimo sa M i N sredixta duжi AB
i BE, i sa M ′ taqku takvu da je SN (M) =M ′, bi�e

τ−−→
CD

◦ τ−→
AB

= τ−−→
BE

◦ τ−→
AB

= SN ◦ SB ◦ SB ◦ SM = SN ◦ SM = τ−−−→
MM ′

∈ τ.

Na taj naqin, kompozicija svake dve transformacije iz skupa τ
predstavƩa tako�e transformaciju iz tog skupa. Ako je τ−−→

PQ
proiz-

voƩna transformacija iz skupa τ i R sredixte duжi PQ, imamo
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da je
τ−1
−−→
PQ

= (SQ ◦ SR)
−1 = SR ◦ SQ = τ−−→

QP
∈ τ.

Stoga inverzna transformacija bilo koje transformacije iz skupa
τ predstavƩa tako�e transformaciju iz skupa τ . S obzirom da
transformacije iz skupa τ predstavƩaju elemente iz grupe G(I+),
iz dokazanih svojstava sledi da skup τ predstavƩa podgrupu te
grupe. �

Definicija 11.1.1. Grupu ustanovƩenu ovom teoremom nazivamo
grupom translacija ravni E2, i simboliqki je obelжavamo sa G(τ).

Teorema 11.1.4. Grupa translacija G(τ) ravni E2 je komutativna.
Drugim reqima, za svake dve translacije τ−→

AB
i τ−−→

CD
ravni E2 vaжi

ralacija
τ−−→
CD

◦ τ−→
AB

= τ−→
AB

◦ τ−−→
CD

.

Dokaz. Neka je E taqka koja u translaciji τ−−→
CD

ravni E2 odgovara
taqki B. Prema ranije izvedenoj teoremi imamo da je τ−−→

CD
= τ−−→

BE
.

Ako obeleжimo sa M i N sredixta duжi AB i BE, primenom Teo-
reme 6.15.4. nalazimo da je

τ−−→
CD

◦ τ−→
AB

= τ−−→
BE

◦ τ−→
AB

= SN ◦ SB ◦ SB ◦ SM = SN ◦ SM ,

τ−→
AB

◦ τ−−→
CD

= τ−→
AB

◦ τ−−→
BE

= SB ◦ SM ◦ SN ◦ SB.

Kompozicija SB ◦ SM ◦ SN predstavƩa centralnu refleksiju, dakle
involucionu transformaciju. Stoga kvadrat te kompozicije pred-
stavƩa involuciju, naime bi�e

SB ◦ SM ◦ SN ◦ SB ◦ SM ◦ SN = ε,

tj.
SB ◦ SM ◦ SN ◦ SB = SN ◦ SM .

Odavde, na osnovu prethodnih dveju jednakosti sledi da je

τ−−→
CD

◦ τ−→
AB

= τ−→
AB

◦ τ−−→
CD

,

a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 11.1.5. Kompozicija dveju centralnih rotacija ravni E2

predstavƩa centralnu rotaciju, translaciju ili koincidenciju.
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Dokaz. Neka su RA,α i RB,β dve centralne rotacije ravni E2.
Sluqaj kada je A ≡ B razmatran je u apsolutnoj geometriji.

Neka je A 6= B. Oznaqimo sa c pravu odre�enu taqkama A i B a
sa a i b prave takve da je RA,α = Sc ◦ Sa i RB,β = Sb ◦ Sc. Tada je

RB,β ◦ RA,α = Sb ◦ Sc ◦ Sc ◦ Sa = Sb ◦ Sa.

Slika 11.2.

U zavisnosti da li se prave a i b seku u nekoj taqki C ili ne,
razmatrana kompozicija predstavƩa centralnu rotaciju oko taqke
C (Slika 11.2) za ugao γ = α + β ili neku translaciju za izvesnu

duж
−−→
MN = 2

−−→
PQ (Slika 11.3). �

Slika 11.3.

Teorema 11.1.6. Kompozicija neparnog broja centralnih simetrija
ravni E2 predstavƩa tako�e centralnu simetriju te ravni.

Dokaz. Neka je dat neparan broj centralnih simetrija

SO1
, SO2

, . . . , SOn , ravni E2.
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Sluqaj kada taqke O1, O2, . . . , On pripadaju jednoj pravoj raz-
matran je u apsolutnoj geometriji.

Slika 11.4.

Neka taqke O1, O2, . . . , On ne pripadaju jednoj pravoj. Razmot-
rimo sluqaj n = 3. Obeleжimo sa s pravu odre�enu taqkama O1 i
O2, a sa o1, o2 i o3 prave koje sadrжe redom taqke O1, O2 i O3 i
upravne su na pravoj s. Neka je t prava koja sadrжi taqku O3 i
nema zajedniqkih taqaka sa pravom s (Slika 11.4). Tada je

I = SO3
◦ SO2

◦ SO1
= St ◦ So3 ◦ So2 ◦ Ss ◦ Ss ◦ So1

= St ◦ So3 ◦ So2 ◦ So1 = St ◦ So = SO

jer prave o1, o2 o3 pripadaju jednom pramenu pravih poxto su sve
tri upravne na pravoj s pa je prema tome kompozicija osnih re-
fleksija So1, So2 i So3 tako�e osna refleksija u odnosu na neku
pravu o koja je upravna na pravoj s. Kako je prava o upravna na
pravu t u nekoj taqki O to je St ◦ So = SO.

Sluqaj kada je n > 3 dokazuje se indukcijom. �

Teorema 11.1.7. Kompozicija parnog broja centralnih simetrija Eu-
klidske ravni E2 je translacija ili koincidencija.

U geometriji ravni E2 skup svih translacija ravni E2 pred-
stavƩa komutativnu grupu - grupu translacija ravni E2 G(τ).

11.2 Klasifikacija izometrijskih

transformacija ravni E
2

Klasifikaciju izometrijskih transformacija ravni E2 prvi
je dao Leonard Ojler 1748. godine u delu Analiza beskonaqnih
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veliqina. Klasifikacija je izvedena metodom analitiqke geometri-
je te je imala analitiqki karakter.

Geometrijsku klasifikaciju izometrijskih transformacija rav-
ni E2 dali su Bernuli i Xal.

Teorema 11.2.1. (Bernuli-Xala) Svaka direktna izometrijska
transformacija I ravni E2 predstavƩa koincidenciju, translaciju
ili centralnu rotaciju.

Dokaz. Kako je I : E2 → E2 direktna izometrijska transformacija
to se ona moжe predstaviti kao kompozicija dveju osnih simetrija
tog prostora, tj. I = Sp ◦Sq. U zavisnosti od me�usobnog poloжaja
pravih p i q razlikujemo tri sluqaja:

(i) Ako je p ≡ q onda je zbog involutivnosti osne simetrije
I = ε.

(ii) Ako je p∩ q = ∅ tada su prave p i q upravne na nekoj pravoj t
pa je I = Sp ◦ Sq = τ−−−→

MM ′
pri qemu taqke M i M ′ pripadaju pravoj t.

(iii) Ako se prave p i q seku u nekoj taqki O tada je

I = Sp ◦ Sq = RO,ω,

gde je ω = 2∡(p, q). �

Teorema 11.2.2. (Bernuli-Xala) Svaka indirektna izometrijska
transformacija ravni E2 predstavƩa osnu ili klizaju�u refleksiju.

Dokaz. Neka transformacija I predstavƩa indirektnu izometri-
jsku transformaciju ravni E2. Tada se Ƭena optimalna izomet-
rijska reprezentacija sastoji od jedne ili tri osne refleksije.

(i) Ako je I = Sp onda je u ovom sluqaju dokaz zavrxen.

(ii) Neka je I = Sp ◦ Sq ◦ Sr pri qemu ose tih refleksija ne pri-
padaju jednom pramenu pravih. Prema ranije dokazanom stavu I je
klizaju�a refleksija, tj. I = G−−−→

MM ′
. �

U skladu sa ovim moжemo dati xemu izometrijskih transforma-
cija ravni E2:
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11.3 Simetrije likova u ravni E
2

Prethodnim razmatraƬima ustanovƩene su sve postoje�e vrste
izometrijskih transformacija ravni E2. To su: koincidencija,
centralna rotacija, translacija, osna refleksija i klizaju�a re-
fleksija. Svakoj od tih transformacija odgovara specifiqna rela-
cija podudarnosti definisana na skupu likova u pomenutoj ravni.
Tako se dolazi do tzv. identiqne, obrtne, translatorne, osnosime-
triqne i klizaju�e podudarnosti geometrijskih likova. Ako je u
nekoj ravni E2 lik Φ podudaran liku Φ′, tada po definiciji pos-
toji izometrijska transformacija I ravni E2 takva da je I(Φ) = Φ′.
Prema vrsti izometrijskih transformacija I ustanovƩuje se i
vrsta relacije podudarnosti likova Φ i Φ′.

Izometrijsku transformaciju I ravni E2 koja prevodi neki lik
Φ na taj isti lik Φ nazivamo simetrijom lika Φ. Budu�i da je
identiqna transformacija ε ravni E2 izometrija i da za svaki
lik Φ ⊂ E2 vaжi relacija ε(Φ) = Φ, to svaki lik Φ ⊂ E2 raspolaжe
najmaƬe jednom simetrijom.

Slika 11.5.

Nije texko uveriti se da u ravni E2 postoje likovi koji raspo-
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laжu sa vixe simetrija. Jednakokraki trapez ABCD u ravni E2

(Slika 11.5) raspolaжe ne samo koincidencijom, ve� i osnom si-
metrijom. Osa te simetrije odre�ena je sredixtima paralelnih
stranica AB i CD. Pravougaonik ABCD u ravni E2 (Slika 11.5)
raspolaжe jox ve�im brojem simetrija. To su dve osne simet-
rije, centralna simetrija i koincidencija. Romb ABCD u ravni
E2 (Slika 11.5) raspolaжe istim brojem simetrija. To su tako�e
dve osne simetrije, centralna simetrija i koincidencija. Dok
su ose simetrija pravougaonika odre�ene sredixtima naspramnih
stranica, ose simetrija romba odre�ene su Ƭegovim dijagonalama.
Kvadrat ABCD u ravni E2 (Slika 11.5) raspolaжe jox ve�im bro-
jem simetrija. To su rotacije oko Ƭegovog sredixta za uglove R,
2R, 3R, 4R, dve osne simetrije kojima su ose odre�ene sredixtima
naspramnih stranica i dve osne simetrije kojima su ose odre�ene
Ƭegovim dijagonalama.

Slika 11.6.

Svaka od navedenih figura raspolaжe konaqnim brojem simetri-
ja. Nije texko utvrditi da u ravni E2 postoje i figure koje raspo-
laжu sa beskonaqno mnogo simetrija. Tako npr. krug (Slika 11.6)
raspolaжe sa beskonaqno mnogo simetrija, jer rotacija oko Ƭe-
govog sredixta za bilo koji ugao predstavƩa rotacionu simet-
riju tog kruga, a prava odre�ena bilo kojim Ƭegovim dijametrom
predstavƩa Ƭegovu osnu simetriju. PantƩika Φ (Slika 11.6) koju
saqiƬava deo ravni E2 izme�u dveju raznih paralelnih pravih a i
b tako�e je figura koja raspolaжe beskonaqnim brojem simetrija.
Ne samo osna refleksija Ss odre�ena relacijom Ss(a) = b, ve� i
sve translacije duж prave s, sve centralne refleksije kojima su
sredixta na pravoj s, sve osne refleksije kojima su ose upravne
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na pravoj s, kao i sve klizaju�e refleksije sa osom s predstavƩaju
simetrije pantƩike Φ.

Nije texko ustanoviti da skup svih simetrija nekog lika Φ u
ravni E2 predstavƩa grupu. Tu grupu nazivamo grupom simetrija
lika Φ i simboliqki obeleжavamo G(IΦ). Ukupan broj elemenata
grupe G(IΦ) nazivamo redom te grupe simetrija.

Ako je red grupe simetrija lika Φ ⊂ E2 jednak jedinici, za
lik Φ kaжemo da je asimetriqan. Ako je red grupe simetrije lika
Φ ⊂ E2 ve�i od jedan, za lik Φ kaжemo da je simetriqan. Ukoliko
je red grupe simetrija lika Φ ⊂ E2 ve�i utoliko se smatra da je
on simetriqniji.

Iz gore navedenih primera zakƩuqujemo da u ravni E2 postoje
likovi koji raspolaжu beskonaqnim grupama simetrija. Prirodno
je postaviti pitaƬe kako se ustanovƩuju te grupe i identifikuju
vrste simetrija. Pristup ka toj dosta sloжenoj problematici daje
se postupno razmatraƬem najpre punktualnih, zatim linearnih,
najzad planarnih grupa simetrija. Punktualnom grupom simetrija
nazivamo grupu u kojoj sve simetrije raspolaжu najmaƬe jednom in-
varijantnom taqkom. Linearnom grupom simetrija nazivamo grupu
u kojoj sve simetrije nemaju zajedniqkih invarijantnih taqaka ali
imaju jednu zajedniqku invarijantnu pravu. Planarnom grupom sime-
trija nazivamo grupu u kojoj sve simetrije nemaju niti zajedniqkih
invarijantnih taqaka, niti zajedniqkih invarijantnih pravih. Ne-
�emo izgra�ivati kompletnu teoriju tih grupa simetrija. Nam-
era nam je da razotkrijemo najbitnije karakteristike punktualnih
grupa.

Iz same definicije neposredno sledi da punktualna grupa sime-
trija nekog lika u ravni E2 moжe da raspolaжe iskƩuqivo simetri-
jama koje imaju invarijantnih taqaka. To su centralne simet-
rije izvesnog reda i osne simetrije. Jasno je da u punkualnoj
grupi centralne simetrije moraju imati zajedniqko sredixte, uko-
liko takva grupa raspolaжe i osnim simetrijama, ose tih simet-
rija sadrжe pomenuto sredixte. Razlikujemo dve vrste punktu-
alnih grupa simetrija. To su tzv. cikliqke i diedarske grupe.
Cikliqkom grupom Cn nazivamo grupu koja raspolaжe jedinstvenim
generatorom reda n i takva grupa je uvek reda n. Ako je g generator
te grupe, bi�e

Cn = {g1, g2, g3, g4, . . . , gn}.

Primeri cikliqkih grupa C1, C2, C3, C4, C5, C6 prezentirani su
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Slika 11.7.

respektivno na Slici 11.7.
Diedarskom grupom simetrija Dn nazivamo grupu sa dva genera-

tora g1 i g2 koji zadovoƩavaju slede�e uslove

gn1 = ε, g22 = ε, (g2 ◦ g1)
2 = ε.

Jedan od generatora te grupe je reda n, drugi je reda dva, dok
je sama grupa Dn reda 2n. Xta vixe, bi�e

Dn = {g1, g
2
1, . . . , g

n
1 , g2 ◦ g1, g2 ◦ g

2
1, . . . , g2 ◦ g

n
1 }.

Slika 11.8.

Iz definicije neposredno zakƩuqujemo da diedarska grupa sime-
trija tipa Dn uvek raspolaжe jednom podgrupom Cn. Na Slici 11.8.
prezentirane su figure koje respektivno raspolaжu diedarskim
grupama simetrija tipa D1, D2, D3, D4, D5, D6.

Nije texko ustanoviti da pravilan poligon Φ od n stranica
u ravni E2 raspolaжe diedarskom grupom simetrija tipa Dn. Za-
ista, ako obeleжimo sa O sredixte tog poligona i sa AB i CD bilo
koje dve Ƭegove stranice, bi�e ∆AOB ∼= ∆COD i ∆AOB ∼= ∆DOC.
Stoga postoje dve izometrijske transformacije I1 i I2 ravni E2

od kojih prva prevodi ∆AOB na ∆COD, a druga prevodi ∆AOB
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na ∆DOC. Xtavixe, bi�e I1(Φ) = Φ i I2(Φ) = Φ, pa je svaka od
izometrija I1 i I2 simetrija poligona. Budu�i da poligon Φ ima
n stranica i da svakoj od tih stranica odgovaraju dve simetrije
tog poligona, poligon Φ raspolaжe sa 2n simetrija. Grupa simet-
rija poligona Φ ima dva generatora. To su centralna simetrija
reda n kojoj se centar poklapa sa sredixtem O tog poligona i osna
simetrija Ss kojoj se osa poklapa sa medijatrisom neke stranice
ili simetralom nekog unutraxƬeg ugla. Budu�i sa ovi generatori
zadovoƩavaju relacije

Rn
O, 4R

n

= ε, S2
s = ε, (Ss ◦ R

n
O, 4R

n

)2 = ε,

grupa simetrija poligona Φ je tipa Dn.
Ve� smo pomenuli da punktualna grupa simetrija G(IΦ) lika

Φ ⊂ E2 predstavƩa cikliqku ili diedarsku grupu. Dokaz tog tvrd-
jeƬa nismo izveli, uqinimo to samo za sluqaj kada je punktualna
grupa simetrija konaqna. Pretpostavimo najpre da je grupa G(IΦ)
reda n i da raspolaжe iskƩuqivo direktnim simetrijama. Budu�i
da te simetrije raspolaжu zajedniqkom invarijantnom taqkom O,
one predstavƩaju centralne rotacije sa sredixtem O. Ako je ω
najmaƬi od uglova koji odgovaraju tim rotacijama, a centralna
simetrija RO,ω reda k, bi�e

RO,ω, R
2
O,ω, R

3
O,ω, . . . , R

k
O,ω ∈ G(IΦ).

Dokaжimo da su to jedine simetrije grupe G(IΦ) tj. da je k = n.
U tom ciƩu pretpostavimo da u toj grupi postoji jox neka cen-
tralna simetrija RO′,ω′. S obzirom da je grupa G(IΦ) punktualna,
imamo da je O = O′. Stoga ugao ω′ mora da bude razliqit od
uglova ω, 2ω, 3ω, . . . , kω, te postoji ceo pozitivan broj t takav da
je tω < ω < (t+ 1)ω. U tom sluqaju imamo da je

RO,ω′ ◦ R−t
O,ω = RO,ω′′

i
RO,ω′′ ∈ G(IΦ)

pri qemu je ω′′ < ω. Me�utim, to je nemogu�e, jer je ω najmaƬi od
uglova koji odgovaraju centralnim simetrijama lika Φ u odnosu
na taqku O. Ovim zakƩuqujemo da je

G(IΦ) = {RO,ω, R
2
O,ω, R

3
O,ω, . . . , R

n
O,ω}.
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te je u razmatranom sluqaju G(IΦ) cikliqka grupa tipa Cn.
Pretpostavimo sad da grupa G(IΦ) raspolaжe sem pomenutih

centralnih simetrija i nekom osnom simetrijom Ss. S obzirom
da je grupa G(IΦ) punktualna, imamo da je O ∈ s. Stoga svaka od
kompozicija

Ss ◦ RO,ω Ss ◦ R
2
O,ω, . . . , Ss ◦ R

n
O,ω

predstavƩa osnu simetriju lika Φ. Dokaжimo da su one jedine.
Ako bi sem tih osnih simetrija postojala jox neka osna simetrija
Ss′, tada bi za neko i = 1, 2, 3, . . . , n vaжila relacija Ss ◦ Ss′ = Ri

O,ω,

dakle i relacija Ss′ = Ss ◦R
i
O,ω, xto je suprotno pretpostavci. Na

taj naqin, imamo da je

G(IΦ) = {RO,ω, . . . , R
n
O,ω; Ss ◦ RO,ω, . . . , Ss ◦ R

n
O,ω}

te je u razmatranom sluqaju G(IΦ) diedarska grupa tipa Dn.

11.4 Klasifikacija izometrijskih

transformacija prostora E
3

U prethodnom izlagaƬu upoznali smo vixe vrsta izometrij-
skih transformacija prostora En. Prirodno se name�e pitaƬe
da li smo obuhvatili sve izometrijske transformacije prostora.
Odgovor na to pitaƬe sadrжan je u dve naredne teoreme. U Ƭima
se odvojeno izvode klasifikacije direktnih i indirektnih izomet-
rijskih transformacija. Klasifikaciju direktnih izometrijskih
transformacija prostora E3 dao je M. Xal 1830. godine.

Teorema 11.4.1. (Xal) Svaka direktna izometrijska transforma-
cija prostora E3 predstavƩa koincidenciju, translaciju, osnu ro-
taciju ili zavojno kretaƬe.

Dokaz. S obzirom da je I : E3 → E3 po pretpostavci direktna
izometrijska transformacija prema poznatoj teoremi ona se moжe
predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija, tj. I = Sn ◦
Sm. U zavisnosti od uzajamnog poloжaja osa m i n tih refleksija
razlikujemo slede�e sluqajeve:

(i) Prave m i n se poklapaju, tj. m = n. Tada je I = ε.

(ii) Prave m i n su komplanarne i disjunktne. Oznaqimo sa π
ravan odre�enu pravama m i n, a sa µ i ν ravni koje sadrжe redom
prave m i n a upravne su na ravan π. Tada je
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I = Sn ◦ Sm = Sν ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sµ = Sν ◦ Sµ = τ−−−→
MM ′

.

(iii) Prave m i n seku se u nekoj taqki O. Oznaqimo sa π ravan
odre�enu pravama m i n a sa µ i ν ravni koje sadrжe prave m i n
redom i upravne su na ravni π. Tada je

I = Sm ◦ Sn = Sν ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sµ = Sν ◦ Sµ = Rs,ω,

pri qemu je s preseqna prava ravni µ i ν a ω = 2∡(µ, ν).

(iv) Prave m i n su mimoilazne. Tada postoji prava s koja je
zajedniqka normala na prave m i n. Oznaqimo sa M i N preseqne
taqke prave s redom sa pravama m i n, a sa π1 i π2 ravni koje su u
taqkama M i N upravne na pravu s. Prave m i n pripadaju redom
ravnima π1 i π2. Neka su σ1 i σ2 ravni odre�ene redom pravama
s,m i s, n. Tada, s obzirom na to da su ravni σ1 i σ2 upravne na π1
i π2 istovremeno (jer su π1 i π2 paralelne), imamo

I = Sm ◦ Sn = Sπ1
◦ Sσ1

◦ Sπ2
◦ Sσ2

=

= Sπ1
◦ Sπ2

◦ Sσ1
◦ Sσ2

= τ−−−→
MM ′

◦ Rs,ω = Z−−−→
MM ′,ω

.

tj. I je zavojno kretaƬe. �

Teorema 11.4.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija I
prostora E3 predstavƩa ravansku, osnorotacionu ili klizaju�u re-
fleksiju.

Dokaz. Kako je I indirektna izometrijska transformacija pros-
tora E3 Ƭena optimalna simetrijska reprezentacija sastoji se iz
jedne ili iz tri ravanske refleksije.

(i) U prvom sluqaju je I = Sπ, tj. I je ravanska refleksija
prostora E3.

(ii) U drugom sluqaju je I = Sα ◦ Sβ ◦ Sγ, pri qemu ravni α, β i
γ ne pripadaju istom pramenu ravni. Naime ako bi ove ravni pri-
padale istom pramenu, onda bi Sα ◦ Sβ ◦ Sγ predstavƩala ravansku
refleksiju, te bi se sluqaj (ii) sveo na sluqaj (i) .

Tri ravni α, β i γ u prostoru odre�uju jedan snop ravni. U
prostoru E3 postoje dve vrste snopova ravni: snop konkurentnih
ravni i ortogonalni snop ravni.

(a) Ako ravni α, β i γ pripadaju snopu konkurentnih ravni kome
je sredixte taqaka O, tj. zajedniqka taqka ravni α, β i γ, tada je
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taqka O invarijantna taqka kompozicije Sα ◦Sβ ◦Sγ. U tom sluqaju
izometrija I kao indirektna izometrijska transformacija sa in-
varijantnom taqkom O predstavƩa rotacionu refleksiju prostora
E3, tj. I = Rπ;s,ω.

(b) Ako ravni α, β i γ pripadaju ortogonalnom snopu ravni,
kompozicija Sα ◦Sβ ◦Sγ predstavƩa klizaju�u refleksiju prostora
E3, tj. I = G

π,
−−−→
MM ′

. �

U skladu s ovim moжemo dati xemu izometrijskih transforma-
cija prostora E3:

NapomiƬemo da se u izvedenoj klasifikaciji izometrijskih tra-
nsformacija euklidskog prostora E3 posebno ne istiqu osne simet-
rije reda n. ƫih svrstavamo me�u osne rotacije. Isto tako, nisu
posebno pomenute ni osnorotacione simetrije reda n me�u kojima
se nalazi i centralna refleksija prostora. ƫih svrstavamo me�u
osnorotacione refleksije razmatranog prostora.

Klasifikacije izometrijskih transformacija su do poqetka XX
veka vrxene na intuitivnoj osnovi. Navedeni pristup klasifika-
ciji izometrijskih transformacija zaжiveo je xestdesetih godina
XX veka.

11.5 Simetrije likova u prostoru E
3

Izometrijske transformacije prostora E3 omogu�uju da u tom
prostoru izgradimo geometrijsku teoriju simetrija. Nije nam
ciƩ da ovde u potpunosti razradimo tu teoriju, ve� �emo samo
da izloжiti neke Ƭene elemente.

Definicija 11.5.1. Simetrijom lika Φ u prostoru E3 nazivamo
svaku izometrijsku transformaciju I te ravni takvu da je

I(Φ) = Φ.
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Nije texko ustanoviti da skup svih simetrija lika Φ prostora
E3 obrazuje grupu. Tu grupu nazivamo grupom simetrija lika Φ
i simboliqki obeleжavamo sa G(IΦ). Broj elemenata grupe G(IΦ)
nazivamo redom te grupe. Identiqna transformacija kao speci-
fiqna izometrija prostora E3 predstavƩa simetriju svakog lika
Φ tog prostora. Ako je red grupe G(IΦ) jednak jedinici, lik Φ na-
zivamo asimetriqnim, ako je red grupe ve�i od jedan, lik Φ nazi-
vamo simetriqnim. Uzimaju�i u obzir orijentaciju, razlikujemo
direktne simetrije koje ne meƬaju orijentaciju prostora i indi-
rektne koje meƬaju Ƭegovu orijentaciju. Skup direktnih simet-
rija nekog lika Φ prostora E3 predstavƩa podgrupu grupe G(IΦ).
Tu podgrupu nazivamo grupom direktnih simetrija lika Φ, i sim-
boliqki je oznaqavamo je sa G(I + Φ). S obzirom na to da raz-
likujemo sedam vrsta izometrijskih transformacija prostora E3,
razlikova�emo i sedam vrsta simetrija likova prostora E3. To
su: koincidencija, ravanska simetrija, osna simetrija reda n, os-
norotaciona simetrija reda n, translaciona simetrija, klizaju�a
simetrija i zavojna simetrija. Sa ovako utvr�enim postoje�im
vrstama simetrija likova prostora E3 moжe se pristupiti iz-
nalaжeƬu postoje�ih grupa simetrija u prostoru E3. Taj prob-
lem veoma je sloжen, i mi ga ovde ne�emo ni razmatrati. Kao i
u geometriji ravni E2, i u geometriji prostora E3 prouqavaju se
najpre punktualne grupe simetrija, to su grupe u kojima sve simet-
rije raspolaжu najmaƬe jednom zajedniqkom invarijantnom taqkom.
Punktualne grupe koje se sastoje iskƩuqivo iz direktnih simet-
rija raspolaжu jedino koincidencijom i osnim simetrijama, zbog
qega se u literaturi i nazivaju grupama rotacija. Nije texko
ustanoviti da npr. grupa rotacija pravilne n-tostrane piramide
predstavƩa cikliqku grupu simetrija tipa Cn. Na primer grupa
rotacija pravilne n-tostrane prizme predstavƩa diedarsku grupu
simetrija tipa Dn. Narednom teoremom ustanovi�emo grupe si-
metrija pravilnih poliedara u prostoru E3.

Teorema 11.5.1. Ukupan broj simetrija pravilnog poliedra Φ u pro-
storu E3 jednak je dvostrukom broju Ƭegovih iviqnih uglova odnosno
qetvorostrukom broju Ƭegovih ivica. Polovinu tih simetrija qine
direktne, a drugu polovinu qine indirektne izometrijske transfor-
macije.

Dokaz. Ako obeleжimo sa A,B,C i A′, B′, C ′ dve trojke uzastop-
nih temena jedne iste ili dveju raznih pƩosni poliedra Φ i sa O
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sredixte tog poliedra, bi�e qetvorke taqaka O,A,B,C i O,A′, B′, C ′

nekomplanarne. Xta vixe, vaжe relacije

(O,A,B,C) ∼= (O,A′, B′, C ′) i (O,A,B,C) ∼= (O,C ′, B′, A′).

Dakle, postoje dve izometrijske transformacije prostora E3, obe-
leжimo ih sa I1 i I2, od kojih prva prevodi taqke O,A,B,C redom
u taqke O,A′, B′, C ′, a druga prevodi taqke O,A,B,C redom u taqke
O,C ′, B′, A′. Budu�i da su tetraedri OA′B′C ′ i OC ′B′A′ suprotno
orijentisani, jedna od izometrijskih transformacija I1 i I2 je
direktna a druga je indirektna. Nije texko dokazati da svaka
od izometrijskih transformacija I1 i I2 predstavƩa simetriju
poliedra Φ tj. da je I1(Φ) = Φ i I2(Φ) = Φ. Zaista, u trans-
formaciji I1 pƩosni (ABC · · ·H) odgovara pƩosan (A′B′C ′ · · ·H ′).
Iz podudarnosti svih diedara i pƩosni poliedra Φ sledi da u
transformaciji I1 pƩosnima susednim sa (ABC · · ·H) odgovaraju
pƩosani susedne sa (A′B′C ′ · · ·H ′). Analogno, zakƩuqujemo da u
izometriji I1 narednim susednim pƩosnima odgovaraju naredne
susedne pƩosni. NastavƩaju�i ovaj postupak, nalazimo da je
I1(Φ) = Φ. Na isti naqin dobijamo da je I2(Φ) = Φ. Ovim smo
dokazali da svakom iviqnom uglu poliedra Φ odgovaraju dve razne
simetrije tog poliedra od kojih je jedna direktna a druga indi-
rektna. Stoga je ukupan broj svih simetrija poliedra Φ jednak
dvostrukom broju Ƭegovih iviqnih uglova, odnosno qetvorostrukom
broju Ƭegovih ivica. Osim toga, jednu polovinu tih simetrija
qine direktne, a drugu polovinu qine indirektne izometrijske
transformacije. �

Ako pravilan poliedar Φ ima t temena, i ivica, p pƩosni i ako
svaka pƩosan ima m stranica a svaki rogaƩ n ivica, iz dokazane
teoreme neposredno zakƩuqujemo da se red grupe GI(Φ) simetrija i
red grupe GI+(Φ) rotacija tog pravilnog poliedra mogu izraziti
slede�im jednakostima:

redGI(Φ) = 2 redGI+Φ) = 2mp = 2nt = 4i.

Izvedena svojstva omogu�uju da s obzirom na postoje�e vrste
pravilnih poliedara saqinimo slede�u tabelu:
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Vrsta poliedra Φ redGI(Φ) redGI+(Φ)

Pravilan tetraedar 24 12

Pravilan heksaedar 48 24

Pravilan oktaedar 48 24

Pravilan dodekaedar 120 60

Pravilan ikosaedar 120 60

Ovim smo samo ustanovili koliki je red grupe simetrija i red
grupe rotacija svakog od postoje�ih pet vrsta pravilnih poli-
edara. Prirodno je postaviti pitaƬe kojim vrstama simetrija
raspolaжu grupe. Bez dokaza navodimo vrste simetrija kojima
raspolaжu pravilan tetraedar i kocka.

Pravilan tetraedar raspolaжe sa:

- 8 osnih simetrija reda tri koje su definisane u oba smera u
odnosu na prave odre�ene visinama tog tetraedra,

- 3 osne simetrija reda dva koje su definisane u odnosu na prave
odre�ene sredixtima naspramnih ivica,

- 1 identiqna transformacija,
- 6 ravanskih simetrija definisanih u odnosu na simetralne

ravni unutraxƬih diedara,
- 6 osnorotacionih simetrija reda qetiri definisanih u oba

smera u odnosu na prave odre�ene sredixtima naspramnih ivica.

Pravilan heksaedar (kocka) raspolaжe sa:

- 6 osnih simetrija reda qetiri definisanih u oba smera u
odnosu na prave odre�ene sredixtima naspramnih pƩosni,

- 3 osne simetrije reda dva definisane u odnosu na prave odre-
�ene sredixtima naspramnih pƩosni,

- 6 osnih simetrija reda dva definisanih u odnosu na prave
odre�ene sredixtima naspramnih ivica,

- 8 osnih simetrija reda tri definisanih u oba smera u odnosu
na prave odre�ene naspramnim temenima,

- 1 identiqna transformacija,
- 6 ravanskih simetrija definisanih u odnosu na simetralne

ravni unutraxƬih diedara,
- 3 ravanske simetrije definisane u odnosu na medijalne ravni

ivica,
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- 6 osnorotacionih simetrija reda qetiri, definisanih u odnosu
na prave odre�ene sredixtima naspramnih pƩosni,

- 8 osnorotacionih simetrija reda xest, definisanih u oba
smera u odnosu na prave odre�ene naspramnih temenima,

- 1 centralna simetrija.



Deo 12

Sliqnost i homotetija

12.1 Transformacije sliqnosti prostora E
n

U ovom odeƩku �emo se upoznati sa transformacijama sliqnosti
koje predstavƩaju uopxteƬe izometrijskih transformacija, tj. izo-
metrijske transformacije predstavƩaju samo specijalan sluqaj
transformacija sliqnosti.

Definicija 12.1.1. Neka je k ∈ R+ proizvoƩan pozitivan realan
broj i

P : En → En, (n = 1, 2, 3)

bijektivno preslikavaƬe koje svake dve taqke X,Y prostora En

prevodi redom u taqke X ′, Y ′ prostora En takve da je

X ′Y ′ = kXY.

Tada preslikavaƬe P nazivamo transformacijom sliqnosti pros-
tora En, sa koeficijentom k.

Neposredno iz definicije moжemo zakƩuqiti da izometrijske
transformacije predstavƩaju samo specijalan sluqaj transforma-
cija sliqnosti za k = 1. Sada �emo navesti neke osobine tran-
sformacija sliqnosti prostora En.

Teorema 12.1.1. Transformacija sliqnosti P prostora En kolin-
earne taqke A, B, C prevodi u kolinearne taqke A′, B′, C ′. Xtavixe,
transformacija sliqnosti prostora En je ure�ena, tj. ako je
B(A,B,C) tada je B(A′, B′, C ′).

305
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Dokaz. Neka je k koeficijent sliqnosti transformacije P. Tada
je prema definiciji

A′B′ = k AB, B′C ′ = k BC, A′C ′ = k AC.

Iz ovih jednakosti i relacije B(A,B,C) nalazimo da je

A′B′ +B′C ′ = k AB + k BC = k(AB +BC) = k AC = A′C ′.

Odavde sledi da su taqke A′, B′ i C ′ kolinearne i da vaжi
raspored B(A′, B′, C ′). �

Teorema 12.1.2. Transformacija sliqnosti P podudarne parove ta-
qaka preslikava na podudarne parove taqaka.

Dokaz. Neka su A,B,C i D taqke prostora En takve da je (A,B) ∼=
(C,D) i A′, B′ C ′ i D′ Ƭihove odgovaraju�e taqke u transforma-
ciji P. Ako je k koeficijent sliqnosti transformacije P, tada je
A′B′ = k AB i C ′D′ = k CD. Prema tome iz (A,B) ∼= (C,D) sledi
(A′, B′) ∼= (C ′, D′). �

Teorema 12.1.3. Skup svih transformacija sliqnosti prostora En

predstavƩa nekomutativnu grupu.

Dokaz. (i) Neka su P1 i P2 dve proizvoƩne transformacije sliqno-
sti prostora En sa koeficijentima sliqnosti redom k1 i k2. Neka
su zatim X i Y dve proizvoƩne taqke prostora En, a X1, Y1, X2,
Y2 taqke prostora En takve da je

P1(X) = X1, P1(Y ) = Y1, P2(X1) = X2, P2(Y1) = Y2.

Tada je X1Y1 = k1XY i X2Y2 = k2X1Y1 pa je X2Y2 = k1k2XY .
Dakle, kompozicija P2 ◦ P1 predstavƩa transformaciju sliqnosti
prostora En sa koeficijentom k = k1k2, tj. proizvod dve transfor-
macije sliqnosti prostora En predstavƩa transformaciju sliqno-
sti.

(ii) Neka je P transformacija sliqnosti prostora En sa koefi-
cijentom k. Tada svakom paru taqaka X,Y ∈ En odgovara u toj
transformaciji par taqaka X ′, Y ′ takav da je X ′Y ′ = kXY . Tada
je XY = 1

k
X ′Y ′, odakle sledi da je P−1 transformacija sliqnosti

prostora En sa koeficijentom sliqnosti 1/k.
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Iz (i) i (ii) sledi da da skup transformacija sliqnosti pred-
stavjla podgrupu grupe svih transformacija prostora En, pa prema
tome predstavƩa grupu. Da je grupa transformacija sliqnosti
nekomutativna sledi iz qiƬenice da ona sadrжi nekomutativnu
podgrupu G(I) svih izometrijskih transformacija. �

Definicija 12.1.2. Grupu koja se sastoji iz svih transformacija
sliqnosti prostora En nazivamo grupom transformacija sliqnosti
i simboliqki je obeleжavamo sa G(P).

Uoqimo funkciju f : G(P) → R+ koja svakoj transformaciji
sliqnosti P : En → En korespondira Ƭen koeficijent sliqnosti k.
Nije texko proveriti da f predstavƩa homomorfizam grupe G(P)
na multiplikativnu grupu pozitivnih brojeva. Grupa G(I) pred-
stavƩa jezgro tog homomorfizma.

Nije texko ustanoviti da transformacija sliqnosti P pros-
tora En kao ure�eno preslikavaƬe prevodi jednako orjentisane
likove u jednako orjentisane likove, a suprotno orjentisane likove
u suprotno orjentisane likove. Samim tim razlikujemo dve vrste
transformacija sliqnosti: direktne i indirektne.

Definicija 12.1.3. Transformaciju sliqnosti prostora En nazi-
vamo direktnom ili indirektnom u zavisnosti od toga da li ona
quva ili meƬa orjentaciju tog prostora.

U potpunosti je jasno da kompozicija dveju direktnih ili dveju
indirektnih transformacija sliqnosti uvek predstavƩa direktnu
izometrijsku transformaciju sliqnosti. Tako�e, kompozicija dve-
ju transformacija sliqnosti prostora En od kojih je jedna direk-
tna a druga indirektna predstavƩa indirektnu transformaciju
sliqnosti. Na osnovu toga zakluqujemo da vaжi slede�a teorema.

Teorema 12.1.4. Skup svih direktnih transformacija sliqnosti
prostora En qini nekomutativnu podgrupu indeksa dva grupe G(P)
svih transformacija sliqnosti prostora En.

Definicija 12.1.4. Grupu sastavƩenu od direktnih transforma-
cija sliqnosti prostora En nazivamo grupom direktnih transfor-
macija sliqnosti i simboliqki je oznaqavamo sa G(P+).

Osnovu za daƩe prouqavaƬe svojstava transformacija sliqno-
sti qine izvesne osobine koje se odnose na paralelno projektovaƬe
u prostoru En.
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12.2 Pojam vektora u prostoru E
n (n = 1,2,3)

Pojam vektora igra izuzetno vaжnu ulogu u rexavaƬu mnogih
geometrijskuh zadataka i problema. Translacija prostora En omo-
gu�uje uvo�eƬe pojma vektora u prostoru En. Pre uvo�eƬa po-
jma vektora uvex�emo pomo�nu relaciju ekvipolencije ili istoz-
naqnosti ure�enih parova taqaka.

Definicija 12.2.1. Neka su P , P ′, Q i Q′ taqke prostora En. Par
taqaka (P, P ′) je ekvipolentan paru taqaka (Q,Q′) ako postoji tran-
slacija prostora En koja taqke P i Q prevodi redom u taqke P ′ i Q′.

Iz definicije neposredno sledi da su parovi taqaka (P, P ′) i
(Q,Q′) translatorno podudarni. To znaqi da su duжi PP ′ i QQ′

istosmerne i podudarne.

Nije texko utvrditi da vaжi slede�a teorema:

Teorema 12.2.1. Relacija ekvipolencije definisana na skupu ure�e-
nih parova taqaka prostora En je relacija ekvivalencije.

Relacija ekvipolencije razbija skup svih ure�enih taqaka pro-
stora En na beskonaqno mnogo klasa ekvivalencije.

Definicija 12.2.2. Klasu svih me�u sobom ekvipolentnih ure�e-
nih parova taqaka prostora En nazivamo vektorom.

Vektore najqex�e oznaqavamo: −→a ,
−→
b , −→c , · · · Kako vektor −→a

predstavƩa qitavu klasu ekvipolentnih parova taqaka koja je jed-
noznaqno odre�ena bilo kojim parom (A,A′) te klase, vektor moжemo

oznaqavati i sa
−−→
AA′. Tada taqka A predstavƩa poqetak, a taqka A′

kraj vektora
−−→
AA′. Pravac odre�en pravom AA′ nazivamo pravcem

vektora
−−→
AA′, a smer odre�en usmerenom (orjentisanom) duжi

−−→
AA′

nazivamo smerom vektora
−−→
AA′. Vektor

−−→
BA je suprotnosmeran vek-

toru
−−→
AB. Ako se poqetak i kraj nekog vektora poklapaju, onda za

takav vektor kaжemo da je nula vektor.
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12.3 Linearne operacije nad vektorima

Nad skupom vektora u prostoru En, (n = 1, 2, 3) mogu�e je usta-
noviti dve vrste tzv. linearnih algebarskih operacija. To su
operacije sabiraƬa vektora i mnoжeƬa vektora sa brojem. Us-
tanovimo najpre operaciju sabiraƬa vektora.

Definicija 12.3.1. U prostoru En, (n = 1, 2, 3) svakom ure�enom

paru vektora −→x =
−−→
AB i −→y =

−−→
BC pridruжen je jedan vektor −→z =

−→
AC

koji nazivamo zbirom vektora −→x i −→y , i simboliqki obeleжavamo
sa −→z = −→x +−→y .

Slika 12.1.

Nije texko dokazati da zbir dva vektora −→x =
−−→
AB i −→y =

−−→
BC ne

zavisi od poloжaja taqke A (Slika 12.1). Zaista, ako obeleжimo
sa A′ proizvoƩnu taqku prostora En i sa B′, C ′ taqke takve da je
−→x =

−−→
A′B′ i −→y =

−−→
B′C ′, bi�e orijentisane duжi AB i A′B′ podudarne

i istosmerne, pa su i orijentisane duжi AA′ i BB′ podudarne i
istosmerne. Isto tako orijentisane duжi BC i B′C ′ su podudarne
i istosmerne, pa su i orijentisane duжi BB′ i CC ′ podudarne
i istosmerne. Sad su orijentisane duжi AA′ i BB′ podudarne
i istosmerne, te su i orijentisane duжi AC i A′C ′ podudarne i

istosmerne. Stoga je
−→
AC =

−−→
A′C ′ i prema tome

−−→
AB+

−−→
BC =

−−→
A′B′+

−−→
B′C ′.

Od osobina kojima se odlikuje operacija sabiraƬa vektora is-
tiqemo najvaжnije. Te osobine smextene su u jednoj teoremi koja
glasi:

Teorema 12.3.1. Za svaka tri vektora −→a ,
−→
b , −→c prostora En vaжe

slede�e relacije:

(i) −→a +
−→
b =

−→
b +−→a (komutativnost),
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(ii) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c (asocijativnost),

(iii) −→a +
−→
0 = −→a (neutralni element),

(iv) −→a + (−−→a ) =
−→
0 (inverzni element).

Slika 12.2.

Dokaz. (i) Oznaqimo sa O, A, B taqke takve da je
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b

i sa C taqku simetriqnu sa taqkom O u odnosu na sredixte S duжi

AB (Slika 12.2 (a)), imamo da je −→a +
−→
b =

−→
OA+

−−→
OB =

−−→
OC i

−→
b +−→a =

−−→
OB +

−→
OA =

−−→
OC. Iz ovih jednakosti sledi da je −→a +

−→
b =

−→
b +−→a .

(ii) Ako obeleжimo sa A, B, C, D, taqke takve da je −→a =
−−→
AB,

−→
b =

−−→
BC, −→c =

−−→
CD (Slika 12.2 (b)), imamo da je

−→a + (
−→
b +−→c ) =

−−→
AB + (

−−→
BC +

−−→
CD) =

−−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD,

(−→a +
−→
b ) +−→c = (

−−→
AB +

−−→
BC) +

−−→
CD =

−→
AC +

−−→
CD =

−−→
AD.

Iz ovih jednakosti sladi da je −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c .

(iii) Ako su A i B taqke takve da je −→a =
−−→
AB, bi�e

−−→
AB +

−−→
BB =

−−→
AB,

tj. −→a +
−→
0 = −→a .

(iv) Ako su A i B taqke takve da je −→a =
−−→
AB, bi�e −→a + (−−→a ) =

−−→
AB +

−−→
BA =

−→
AA =

−→
0 . �

S obzirom da je operacija sabiraƬa vektora u prostoru En

asocijativna, u izrazima −→a + (
−→
b + −→c ) i (−→a +

−→
b ) + −→c mogu se

izostaviti zagrade, te svaki od Ƭih dobija oblik −→a +
−→
b + −→c .

Indukcijom nalazimo da se operacija sabiraƬa vektora moжe pro-
xiriti i na ve�i broj sabiraka. Tako npr. zbir od n vektora
−→a 1,

−→a 2, · · · ,
−→a n predstavƩa neki vektor −→a koji moжemo napisati u
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obliku −→a = −→a 1 +
−→a 2 + · · · + −→a n. Zbir dva vektora −→x i −−→y pred-

stavƩa neki vektor −→z koji nazivamo razlika vektora −→x i −→y , i
simboliqki obeleжavamo sa −→z = −→x + (−−→y ) = −→x −−→y .

Sem unutraxƬe operacije sabiraƬa, na skupu vektora prostora
En moжe se definisati i jedna spoƩaxƬa operacija koju nazivamo
mnoжeƬem vektora sa brojem.

Definicija 12.3.2. Neka je −→x ∈ En i k ∈ R. Proizvodom k−→x vek-
tora −→x brojem k nazivamo vektor −→y ∈ En koji zadovoƩava slede�e
uslove:

(i) Intenzitet vektora −→y jednak je proizvodu iz apsolutne vred-
nosti broja k i intenziteta vektora −→x tj. |−→y | = |k||−→x |,

(ii) Vektor −→y je istosmeran ili suprotosmeran s vektorom −→x u zav-
isnosti od toga da li je k > 0 ili k < 0. Iz definicije neposredno
sledi da proizvod vektora −→x brojem k predstavƩa nula vektor ako
i samo ako je −→x =

−→
0 ili k = 0.

Teorema 12.3.2. Ako su −→a i
−→
b proizvoƩni vektori prostora En i

k, k1, k2 realni brojevi, tada je

(i) k(−→a +
−→
b ) = k−→a + k

−→
b ,

(ii) (k1 + k2)
−→a = k1

−→a + k2
−→a ,

(iii) k1(k2
−→a ) = (k1k2)

−→a ,

(iv) 1 · −→a = −→a .

Slika 12.3.

Dokaz. (i) Ako je k = 0, tvr�eƬe sledi neposredno iz definicije.
Razmotrimo sluqaj kada je k 6= 0 (Slika 12.3). Ako obeleжimo sa

A,B,C taqke prostora En takve da je
−−→
AB = −→a i

−−→
BC =

−→
b , sa O taqku
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van pravih AB,BC,CA i sa A′, B′, C ′ taqke takve da je
−−→
OA′ = k

−→
OA,

−−→
OB′ = k

−−→
OB,

−−→
OC ′ = k

−−→
OC, tada vaжe slede�e jednakosti

−−→
A′B′ = k

−−→
AB,

−−→
B′C ′ = k

−−→
BC,

−−→
A′C ′ = k

−→
AC. Na taj naqin imamo da je

k(−→a +
−→
b ) = k(

−−→
AB +

−−→
BC) = k

−→
AC =

−−→
A′C ′

=
−−→
A′B′ +

−−→
B′C ′ = k

−−→
AB + k

−−→
BC

= k−→a + k
−→
b .

(ii) Ako je neki od brojeva k1 i k2 jednak nuli ili −→a =
−→
0 , tvr�eƬe

sledi neposredno. Razmatramo sluqaj kada brojevi k1 i k2 imaju
isti znak, dok je −→a 6=

−→
0 . Pri tome su vektori (k1+k2)

−→a i k1
−→a +k2

−→a
istog smera i jednakih intenziteta. Prvo od ovih tvr�eƬa sledi
iz qiƬenice xto su oba ta vektora za k1 > 0 i k2 > 0 istosmerni s
vektorom −→a , a za k1 < 0 i k2 < 0 suprotni su sa vektorom −→a . Drugo
od pomenutih tvr�eƬa tako�e vaжi, jer je

|(k1 + k2)
−→a | = |k1 + k2||

−→a | = (|k1|+ |k2|)|
−→a |,

|k1
−→a + k2

−→a | = |k1
−→a |+ |k2

−→a | = |k1||
−→a |+ |k2||

−→a |

= (|k1|+ |k2|)|
−→a |.

Dakle, prema definiciji jednakosti vektora, imamo da je

(k1 + k2)
−→a = k1

−→a + k2
−→a .

Analogno rasu�ivaƬe primeƬuje se i u sluqaju kada brojevi k1 i
k2 imaju suprotne znake, dok je −→a 6=

−→
0 .

(iii) Vektori k1(k2
−→a ) i (k1k2)

−→a su istog smera i jednakih inten-
ziteta. Prvo od ovih svojstava sledi neposredno, jer ako brojevi
k1 i k2 imaju isti znak, pomenuti vektori su istosmerni sa vek-
torom −→a , ako brojevi k1 i k2 imaju suprotan znak, pomenuti vek-
tori su suprotnosmerni s vektorom −→a . Drugo svojstvo sledi iz
relacija

|k1(k2
−→a )| = |k1||k2

−→a | = |k1||k2||
−→a |i|(k1k2)

−→a | = |k1k2||
−→a |

= |k1||k2||
−→a |.

Dakle, k1(k2
−→a ) = (k1k2)

−→a .

(iv) Budu�i da su vektori 1 · −→a i −→a istog smera i jednakih inten-
ziteta, imamo da je 1 · −→a = −→a . �
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12.4 Homotetija prostora E
n

Definicija 12.4.1. Neka je O proizvoƩna taqka prostora En i k
realan broj razliqit od nule. Homotetijom ili dilatacijom sa
sredixtem O i koeficijentom k nazivamo transformaciju

HO,k : En → En (n = 1, 2, 3)

koja svaku taqku X ∈ En prevodi u taqku X ′ ∈ En takvu da je

−−→
OX ′ = k

−−→
OX.

Iz definicije neposredno sledi da je homotetija HO,k bijek-
tivna transformacija i da je jednoznaqno odre�ena sredixtem O
i koeficijentom k. Xtavixe za k 6= 1 homotetija HO,k ima jedin-
stvenu invarijantnu taqku - taqku O, za k = 1 predstavƩa koinci-
denciju a za k = −1 centralnu refleksiju SO.

Teorema 12.4.1. Homotetija HO,k prostora En predstavƩa tran-
sformaciju sliqnosti sa koeficijentom sliqnosti k′ = |k|.

Dokaz. Oznaqimo sa A i B dve proizvoƩne taqke prostora En.
Neka su A′ i B′ redom taqke koje u homotetiji HO,k odgovaraju

taqkama A i B. Tada je
−−→
OA′ = k

−→
OA i

−−→
OB′ = k

−−→
OB, pa je

−−→
A′B′ =

−−→
OB′ −

−−→
OA′ = k(

−−→
OB −

−→
OA) = k

−−→
AB.

Odavde, za duжi AB i A′B′ sledi A′B′ = |k|AB. Dakle, homotetija
HO,k predstavƩa transformaciju sliqnosti sa koeficijentom |k|. �

Lako se pokazuje slede�a teorema:

Teorema 12.4.2. Transformacija sliqnosti P : En → En koja pre-
vodi svaku pravu u Ƭoj paralelnu pravu predstavƩa translaciju ili
homotetiju.

Dokaz. Neka transformacija sliqnosti P proizvoƩnu pravu m
preslikava u Ƭoj paralelnu pravu n. Tada �e prave koje spajaju
odgovaraju�e taqke pravih m i n pri transformaciji P biti pa-
ralelne ili �e se se�i. Oznaqimo sa M i M ′ proizvoƩne taqke
prave m, a sa N i N ′ redom Ƭima odgovaraju�e taqke u transfor-
maciji sliqnosti P. Ako su prave MN i M ′N ′ paralelne, onda
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je qetvorougao MNN ′M ′ paralelogram, tj. duжi MM ′ i NN ′ �e
biti podudarne, pa je P u ovom sluqaju izometrija. Neka se prave
MN i M ′N ′ seku u taqki O. Tada, primenom Talesove teoreme
zakƩuqujemo da je P homotetija. �

Teorema 12.4.3. Ako je P : En → En transformacija sliqnosti sa
koeficijentom k i O fiksirana taqka prostora En tada postoje dve
i samo dve izometrijske transformacije I1 i I2 prostora En takve
da je

P = I1 ◦ HO,k, P = HO,k ◦ I2.

Dokaz. Neka u transformaciji sliqnosti P dvema raznim taqkama
P , Q prostora En odgovaraju redom taqke P ′, Q′ prostora En, a u
homotetiji HO,k taqkama P , Q odgovaraju taqke P ′′, Q′′ prostora En.
Tada je P ′Q′ = k PQ i P ′′Q′′ = k PQ, odakle je P ′Q′ ∼= P ′′Q′′ i kom-
pozicija P◦H−1

O,k taqke P ′′, Q′′ prevodi u taqke P ′, Q′ pa predstavƩa

neku izometrijsku transformaciju I1. Iz P ◦ H−1
O,k = I1 sledi da

je P = I1 ◦ HO,k. Analogno se dokazuje i drugi deo teoreme. �

Teorema 12.4.4. Neka je HO,k homotetija prostora En. Ako je n
paran broj tada homotetija HO,k predstavƩa direktnu transforma-
ciju sliqnosti, ako je n neparan broj tada homotetija HO,k predstav-
Ʃa direktnu ili indirektnu transformaciju sliqnosti u zavisnosti
od toga da li je k > 0 ili k < 0.

Dokaz. Razmotrimo najpre sluqaj n = 2. Ako u homotetiji HO,k

taqkama P i Q nekolinearnim s taqkom O odgovaraju redom taqke
P ′ i Q′ tada za k > 0 uglu ∡POQ odgovara taj isti ugao, a za k < 0
uglu ∡POQ odgovara Ƭemu centralno simetriqan ugao ∡P ′OQ′.
Odavde neposredno sledi da u homotetiji HO,k svakom uglu odgo-
vara Ƭemu istosmeran ugao, pa je homotetija HO,k ravni E2 direk-
tna izometrijska transformacija.

Neka je sada n = 3. Ako u homotetiji HO,k taqkama P , Q, R
nekomplanarnim s taqkom O odgovaraju redom taqke P ′, Q′, R′, tada
za k > 0 triedru OPQR odgovara taj isti triedar OP ′Q′R′, a za
k < 0 triedru OPQR odgovara Ƭemu centralno simetriqan triedar
OP ′Q′R′. Dakle homotetija HO,k za k > 0 ne meƬa a za k < 0 meƬa
orjentaciju prostora E3. �

Teorema 12.4.5. Skup HO svih homotetija koje imaju zajedniqko sre-
dixte O predstavƩa komutativnu grupu.



12.4. Homotetija prostora En 315

Dokaz. Neka su HO,k1 i HO,k2 dve proizvoƩne homotetije iz skupa
HO. Neka je X proizvoƩna taqka prostora En i neka su X1 i X2

taqke prostora En takve da je HO,k1(X) = X1 i HO,k2(X1) = X2. Tada

je
−−→
OX1 = k1

−−→
OX i

−−→
OX2 = k2

−−→
OX1, odakle je

−−→
OX2 = k1k2

−−→
OX. Dakle

HO,k2 ◦ HO,k1 = HO,k, gde je k = k1k2.
Ako je HO,k homotetija iz skupa HO, bi�e i H−1

O,k homotetija i
skupa HO. Zaista, ako oznaqimo sa X proizvoƩnu taqku prostora

En i sa X ′ taqku takvu da je HO,k(X) = X ′ onda je
−−→
OX ′ = k

−−→
OX, tj.

−−→
OX = 1

k

−−→
OX ′ odakle sledi H−1

O,k = HO, 1
k
.

Budu�i da homotetije iz skupa HO predstavƩa elemente grupe
G(P) svih transformacija sliqnosti prostora En, na osnovu doka-
zanog sledi da skup HO predstavƩa podgrupu grupe G(P). Komuta-
tivnost sledi neposredno iz definicije homotetije. �

Definicija 12.4.2. Grupu koja se sastoji iz svih homotetija pro-
stora En sa zajedniqkim sredixtem O nazivamo grupom homotetija
i simboliqki je oznaqavamo sa G(HO).

Teorema 12.4.6. Grupa G(HO) je izomorfna multiplikativnoj grupi
G(R∗), gde je R∗ = R\{O}.

Teorema 12.4.7. Ako su HO1,k1 i HO2,k2 dve homotetije prostora En

sa raznim sredixtima O1 i O2 tada kompozicija HO2,k2 ◦HO1,k1 pred-
stavƩa:
(i) Homotetiju HO,k ako je k1k2 6= 1, pri qemu je k = k1k2 a O taqka
prave O1O2 takva da je

−−→
O1O :

−−→
OO2 =

k2 − 1

k2(k1 − 1)
,

(ii) Translaciju τ−−→
PP2

ako je k1k2 = 1, pri qemu je

PP2 ‖ O1O2,
−−→
PP2 = (1− k2)

−−−→
O1O2.

Dokaz. Oznaqimo sa P i Q dve razne taqke prostora En, sa P1 i
Q1 taqke prostora En koje u homotetiji HO1,k1 odgovaraju taqkama
P i Q, a sa P2 i Q2 taqke prostora En koje u homotetiji HO2,k2

odgovaraju taqkama P1 i Q1. Tada je P1Q1 ‖ PQ i P2Q2 ‖ P1Q1,

odakle sledi P2Q2 ‖ PQ. Osim toga je
−−−→
P1Q1 = k1

−−→
PQ i

−−−→
P2Q2 = k2

−−−→
P1Q1

odakle sledi da je
−−−→
P2Q2 = k

−−→
PQ gde je k = k1k2.
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Slika 12.4.

(i) Neka je k 6= 1. Prave PP2 i QQ2 se seku. Oznaqimo sa O
Ƭihovu preseqnu taqku (Slika 12.4). Tada je oqigledno HO2,k2 ◦
HO1,k1 = HO,k. Tako�e, taqke O, O1 i O2 su kolinearne. Zaista, ako
obeleжimo sa O′

1 taqku koja u homotetiji HO2,k2 odgovara taqki O1,
tada u homotetiji HO,k taqki O1 odgovara taqka O′

1. Dakle trojke
taqaka O2, O1, O

′
1 i O, O1, O

′
1 su kolinearne, odakle sledi da su

taqke O, O1 i O2 kolinearne.

Taqka O je invarijantna taqka homotetije HO,k, odakle sledi

HO2,k2 ◦ HO1,k1(O) = O,

tj.

HO1,k1(O) = H−1
O2,k2

(O) = O′

Iz ovih jednakosti i relacije

−−−→
O1O

′ =
−−−→
O1O2 +

−−−→
O2O

′

nalazimo

k1
−−→
O1O =

−−→
O1O +

−−→
OO2 +

1

k2

−−→
O2O,

odakle je
−−→
O1O :

−−→
OO2 =

k2 − 1

k2(k1 − 1)
.

(ii) Za k = 1 prave PP2 i QQ2 su me�u sobom paralelne (Slika
12.5). Tada je

HO2,k2 ◦ HO1,k1 = τ−−→
PP2

.
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Slika 12.5.

Vaжi k1 = 1
k2

i
−−−→
O1P1 :

−−→
O1P =

−−−→
O2P1 :

−−−→
O2P2 odakle sledi PP2 ‖ O2O1,

a tako�e i
−−→
PP2 = (1−

1

k1
)
−−−→
O1O2 = (1− k2)

−−−→
O1O2.

�

Teorema 12.4.8. Ako je HO,k homotetija i I izometrijska tran-
sformacija prostora En, tada je

I ◦ HO,k ◦ I
−1 = HI(O),k.

Dokaz. Neka u homotetiji HO,k taqki X prostora En odgovara
taqka X ′ prostora En, a u izometriji I taqkama O, X, X ′ prostora

En odgovaraju redom taqke O1, X1, X
′
1. S obzirom na to da je

−−→
OX ′ =

k
−−→
OX bi�e i

−−−→
O1X

′
1 = k

−−−→
O1X1. Prema tome u kompoziciji I ◦HO,k ◦I

−1

svakoj taqki X1 prostora En odgovara taqka X ′
1 prostora En takva

da je
−−−→
O1X

′
1 = k

−−−→
O1X1. Prema tome I ◦ HO,k ◦ I

−1 = HI(O),k. �

Teorema 12.4.9. Homotetija HO,k i izometrija I prostora En su
komutativne transformacije ako i samo ako je sredixte O homote-
tije HO,k invarijantna taqka izometrije I, tj.

I ◦ HO,k = HO,k ◦ I ⇔ I(O) = O.

Dokaz. Neka je najpre I ◦ HO,k = HO,k ◦ I, tj. I ◦ HO,k ◦ I
−1 = HO,k.

Odavde primenom prethodne teoreme neposredno sledi I(O) = O.
Obratno, ako je I(O) = O. Na osnovu prethodne teoreme je

I ◦ HO,k ◦ I
−1 = HO,k, tj. I ◦ HO,k = HO,k ◦ I. �

Nije texko dokazati da vaжi i slede�a teorema
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Teorema 12.4.10. Ako je Sp osna refleksija i HO,k homotetija ravni
E2 tada je

S
HO,k
p = HO,k ◦ Sp ◦ H

−1
O,k = SHO,k(p).

12.5 PredstavƩaƬe transformacija sliqnosti

ravni E
2 u kanonskom obliku

Ustanovili smo da se svaka transformacija sliqnosti P (k 6= 1)
moжe na beskonaqno mnogo naqina predstaviti kao kompozicija
jedne homotetije i jedne izometrijske transformacije te ravni.
Transformacije iz kojih je sastavƩena ta kompozicija u opxtem
sluqaju nisu komutativne. Nax ciƩ bi�e da transformaciju sli-
qnosti P predstavimo u obliku kompozicije sastavƩene iz dveju
komutativnih transformacija od kojih je jedna homotetija a druga
izometrija. Takvo predstavƩaƬe transformacije sliqnosti nazi-
vamo kanonskim. U ciƩu dokaza mogu�nosti ovakvog predstavƩaƬa,
neophodno je najpre ustanoviti da transformacija sliqnosti ra-
vni E2, kojoj je koeficijent sliqnosti k 6= 1, poseduje jedinstvenu
invarijantnu taqku.

Teorema 12.5.1. Svaka direktna izometrijska transformacija sli-
qnosti ravni E2 kojoj je koeficient sliqnosti k 6= 1 poseduje jedin-
stvenu invarijantnu taqku.

Slika 12.6.
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Dokaz. Ustanovimo najpre da direktna transformacija sliqnosti
P ne moжe imati vixe od dve invarijantne taqke. Ako bi O1 i
O2 bile dve razne invarijantne taqke transformacije P tada bi
koeficijent sliqnosti k = O1O2 : O1O2 bio jednak jedinici, xto je
iskƩuqeno pretpostavkom.

Dokaжimo sada egzistenciju invarijantne taqke transforma-
cije sliqnosti P. Neka u transformaciji sliqnosti P dvema raz-
nim taqkama P i Q odgovaraju taqke P ′ i Q′. Ako je pri tome P = P ′

ili Q = Q′ tvr�eƬe sledi neposredno.
Razmotrimo sluqaj kada je P 6= P ′ i Q 6= Q′. Oznaqimo sa R pre-

seqnu taqku pravih PP ′ i QQ′ (Slika 12.6). Taqka R postoji jer
bi u suprotnom P bila izometrija. Oznaqimo sa O drugu preseqnu
taqku krugova opisanih oko trouglova ∆RPQ i ∆RP ′Q′. Speci-
jalno, ako se krugovi dodiruju taqke R i O se poklapaju (Slika
12.7).

Slika 12.7.

Tada vaжi

∡POQ ∼= ∡PRQ ∼= ∡P ′RQ′ ∼= ∡P ′OQ′,

tj. ∡POQ ∼= ∡P ′OQ′. Tako�e vaжi

∡QPO ∼= ∡QRO ∼= ∡SRQ′ ∼= ∡Q′P ′O,

tj. ∡QPO ∼= ∡Q′P ′O. Dakle uglovi trouglova ∆OPQ i ∆OP ′Q′ su
podudarni. To znaqi da postoji rotacija RO,ω takva da poluprave
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[OP ) i [OQ) prevode redom u poluprave [OP ′) i [OQ′). Neka je
RO,ω(P ) = P ′′, RO,ω(Q) = Q′′. Tada imamo

∡OP ′Q′ = ∡OPQ = ∡OP ′′Q′′,

odakle sledi P ′Q′ ‖ P ′′Q′′. To znaqi da postoji homotetija HO,k

takva da je HO,k(P
′′) = P ′, HO,k(Q

′′) = Q′, gde je k = OA′

OA
. Znaqi

P = HO,k ◦ RO,ω. Taqka O je invarijantna taqka transformacije
sliqnosti P. �

Definicija 12.5.1. Jedinstvenu invarijantnu taqku direktne
transformacije sliqnosti P ravni E2, kojoj je koeficijent k 6= 1,
nazivamo sredixtem ili centrom sliqnosti te transformacije.

Teorema 12.5.2. Svaka direktna transformacija sliqnosti P ra-
vni E2, koja ne predstavƩa izometriju niti homotetiju, moжe se
na dva i samo dva naqina predstaviti kao kompozicija dveju komu-
tativnih transformacija od kojih jedna predstavƩa homotetiju a
drugaizometriju.

Dokaz. Da bi se transformacija sliqnosti P mogla predstaviti
kao kompozicija dveju komutativnih transformacija od kojih jedna
predstavƩa homotetiju a druga izometriju potrebno je i dovoƩno
da sredixte te homotetije bude invarijantna taqka te izometrije
pa prema tome i transformacije P. Budu�i da transformacija P
sa koeficijentom k 6= 1 poseduje jedinstvenu invarijantnu taqku O,
postoje dve i samo dve homotetije H−1

O,k i H−1
O,−k ravni E2 takve da

kompozicije P◦H−1
O,k i P◦H−1

O,−k prestavƩaju izometrijske transfor-
macije. Obe izometrijske transformacije su direktne sa invari-
jantnom taqkom O, te predstavƩaju centralne rotacije, oznaqimo
ih sa RO,ω i RO,ω′. Pri tome su uglovi ω i ω′ suplementni i
suprotnosmerni, te znaju�i jednu od tih rotacija znamo i drugu.
Na taj naqin imamo da je P = RO,ω ◦ HO,k i P = RO,ω′ ◦ HO,−k. Oba
ova izraza su komutativna. �

Definicija 12.5.2. Reprezentacije ustanovƩene prethodnom teo-
remom nazivamo kanoniqkim reprezentacijama transformacije P.
Onu od tih reprezentacija u kojoj homotetija ima pozitivan koefi-
cijent nazivamo prvom ili neposrednom kanoniqkom reprezentaci-
jom, a onu u kojoj homotetija ima negativan koeficijent nazivamo
drugom ili posrednom kanoniqkom reprezentacijom transformacije
sliqnosti P.
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Iz definicije neposredno sledi da je direktna transforma-
cija sliqnosti P ravni E2 jednoznaqno odre�ena ako su joj poznati
sredixte, ugao i koeficijent sliqnosti. Stoga takvu transfor-
maciju simboliqki oznaqavamo sa PO,ω,k

Teorema 12.5.3. Svaka indirektna transformacija sliqnosti P ra-
vni E2 kojoj je koeficijent sliqnost k 6= 1 poseduje jedinstvenu in-
varijantnu taqku i dve invarijantne prave koje se seku u invarijant-
noj taqki pod pravim uglom.

Dokaz. Kao i u sluqaju direktnih transformacija sliqnosti kon-
statujemo da P ne moжe imati dve ili vixe invarijantnih taqaka
jer bi u tom sluqaju bilo k = 1, xto je iskƩuqeno uslovom teoreme.
Dokaжimo jox da P poseduje invarijantnu taqku i dve invarijan-
tne prave koje se seku u toj taqki pod pravim uglom.

Slika 12.8.

Neka u transformaciji sliqnosti P dvema raznim taqkama P
i Q odgovaraju redom taqke P ′ i Q′, pri qemu je P 6= P ′ i Q 6= Q′

(Slika 12.8). Oznaqimo sa HS,k homotetija ravni E2 u kojoj taqki
P odgovara taqka P ′, a sa Sp osnu refleksiju ravni E2 u kojoj taqki
HS,k(Q) = Q′′ odgovara taqka Q′. Tada je P ′Q′ ∼= P ′Q′′, odakle sledi
P ′ ∈ p. Kako svaka od indirektnih izometrijskih transformacija
P i Sp ◦ HS,k ravni E2 taqke P i Q prevodi redom u taqke P ′ i Q′,
to je P = Sp ◦ HS,k.
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Ako bi transformacija P posedovala invarijantnu taqku O
i ako bi bilo HS,k(O) = O′ tada bi bilo Sp ◦ HS,k(O) = O′, tj.
P(O) = O, pa bi prava p bila medijatrisa duжi OO′ a samim tim
bi taqka O pripadala pravoj s koja sadrжi taqku S i upravna je
na pravoj p. Neka je S′ taqka prave PP ′, takva da je S′P ′ : S′P = −k.
Iz relacije P ′S′ : S′P = P ′O : PO sledi da je prava s′ odre�ena
taqkama O i S′ simetrala ugla ∡POP ′. Kako su uglovi ∡POP ′ i
∡O′P ′O naizmeniqni sa paralelnim kracima OP i OP ′, simetrale
s′ i p tih uglova me�u sobom su paralelne, pa je s ⊥ s′. Prema
tome, ako postoji invarijantna taqka O transformacije P ona se
nalazi u preseku pravih s i s′ odre�enih relacijama S ∈ s ⊥ p i
S′ ∈ s′ ‖ p.

Obratno, ako su s i s′ prave odre�ene relacijama S ∈ s ⊥ p i
S′ ∈ s′ ‖ p, taqka O = s ∩ s′ bi�e invarijanta transformacije P.
Zaista, iz relacije s ⊥ s′ sledi da taqka O pripada krugu l kome je
duж SS′ preqnik, pa je O′P ′ : PP ′ = k. Ako u homotetiji HS,k taqki
O odgovara taqka O′, bi�e O′P ′ : OP = k, pa je OP ′ = O′P ′, i prema
tome Sp(O

′) = O. Dakle P(O) = O.

Transformacija P poseduje dve invarijantne prave. To su prave
s i s′. Zaista, kako je HS,k(s) = s i Sp(s) = s to je P(s) = s. Ako
je s′′ prava kroz taqku O′ paralelna pravoj p, bi�e HS,k(s

′) = s′′ i
Sp(s

′′) = s′ odakle sledi P(s′) = s′. �

Definicija 12.5.3. Jedinstvenu invarijantnu taqku O transfor-
macije sliqnosti P ravni E2, qiji je koeficijent k 6= 1, nazivamo
centrom ili sredixtem transformacije P. Invarijantne prave s
i s′ nazivamo osama transformacije P.

Teorema 12.5.4. Svaka indirektna izometrijska transformacija
sliqnosti P ravni E2 sa koeficijentom k 6= 1 moжe se na dva i samo
dva naqina predstaviti kao komutativna kompozicija homotetije
i izometrije.

Dokaz. Da bi se transformacija sliqnosti P mogla predstaviti
kao komutativna kompozicija homotetije i izometrije potrebno
je i dovoƩno prema ranije dokazanoj teoremi da sredixte te ho-
motetije bude invarijantna taqka pomenute izometrije te prema
tome i transformacije P. S obzirom na to da transformacija P
poseduje jedinstvenu invarijantnu taqku O, to postoje taqno dve
homotetije H−1

S,k i H−1
S,−k ravni E2 takve da kompozicije P ◦ H−1

S,k i
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P◦H−1
S,−k predstavƩaju izometrijske transformacije. Obe pomenute

izometrije su indirektne sa invarijantnom taqkom O te predstav-
Ʃaju osne refleksije Ss i Ss′ ravni E2 pri qemu ose s i s′ sadrжe
taqku O. Ose s i s′ su jedine invarijantne prave transformacije
P pa su istovetne sa osama te transformacije. Prema tome sledi
P = Ss ◦ HO,k = HO,k ◦ Ss i P = Ss′ ◦ HO,−k = HO,−k ◦ Ss′. �

Definicija 12.5.4. Reprezentacije iz prethodne teoreme nazivamo
kanoniqkim reprezentacijama indirektne transformacije sliqnos-
ti P ravni E2. Reprezentaciju u kojoj homotetija ima poziti-
van koeficijent nazivamo prvom ili neposrednom kanoniqkom rep-
rezentacijom, dok reprezentaciju u kojoj homotetija ima negativan
keficijent nazivamo drugom ili posrednom kanoniqkom reprezenta-
cijom transformacije sliqnosti P. Taqka O, prava s i broj k
predstavƩaju redom sredixte, osu i koeficijent sliqnosti tran-
sformacije P.

Iz izloжenog neposredno sledi da da je indirektna transfor-
macija sliqnosti P ravni E2 jednoznaqno odre�ena osom s, cen-
trom S i koeficijentom k. Iz tog razloga takvu transformaciju
oznaqavamo PO,s,k.

12.6 Sliqnost likova u prostoru E
n

Transformacija sliqnosti prostora En omogu�uje da na skupu
likova tog prostora definixemo relaciju sliqnosti likova.

Definicija 12.6.1. U prostoru En lik φ je sliqan liku φ′ ako pos-
toji transformacija sliqnosti P prostora En takva da je
P(φ) = φ′. Oznaka: φ ∼ φ′.

Budu�i da postoje direktne i indirektne transformacije sliq-
nosti to razlikujemo direktne i indirektne sliqnosti likova.

Definicija 12.6.2. U prostoru En lik φ je direktno sliqan liku
φ′ ako postoji direktna transformacija sliqnosti koja lik φ pre-
vodi u lik φ′. Ako je P indirektna transformacija sliqnosti onda
su likovi φ i φ′ indirektno sliqni.

Navex�emo najvaжnije osobine relacije sliqnosti geometri-
jskih likova prostora En.
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Teorema 12.6.1. Relacija sliqnosti likova je relacija ekvivalen-
cije.

Dokaz. (i) Identiqka transformacija je kao izometrija i tran-
sformacija sliqnosti, odakle sledi refleksivnost relacije sli-
qnosti figura.

(ii) Ako su φ i φ′ dva lika prostora En takva da je φ ∼ φ′ tada
postoji transformacija sliqnosti P takva da je P(φ) = φ′. Kako je
inverzna transformacija P−1 transformacija sliqnosti prostora
En, to iz P−1(φ′) = φ sledi da je φ′ ∼ φ, qime je simetriqnost
relacije ∼ dokazana.

(iii) Ako su φ, φ′ i φ′′ tri lika prostora En takva da je φ ∼ φ′

i φ′ ∼ φ′′, onda po definiciji postoje transformacije sliqnosti
P ′ i P ′′ takve da je P ′(φ) = φ′ i P ′′(φ′) = φ′′. Kako kompozicija
P = P ′′ ◦P ′ predstavƩa tako�e transformaciju sliqnosti prostora
En i kako je P(φ) = P ′′ ◦ P ′(φ) = φ′′ sledi φ ∼ φ′′, pa je relacija ∼ i
tranzitivna. �

S obzirom na to da je relacija sliqnosti geometrijskih likova
relacija ekvivalencije, to ona omogu�ava razbijaƬe skupa svih
geometrijskih likova prostora En na klase ekvivalencije me�u
sobom sliqnih likova. Takvih klasa ima beskonaqno mnogo, npr.
klase sliqnih trouglova, klase sliqnih qetvorouglova, itd.

Definicija 12.6.3. Neka je Σ skup svih likova prostora En. El-
ement φ faktor skupa Σ/∼ relacije sliqnosti zovemo formom ili
oblikom. Za dva lika φ1 i φ2 kaжemo da imaju isti oblik ili istu
formu tj. da su ekviformni ako pripadaju istoj klasi skupa Σ/∼.

Uslovi iz kojih se utvr�uje da dva lika imaju istu formu ili
isti oblik, tj. da su sliqna, nisu uvek dati na idealan naqin
transformacijom sliqnosti P koja jedan lik prevodi na drugi. Ti
uslovi se i kod najjednostavnijih geometrijskih likova kao xto su
trouglovi mogu izraziti na vixe naqina. To je i razlog uvo�eƬa
stavova o sliqnosti trouglova kojih ima qetiri.

Teorema 12.6.2. (Prvi stav o sliqnosti trouglova) Dva trougla
prostora En (n = 2, 3) su sliqna ako su dve stranice jednog trougla
proporcionalne odgovaraju�im stranicama drugog trougla, a uglovi
zahva�eni tim stranicama podudarni.
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Slika 12.9.

Dokaz. Neka su u prostoru En data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′

(Slika 12.9.) takva da je A′B′ : AB = A′C ′ : AC = k i ∡A ∼= ∡A′

Ako u homotetiji HA,k taqkama B i C odgovaraju taqke B′′ i C ′′,
bi�e ∆AB′′C ′′ ∼= ∆A′B′C ′. Znaqi postoji izometrija I prostora En

koja taqke A, B′′, C ′′ prevodi redom u taqke A′, B′ i C ′. Tada, u
transformaciji sliqnosti P = I ◦HA,k taqkama A, B, C odgovaraju
redom taqke A′, B′ i C ′, odakle sledi ∆ABC ∼ ∆A′B′C ′. �

Teorema 12.6.3. (Drugi stav o sliqnosti trouglova) Dva trougla
prostora En (n = 2, 3) su sliqna ako su dva ugla jednog trougla podu-
darna odgovaraju�im uglovima drugog trougla.

Dokaz. Neka su ∆ABC i ∆A′B′C ′ trouglovi prostora En, (n =
2, 3) takvi da je ∡A ∼= ∡A′ i ∡B ∼= ∡B′. Ako u homotetiji HA,k

prostora En, gde je A′B′ : AB = k, taqkama B i C odgovaraju taqke
B′′ i C ′′ onda �e biti ∆AB′′C ′′ ∼= ∆A′B′C ′, xto znaqi da postoji
izometrija I prostora En koja taqke A, B′′, C ′′ prevodi u taqke A′,
B′ i C ′. Tada, u transformaciji sliqnosti P = I ◦ HA,k taqkama
A, B, C odgovaraju redom taqke A′, B′ i C ′, odakle sledi ∆ABC ∼
∆A′B′C ′. �

Teorema 12.6.4. (Tre�i stav o sliqnosti trouglova) Dva trougla
prostora En (n = 2, 3) su sliqna ako su sve stranice jednog trougla
proporcionalne odgovaraju�im stranicama drugog trougla.

Dokaz. Neka su u prostoru En data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′

takva da je A′B′ : AB = A′C ′ : AC = BC : B′C ′ = k. Ako u homotetiji
HA,k prostora En taqkama B i C odgovaraju taqke B′′ i C ′′ onda
je ∆AB′′C ′′ ∼= ∆A′B′C ′, pa postoji izometrija I prostora En koja
taqke A, B′′, C ′′ prevodi redom u taqke A′, B′ i C ′. Prema tome u
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transformaciji sliqnosti P = I ◦HA,k taqkama A, B, C odgovaraju
redom taqke A′, B′ i C ′, odakle sledi ∆ABC ∼ ∆A′B′C ′. �

Teorema 12.6.5. (Qetvrti stav o sliqnosti trouglova) Dva tro-
ugla prostora En (n = 2, 3) su sliqna ako su dve stranice jednog
trougla proporcionalne odgovaraju�im stranicama drugog trougla,
uglovi naspram dveju od tih odgovaraju�ih stranica podudarni, a ug-
lovi naspram drugih dveju odgovaraju�ih stranica oba oxtra, oba
prava ili oba tupa.

Dokaz. Neka su u prostoru En data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′

takva da je A′B′ : AB = A′C ′ : AC = k, ∡B = ∡B′, a uglovi ∡C
i ∡C ′ oba oxtra, oba prava ili oba tupa. Ako u homotetiji
HA,k prostora En taqkama B i C odgovaraju taqke B′′ i C ′′ onda
je ∆AB′′C ′′ ∼= ∆A′B′C ′, pa postoji izometrija I prostora En koja
taqke A, B′′, C ′′ prevodi redom u taqke A′, B′ i C ′. Prema tome u
transformaciji sliqnosti P = I ◦HA,k taqkama A, B, C odgovaraju
redom taqke A′, B′ i C ′, odakle sledi ∆ABC ∼ ∆A′B′C ′. �

12.7 Anharmonijske i harmonijske qetvorke

taqaka, pravih i ravni

Pri rexavaƬu raznovrsnih geometrijskih zadataka qestu pri-
menu imaju harmonijski spregnuti elementi: taqke, prave i ravni.
Pored primene u Euklidskoj geometriji harmonijski spregnuti el-
ementi imaju veliki znaqaj i primenu u projektivnoj geometriji.

Definicija 12.7.1. Dvorazmerom ili dvojnim odnosom R(A,B;C,D)
prostora En nazivamo broj λ takav da je

R(A,B;C,D) =
R(A,B;C)

R(A,B;D)
= λ,

odnosno

λ =

−→
AC
−−→
BC

:

−−→
AD
−−→
BD

,

gde R(A,B;C) oznaqava prostu razmeru
−→
AC
−−→
BC

. Specijalno ako je

λ = −1 dotiqnu dvorazmeru nazivamo harmonijskom a ako je λ 6= −1
anharmonijskom. U sluqaju λ = −1 umesto R(A,B;C,D) pixemo
H(A,B;C,D).
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Izvex�emo najvaжnija svojstva uvedene relacije harmonijski
spregnutih taqaka na pravoj.

Teorema 12.7.1. Ako su A, B, C, D qetiri harmonijske taqke, tj.
ako je H(A,B;C,D), tada vaжe i relacije H(A,B;D,C) i H(C,D;A,B).

Dokaz. Koriste�i definiciju harmonijski spregnutih taqaka na
pravoj dobijamo

H(A,B;C,D) ⇒
−→
AC :

−−→
BC = −

−−→
AD :

−−→
BD

⇒
−−→
AD :

−−→
BD = −

−→
AC :

−−→
BC

⇒ H(A,B;D,C);

H(A,B;C,D) ⇒
−→
AC :

−−→
BC = −

−−→
AD :

−−→
BD

⇒
−→
CA :

−−→
DA = −

−−→
CB :

−−→
DB

⇒ H(C,D : A,B);

�

Teorema 12.7.2. Ako su A, B, C, D qetiri razne taqke neke prave,
O taqka van te prave, a E i F taqke u kojima prava kroz taqku B
paralelna pravoj OA seqe prave OC i OD, tada je

H(A,B;C,D) ⇐⇒ SB(E) = F.

Slika 12.10.

Dokaz. Ako je H(A,B;C,D) (Slika 12.10.) tada je
−→
AC :

−−→
BC =

−
−−→
AD :

−−→
BD = k. Odavde nalazimo da je H−1

D,−k ◦HC,k = SB, pri qemu
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je SB(E) = F . Obratno, ako je SB(E) = F i
−→
AC :

−−→
BC = k, tada u

kompoziciji HC,k ◦ SB taqkama B i F odgovaraju taqke A i O, pa je

HC,k ◦ SB = HD,−k. Odavde sledi da je
−→
AC :

−−→
BC = −

−−→
AD :

−−→
BD = k, tj.

H(A,B;C,D). �

Teorema 12.7.3. (O Apolonijevom1 krugu) Neka su A i B dve date
taqke neke ravni, a m i n (m 6= n) dve date duжi. Tada skup svih
taqaka X takvih da je AX : XB = m : n predstavƩa krug nad pre-

qnikom CD, pri qemu su C i D taqke prave AB takve da je
−→
AC :

−−→
CB = −

−−→
AD :

−−→
DB = m : n.

Dokaz. Oznaжimo sa l krug nad preqnikom CD, sa X proizvoilnu
taqku posmatrane ravni, sa p pravu koja sadrжi taqku B i par-
alelna je pravoj AX a sa E i F preseqne taqke prave p redom sa
pravama CX i DX. Kako je H(A,B;C,D), to na osnovu Teoreme
12.7.2. sledi da je taqka B sredixte duжi EF .

Neka je AX : XB = m : n. Tada je

AX : XB = AX : BE = AC : CB = AX : BF = m : n,

odakle sledi BE ∼= BF ∼= XB. Prema tome, trougao ∆EXF je
pravougli, tj. ugao ∡CXD ≡ ∡EXF je prav (Slika 12.11.). Dakle,
taqka X pripada krugu l nad preqnikom CD.

Slika 12.11.

Obratno, neka taqka X pripada krugu l nad preqnikom CD. Tada
je ugao ∡CXD prav, kao ugao nad preqnikom CD, odakle sledi da

1Apolonije iz Perge (III-II vek pre nove ere)
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je i ugao ∡EXF prav, pa je BX ∼= BE ∼= BF . Na osnovu Talesove
teoreme sledi:

AX : XB = AX : BE = AC : CB = m : n,

qime je teorema dokazana. �

Definicija 12.7.2. Krug l iz teoreme 12.7.3. naziva se Apolonijev
krug.

Definicija 12.7.3. Za qetiri prave a, b, c, d nekog pramena pra-
vih kaжemo da su harmonijski spregnute ako postoji prava p koja
ih seqe redom u harmonijskim taqkama A, B, C i D. Oznaka je
H(a, b; c, d). Analogno, za qetiri ravni α, β, γ i δ jednog snopa
ravni kaжe se da su harmonijski spregnute i simboliqki oznaqava
H(α, β; γ, δ) ako postoji prava koja ih prodire u harmonijski spreg-
nutim taqkama.

Teorema 12.7.4. (Papos2) Ako neka prava s seqe qetiri harmonijske
prave a, b, c i d ravni E2 u raznim taqkama A, B, C i D tada je
H(A,B;C,D).

Slika 12.12.

Dokaz. Prave a, b, c i d su harmonijski spregnute pa stoga pripa-
daju istom pramenu pravih ℵ i postoji prava s′ koja ih seqe redom

2Papos (III vek nove ere) grqki matematiqar iz Aleksandrije, pisac Matematiqkog

zbornika u 8 kƬiga (saquvano 6), u kojima su saquvana dostignu�a starih grqkih

matematiqara i astronoma, kao i radovi samog Paposa (Paposove geometrijske teo-

reme, i dr.)
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u harmonijski spregnutim taqkama A′, B′, C ′ i D′. Neka je ℵ pramen
konkurentnih pravih sa sredixtem u taqki O. Oznaqimo sa E i F
taqke u kojima prava kroz taqku B paralelna pravoj a seqe prave
c i d, a sa E′ i F ′ (Slika 12.12.) taqke u kojima prava kroz taqku

B′ paralelna pravoj a seqe prave c i d. Neka je k =
−−→
OB′ :

−−→
OB. Tada

u homotetiji HO,k taqkama B, E i F odgovaraju taqke B′, E′ i F ′.
Prema dokazanoj teoremi taqka B′ je sredixte duжi E′F ′ pa je i B
sredixte duжi EF . Prema istoj teoremi je H(A,B;C,D). Sluqaj
kada je ℵ pramen paralelnih pravih lako se pokazuje. �

Analogno se dokazuje i slede�a teorema

Teorema 12.7.5. (Talesova teorema) Svaka prava prodire harmoni-
jske ravni u harmonijski spergnutim taqkama pri qemu ona ne seqe
osu pomenutog snopa ravni.



Deo 13

Geometrija kruga i sfere

13.1 Centralni i periferijski uglovi kruga

Krug i sfera imaju znaqajnu ulogu u geometriji od samog Ƭenog
nastanka, pa je to jedan od razloga xto �emo ovo poglavƩe posve-
titi upravo Ƭima.

Napomenimo da se u literaturi qesto umesto termina krug ko-
risti termin kruжnica ili kruжna linija, dok se termin krug
koristi za kruжnu povrx.

Sada �emo uvesti nekoliko veoma vaжnih pojmova koji se tiqu
kruga.

Tetiva kruga je duж koja spaja dve Ƭegove taqke. Najduжa
tetiva nekog kruga je preqnik ili dijametar tog kruga.

Slika 13.1.

Neka su A i B dve taqke nekog kruga. Deo kruga AB kao i
Ƭegov komplement zva�emo lukovima tog kruga. Ugao ∡AOB je cen-

331
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tralni ugao posmatranog kruga. Ako je M prozvoƩna taqka kruga
razliqita od taqaka A i B, ugao ∡AMB je periferijski nad lukom
AB. Re�i �emo da je luk zahva�en periferijskim uglom ako se na-
lazi unutar tog ugla.

Teorema 13.1.1. Ako je AB preqnik kruga k(O, r) i C proizvoƩnataqka
kruga tada je ugao ∡ACB prav.

Dokaz. Trouglovi (Slika 13.1.) ∆AOC i ∆BOC su jednakokraki.
Dakle vaжi ∡OCA = ∡A i ∡OCB = ∡B, odakle je ∡ACB = ∡OCA+
∡OCB = ∡A+ ∡B = R, gde smo sa R oznaqili prav ugao. �

Teorema 13.1.2. Centralni ugao kruga k(O, r) nad lukom MN je dva
puta ve�i od odgovaraju�eg periferijskog ugla ∡MPN tog kruga.

Slika 13.2.

Dokaz. Oznaqimo sa P proizvoƩnu taqku lukaMN . Treba pokazati
da je ∡MON = 2∡MPN . Mogu nastupiti tri sluqaja.

(i) Centar O kruga k pripada jednom od krakova ugla ∡MPN . Ne
umaƬuju�i opxtost, pretpostavimo (Slika 13.2 (i)) da je O ∈ PN .
U tom sluqaju trougao ∆OPM je jednakokraki, pa je ∡OPM =
∡OMP . Kako je ugao ∡MON spoƩaxƬi nesusedni za uglove ∡P
i ∡M trougla ∆OPM , to vaжi ∡MON = ∡P + ∡M , tj. ∡MON =
2∡MPN .

(ii) Centar O pripada unutraxƬosti ugla MPN . Oznaqimo sa Q
(Slika 13.2 (ii)) drugu zajedniqku taqku prave PO i kruga k. Prema
dokazanom delu (i) sledi ∡MOQ = 2∡MPQ i ∡NOQ = 2∡NPQ.
Sada je ∡MON = ∡MOQ+ ∡NOQ = 2∡MPQ+ 2∡NPQ = 2∡MPN .
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(iii) Taqka O pripada spoƩaxƬosti ugla ∡MON . Oznaqimo sa Q
(Slika 13.2 (iii)) preseqnu taqku prave PO i kruga k. Prema doka-
zanom delu (i) sledi ∡MOQ = 2∡MPQ i ∡NOQ = 2∡NPQ. Sada je
∡MON = ∡MOQ− ∡NOQ = 2∡MPQ− 2∡NPQ = 2∡MPN . �

Posledica 13.1.1. (i) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom
(Slika 13.3 (i)), qija su sva temena sa iste strane prave odre�ene
tom tetivom su podudarni me�usobno.
(ii) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom, qija su temena
sa raznih strana prave odre�ene tom tetivom (Slika 13.3 (i)), su
suplementni.

Slika 13.3.

Teorema 13.1.3. Ugao odre�en tangentom i tetivom u jednoj od kra-
jƬih taqaka tetive, podudaran je odgovaraju�em periferijskom uglu
tog trougla.

Dokaz. Neka je u ravni dat krug k(O, r) i taqke A, B i P na krugu k.
Neka je AR tangenta u taqki A na krug k, pri qemi su taqke P i R
sa raznih strana prave AB (Slika 13.3 (ii)). Oznaqimo sa Q drugu
zajedniqku taqku prave AO sa krugom k. Uglovi ∡RAB i ∡AQB su
podudarni kao uglovi sa normalnim kracima. Na osnovu posledice
13.1.1. uglovi ∡APB i ∡AQB su tako�e podudarni, odakle sledi
tvr�eƬe teoreme. �

Definicija 13.1.1. Uglom koji zahvataju dva kruga koji se seku u
ravni zva�emo ugao izme�u Ƭihovih tangenata u preseqnoj taqki.



334 13. Geometrija kruga i sfere

Analogno uglom koji zahvataju prava i krug koji se seku, zva�emo
ugao izme�u prave i tangente na krug u jednoj od preseqnih taqaka.

Definicija 13.1.2. Prava i krug, odnosno dva kruga, su ortogo-
nalni (upravni, normalni) ako zahvataju prav ugao.

Nije texko uoqiti da �e prava biti upravna na krug ako i samo
ako sadrжi Ƭegov centar. Tako�e dva kruga su ortogonalna ako i
samo ako tangenta jednog sadrжi sredixte drugog.

13.2 Tangentni qetvorougao

Definicija 13.2.1. Qetvorougao qije su sve ivice tangente nekog
kruga naziva se tangentni qetvorougao.

U vezi sa tangentnim qetvorouglovima postoji kriterijum za
utvr�ivaƬe da li je qetvorougao tangentni ili ne. Pre formu-
lacije pomenutog kriterijuma, dokaza�emo stav o podudarnosti
tangentnih duжi.

Definicija 13.2.2. Odseqak tangente na krug od date taqke iz koje
je ona konstruisana, do dodirne taqke tangente i kruga nazivamo
tangentnom duжi.

Teorema 13.2.1. Tangentne duжi konstruisane iz iste taqke na dati
krug su me�usobno podudarne.

Dokaz. Neka su PT1 i PT2 tangentne duжi iz taqke P (Slika 13.4
(i)) na krug k(O, r). Iz podudarnosti pravouglih trouglova ∆OPT1
i ∆OPT2 sledi podudarnost tangentnih duжi PT1 i PT2. �

Teorema 13.2.2. (Osnovna teorema o tangentnom qetvorouglu) Qet-
vorougao je tangentni ako i samo ako su mu zbirovi naspramnih stra-
nica jednaki.

Dokaz. Neka je ABCD tangentni qetvorougao i neka su P , Q, R
i S dodirne taqke redom ivica AB, BC, CD i DA sa krugom k
(Slika 13.4 (ii)) upisanim u taj qetvorougao. Na osnovu teoreme
o jednakosti tangentnih duжi vaжi AS ∼= AP , BP ∼= BQ, CQ ∼= CR
i DR ∼= DS. Dakle, AB + CD = AP + BP + CR +DR = AS + BQ +
CQ+DS = AD +BC.



13.3. Tetivni qetvorougao 335

Slika 13.4.

Obratno, neka su kod qetvorougla ABCD zbirovi naspramnih
stranica jednaki, tj. neka je AB + CD = AD + BC. Oznaqimo sa k
(Slika 13.4 (iii)) krug koji dodiruje redom stranice AB, BC i AD
qetvorougla ABCD. Takav krug postoji i Ƭegov centar je preseqna
taqka simetrala uglova ∡A i ∡B qetvorougla ABCD. Oznaqimo
sa D′ preseqnu taqku tangente iz temena C na krug k sa pravom AD.
Za taqke A, D i D′ moжe vaжiti taqno jedna od tri mogu�nosti:
(i) B(A,D′, D), B(A,D,D′) ili D ≡ D′.

(i) Neka je najpre B(A,D′, D). Tada je prema pretpostavci AB +
CD = AD +BC, i kako je jox qetvorougao ABCD′ tangentni, to je
AB+CD′ = AD′+BC. Iz prethodne dve relacije sledi CD′−CD =
D′A − DA, tj. CD′ = CD + D′A − DA, a odavde CD = CD′ + DD′,
xto je nemogu�e jer su CD, CD′ i DD′ stranice trougla ∆CDD′.
Dakle, ne vaжi B(A,D′, D).

(ii) Analogno se dolazi do kontradikcije i u drugom sluqaju, tj.
ne vaжi B(A,D,D′).

(iii) Prema tome, mora biti D ≡ D′, tj. qetvorougao ABCD je
tangentni. �

13.3 Tetivni qetvorougao

Definicija 13.3.1. Qetvorougao qije su sve ivice tetive nekog
kruga naziva se tetivni qetvorougao.

Teorema 13.3.1. Konveksni qetvorougao je tetivni ako i samo ako
su mu naspramni uglovi suplementni.
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Slika 13.5.

Dokaz. Neka je qetvorougao ABCD tetivni (Slika 13.5 (i)). Kako
je qetvorougao ABCD konveksan, temena A i C su sa raznih strana
dijagonale BD, odakle sledi na osnovu posledice 13.1.1. da su
uglovi ∡BAD i ∡BCD suplementni.

Obratno, neka su naspramni uglovi qetvorougla ABCD suple-
mentni i neka je krug k opisan oko trougla ∆ABD. Tada se iz
qetvrtog temena C tetiva BD vidi pod uglom koji je suplemen-
tan uglu kod temena A, xto znaqi na osnovu posledice 13.1.1. da i
taqka C pripada krugu k. �

Ponekad je u praksi lakxe iskoristiti slede�u teoremu za
utvr�ivaƬe da li je qetvorougao tetivan (Slika 13.5 (ii)):

Teorema 13.3.2. Ako je qetvorougao ABCD konveksan i ako je ∡ACB =
∡ADB tada je taj qetvorougao tetivan.

13.4 Karakteristiqne teoreme o krugu

i trouglu

Teorema 13.4.1. (Simpsonova teorema) Podnoжja normala kroz bilo
koju taqku kruga opisanog oko nekog trougla na pravama koje su odre-
�ene stranicama tog trougla pripadaju jednoj pravoj. Dokazati.

Dokaz. Neka je P proizvoƩna taqka kruga l. Ako se P poklapa sa
nekim od temena trougla dokaz je trivijalan.

Pretpostavimo da se taqka P ne poklapa ni sa jednim od temena
A, B, C trougla ∆ABC. Tada taqka P pripada nekom od lukova
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Slika 13.6.

⌢

AB,
⌢

BC ili
⌢

CA kruga l. Neka taqka P pripada luku
⌢

AC kome ne
pripada taqka B (Slika 13.6). Konstruiximo normale iz taqke P
redom na prave odre�ene stranicama BC, CA i AB i oznaqimo sa
A′, B′ i C ′ Ƭihova podnoжja.

Taqke P , A, B i C pripadaju krugu l pa je qetorougao PABC
tetivan, odakle sledi da je ∡B + ∡APC = 2R.

Qetvorougao PC ′BA′ je tako�e tetivan jer je ∡PC ′B = ∡BA′P =
R pa taqke A′ i C ′ pripadaju krugu qiji je preqnik BP . Odavde
sledi ∡B + ∡A′PC ′ = 2R. Dakle

∡APC = ∡A′PC ′, (13.1)

kao dopune istog ugla ∡B do 2R. Odavde sledi

∡C ′PA = ∡CPA′ (13.2)

kao dopune ugla ∡CPC ′ do jednakih uglova iz (13.1).

Qetvorougao PB′AC ′ je tetivan jer se duж AP vidi iz taqaka
B′ i C ′ pod pravim uglom. Znaqi taqke B′ i C ′ pripadaju krugu
nad preqnikom AP . Sada je

∡C ′PA = ∡C ′B′A (13.3)

kao periferijski uglovi nad istim lukom
⌢

C ′A.
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Qetvorougao PB′CA′ je tako�e tetivan jer se duж PC vidi pod
pravim uglom iz taqaka A′ i B′. Sada je

∡C ′PA′ = ∡CB′A′ (13.4)

kao periferijski uglovi nad istim lukom
⌢

CA′.
Iz jednakosti (13.2), (13.3), (13.4) sledi

∡C ′B′A = ∡CB′A′.

Kako su zbog poloжaja taqke P ova dva ugla jednaka i istosmerna,
kraci B′A i B′C pripadaju istoj pravoj AC, to �e i kraci B′C ′

i B′A′ pripadati istoj pravoj, a to znaqi da �e taqke A′, B′ i C ′

biti kolinearne. �

Teorema 13.4.2. (Ojlerova teorema) Ako je H ortocentar, T te-
жixte, O centar kruga l opisanog oko trougla ∆ABC i A1 sredina
stranice BC dokazati da je:

a) duж OA1 paralelna duжi AH i OA1 =
1

2
AH,

b) taqke O, T i H pripadaju jednoj pravoj pri qemu je HT = 2 · TO.

Slika 13.7.

Dokaz. a) Oznqimo sa D jox jednu zajedniqku taqku prave OC i
kruga l. Ugao ∡CBD je prav, kao ugao nad preqnikom CD. Sada je
DB ⊥ BC i AH ⊥ BC, odakle sledi

BD ‖ AH. (13.5)
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Taqke O i A1 su sredixta redom duжi CD i BC, odakle sledi da
je duж OA1 sredƬa linija trougla ∆DBC pa vaжi

OA1 ‖ BD i OA1 =
1

2
BD. (13.6)

Iz (13.5) i (13.6) sledi OA1 ‖ AH.
Na isti naqin je DA ⊥ AC i BH ⊥ AC odkle je DA ‖ BH.

Sada, za qetvorougao BDAH vaжi DA ‖ BH i AH ‖ BD pa je on
paralelogram pa su mu naspramne stranice jednake, tj. AH = BD.
Sledi

OA1 =
1

2
BD =

1

2
AH.

b) Taqka T je teжixte trougla ∆ABC pa je AT = 2 · TA1.

Iz AH ‖ OA1 i AT ≡ TA1 sledi

∡HAT = ∡OA1T,

kao uglovi sa paralelnim kracima. Sada iz AH = 2 · OA1 i
AT = 2 · TA1 na osnovu Talesove teoreme sledi HT = 2 · TO i
HT ‖ TO.

Prave HT i TO su paralelne i imaju zajedniqku taqku T odakle
sledi HT ≡ TO, tj taqke O, T i H su kolinearne. �

Definicija 13.4.1. Prava odre�ena taqkama O, T i H naziva se
Ojlerova prava.

Teorema 13.4.3. (Apolonijeva teorema) Ako je X taqka stranice
BC trougla ∆ABC takva da su duжi BX i XC srazmerne dvema
datim duжima m i n, tj. BX : XC = m : n, tada je

(m+ n)AX2 = n(AB2 −BX2) +m(AC2 − CX2).

Dokaz. Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na pravu BC.
Tada mogu nastupiti slede�i sluqajevi: (i) D ≡ X, (ii) D 6= X.

(i) Ako je D ≡ X onda su trouglovi ∆ABX i ∆ACX pravougli, pa
primenom Pitagorine teoreme dobijamo

AX2 = AB2 −BX2 i AX2 = AC2 − CX2.
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Slika 13.8.

MnoжeƬem prve jednkosti sa n a druge sa m i sabiraƬem dobi-
jamo traжenu formulu.

(ii) Neka je sada D 6= X i pretpostavimo da vaжi B(B,D,X,C)
(Slika 13.8). Sada, primenom Pitagorine teoreme na pravougle
trouglove ∆ABD i ∆AXD imamo:

AB2 − BD2 = AX2 − DX2, tj. AB2 − (BX − DX)2 = AX2 − DX2

odakle je AB2 −BX2 + 2BX ·DX −DX2 = AX2 −DX2, tj.

AX2 = AB2 −BX2 + 2BX ·DX. (13.7)

Na isti naqin primenom Pitagorine teoreme na trouglove
∆ACD i ∆AXD dobijamo

AX2 = AC2 − CX2 − 2CX ·DX. (13.8)

MnoжeƬem jednakosti (13.7) sa n a (13.8) sa m i sabiraƬem dobi-
jamo

(m+n)AX2 = n(AB2−BX2)+m(AC2−CX2)+2nBX ·DX−2mCX ·DX,

i kako je jox BX : XC = m : n, tj. nBX = 2mCX na kraju dobijamo

(m+ n)AX2 = n(AB2 −BX2) +m(AC2 − CX2),

a to je i trebalo dokazati. �

Napomena: Izraz iz Apolonijeve teoreme se moжe transformisati
u oblik pogodniji za pam�eƬe i primenu, tj.

nAB2 +mAC2 = (m+ n)AX2 + nBX2 +mCX2.
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Teorema 13.4.4. (Stjuartova teorema) Ako je X taqka stranice BC
trougla ∆ABC tada je

BC ·AX2 = XC ·AB2 +BX ·AC2 −BX ·XC ·BC.

Dokaz. Direktna posledica Apolonijeve teoreme. �

Teorema 13.4.5. (Lajbnicova teorema) Ako je T teжixte trougla
∆ABC i P proizvoƩna taqka dokazati da je

PA2 + PB2 + PC2 = TA2 + TB2 + TC2 + 3 · PT 2.

Slika 13.9.

Dokaz. U trouglu ∆ABC teжixte deli teжixnu duж AA1 u odnosu
AT : TA1 = 2 : 1. Primenom Apolonijeve teoreme redom na trou-
glove ∆PAA1, ∆PBC i ∆TBC dobijamo (Slika 13.9.)

PA2 + 2 · PA2
1 = 3 · PT 2 + 1 ·AT 2 + 2 · TA2

1, (13.9)

PB2 + PC2 = 2 · PA2
1 + 1 ·BA2

1 + 1 · CA2
1, (13.10)

TB2 + TC2 = 2 · TA2
1 + 1 ·BA2

1 + 1 · CA2
1. (13.11)

SabiraƬem jednakosti (13.9) i (13.10) uz korix�eƬe uslova (13.11)
dobijamo

PA2 + PB2 + PC2 = TA2 + TB2 + TC2 + 3 · PT 2.

�
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Teorema 13.4.6. (Karnoova teorema) Ako je ∆ABC proizvoƩan trougao
a P , Q i R taqke pravih BC, CA i AB, dokazati da je potreban i
dovoƩan uslov da se normale u taqkama P , Q i R na prave BC, CA i
AB redom seku u jednoj taqki izraжen relacijom

BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 +AR2 −RB2 = 0. (13.12)

Slika 13.10.

Dokaz. Neka se normale u taqkama P , Q i R na stranice BC, CA
i AB trougla ∆ABC seku u taqki O (Slika 13.10). Primenom
Pitagorine teoreme dobijamo

OB2 −BP 2 = OC2 − PC2 =⇒ BP 2 − PC2 = OB2 −OC2,

OC2 − CQ2 = OA2 −QA2 =⇒ CQ2 −QA2 = OC2 −OA2,

OA2 −AR2 = OB2 −RB2 =⇒ AR2 −RB2 = OA2 −OB2.

SabiraƬem posledƬih triju jednakosti dobijamo jednakost (13.12).

Obratno, pretpostavimo da vaжi jednakost (1) i dokaжimo da
se normale u taqkama P , Q i R na stranice BC, CA i AB seku u
taqki O. Neka je O preseqna taqka normala u taqkama P i Q redom
na stranice BC i AC. Oznaqimo sa R′ podnoжje normale iz taqke
O na pravu AB. Sada se taqka O nalazi u preseku normala P , Q i
R′ iz taqke O na stranice BC, CA i AB, odakle prema dokazanom
delu zadatka imamo

BP 2 − PC2 + CQ2 −QA2 +AR′2 −R′B2 = 0. (13.13)

Iz (13.12) i (13.13) sledi AR
2
−RB

2
= AR′

2
−R′B

2
a odavde AR−

RB = AR′−R′B, tj. RR′ = R′R, a to je mogu�e samo ako je R ≡ R′. �
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Teorema 13.4.7. (Dezargova teorema) Dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′

pripadaju istoj ravni. Neka su P , Q, R preseqne taqke redom pravih
BC i B′C ′, CA i C ′A′, AB i A′B′. Dokazati da se prave AA′, BB′

i CC ′ seku u jednoj taqki ako i samo ako taqke P , Q i R pripadaju
jednoj pravoj.

Slika 13.11.

Dokaz. Neka se prave AA′, BB′ i CC ′ seku u taqki O (Slika 13.11.).
Primenem Menelajeve teoreme na trougao:

∆OBC i pravu B′C ′ dobijamo

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CC ′

−−→
C ′O

·

−−→
OB′

−−→
B′B

= −1, (13.14)

∆OAC i pravu A′C ′ dobijamo

−−→
CQ
−→
QA

·

−−→
AA′

−−→
A′O

·

−−→
OC ′

−−→
C ′C

= −1, (13.15)

∆OAB i pravu A′B′ dobijamo

−−→
BB′

−−→
B′O

·

−−→
OA′

−−→
A′A

·

−→
AR
−−→
RB

= −1. (13.16)

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana jednakosti (13.14), (13.15) i
(13.16) dobijamo

(−1)6 ·

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1, tj.

−−→
BP
−−→
PC

·

−−→
CQ
−→
QA

·

−→
AR
−−→
RB

= −1,
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a to znaqi da su taqke P , Q i R kolinearne.

Obratno, neka su taqke P , Q i R kolinearne. Oznaqimo sa O
preseqnu taqku pravih BB′ i CC ′ i dokaжimo da taqka O pripada
i pravoj AA′.

Uoqimo trouglove ∆RBB′ i ∆QCC ′. Prave RQ, BC i B′C ′ seku
se u jednoj taqki P , pa su posmatrani trouglovi perspektivni iz
taqke P , odakle prema dokazanom delu Dezargove teoreme zakƩuqu-
jemo da su taqke A = RB × QC, O = BB′ × CC ′ i A′ = RB′ × QC ′

kolinearne, tj. taqka O pripada pravoj AA′. �

Lema 13.4.1. Taqke M , M ′, N i N ′ pripadaju istom krugu ako i samo
ako vaжi relacija

AM ·AM ′ = AN ·AN ′, (13.17)

gde je A preseqna taqka pravih MM ′ i NN ′.

Dokaz. Neka taqke M , N , M ′ i N ′ pripadaju istom krugu
(Slika 13.12). Tada su trouglovi ∆AM ′N i ∆AN ′N sliqni pa
je AN ′ : AM ′ = AM : AN , tj. AM ·AM ′ = AN ·AN ′.

Obratno, neka vaжi jednakost (13.17) i oznaqimo sa k krug
odre�en taqkama M , N i N ′. Dokaжimo da tada i taqka M ′ pri-
pada krugu k. Iz (1) sledi AM : AN = AN ′ : AM ′ pa su trouglovi
∆AM ′N i ∆AMN ′ sliqni. Odavde sledi da je ∡AM ′N = ∡AN ′M .
Taqke M ′ i N ′ su sa iste strane prave MN , odakle zakƩuqujemo da
i taqka M ′ pripada krugu k odre�enom taqkama M , N i N ′. �

Slika 13.12.

Teorema 13.4.8. (Paskalova teorema) Ako je A1A2 . . . A6 tetivan
xestougao kome naspramne stranice nisu paralelne, dokazati da
taqke P , Q i R u kojima se seku prave odre�ene naspramnim strani-
cama A1A2 i A4A5, A2A3 i A5A6, A3A4 i A6A1 pripadaju jednoj pravoj.
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Slika 13.13.

Dokaz. Oznaqimo sa X, Y i Z preseqne taqke redom pravih A1A2 i
A4A5, A2A3 i A5A6, A3A4 i A6A1 (Slika 13.13). Primenom Menela-
jeve teoreme na trougao ∆XY Z i redom prave A4A5, A2A3 i A1A6

dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y A4
−−→
A4X

·

−−→
XA5
−−→
A5Z

= −1,

−−→
ZA2
−−→
A2Y

·

−−→
Y A3
−−→
A3X

·

−−→
XQ
−→
QZ

= −1,

−−→
ZA1
−−→
A1Y

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XA6
−−→
A6Z

= −1.

MnoжeƬem odgovaraju�ih strana posledƬe tri jednakosti dobi-
jamo dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y A4
−−→
A4X

·

−−→
XA5
−−→
A5Z

·

−−→
ZA2
−−→
A2Y

·

−−→
Y A3
−−→
A3X

·

−−→
XQ
−→
QZ

·

−−→
ZA1
−−→
A1Y

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XA6
−−→
A6Z

= −1. (13.18)

Taqke A1, A2, ... , A6 pripadaju istom krugu pa prema Lemi 13.4.1.

imamo
−−→
XA5 ·

−−→
XA6 =

−−→
XA3 ·

−−→
XA4,

−−→
Y A1 ·

−−→
Y A2 =

−−→
Y A3 ·

−−→
Y A4,

−−→
ZA1 ·

−−→
ZA2 =−−→

ZA5 ·
−−→
ZA6. Zamenom posledƬe tri jednakosti u (13.18) dobijamo

−→
ZP
−−→
PY

·

−−→
Y R
−−→
RX

·

−−→
XQ
−→
QZ

= −1,

odakle prema Menelajevoj teoremi sledi da su taqke P , Q i R
kolinearne. �
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Teorema 13.4.9. (Van-Obelova teorema) Ako su A′, B′, C ′ taqke pra-
vih BC, CA, AB trougla ∆ABC takve da se prave AA′, BB′ i CC ′

seku u jednoj taqki O, dokazati da je

AO

OA′
=
AC ′

C ′B
+
AB′

B′C
.

Slika 13.14.

Dokaz. Konstruiximo prave CB′′ ≡ q i BC ′′ ≡ p takve da je
CB′′ ‖ BC ′′ ‖ AA′, C ′′ ∈ CC ′, B′′ ∈ BB′ (Slika 13.14). Dokaz daƩe
izvodimo korix�eƬem sliqnosti. Iz

∆AOC ′ ∼ ∆BC ′′C sledi
AC ′

C ′B
=

AO

C ′′B
. (13.19)

Analogno

∆AOB′ ∼ ∆CB′′B pa je
AB′

B′C
=

AO

B′′C
. (13.20)

SabiraƬem jednakosti (13.19) i (13.20) dobijamo

AC ′

C ′B
+
AB′

B′C
= AO ·

(
1

C ′′B
+

1

B′′C

)

. (13.21)

Sada iz

∆BCC ′′ ∼ ∆A′CO sledi
OA′

C ′′B
=
CA′

CB
. (13.22)

Analogno

∆BA′O ∼ ∆BCB′′ pa je
OA′

B′′C
=
A′B

CB
. (13.23)
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SabiraƬem jednakosti (13.22) i (13.23) dobijamo

OA′

C ′′B
+
OA′

B′′C
=
CA′

CB
+
A′B

CB
=
CA′ +A′B

CB
=
CB

CB
= 1.

Sada je

OA′ ·

(
1

C ′′B
+

1

B′′C

)

= 1, tj.
1

C ′′B
+

1

B′′C
=

1

OA′
. (13.24)

Zamenom (13.24) u (13.21) dobijamo

AO

OA′
=
AC ′

C ′B
+
AB′

B′C
,

a to je i trebalo dokazati. �

Teorema 13.4.10. (Ptolomejeva teorema) Ako je ABCD konveksan i
tetivan qetvorougao, dokazati da je proizvod Ƭegovih dijagonala jed-
nak zbiru proizvoda Ƭegovih naspramnih stranica.

Slika 13.15.

Dokaz. Qetvorougao ABCD je konveksan pa mu se dijagonale seku,
tj. dijagonala BD seqe dijagonalu AC u taqki koja je na dijago-
nali AC, pa �e poluprava simetriqna dijagonali BD u odnosu na
simetralu s ugla ∡CDA se�i dijagonalu AC u unutraxnoj taqki,
obeleжimo je sa E. Dakle vaжi ∡ADE = ∡CDB i ∡CDE = ∡ADB.

Uoqimo trouglove ∆ADE i ∆BDC. Oni su sliqni jer je

∡ADE = ∡CDB i ∡DAE ≡ ∡DAC = ∡DBC.

Iz Ƭihove sliqnosti sledi

AD

AE
=
BD

BC
, pa je AD ·BC = AE ·BD. (13.25)
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Analogno, trouglovi ∆CDE i ∆ADB su sliqni jer je

∡CDE = ∡ADB i ∡DCE ≡ ∡DCA = ∡DBA.

Iz Ƭihove sliqnosti sledi

BD

CE
=
BD

AB
, pa je AB ·DC = CE ·BD. (13.26)

SabiraƬem jednakosti (13.25) i (13.26) dobijamo

AD ·BC +AB ·DC = (AE + CE) ·BD = AC ·BD,

tj. AC ·BD = AD ·BC +AB ·DC, a to je i trebalo dokazati �

13.5 Potencija taqke u odnosu na krug i sferu

Transformacije sliqnosti prostora En omogu�uju u geomet-
riji likova tog prostora razotkrivaƬe raznih metriqkih svojs-
tava tih likova. Od posebnog su interesa svojstva vezana za krug i
sferu. Uz pomo�potencije taqke u odnosu na krug i sferu izvex�e-
mo neke od tih osobina. Pre uvo�eƬa definicije potencije taqke
u odnosu na krug i sferu, neophodno je najpre dokazati slede�u
teoremu.

Teorema 13.5.1. Ako su u ravni zadati krug k i taqka P , tada za
svaku pravu s koja seqe krug k u taqkama X i Y i prolazi kroz taqku

P vaжi
−−→
PX ·

−−→
PY = const. Ako je taqka P van kruga k i T dodirna taqka

jedne od tangenata iz taqke P van kruga k, tada je
−−→
PX ·

−−→
PY =

−→
PT 2.

Dokaz. Neka je taqka P van kruga k i neka su s i s′ dve razne
prave kroz taqku P (Slika 13.16.) i seku krug k, prva u taqkama
X i Y a druga u taqkama X ′ i Y ′. Tada je ∆PXY ′ ∼ ∆PX ′Y prema
drugom stavu o sliqnosti trouglova, pa je PX : PY ′ = PX ′ : PY ,

a odavde je
−−→
PX ·

−−→
PY =

−−→
PX ′ ·

−−→
PY ′. Sluqajevi kada je taqka P na

krugu k je trivijalan a kada je taqka P unutar kruga k razmatra
se analogno prvom sluqaju. Specijalno u sluqaju kada je taqka P
izvan kruga k i T dodirna taqka jedne od tangenata iz taqke P na
krug k, imamo da je ∆PXT ∼ ∆PTY , odakle je PX : PT = PT : PY ,

tj.
−−→
PX ·

−−→
PY =

−→
PT

2
. �
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Slika 13.16.

13.5.1 Potencija taqke u odnosu na krug

Definicija 13.5.1. Konstantan proizvod
−−→
PX ·

−−→
PY uveden prethod-

nom teoremom nazivamo potencija taqke P u odnosu na krug k, i oz-
naqavamo sa p(P, k).

Iz definicije neposredno sledi da je potencija p(P, k) maƬa od
nule ako je OP < r, jednaka nuli ako je OP = r i ve�a od nule ako
je OP > r.

Oznaqimo sa OP = d a sa A i B preseqne taqke prave PO i
kruga k. Tada je p(P, k) = d2 − r2.

Lema 13.5.1. Ako su A i B dve taqke neke ravni i d duж, tada skup
taqaka X te ravni takvih da je AX2 − BX2 = d2 predstavƩa pravu
upravnu na pravoj AB.

Slika 13.17.

Dokaz. Uoqimo taqku D (Slika 13.17.) u ravni taqaka A, B i X
takvu da je BD ∼= d i DB ⊥ AB. Oznaqimo sa X0 preseqnu taqku



350 13. Geometrija kruga i sfere

prave AB i medijatrise duжi AD. U tom sluqaju vaжi AX2
0−BX

2
0 =

DX2
0 − BX2

0 = DB2 = d2. Primenom Pitagorine teoreme, traжeni
skup taqaka je prava upravna na pravoj AB u taqki X0. �

Teorema 13.5.2. Skup svih taqaka ravni E2 kojima su potencije u
odnosu na dva ekscentriqna kruga k1(O1, r1) i k2(O2, r2) me�u sobom
jednake predstavƩa jednu pravu upravnu na pravoj O1O2.

Dokaz. Neka je P taqka u ravni krugova k1 i k2 (Slika 13.18.)
takva da je p(P, k1) = p(P, k2). Tada je O1P

2 − r21 = O2P
2 − r22, tj.

O1P
2 − O2P

2 = r21 − r22 = const. Na osnovu prethodne leme sledi da
taqka P pripada pravoj p koja je upravna na pravu O1O2 u taqki Q
za koju O1Q

2 −O2Q
2 = r21 − r22. �

Slika 13.18.

Definicija 13.5.2. Skup svih taqaka ravni qije su potencije jed-
nake u odnosu na dva ekscentriqna kruga k1 i k2 nazivamo poten-
cijalnom ili radikalnom osom tih krugova.

Neka su dati krugovi k1 i k2. Konstruiximo potencijalnu osu
tih krugova. Mogu nastupiti tri sluqaja:

(i) Krugovi k1 i k2 se seku u taqkama A i B. U tom sluqaju svaka
od taqaka A i B ima potenciju nula. U ovom sluqaju potencijalna
osa je prava AB.

(ii) Krugovi k1 i k2 se dodiruju. Tada je potencijalna osa Ƭihova
zajediqka tangenta.
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(iii) Krugovi k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka. Konstrukciju po-
tencijalne ose vrximo uz pomo�dokazane leme. Drugi naqin je
konstrukcija pomo�nog kruga koji seqe krugove k1 i k2 redom u
taqkama A1, B1 i A2, B2. Preseqna taqka P pravih A1B1 i A2B2

pripada potencijalnoj osi pomenutih krugova.

Pomenimo jox neke pojmove vezane za potenciju taqke u odnosu
na krug.

Definicija 13.5.3. Skup svih krugova neke ravni od kojih svaka
dva imaju za potencijalnu osu istu pravu p, naziva se pramen kru-
gova ili sistem koaksijalnih krugova, a prava p potencijalna osa
tog pramena.

Teorema 13.5.3. Potencijalne ose triju krugova pripadaju istom
pramenu pravih.

Dokaz. Neka su krugovi k1, k2 i k3 takvi da ne pripadaju istom
pramenu i nikoja dva nisu koncentriqna. Tada posmatraju�i ih
par po par odre�ujemo tri potencijalne ose. Taqka koja ima istu
potenciju u odnosu na sva tri kruga pripada svakoj od tri pomenute
potencijalne ose.

Obratno, taqka preseka bilo koje dve od tri potencijalne ose
ima istu potenciju u odnosu na sva tri kruga pa mora pripadati
i tre�oj potencijalnoj osi. Ako su dve od tih potencijalnih osa
paralelne onda je i tre�a osa Ƭima paralelna. �

Definicija 13.5.4. Taqku O u kojoj se seku potencijalne ose triju
krugova nazivamo potencijalnim ili radikalnim sredixtem tih
krugova.

Nije texko dokazati slede�u teoremu:

Teorema 13.5.4. (i) Ako se u jednom pramenu krugova dva kruga seku
u taqkama A i B onda se svaka dva kruga tog pramena seku u taqka-
ma A i B.
(ii) Ako se u nekom pramenu krugova dva kruga dodiruju u taqki C, onda
se svaka dva kruga tog pramena dodiruju u taqki C.
(iii) Ako dva kruga nekog pramena krugova nemaju zajedniqkih taqaka,
onda nikoja dva kruga tog pramena nemaju zajedniqkih taqaka.

Navedene osobine omogu�uju da u geometriji ravni E2 razliku-
jemo tri pramena krugova (Slika 13.19).
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Slika 13.19.

Definicija 13.5.5. Pramen krugova u ravni E2 je eliptiqki ako
se krugovi tog pramena seku u dvema razliqitim taqkama, parabo-
liqki ako se dodiruju i hiperboliqki ako nemaju zajedniqkih taqaka.

Slika 13.20.

Teorema 13.5.5. Za svaka dva kruga postoji taqno jedan pramen kru-
gova kome oni pripadaju.

Dokaz. U sluqaju kada se krugovi seku ili se dodiruju dokaz je
trivijalan. Neka krugovi k1(O1, r1) i k2(O2, r2) (Slika 13.20.) ne-
maju zajedniqkih taqaka. Oznaqimo sa l Ƭihovu potencijalnu osu,
a sa Q preseqnu taqku prave l sa pravom d = O1O2. Neka su A i

A′ preseci kruga k2 sa pravom d. Tada je proizvod
−−→
QA′ ·

−→
QA isti

za sve krugove pramena. Neka su M i M ′ preseqne taqke proizvo-
Ʃnog kruga k3 posmatranog pramena sa pravom d. Tada je zadovoƩen

uslov
−−→
QA′ ·

−→
QA =

−−−→
QM ′ ·

−−→
QM , kojim je i odre�en krug pramena. Ako

se taqke M i M ′ poklapaju onda je krug k3 degenerisan u taqku.
Ako su krugovi k1 i k2 koncentriqni, onda se dogovorno hiper-

boliqki pramen, odre�en tim krugovima, sastoji od svih krugova
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Slika 13.21.

Slika 13.22.

koji su koncentriqni sa datim krugovima. U tom sluqaju potenci-
jalnu osu predstavƩa beskonaqno daleka prava ravni posmatranih
krugova. �

Teorema 13.5.6. Skup krugova ortogonalnih na sve krugove datog pra-
mena predstavƩa opet pramen krugova. U tom sluqaju potencijalna
osa prvog pramena sadrжi sredixta krugova drugog pramena.

Dokaz. Neka je prvi pramen zadat krugovima k1(O1, r1) i k2(O2, r2).
Neka je l potencijalna osa krugova k1 i k2 a O′

1 i O′
2 taqke prave l

koje su izvan krugova k1 i k2. Te dve taqke imaju istu potenciju
u odnosu na krugove k1 i k2 pa prema tome predstavƩaju sredixta
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Slika 13.23. Eliptiqki snop krugova

krugova koji ortogonalno seku date krugove. Kako je ortogonalnost
uzajamna, to taqka O1 ima istu potenciju r21 u odnosu na krugove
sa centrima O′

1 i O′
2. Zaista, to sledi iz qiƬenice da je polupre-

qnik r1 istovremeno i odseqak tangente iz taqke O1 na krugove sa
centrima u taqkama O′

1 i O′
2. Analogno, taqka O2 ima istu poten-

ciju r22 u odnosu na navedene krugove. Odavde sledi da je prava
O1O2 potencijalna osa pramena odre�enog krugovima sa centrima
redom u taqkama O′

1 i O′
2. Oznaqimo sa Q preseqnu taqku pravih

O1O2 i O′
1O

′
2. Prema Pitagorinoj teoremi sledi

O1O
′2
1 = QO2

1 +QO′2
1 = r21 + r′21 ,

tj.
QO2

1 − r21 = −(QO′2
1 − r′21 ).

Odavde sledi da ako je potencija taqke Q u odnosu na jedan pramen
pozitivna, onda je ona negativna u odnosu na drugi pramen. To
znaqi da se taqka Q nalazi unutar krugova jednog, a van krugova
drugog pramena. Drugim reqima, ako je jedan pramen eliptiqki
(Slika 13.21), onaj drugi je hiperboliqki i obrnuto.

Oqigledno je da ako je prvi pramen paraboliqki, onda je isti
takav i onaj drugi (Slika 13.22.). �

Definicija 13.5.6. Pramenovi krugova iz prethodne teoreme nazi-
vaju se ortogonalnim.
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Slika 13.24. Paraboliqki snop krugova

Definicija 13.5.7. Skup krugova ravni E2 od kojih svaka tri
imaju isti radikalni centar nazivamo snop krugova. Potencija
radikalnog centra u odnosu na sve krugove snopa naziva se poten-
cija snopa. Ako je potencija snopa negativna onda taj snop zovemo
eliptiqkim (Slika 13.23.), ako je potencija snopa nula onda takav
snop zovemo paraboliqkim (Slika 13.24.) a ako je potencija snopa
pozitivna onda takav snop zovemo hiperboliqkim (Slika 13.25.).

Nije texko zakƩuqiti da vaжe slede�a tvr�eƬa

Teorema 13.5.7. (i) Radikalno sredixte eliptiqkog snopa nalazi se
unutar svih krugova snopa.

(ii) Svi krugovi paraboliqkog snopa prolaze kroz radikalno sredixte.

(iii) Radikalno sredixte hiperboliqkog snopa nalazi se van svih kru-
gova snopa.

Teorema 13.5.8. (i) Postoji jedan i samo jedan krug koji krugovi nekog
eliptiqkog snopa seku u dijametralno suprotnim taqkama (Slika

13.23.).

(ii) Postoji jedan i samo jedan krug koji je ortogonalan na sve krugove
nekog hiperboliqkog snopa (Slika 13.24.).

Dokaz. Oqigledno je da navedeni krugovi imaju centar u taqki S
koja predstavƩa radikalni centar pomenutih snopova i da su im
polupreqnici jednaki p (−p2 i p2 su potencije snopa).
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Slika 13.25. Hiperboliqki snop krugova

Moжemo uoqiti da u sastav eliptiqkog snopa ulaze samo elip-
tiqki pramenovi, u sastav paraboliqkog snopa eliptiqki i para-
boliqki pramenovi, dok u sastav hiperboliqkog snopa ulaze elip-
tiqki, paraboliqki i hiperboliqki pramenovi. �

13.5.2 Potencija taqke u odnosu na sferu

Sve xto je reqeno o krugovima u ravni E2 moжe se preneti i
na sferu u prostoru E3. Neka je u prostoru data sfera S(O, r) i
prava s koja prolazi kroz taqku M i prodire sferu u taqkama A i
B. Potencijom taqke M u odnosu na sferu S nazivamo konstantan

proizvod
−−→
MA·

−−→
MB. Ako sferu preseqemo proizvoƩnom ravni α koja

sadrжi taqku M , onda nije texko zakƩuqiti da je potencija taqke
M u odnosu na peseqni krug ravni α i sfere S jednaka potenciji
taqke M u odnosu na sferu S. Za taqke van sfere potencija je
pozitivna, za taqke na sferi je jednaka nuli dok je za taqke unutar
sfere potencija negativna. Kao i u sluqaju potencije u odnosu
na krug, potencija taqke M u odnosu na sferu S(O, r) jednaka je
p2 = MO2 − r2. Ako je taqka M van sfere S(O, r), onda je sfera sa
sredixtem u taqki M i polupreqnikom p ortogonalna na sferu S.

Na primer (Slika 13.26.) neka su u ravni dati ortogonalni
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Slika 13.26.

krugovi k(O, r) i l(M,p) i neka je T jedna od Ƭihovih zajedniqkih
taqaka. Rotacijom tefigure oko prave OM krugovi k i l opisuju
sfere redom sa sredixtima u taqkama O i M . Ravni koje pro-
laze redom kroz prave OT i OM a ortogonalne su na ravan odred-
jenu taqkama O, T i M , predstavƩaju tangentne ravni pomenutih
sfera. Kako je ugao izme�u tih dveju ravni upravo ugao ∡OTM , to
su pomenute ravni ortogonalne, tj. ortogonalne su odgovaraju�e
sfere.

Tako�e vaжi teorema koju navodimo bez dokaza

Teorema 13.5.9. Skup svih taqaka prostora koje imaju iste poten-
cije u odnosu na dve zadate sfere S1(O1, r1) i S2(O2, r2) jeste ravan
ortogonalna na pravu O1O2

Definicija 13.5.8. Skup svih taqaka prostora qije su potencije
jednake u odnosu na dve zadate sfere naziva se radikalna ili po-
tencijalna ravan.

Teorema 13.5.10. Ako su centri triju sfera tri nekolinearne taq-
ke, onda se tri radikalne ravni datih sfera seku po jednoj pravoj.

Dokaz. Kako su sredixta triju datih sfera tri nekolinearne
taqke, to nikoje dve radikalne ravni pomenutih sfera nisu pa-
ralelne. Neka se dve od pomenutih triju ravni seku po pravoj l.
Sve taqke prave l imaju jednake potencije u odnosu na sve tri date
sfere, odakle sledi da i tre�a radikalna ravan sadrжi pravu l.�

Definicija 13.5.9. Skup taqaka prostora E3 koje imaju jednake
potencije u odnosu na tri date sfere naziva se radikalna osa tih
sfera.
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Teorema 13.5.11. Ako centri qetiri razliqite sfere ne pripadaju
istoj ravni, tada xest radikalnih ravni tih sfera imaju jednu za-
jedniqku taqku.

Dokaz. Neka su O1, O2, O3 i O4 centri pomenutih sfera. Radikalne
ose sfera sa centrima O1, O2, O3 i O1, O3, O4 pripadaju jednoj te
istoj ravni i to radikalnoj ravni sfera sa centrima O1 i O2.
Presek S tih radikalnih osa ima jednake potencije u odnosu na
sve qetiri sfere. Odatle sledi da taqku S sadrжe i preostale
radikalne ose, a tako�e i sve radikalne ravni tih sfera. �

Definicija 13.5.10. Preseqnu taqku svih radikalnih osa qetiri
sfere qiji centri ne pripadaju istoj ravni nazivamo radikalnim
centrom tih krugova.

Definicija 13.5.11. Skup sfera od kojih svake dve imaju istu ra-
dikalnu ravan nazivamo pramenom sfera. Ako radikalna ravan seqe
sve sfere pramena onda takav pramen nazivamo eliptiqkim, ako
ih dodiruje paraboliqkim a ako nema sa Ƭima zajedniqkih taqaka
hiperboliqkim pramenom sfera.

Sve vrste pomenutih pramenova moжemo dobiti rotacijom odgo-
varaju�ih pramenova krugova oko prave odre�ene sredixtima tih
krugova. U tom sluqaju krugovi pramena opisuju sfere a Ƭihova
radikalna osa radikalnu ravan sfera.

Definicija 13.5.12. Skup svih sfera od kojih svake tri imaju
istu radikalnu osu nazivamo snopom sfera. U zavisnosti od toga
da li osa seqe, dodiruje ili nema zajedniqkih taqaka sa svakom od
pomenutih sfera snop je redom eliptiqki, paraboliqki ili hiper-
boliqki.

Predstavu o snopu sfera lako dobijamo posmatraƬem odgovara-
ju�eg snopa krugova (Slike 13.23, 13.24 i 13.25) gde svaki krug
moжemo zamisliti kao dijametralni presek sfere, a radikalnu osu
kao normalu na ravan crteжa u centru snopa krugova.

Definicija 13.5.13. Skup sfera od kojih svake qetri imaju isto
radikalno sredixte naziva se mreжa sfera. Zajedniqku poten-
ciju radikalnog centra sfera nazivamo centrom mreжe. Mreжa
je eliptiqka ako centar pripada unutraxƬosti svih sfera mreжe,
paraboliqka ako sve sfere mreжe sadrжe radikalni centar a hiper-
boliqka ako je radikalni centar van svih sfera mreжe.
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13.6 Inverzija u odnosu na krug i sferu

13.6.1 Inverzija u odnosu na krug

Potencija taqke u odnosu na krug omogu�uje da u geometriji
ravni E2 ustanovimo specifiqnu transformaciju koju nazivamo
inverzijom u odnosu na krug koji se nalazi u toj ravni.

Definicija 13.6.1. Neka je k(O, r) proizvoƩan krug ravni E2 i
E2

∗ = E2\{O}. Inverzijom u odnosu na krug k nazivamo transfor-
maciju ψk : E2

∗ → E2
∗ koja svaku taqku P ∈ E2

∗ prevodi u taqku P ′

poluprave OP takvu da je
−−→
OP ·

−−→
OP ′ = r2. Taqku O nazivamo cen-

trom ili sredixtem inverzije, duж r - polupreqnikom inverzije,
veliqinu r2 - stepenim koeficijentom, krug k - krugom inverzije
ψk a E2

∗ - Gausovom ravni.

Iz definicije neposredno sledi da je inverzija u odnosu na
krug bijektivna transformacija. To nije transformacija cele ra-
vni E2 ve� samo Ƭenog dela E2

∗ , jer u Ƭoj nije definisana slika
taqke O, niti je taqka O slika neke taqke ravni E2.

Inverziju u odnosu na krug mogu�e je razmatrati i u takozvanoj
konformnoj ravni, tj. Euklidskoj ravni E2 proxirenoj beskonaqno
dalekom taqkom ∞. Tada je ψk(∞) = O i ψk(O) = ∞.

Teorema 13.6.1. Inverzija u odnosu na krug je involuciona tran-
sformacija.

Slika 13.27.

Dokaz. Neka je ψk : E2
∗ → E2

∗ inverzija u odnosu na krug k(O, r).
Ako je P ∈ E2

∗ proizvoƩna taqka, tada taqka P ′ = ψk(P ) pripada

polupravoj OP (Slika 13.27.) pri qemu je
−−→
OP ·

−−→
OP ′ = r2. Tada

i taqka P pripada polupravoj OP ′ i vaжi
−−→
OP ′ ·

−−→
OP = r2, pa je

ψk(P
′) = P . Dakle, zaista je ψ2

k = ε. �



360 13. Geometrija kruga i sfere

Teorema 13.6.2. U inverziji ψk : E2
∗ → E2

∗ taqka X je invarijantna
ako i samo ako X pripada krugu k.

Dokaz. Ako je X ∈ E2
∗ invarijantna imamo da

−−→
OX ·

−−→
OX = r2 pa je

OX = r, tj. taqka X pripada krugu k.
Obratno, ako X ∈ k, tada taqka X ′ = ψk(X) pripada polupravoj

OX i vaжi
−−→
OX ·

−−→
OX ′ = r2. Odavde je OX ′ = r, tj. taqke X i X ′ se

poklapaju. �

Teorema 13.6.3. U inverziji ψk : E2
∗ → E2

∗ taqki X koja se nalazi
u krugu k odgovara taqka X ′ koja se nalazi izvan kruga k i obratno
taqki X koja se nalazi izvan kruga k odgovara taqka X ′koja se nalazi
u krugu k.

Dokaz. Neka je O sredixte i r polupreqnik inverzije ψk. Ako je

X u krugu k tada je OX < r pa iz relacije
−−→
OX ·

−−→
OX ′ = r2 sledi da

je OX ′ > r, tj. taqka X je izvan kruga k.
Obratno, ako je X izvan kruga k tada je OX > r, odakle na isti

naqin kao malopre sledi da je OX ′ < r, odnosno taqka X ′ je unutar
kruga k. �

Teorema 13.6.4. Kompozicija dveju inverzija ψk1 i ψk2 definisanih
u odnosu na koncentriqne krugove k1(O, r1) i k2(O, r2) predstavƩa ho-
motetiju H

O,
r2
2

r2
1

.

Dokaz. Krugovi k1 i k2 su koncentriqni pa pripadaju istoj ravni
E2. Neka je X ∈ E2

∗ proizvoƩna taqka i X1, X2 ∈ E2
∗ taqke takve da

je

ψk1(X) = X1, ψk2(X1) = X2.

Tada je
(ψk2 ◦ ψk1)(X) = X2.

Taqke X1 i X2 pripadaju redom polupravama OX i OX1 pa je i

taqka X2 na polupravoj OX. Iz relacija
−−→
OX ·

−−→
OX1 = r21 i

−−→
OX1 ·

−−→
OX2 = r22 sledi

−−→
OX2 :

−−→
OX = r22 : r21, tj. u homotetiji sa centrom u

taqki O i koeficijentom r22 : r21 taqki X odgovara taqka X2. Prema
tome sledi da je

ψk2 ◦ ψk1 = H
O,

r2
2

r2
1

.

�
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Definicija 13.6.2. Lik Ω ravni E2
∗ je inverzan liku Ω′ ravni E2

∗

ako postoji inverzija ψk : E2
∗ → E2

∗ koja lik Ω prevodi u lik Ω′.

Teorema 13.6.5. Neka su u ravni E2 dati krug k(O, r) i prava p. Tada:
(i) Ako prava p sadrжi taqku O tada je ψk(p\{O}) = p\{O},
(ii) Ako prava p ne sadrжi taqku O tada lik ψk(p) predstavƩa krug
bez taqke O.

Dokaz. (i) Neka prava p sadrжi taqku O, i neka je X = E2\{O} i
X ′ = ψk(X). Ako taqka X pripada pravouj p\{O}, onda taqka X ′

pripada polupravoj OX pa samim tim i pravoj p\{O}.
Obratno, neka X ′ ∈ p\{O}. Tada je X = ψk(X) pa taqka X pri-

pada polupravoj OX ′, pa samim tim X ∈ p\{O}.

Slika 13.28.

(ii) Prava p ne sadrжi taqku O. Oznaqimo sa P podnoжje upravne
iz taqke O (Slika 13.28.) na pravoj p, sa X proizvoƩnu taqku
prave p razliqitu od taqke P a sa P ′ i X ′ taqke koje u inverziji
ψk odgovaraju redom taqkama P i X. Tada je ∡POX = ∡X ′OP ′ i
−−→
OP ·

−−→
OP ′ =

−−→
OX ·

−−→
OX ′. Odavde sledi da su trouglovi ∆POX i ∆X ′OP ′

sliqni, pa je i ∡OPX = ∡OX ′P ′. Kako je ugao ∡OPX prav to je
i ugao ∡OX ′P ′ prav pa taqka X ′ pripada krugu k′ qiji je preqnik
duжOP ′.

Obratno, neka taqka X ′ 6= O, P ′ pripada krugu k′ nad preqnikom
OP ′. Tada je ∡OX ′P ′ prav, pa su pravougli trouglovi ∆POX i

∆X ′OP ′ sliqni, odakle sledi
−−→
OP ·

−−→
OP ′ =

−−→
OX ·

−−→
OX ′, tj u izometriji

ψk taqki X odgovara taqka X ′. �
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Teorema 13.6.6. Neka su ravni E2 dati krugovi k(O, r) i l(S, ρ). Tada
vaжe slede�a tvr�eƬa:
(i) Ako taqka O pripada krugu l tada je ψk(l\{O}) prava l′. (ii) Ako
taqka O ne pripada krugu l tada u inverziji ψk krugu l odgovara neki
krug l′.

Dokaz. (i) Neka je ψk(l\{O}) = l′. Prema prethodnoj teoremi zak-
Ʃuqujemo da je l′ prava.

Slika 13.29.

(ii) Neka je X proizvoƩna taqka kruga l, X ′ taqka koja u inverz-
iji ψk odgovara taqki X a X ′′ druga zajedniqka taqka kruga l i
prave OX (Slika 13.29.). Oznaqimo sa t stepen inverzije ψk a sa

p potenciju taqke O u odnosu na krug l. Tada je
−−→
OX ·

−−→
OX ′ = t i

−−→
OX ·

−−−→
OX ′′ = p. Iz posledƬe dve relacije dobijamo da je

−−→
OX ′

−−−→
OX ′′

=
t

p
.

Prema tome taqka X ′ pripada krugu l′ koji u homotetiji HO, t
p
odgo-

vara krugu l.
Obratno, neka je X ′ proizvoƩna taqka kruga l′, H−1

O, t
p

(X ′) i X

druga zajedniqka taqka prave OX ′′ sa krugom l. Oznaqimo kao i
malopre sa t stepen inverzije ψk a sa p potenciju taqke O u odnosu

na krug l. Tada je
−−→
OX
−−−→
OX′′

= t
p

i
−−→
OX ·

−−−→
OX ′′ = p. Iz posledƬe dve

jednakosti sledi
−−→
OX ·

−−→
OX ′ = t a odavde je X ′ = ψk(X). �

Teorema 13.6.7. (i) Inverzija ψk quva uglove me�u pravama, tj. ugao
izme�u dve prave jednak je uglu koji zaklapaju Ƭihove slike.
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Slika 13.30.

(ii) Inverzija ψk je konformno preslikavaƬe, tj. ugao pod kojim se
seku dve linije p i q ravni E2 u preseqnoj taqki S jednak je uglu pod
kojim se seku Ƭima inverzne krive p′ i q′ u taqki S′.

Dokaz. (i) Neka je k(O, r) krug inverzije i neka su p1 i p2 dve
prave u ravni kruga inverzije, p′1 = ψk(p1) i p

′
2 = ψk(p2). Tada mogu

nastupiti nekolika sluqaja:

a) Prave p1 i p2 sadrжe centar inverzije. U tom sluqaju dokaz
je trivijalan.

b) O ∈ p1, O /∈ p2, p1 ∩ p2 = {M}. Neka je N podnoжje normale iz
taqke O na p2.

Ako je M = N (Slika 13.30.), tada je p′2 krug nad preqnikom
ON ′, N ′ = ψ(N), pa je ∡(p1, p2) = π/2 = ∡(p1, p

′
2).

Slika 13.31.
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Ako M 6= N , tada je ∡(p1, p2) = π/2 − ∡MON (Slika 13.31.)
a ∡(p1, p

′
2) kao ugao izme�u tangente i tetive jednak periferijskom

uglu nad tetivom, ∡ON ′M ′ = π/2−∡M ′ON ′ = π/2−∡MON . Imaju�i
u vidu da je i u ovom sluqaju p1 = p′1, zakƩuqujemo da tvr�eƬe vaжi.

Slika 13.32.

c) O ∈ p1, O /∈ p2, p1 ‖ p2 (Slika 13.32.). U tom sluqaju je
∡(p1, p2) = 0. S druge strane p′2 je krug koji dodiruje pravu p1 u
taqki O. Prema tome ∡(p1, p

′
2) = 0.

Slika 13.33.

d) O /∈ p1, O /∈ p2, p1 ∩ p2 = {M}. Neka su N1 i N2 (Slika 13.33.)
podnoжja normala iz taqke O redom na pravama p1 i p2.

Ako je M = N1 (Dakle M 6= N2), tada je ∡(p1, p2) = π − ∡MON i
∡(p′1, p

′
2) = π−∡M ′ON ′ (Uglovi sa normalnim kracima i osna sime-

trija u odnosu na simetralu duжi OM ′). Sluqaj M = N2 razmatra
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se analogno. Neka je sada M 6= N1 i M 6= N2. U tom sluqaju je
∡(p1, p2) = π − ∡N1ON2. S druge strane je ∡(p′1, p

′
2) = π − ∡N ′

1ON
′
2,

odakle sledi ∡(p′1, p
′
2) = ∡(p1, p2).

e) O /∈ p1, O /∈ p2, p1 ‖ p2. Tada je ∡(p1, p2) = 0, a p′1 i p′2 predstav-
Ʃaju krugove koji se dodiruju u taqki O. Prema tome ∡(p′1, p

′
2) = 0,

pa tvr�eƬe vaжi i u ovom sluqaju.

(ii) Neka je O sredixte inverzije ψk i l prava koja sadrжi taqku
O i seqe linije p i q redom u taqkama P i Q (Slika 13.34.) i neka je
S preseqna taqka linija p i q. Neka je zatim P ′ = ψk(P ), Q

′ = ψk(Q)
i S′ = ψk(S). Iz

−−→
OP ·

−−→
OP ′ =

−−→
OQ ·

−−→
OQ′ =

−→
OS ·

−−→
OS′,

sledi da su qetvorouglovi PP ′S′S i QQ′S′S tetivni, odakle je
∡OSP ∼= ∡S′P ′P i ∡OSQ ∼= ∡S′Q′Q.

Slika 13.34.

Tada je ∡PSQ ∼= ∡P ′S′Q′. SmaƬivaƬem ugla izme�u pravih l i
SS′ taqke P i Q kre�u se po krivama p i q ka taqki S. Istovremeno,
taqke P ′ i Q′ se pribliжavaju taqki S′ kre�u�i se po linijama p′

i q′. U graniqnom sluqaju seqice SP i SQ predstavƩaju tangente
linija p i q u taqki S, dok seqice S′P ′ i S′Q′ predstavƩaju tangente
linija p′ i ′ u preseqnoj u taqki S′. Dakle, ugao koji odre�uju
tangente na linije p i q u preseqnoj taqki S jednak je uglu koji
odre�uju tangente na linije p′ i q′ u preseqnoj taqki S′. �
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13.6.2 Inverzija u odnosu na sferu

Po analogiji u odnosu na inveziju u odnosu na krug u ravni
moжemo uvesti pojam inverzije u odnosu na sferu u prostoru.

Definicija 13.6.3. Neka je S(O, r) sfera prostora E3 i neka je
E3

∗ = E3\{O}. Inverzijom u odnosu na sferu S nazivamo transfor-
maciju ψS : E3

∗ → E3
∗ koja svaku taqku P ∈ E3

∗ prevodi u taqku P ′

poluprave OP takvu da je
−−→
OP ·

−−→
OP ′ = r2. Taqku O nazivamo cen-

trom ili sredixtem inverzije, duж r - polupreqnikom inverzije,
veliqinu r2 - stepenim koeficijentom, sferu S - sferom inverzije
ψk a E3

∗ - Gausovim prostorom.

Iz definicije neposredno sledi da je i inverzija u odnosu na
sferu bijektivna transformacija. To nije transformacija celog
prostora E3 ve�samo Ƭenog dela E3

∗ , jer u Ƭoj nije definisana
slika taqke O, niti je taqka O slika neke taqke prostora E3.

Inverziju u odnosu na sferu mogu�e je razmatrati i u takoz-
vanom konformnom prostoru, tj. Euklidskoj prostoru E3 prox-
irenom beskonaqno dalekom taqkom ∞. Tada je ψk(∞) = O i
ψk(O) = ∞.

Kao i kod inverzije u odnosu na krug, mogu se dokazati slede�e
osobine

Teorema 13.6.8. Inverzija u odnosu na sferu je involuciona tran-
sformacija.

Teorema 13.6.9. U inverziji ψS : E3
∗ → E2

∗ taqka X je invarijantna
ako i samo ako X pripada sferi inverzije S.

Teorema 13.6.10. U inverziji ψS : E3
∗ → E3

∗ taqki X koja se nalazi
unutar sfere S odgovara taqka X ′ koja se nalazi izvan sfere S i ob-
ratno taqki X koja se nalazi izvan sfere S odgovara taqka X ′ koja
se nalazi unutar sfere S.

13.7 Apolonijevi problemi o dodiru krugova

Sada �emo razmotriti Apolonijeve probleme o dodiru kruga
koji se primenom inverzije u odnosu na krug mogu elegantno rex-
iti. Radi se o problemima slede�eg oblika:
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Konstruisati krug koji zadovoƩava tri uslova od kojih svaki ima
jedan od oblika:

(a) sadrжi datu taqku, (b) dodiruje datu pravu, (v) dodiruje dati
krug.

Naravno, sve taqke, prave i krugovi iz pomenutih uslova pripa-
daju istoj ravni. Neki od tih problema se mogu veoma lako rexiti,
dok za neke to nije sluqaj.

Lako je zakƩuqiti da Apolonijevih problema ima deset:

1. Konstruisati krug koji sadrжi tri date taqke.

2. Konstruisati krug koji sadrжi dve date taqke i dodiruje
datu pravu.

3. Konstruisati krug koji sadrжi dve date taqke i dodiruje
dati krug.

4. Konstruisati krug koji sadrжi datu taqku i dodiruje dve
date prave.

5. Konstruisati krug koji sadrжi datu taqku i dodiruje datu
pravu i dati krug.

6. Konstruisati krug koji sadrжi datu taqku i dodiruje dva
data kruga.

7. Konstruisati krug koji dodiruje tri date prave.

8. Konstruisati krug koji dodiruje dve date prave i dati krug.

9. Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i dva data
kruga.

10. Konstruisati krug koji dodiruje tri data kruga.

Oznaqimo date parametre na slede�i naqin:

taqke A, B, C; prave p1, p2, p3; krugove O1, O2, O3.

Tada Apolonijeve probleme xematski moжemo prikazati na slede�i
naqin:

1. A, B, C
2. A, B, p1
3. A, B, O1

4. A, p1, p2
5. A, p1, O1

6. A, O1, O2

7. p1, p2, p3
8. p1, p2, O1

9. p1, O1, O2

10. O1, O2, O3

Prvi i sedmi problem su trivijalni. Tako�e i svi ostali
Apolonijevi problemi mogu se rexiti bez primene inverzije. Me-
�utim inverzija daje jedan opxti metod za Ƭihovo rexavaƬe. On
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se zasniva na qiƬenici da se u odre�enom sluqaju, kao xto smo
videli, krug preslikava u pravu i obrnuto.

2. Konstruisati krug koji sadrжi dve date taqke A i B i dodiruje
datu pravu p1.

Analiza. Neka krug k sadrжi dve date taqke A i B i dodiruje
datu pravu p1 u taqki D. Pri inverziji u odnosu na krug l(A,AB)
pravoj p1 odgovara krug p′1 (Slika 13.35.) koji prolazi kroz taqku
A a krugu k odgovara prava k′.

Slika 13.35.

Kako taqka B pripada krugu inverzije l to �e se ona preslikati
u samu sebe. Prava p1 sa krugom k ima jednu zajedniqku taqku
te�e isto vaжiti i za Ƭihove slike pri inverziji, tj. prava k′

�e dodirivati krug p′1. Krug k sadrжi taqku B koja se pri ovoj
inverziji preslikava u samu sebe, odakle sledi da �e i Ƭegova
slika, prava k′, sadrжati taqku B. Prema tome, mi najpre treba
da konstruixemo krug p′1 koji je inverzna slika prave p1 u odnosu
na krug l(A,AB), zatim pravu k′ kroz taqku B koja je tangenta na
krug p′1, a zatim krug k kao inverznu sliku prave k′ u odnosu na
krug l.

Konstrukcija. Neka su date dve taqke A i B i prava p1, tako da
su taqke A i B sa iste strane prave p1. Konstruiximo zatim krug
l(A,AB) i inverznu sliku prave p1 u odnosu na krug l. To �e biti
krug p′1 koji prolazi kroz centar inverzije A. Iz taqke B kon-
struiximo tangentu k′ na krug p′1. Konstruiximo zatim inverznu



13.7. Apolonijevi problemi o dodiru krugova 369

sliku prave k′ u odnosu na krug l(A,AB). To �e biti traжeni krug
k. Dokaжimo to.

Dokaz. Krug k kao inverzna slika prave k′ prolazi kroz centar
inverzije A. Tako�e krug k sadrжi i taqku B kao invarijantnu
taqku posmatrane inverzije, pa je zadovoƩen i drugi uslov. Krug
k dodiruje pravu p1 jer i Ƭihove inverzne slike k′ i p′1 imaju jednu
zajedniqku taqku.

Diskusija. Pod uslovom da su taqke A i B sa iste strane prave p1
zadatak ima dva rexeƬa jer se iz taqke B mogu konstruisati dve
tangente na krug p′1.

3. Konstruisati krug koji sadrжi dve date taqke A i B i dodiruje
dati krug O1.

Slika 13.36.

Neka krug k prolazi kroz taqke A i B i dodiruje dati krug O1.
Konstruiximo krug l(A,AB). U inverziji u odnosu na dati krug
l(A,AB) (Slika 13.36.), krug k �e se slikati u neku pravu k′ koja
prolazi kroz taqku B, a krug O1 u neki krug O′

1 pri qemu �e prava
k′ biti tangenta kruga O′

1, jer se krugovi k i O1 dodiruju. Prema
tome, moжemo najpre konstruisati krug O′

1 koji je inverzan krugu
O1 u odnosu na krug l(A,AB), pa onda tangentu k′ iz taqke B na
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krug O′
1 i na kraju inverznu sliku prave k′ u odnosu na l(A,AB),

koja �e biti traжeni krug k.

5. Konstruisati krug koji sadrжi datu taqku A i dodiruje datu
pravu p1 i dati krug O1.

Neka je k traжeni krug. Pri inverziji u odnosu na krug m(A, r),
gde je r proizvoƩna duж, pravoj p1 odgovara neki krug p′1 (Slika
13.37.), krugu O1 odgovara neki krug O′

1 a traжenom krugu k prava
k′ koja dodiruje krugove p′1 i O′

1.

Slika 13.37.

Dakle, potrebno je najpre konstruisati krugove p′1 i O′
1 in-

verzne linijama p1 i O1 u odnosu na krug m(A, r), zatim zajedniqku
tangentu k′ krugova p′1 i O′

1, (u opxtem sluqaju ih ima qetiri) i na
kraju krug k inverzan pravoj k′ u odnosu na krug inverzije m(A, r).

Moжemo zakƩuqiti, da u rexavaƬu ovog problema nije bilo
od znaqaja da li su p1 i O1 baxprava i krug, ve�da su Ƭihove
inverzne slike p′1 i O′

1 krugovi. Me�utim, p′1 i O′
1 bi bili krugovi

i u sluqaju da su p1 i O1 dve prave i A /∈ p1, O1.
ZakƩuqujemo da se qetvrti i xesti Apolonijev problem rex-

avaju na isti naqin kao i peti. Osmi, deveti i deseti Apolonijev
roblem svode se redom na qetvrti, peti i xesti.



Deo 14

Razloжiva i dopunska jednakost

likova. MereƬe figura

14.1 Razloжiva i dopunska jednakost

likova u geometriji

U matematici razlikujemo tri vrste jednakosti: konaqnu, gra-
niqnu i pribliжnu. U geometriji razlikujemo dve vrste konaqnih
jednakosti likova:

- razloжivu jednakost
- i dopunsku jednakost.

Definicija 14.1.1. Kaжe se da je lik Φ prostora En razloжivo
jednak liku Φ′ prostora En prostora En, xto simboliqki oznaqava-

mo Φ
R
= Φ′, ako se lik Φ moжe razloжiti na konaqan broj likova

Φ1, . . .Φm a lik Φ′ na konaqan broj likova Φ′
1, . . .Φ

′
m, pri qemu je

Φi
∼= Φ′

i za svako i ∈ {1, 2, · · · ,m}.

Definicija 14.1.2. Lik Φ prostora En je dopunski jednak liku Φ′

prostora En, xto oznaqavamo Φ
D
= Φ′, ako se lik Φ moжe dopuniti

konaqnim brojem likova Φ1, . . . ,Φm, a lik Φ′ istim brojem likova
Φ′
1, . . . ,Φ

′
m pri qemu je Φi

∼= Φ′
i za svako i ∈ {1, 2, · · · ,m} a likovi Φ̄

i Φ̄′ koji se sastoje redom od likova Φ,Φ1 · · ·Φm i Φ′,Φ′
1 · · ·Φ

′
m su

razloжivo jednaki, tj. Φ̄
R
= Φ̄′.

Ovako uvedene relacije razloжive i dopunske jednakosti figura
name�u qitav niz problema od izuzetnog znaqaja. Tako se odmah

371
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name�e pitaƬe: ”Ako su dva lika razloжivo jednaka da li su i dop-
unski jednaka i da li vaжi i obrnuto”. Ovo su izuzetno sloжena
pitaƬa koja su jednostavna samo u geometriji poligona i poliedara
gde su na Ƭih dati odgovori. Me�utim druga sliqna pitaƬa nisu
rexena ni u ravanskom sluqaju. U ravni je dokazana ekvivalent-
nost razloжive jednakosti i dopunske jednakosti likova. Dokaz
su dali Farkax BoƩai 1832. i Gervin, austrijski matematiqar
iz Graca, 1833., nezavisno jedan od drugog, pri qemu je pomenuta
teorema poznata pod nazivom Teorema BoƩai-Gervina. Za sluqaj
prostornih likova, tj. u geometriji poliedara to je quveni tre�i
Hilbertov problem iznet 1900. godine na drugom me�unarodnom
kongresu matematiqara. Ve� 1903. problem je rexio, mada veoma
sloжeno Ƭegov asistent Maks Den. Isti problem rexio je ruski
matematiqar Kaven 1905., a znatno prostije rexio ga je 1946. xva-
jcarski matematiqar Hugo Hadinger.

DaƩe vaжi slede�a teorema:

Teorema 14.1.1. Ako su dve figure Φ1 i Φ2 razloжivo jednake nekoj
tre�oj figuri Φ3 one su i me�usobno razloжivo jednake. Ako su dve
figure dopunski jednake nekoj tre�oj figuri, one su i me�usobno dop-
unski jednake.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke moжe se uoqiti po jedno razlagaƬe
figura Φ1 i Φ2, tako da svako od ovih razlagaƬa odgovara razla-
gaƬu figure Φ3 na figure podudarne odgovaraju�im figurama ra-
zlagaƬa Φ1 i Φ2. Oba ova razlagaƬa figure Φ3 se dodatnim razla-
gaƬima pojedinih figura mogu dovesti do poklapaƬa. Izvrximo
sada dodatna razlagaƬa figura Φ1 i Φ2 tako da odgovaraju posled-
Ƭem razlagaƬu figure Φ3. To znaqi da su sve figure razlagaƬa
figura Φ1 i Φ2 podudarne odgovaraju�im figurama razlagaƬa Φ3.
Zbog tranzitivnosti podudarnosti figura sledi da su sve fig-
ure razlagaƬa Φ1 podudarne odgovaraju�im figurama razlagaƬa
Φ2, tj. figure Φ1 i Φ2 su razloжivo jednake. Dokaz drugog dela
obavƩa se bez texko�a. �

Korix�eƬem prethodne teoreme nije texko dokazati da vaжe:

Teorema 14.1.2. Relacija razloжive jednakosti likova prostora En

je relacija ekvivalencije.
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Teorema 14.1.3. Relacija dopunske jednakosti likova prostora En

je relacija ekvivalencije

14.2 Razloжiva jednakost paralelograma

i trouglova

Teorema 14.2.1. Dva paralelograma sa jednakim osnovicama i jed-
nakim visinama razloжivo su jednaka.

Slika 14.1.

Dokaz. Neka su ABCD i ABC ′D′ dva paralelograma sa jednakim
osnovicama i jednakim odgovaraju�im visinama. Ako stranica
paralelograma AD′ nema zajedniqkih taqaka stranicom BC, troug-
lovi ∆ADD′ i ∆BCC ′ bi�e podudarni, pa �e samim tim i paralel-
ogrami ABCD i ABC ′D′ biti razloжivo jednaki (Slika 14.1 (i)).

Neka je sada P zajedniqka taqka stranica AD′ i BC. Oznaqimo
sa P1, P2,..., Pn taqke stranice BC takve da je B(B,P, P1, P2, ..., Pn),
BP ∼= PP1

∼= P1P2
∼= ... ∼= Pn−1Pn i PnC < BP . Konstruiximo

kroz taqke P , P1, P2,..., Pn prave p, p1, p2,..., pn paralelne pravoj
AB (Slika 14.1 (ii)). One razlaжu svaki od paralelograma ABCD
i ABC ′D′ na n + 2 paralelograma. Oni �e opet odgovaraju�im
dijagonalama paralelnim pravama AD′ i BC biti razloжeni na
trouglove podudarne trouglu ∆ABP , i ukoliko je taqka Pn ra-
zliqita od taqke C na jox dva me�usobno podudarna trougla i dva
me�usobno podudarna qetvorougla. Prema Arhimedovoj aksiomi
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neprekidnosti, broj n je konaqan, pa su po definiciji paralelo-
grami ABCD i ABC ′D′ razloжivo jednaki. �

Tako�e interesantno je slede�e tvr�eƬe

Teorema 14.2.2. Svaki trougao razloжivo je jednak izvesnom para-
lelogramu sa istom osnovicom, i visinom jednakom polovini visine
posmatranog trougla.

Dokaz. Neka je dat trougao ∆ABC (Slika 14.2) i neka su D i
E redom sredixta duжi AC i BC. Oznaqimo sa F taqku prave
DE takvu da je B(D,E, F ). Tada su trouglovi ∆DCE i ∆FBE
podudarni pa su trougao ∆ABC i paralelogram ABFD razloжivo
jednaki. �

Slika 14.2.

Kao direktnu posledicu teorema 14.2.1. i 14.2.2. dobijamo

Teorema 14.2.3. Dva trougla sa jednakim osnovicama i jednakim
odgovaraju�im visinama su me�u sobom razloжivo jednaka.

Interesantna je i slede�a teorema

Teorema 14.2.4. Kvadrat, qija je jedna stranica AB kateta pravou-
glog trougla ∆ABC razloжivo je jednak pravougaoniku qija je jedna
stranica podudarna hipotenuzi BC tog trougla, a druga stranica je
normalna projekcija katetee AB na hipotenuzu BC.

Dokaz. Oznaqimo sa D podnoжje normale iz taqke A na hipotenuzu
BC. Neka su jox ABPQ i BDRS razmatrani kvadrat i pravo-
ugaonik. Oznaqimo sa E taqku u kojoj prava kroz taqku P par-
alelna pravoj BC seqe pravu AC, a sa F taqku u kojoj prava kroz
taqku S paralelna pravoj AB seqe pravu AD (Slika 14.3). Tada
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Slika 14.3.

su paralelogrami ABPQ i CBPE razloжivo jednaki prema teo-
remi 14.2.1., a paralelogrami CBPE i ABSF podudarni. Tako�e,
paralelogrami ABSF i BDRS su razloжivo jednaki. Dakle, zak-
Ʃuqujemo da su kvadrat ABPQ i pravougaonik BDRS razloжivo
jednaki. �

Teoremu 14.2.4. nazivamo Euklidovom teoremom o razloжivoj
jednakosti. Iz Ƭe neposredno sledi jedna od najstarijih i najz-
naqajnijih teorema geometrije, Pitagorina teorema o razloжivoj
jednakosti:

Teorema 14.2.5. Kvadrat qija je stranica hipotenuza pravouglog
trougla razloжivo je jednak uniji kvadrata qije su stranice katete
tog trougla.

Dokaz. Neka je ∆ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod
temena B. Ne umaƬuju�i opxtost dokaza, pretpostavimo da je
AB ≤ BC (Slika 14.4). Neka su zatim ACKL, BCMN i ABPQ
kvadrati koji se redom nalaze sa onih strana pravih AC, BC i
AB sa kojih su redom taqke B, K i C. Oznaqimo sa L′ podnoжje
normale iz taqke L na pravu AN , a sa U i V taqke u kojima se
seku parovi pravih KL i BN , PQ i CA redom. Tada su troug-
lovi ∆UNK i ∆V PC, ∆AQV i ∆LL′U , ∆CMK i ∆AL′L me�usobno
translatorno podudarni. Odatle po definiciji sledi da je kvad-
rat ACKL razloжivo jednak uniji kvadrata ABPQ i BCMN . �
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Slika 14.4.

Teorema 14.2.6. Za proizvoƩan trougao, a samim tim i za proizvo-
Ʃan prost poligon, uvek se moжe konstruisati pravougli trougao
koji ima jednu katetu 1, i koji je sa trouglom, odnosno poligonom,
razloжivo jednak.

Dokaz ovog tvr�eƬa sledi na osnovu teorema 14.2.3., 14.1.1. i
Talesove teoreme.

14.3 MereƬe figura u ravni E
2

Definicija 14.3.1. Sistemom mereƬa ravnih figura nazivamo fun-
kciju s koja svakoj figuri ω neke kolekcije K ravnih figura, pri-
druжuje realan broj s(ω), pri qemu vaжi:

(i) Ako je ω ∈ K, onda je s(ω) ≥ 0,
(ii) Ako ω1, ω2 ∈ K i ω1

∼= ω2, tada je s(ω1) = s(ω2),
(iii) Ako ω1, ω2, ω3 ∈ K i ω1 = ω2 + ω3, onda s(ω1) = s(ω2) + s(ω3),
(iv) Postoji kvadratna povrx ω0 takva da je s(ω0) = 1.
Broj s(ω) koji u sistemu mereƬa s odgovara figuri ω nazivamo

merom ili povrxinom figure ω u sistemu s. Kvadratnu povrx ω0

nazivamo jediniqnom. Uslove (i), (ii), (iii), (iv) nazivamo respek-
tivno uslovima: nenegativnosti, invarijantnosti, aditivnosti
i normiranosti.

Uslovi (i), (ii), (iii) i (iv) predstavƩaju aksiome, a sama defi-
nicija je aksiomatska definicije povrxine neke povrxi. Osim
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aksiomatske postoji i konstruktivna definicija mereƬa povrxi.
Naime, aksiomatska definicija ne daje mogu�nost nalaжeƬa, tj.
konstrukcije funkcije s koja predstavƩa sistem mereƬa ravnih
figura. Stoga je neophodno pristupiti jednom specifiqnom pos-
tupku kojim se dobija funkcija s. Aksiomatska definicija, kojom
se u geometriji uvodi sistem mereƬa ravnih figura, ima strogo
opisni karakter. ƫome se jedino istiqe da je sistem mereƬa
ravnih figura izvesna funkcija s koja ispuƬava izvesne uslove
odnosno aksiome (i) -(iv). Tom prilikom nije bilo reqi o egzis-
tenciji funkcije s, o naqinu Ƭenog konstruisaƬa niti o uslovima
kada je ona jednoznaqno odre�ena.

Zadatak je konstruisati takvu funkciju s ukoliko ona postoji
i ustanoviti kriterijume merƩivosti (kvadribilnosti) ravnih
figura u ravni E2.

Slika 14.5.

Na slici 14.5 je predstavƩena proizvoƩna figura ω ravni E2

ograniqena prostom zatvorenom linijom. Uoqene su sve kvadratne
povrxi koje su unutar te linije i sve kvadratne povrxi koje sa
tim likom imaju zajedniqkih unutraxƬih taqaka.

Neka su u ravni E2 dati ograniqena figura ω i kvadratna
povrx ω0 = [A0B0C0D0]. Podelomo svaku od susednih stranica
A0B0 i A0D0 povrxi ω0 na jednak broj, npr. 10k podudarnih duжii
kroz deone taqke konstruiximo prave paralelne stranicama te
kvadratne povrxi. Konstruisane prave razlaжu lik ω0 na 102k

me�u sobom podudarnih kvadratnih povrxi.

Neka je ωk = [AkBkCkDk] bilo koja od Ƭih. Konstruiximo
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u ravni E2 dva sistema paralelnih pravih, takvih da je rasto-
jaƬe izme�u dve susedne prave svakog sistema jednako stranici
kvadratne povrxi ωk i da prave odre�ene stranicama te kvadratne
povrxi pripadaju tim sistemima pravih. Dobijena dva sistema
pravih odre�uju jednu kvadratnu mreжu Mk koju �emo zvati mre-
жom ranga k. Ta mreжa razlaжe ravan E2 na neograniqeno mnogo
kvadratnih povrxi koje su podudarne povrxi ωk. Oznaqimo sa mk

ukupan broj kvadratnih povrxi mreжe ωk sadrжanih u figuri ω,
a sa m′

k ukupan broj kvadratnih povrxi mreжe Mk koje sa povrxi
ω imaju zajedniqkih unutraxƬih taqaka. Ako broju k dajemo re-
spektivno vrednosti 0, 1, · · · u mogu�nosti smo da formiramo dva
brojna niza

m0,
m1

100
,
m2

1002
, · · · (14.1)

m′
0,
m′

1

100
,
m′

2

1002
, · · · (14.2)

S obzirom da je mi+1 ≥ 100mi i m′
i+1 ≤ 100m′

i dobijamo relacije

m0 ≤
m1

100
≤

m2

1002
≤ · · ·

m′
0 ≥

m′
1

100
≥

m′
2

1002
≥ · · ·

Prema tome, (14.1) je neopadalu�i, a (14.2) nerastu�i niz. Osim
toga je

mi

100i
≤

m′
j

100j
za svako i, j = 0, 1, 2, · · · (14.3)

Zaista! Ako je i = j tvr�eƬe sledi neposredno. Ako je i < j
tada je mi ≤ mj ≤ m′

j, pa je (14.3) u ovom sluqaju zadovoƩeno. Ako
je i > j, tada je mi ≤ m′

i ≤ m′
j, te relacija (14.3) vaжi i u ovom

sluqaju.

Dakle, niz (14.1) je ograniqen sa gorƬe, a niz (14.2) sa doƬe
strane. Prema tome, nizovi (14.1) i (14.2) su konvergentni. Neka
je

lim
i→∞

mi

100i
= s, lim

i→∞

m′
i

100i
= s′.
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Definicija 14.3.2. Broj s nazivamo unutraxƬom a broj s′ spo-
ƩaxƬom merom figure ω.

Iz (14.3) sledi da je s ≤ s′. U opxtem sluqaju s moжe biti i
maƬe od s′. Od posebnog je interesa iskƩuqivo sluqaj s = s′.

Definicija 14.3.3. Figura ω ∈ E2 je kvadribilna (merƩiva) u
Жordanovom smislu ako za Ƭu vaжi s = s′. U tom sluqaju broj
s nazivamo merom figure ω. Tako�e broj s nazivamo Жordanovom
merom ili povrxinom figure ω.

Iz definicije neposredno sledi da je ravna figura ω kvadri-
bilna u Жordanovom smislu samo ako je s− s′ = 0 tj. ako je

lim
i→∞

m′
i −mi

100i
= 0.

Na taj naqin je dokazana slede�a teorema

Teorema 14.3.1. Na klasi kvadribilnih figura u ravni E2 postoji
funkcija s koja zadovoƩava aksiome (1)− (4).

Ta funkcija je u stvari funkcija koja je gore konstruisana.
Figuri ω ⊂ E2 za koju je s = s′ dodeƩujemo broj s(ω) za koji utvrd-
jujemo da zadovoƩava aksiome (1)-(4).

Teorema 14.3.2. Ako su a i b duжine stranica neke pravougaone pov-
rxi ω ∈ E2 tada je s(ω) = ab.

Dokaz. Bez umaƬeƬa opxtosti pretpostavimo da su stranice pra-
vougaone povrxi ω = ABCD paralelne stranicama kvadratne povr-
xi ω0 = A0B0C0D0. Neka je µi mreжa ravni E2 definisana u odnosu
na povrx ω0. Mreжa µi odre�ena je pravama AB i AD i predstavƩa
gradijaciju ranga i. Oznaqimo sa ai i bi brojeve odseqaka gradi-
jacije µi koji pripadaju stranicama AB i AD a sa a′i i b′i brojeve
odseqaka koje sa stranicama AB i AD imaju unutraxƬih zajed-
niqkih taqaka. Tada je a′i 6 ai + 2 i b′i 6 bi + 2. Ako oznaqimo sa mi

ukupan broj kvadratnih povrxi mreжe µi koje pripadaju povrxi ω
a sa m′

i ukupan broj mreжe µ′i koje sa povrxi ω imaju zajedniqkih
unutraxƬih taqaka bi�e mi = aibi, m

′
i = a′ib

′
i i

m′
i −mi

100i
6

(ai + 2)(bi + 2)− aibi
100i

6
2

10i
(a+ b+

2

10i
).
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Tada je

lim
i→∞

m′
i −mi

100i
= 0

pa je povrx ω kvadribilna u Жordanovom smislu. Tako�e vaжi

ai
10i

6 a 6
a′i
10i

,
bi
10i

6 b 6
b′i
10i

.

Odavde je
aibi
100i

6 ab 6
a′ib

′
i

100i
.

Prelaskom na graniqne vrednosti kad i → ∞ nalazimo da je
s(ω) = ab. �

Na taj naqin moжemo odrediti povrxinu bilo koje poligonske
povrxi razlagaƬem na trougaone povrxi.

Definicija 14.3.4. Geometrijski lik ω ⊂ E2 je kvadribilan ako
za svako ε > 0 postoje poligonske povrxi ω′ i ω′′ takve da je

ω′ ⊂ ω ⊂ ω′′ i s(ω′′)− s(ω′) < ε.

Navedena definicija predstavƩa opxtu definiciju kvadribil-
nosti proizvoƩnog geometrijskog lika ω u ravni E2. U ovom sluqaju
postavƩa se pitaƬe odre�ivaƬa povrxine proizvoƩnog geometri-
jskog lika u ravni E2.

Definicija 14.3.5. Oznaqimo sa µ′ skup svih poligonskih povrxi
ω′ koje pripadaju liku ω a sa µ′′ skup svih poligonskih povrxi ω′′

koje sadrжe lik ω. povrxinom lika ω nazivamo broj s(ω) pri qemu
je

s(ω) = sup
ω′∈µ′

s(ω′) = inf
ω′′∈µ′′

s(ω′′).

Broj sup
ω′∈µ′

s(ω′) nazivamo doƬom ili unutraxƬom Жordanovom merom

povrxi ω, dok broj inf
ω′′∈µ′′

s(ω′′) nazivamo gorƬom ili spoƩaxƬom

Жordanovom merom povrxi ω.

Dakle broj s(ω) �e predstavƩati povrxinu lika ω samo ako su
doƬa i gorƬa Жordanova mera lika ω jednake. Nije texko ustano-
viti da je prethodna definicija specijalan sluqaj ove definicije
koja omogu�uje da ustanovimo kvadribilnost i odredimo povrxinu
bilo kog lika ravni E2.
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14.4 MereƬe figura u prostoru E
3

Definicija 14.4.1. Sistemom mereƬa prostornih figura nazivamo
funkciju v koja svakoj figuri Φ nekog skupa K figura prostora E3

pridruжuje realan broj v(Φ) pri qemu vaжi:
(i) Ako je Φ ∈ K, onda je v(Φ) ≥ 0,
(ii) Ako Φ1, Φ2 ∈ K i Φ1

∼= Φ2, tada je v(Φ1) = v(Φ2),
(iii) Ako Φ1,Φ2,Φ3 ∈ K i Φ1 = Φ2 +Φ3, onda v(Φ1) = v(Φ2) + v(Φ3),
(iv) Postoji kocka Φ0 ∈ K, takva da je v(Φ0) = 1.
Broj s(Φ) koji u sistemu mereƬa v odgovara figuri Φ nazivamo

merom ili zapreminom figure Φ u sistemu v. Kocku Φ0 nazivamo je-
diniqnom. Uslove (i), (ii), (iii), (iv) nazivamo respektivno uslovima:
nenegativnosti, invarijantnosti, aditivnosti i normiranosti.

Analogno postupku u E2 izvodi se konstrukcija funkcije v u
prostoru E3. U razmatranim nizovima �e se umesto 102 pojav-
Ʃivati 103, dok su dokazi analogni. Zapreminu nalazimo kon-
struktivnim postupkom rexetaka u prostoru E3. Qitav taj pos-
tupak predstavƩa u stvari definisaƬe funkcije v konstruktivnim
putem za razliku od prethodno definisanog aksiomatskog zasni-
vaƬa funkcije v pri qemu pitaƬa egzistencije i efektivnog pos-
tupka konstrukcije nisu obuhva�ena aksiomatskom definicijom.

KonstruisaƬe funkcije v omogu�ava odre�ivaƬe zapremina par-
alelepipeda i prizme, dok se zapremina piramide ne moжe tako
dobiti, ve�se dobija univerzalnijom metodom.
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