YHWMBEP3UTET Y KPATVJEBLLY
5? [MPUPOLAHO-MATEMATMYKN GAKYITET

BulweKkputepmjymcKka ontMummsaLmja

Xeypucmuyke memode onmumu3ayuje
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D B/LLUEKPUTEPUIYMCKA ONTUMU3ALNIA - BKO

>

KBanurtet

NcToBpemeHa onTMmMMU3aLMja HEKONMKO
Hecamep/bUBUX U YECTO CYNPOTCTAB/bEHUX B -
LUn/beBa. e

Oapehusare jeaHOr UK BULE ONTUMATHUX é
pewera 0BaKBUX Npobnema, Ha3mBa ce /
BULLEKPUTEPUjYMCKa onTumm3auumja - BKO /

(Multiobjective Optimization Problems- MOPs).

LleHa




B KJTACNYAH MPUCTYI

* BewTayko cBoheme Ha Npobaeme jeAHOKPUTEPUjYMCKE ONTUMM3ALU]E.

* JepaH op cnepeha aBa npucrtyna:

= cBe PYyHKUMje un/ba ce KOMBUHYjY Y jeaHy PyHKUM]jy Kopuwherem 3Haba 0 Npobiemy Koju ce
peLwasa,

= jeaHa dyHKUMja ce 3aaprKaBa Ha mecTy GyHKUMje un/ba, a octane GyHKUUje Un/ba ce NnpemewTajy y
CKyN OrpaHun4emsa.

*  K/bY4YHU HegoCTauMu:
= 3aBMCHOCT pelera npobaema og npuoputeTa goae/beHnm pyHKUMjama Umba.
= CaMO je4HO ONTUMANHO peLleHEeM.

* BarkHo je Hahu WTOo je Bnwe moryhe TakBUX ONTUMaIHUX PeLLeHa Koja NpeacTaB/bajy
Komnpomuc namehy pasnnumtmx un/beBa onTMmmsaumje.




D BULLIEKPUTEPUIYMCKA ONTUMU3ALMIA (BKO)

dopmynaumja
npobnema BKO

4

Buwekputepujymcka
onTuMu3auuja

KomnpomucHa pelera Opabup jeaHor pelwersa
: NonaTHe nHdopmMaLumje
| N 0 npobnemy | .



D OOPMVYNALMIA MPOBNEMA BULLEKPUTEPUMIYMCKE ONTUMU3ALMIE

OJipejiuTn min / max fon(X) m=1,2,....M acll I B N
Tako Jia gi(x) <0  j=12...,J . 5
hp(x)=0 k=12,....K
P <oy <af o i=1.2 n ?




D VIOEATHA U HAOMP TAYKA

Upeanna Tauka. Tauka y* = (¥1, Y3, -, Yu) j€ nA€aNHM BEKTOP aKO
MWHUMM3Yje CBAKY UN/bHY PYHKUM]Y fo,, TakO gaje vy, = minf,,(x) m =1, M

Hagup* Tauka. Tauka y* = (y1, V3, ..., ¥pr) j€ HaANP TauKa ako
MaKCMMM3Kje CBaKy UubHY GYHKUM]Y f;), 3a Tauke u3 MapeTo cKkyna Tako 4a
jeym =max f,(x),x eP* ,m=1M

*In topography, a nadir is a point on a surface that is lower in elevation
than all points immediately adjacent to it.

A2

Ideal point

_ Nadir point

Pareto front \

» [




B NPEC/IMKABAKE JOMYCTMBOI MPOCTOPA MPETPATE Y LIM/BHM MPOCTOP

JonycTnBM NpocTop npeTtpare MpocTop ynM/bHUX PYHKLUM]A
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D NEOVHULNIE

Hedbunnmuja 1 (Pemanuja nomunanuje) Bexmop £ domunupa éexmop 13 (y 03nauu
T1 > T3) axo je 3a ceary dynruyujy yusa eexmop I 6ap nodjednaxo dobap Kao 6exmop Iy

u axo nocmoju bap jedna Gynruwja yusa 3a KoJY je 6exkmop 1 cmpoz2o bosu He20 6EKMOp
fé.

Hedbunnmuja 2 (Hemomuuaupanu ckyn) V cxyny pewera P, nodckyn nedomunupa-

Hux pewerva P’ wune ona pewera us P koja Hucy doMUHUPaHa Hu JEOHUM YAGHOM CKYNA

P.

Hedununmja 3 (I'nobamun [Mapero ontumanuu ckymn) Hedomunupanu ckyn pewersa

Humaecoe @unycmuaaa npocrnopa npempaee j’f 2n00a.4HU ﬂapemﬂ onmuMaAHU CKRYT.
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D 10/10KA) OBIACTU IOMUHALMIE

f.

Tauke koje He

doMuHupajy Tauke Koje
HuUmu cy domuHupajy
domuHupaHe mauky A
ma4yxom A
. 4
A
Tayke Tayke Koje He
doMuHupaHe doMuHupajy
maykom A Humu cy
JdoMUHuUpaHe
maykom A

f2

max f1, max f2

Tauke Koje He

Tauke i
doMUHuUpaHe domuHupajy
mayvkom A Humu cy

JdoMuHuUpaHe
mayxom A
-

Tauke Koje He A
domuHupajy Tauke Koje

HUMU cy doMuHupajy
doMuHupaHe ma4ky A

mayxkom A

max f1, min f2

f.
Tayke Koje He
doMuHuUpajy Tauke
HUmMu cy doMuHupaHe
doMuHupaHe maykom A
ma4yxom A
g
A
Tauke Koje Tauke Koje He
domu Hupajy domMuHupajy
mayky A HuUmu cy
doMuHupaHe
mayxkom A
min f1, min f2 fi
f.
Tawoncje | e ele e
domuHupajy Humu cy
matiky A doMuHupaHe
ma4ykom A
.
Tauke Koje He A
doMuHuUpajy Tauke
HUmMu cy domuHupaHe
doMuHupaHe maykom A
maykom A
fi

min f1, max fz

11



Mapeto ckyn @ [lapeTto OpoHT

Anpokcumaumja NMapeto ckyna @  Anpokcumauuja MNapeto dpoHTa

2/
\\ |

(X, % .0, X,) — F — » (f,f,,...f )

T l

npetpara <« eBanyauuja




. [MAPETO ONTUMAJTHA PELLEHA 3A HETUPU MOTI'YRE KOMBUHAUWIE ABE UW/bHE ®YHKLWIE

f, A f,A

max f,, min f, fa max f,, max f, fy

13



Il B/LLUEKPUTEPUMIYMCKWN FTEHETCKM AJITOPUTMW — BKTA

* EdekTmBaH 1 noy3aaH MeToA 33 peliaBatbe CI0KEHUX ONTUMMU3ALMOHUX
npobnema

* OppehnBarbe oNTUMAIHUX peLlleHa ce 3aCHMUBA Ha NPUPOAHOj CENEKLUjU

* BKTA (Multiobjective GA - MOGA) HacTajy npunarohaBarbem KnacmyHor A 33
pewaBare npobnema BKO

* ToKkom jeaHOr n3BpLUaBatba MOXe Aa npoHahe yntas ckyn MapeTo onTMManHUX
pellera

14



Il B/LLUEKPUTEPUMIYMCKWN FTEHETCKM AJITOPUTMW — BKTA

* [lpunnKkom pa3Boja BKIA jaB/bajy ce ABa K/by4yHa npobnema:

* Opabup pyHKUMje npunaroheHocTn u ceneKkumje jeAnHKM, Kojuma bu ce npeTpara
pelwera ycmepaBana npema lMapeto-onTMmaaHOM CKyny.

* OpprKaBakbe PasNMUYMTOCTU Yy Nonynaunjmu aa bu ce cnpevymnna npeBpemeHa
KOHBEpreHumja U NoCTUNNO LUMPOKO NPOCTUPatbe HeJOMUHMUPAHOT CKYMNa peLlerba
Kao U paBHOMepHa pacnopeheHocT pelwerba YHyTap cKyna.

15



D CTPATEMNIE EBANYAUWIE JEAVHKW Y BULLERKPUTEPUNIYMCKNM
[EHETCRUM AJITOPUTMKMA

« Arperaumjcka ctapTeruja min z = wy 2y () + waze(x) + - - - + wr 2 ()
* Kputepujymcka cTpaTermja  VEGA (Vector Evaluated GA)

.
* [lapeTo paHrmnpame

Tpehu dpoHT
at 5

Apym poHT

D
2--
/ e Mpeu ppoHT
1 /E///
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D VIOTPEBA ENIUTU3MA Y BULLEKPUTEPUIYMCKUM TEHETCKMM AITOPUTMUMA

* Enntusam npeacrtas/ba Konmpame oapeheHor 6poja Haj6o/bUX jeANHKN U3 TPEHYTHE Y
HapeaHy reHepaunjy Ynme ce peluasa npobnem rybwema Jobpux pellersa ycnen ocobumHe
onepaTtopa ceneKkuunje aa HaCYMUYHO oaabupa peLlerba 3a yKpLliTambe,

*  Koa BKO nmamo ckyn enntHMx MNapeto onTUMasIHUX peLlerba, KOju YecTo MoXe aa byae
rOTOBO UCTE Be/IMYMHE Kao M Lesa nonynauuja.

* PaHu BKTA HUcy npumersnBanun enntnusam, mehytmm pesyntatm UCTparkuBarba yKasyjy Aa
BKIA Koju KOpUcTe eNNTUCTUYKE CTpaTernje nmajy TeHAeHUUjy Aa Hagmalle cBoje
HeenTUCTUYKe NaHa4aHe.

17



Il /1BA MOI'YRA HAYMHA 3A MIPUMEHY ETUTU3IMA

be3 apxuee

CTapa nnnynau,uja noTomun

HOBa nonyrnayuja

Ca apxuBom

cTapa nnnynauuja noTomMmum dpPxXUBea

HOBa nnnynauuja HOBA apxuea

18



) OPHRABAHE PASHOJIMKOCTW PELLEHA Y BULLEKPUTEPUIYMCKUM TEHETCKM
AJTTOPUTMUNMA

* Jlesberwe cteneHa npunaroheHoctu (Fitness sharing)
* PacTtojarbe Ao Haromunasaka (Crowding distance)

* [yctnHa henuja

19



D [1F/bE]

HbE CTEMEHA MPUNATOBEHOCTU (FITNESS SHARING)

® [TapeTo opoHT
-------- .

# -
'-l" ) . "l‘
—@ :
1‘Gshare b ’l‘

(Y b

~~~~~~~~~~ . .

O
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B PACTOJAHE 1O HATOMUWNABAHA (CROWDING DISTANCE)

® [TapeTo ppoHT

21



D YCTUHA REIMIA

[TapeTo:(pOoHT

iiiiiiiiiiiiii
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D NSGA-II AITOPUTAM

* Non-dominated Sorting Genetic Algorithm

* [eHeTCKn anropmtam 3aCHOBAH Ha COPTUPAHY HA OCHOBY
HeJOMWHUPAHOCTU pelwlera (bpoj Il o3HavaBa Aa je pey o
moandukaumjn NSGA anropntma)

* NSGA-Il anroputam je ocmuULL/bEH €a LKU/beM Aa ce npeBasuhy Tpu
ocobunHe eroBor NPeTXoAHUKa Koje cy bune KpUTUKOBaHe:
- O(MN?) BpemeHcka cnoxeHocT (rae je M 6poj dpyHKuMja ummba, a N BennymHa
nonynauuje),
= HEE/INTUCTUYKU NPUCTYN
= noTpeba Aa KOpUCHUK ogpehyje napameTap Ogugre

23



) COPTUMPAHE MOMYTAUMIE MO CKYNOBNUMA HEOOMUWHWUPAHWX PELLUEHA

1

2

3

=T v - I N = - A

10

11

12

13

14

15

16

Za svako resenje x; & P

{
mn; :U, Sij =0
Za svako resenje x; € P, j#i
{
Ako (x; ZXx;) onda
S; Z:SiUXj
U suprotnom
n; =n; +1
}
Ako (n; =0) onda
F, =F uUx;
}
k:=1 //brojac frontova

17 Dok je Fp#10

18 1

19 P =10

20 za svako x; € I

21 za svako x;€5;, j#1i
22 n;=mn; —1

23 ako (n; =0) onda

24 P =P Ux;

25 E=k+1

26 F:=FP

27 }

24



Il PACTOJAHE O HATOMUWIABAHA X

o =1 =] ot [ L] ] bt

=]

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

[=|F| //broj resenja u skupu F

Za svako resenje x; € F

d;=0, i=T11

Za svaku funkciju cilja f,,, m=1,M

{

//inicijalizovati rastojanja svih resenja

I, = sort(F, f,,,ascending) /* Skup F sortirati u rastuci poredak po

svakoj funkciji cilja,

svaki

formirajuci tako vektore indeksa [™, gde ce

vektor sadrzati indekse svih resenja iz F u redosledu koji odgovara

rastucem

redosledu vrednosti funkcije cilja f,, za resenja iz F =*/
dip =dpm =00 /*Resenju ciji je indeks prvi clan vektora
I, kao i resenju ciji je indeks poslednji clan vektora [,, dodeliti

najvece

rastojanje do nagomilavanja*/
za j=2 do [—-1

25



- MOPEABEHN OMEPATOP 3ACHOBAH HA MEPUW PACTOJAHA 10 HATOMWTABAHA (CROWDED
COMPARISON OPERATOR, <)

MopenbeHn onepaTtop nopean Asa pelwera 1 Bpaha bosbe pellerse 1 1o
Kopuwherem cneagehmx ocobrHa cBaKor pellema X;:

® paHra HeJOMUMHUPAHOCTU peLlerba Y Nonyaaumjn, y o3Haum r;
* pacTojamba pellera A0 HaroMuaaBamwa y Nonynaaumjun, y osHaum d;

26



B MOPEJABEHN OMEPATOP 3ACHOBAH HA MEPU PACTOJAHA 10
HATOMWTABAHA (CROWDED COMPARISON OPERATOR, <)

MopenbeHn onepaTop 3aCHOBAH Ha Mepu pacTojatba A0 HaroMu/aaBama ce
AeduHuWe Ha cneaehm Ha4vYuH

Hedbunnnmja 4 Pewewe X; je nobednur mypHupcke ceaexuuje Had peuiervem X: arxo

j
gastcu buno koju od caedeha dea ycaosa:

1. Pewere x; je bowe panzuparno od pewerva X;, mo jecm r; < 1

2. Oba pewerba cy ucCmoz parea aiu peuerve X; uma 6elie pacmojaree do Ha2oMUAA6atHA

Y nonyaauuju od peulerba X;

;. mo jeem r; =715 ud; > d;.

27



Il TOK NSGA-II ATTOPUTMA

CopTvpame

Pt

Ha OCHOBY
HeJOMWHWPaHOCTH
peleHa

CopTupare
Ha OCHOBY Mepe
Haromunaeak-a

EE——

Pts1

e me———=—="%  OpbaveHa
pellexa
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D NSGA-

[N - B ]

= m = &

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

I AJITOPUTM

t:=0, F,:=napravi_pocetnu_populaciju, |[Fy/=N
()o :=napravi_populaciju_potomaka(F,), |Qv=N
Sve dok (!'kriterijum_za_zaustavljanje)
{

Ry = Py U Q)

(F1,F5,...,F;):=brzo_sortiranje_po_nedominiranim_frontovima(FR;)

Pioy:=0, i=0
Dok je |P¢+1| + |Fi| <N
{
Piyy =Py UF;
i=1+1
}
Sort(F;, <)

Piy1:=FPiy1 UF;[0: N —|Fitq|] //u populaciju FPiy1 dodati

prvih N —|F;;y| resenja iz sortiranog fronta

(Jt+1 = napravi_populaciju_potomaka (F;;y) //Primeniti binarnu

turnirsku selekciju baziranu na operatoru <.,
formirati populaciju potomaka

t=t+1
+

return P

ukrstanje i mutaciju i
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