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Dokazimo dalje iste stavove pod pretpostavkom da su trouglovi
ABC i AB\C, u istoj ravni (sl. 9b).

(3.'Neka su trouglovi ABC i AB,Cy u ravni a i neka je S presetna

tacka pravih AA,, BBi,, CC.. Na proizvoljnoj pravoj p kroz S
koja nije u ravni e izaberimo proizvoline tatke S, i S,. Prave
AS: i AS: pripadaju istoj ravni i neka je njihova prese¢na tatka
Ax. Neka se slicno prave BS, i BiS: seku u tacki B, i prave CS;
1 CSt u tacki C,. Tacke A, B, C, odreduju trougao u ravni o,
raziiCitoj od «. Neka se ravni o i o» seku po pravoj s . Za dva
trougla ABC i A;B,C; u prostoru sa centrom S, dokazano je (4.1)
da se prave kojima pripadaju odgovarajuce stranice AB i A;B,, BC
i B.C,, AC i AC, scku redom u tackama P, Q, R na pravoj s.
Isto tako 1 za trouglove AB/Ci i A;B;C; u ravnima o i o, sa
centrom S; prave kojima pripadaju parovi njihovih odgovarajuc¢ih
stranica seku se u tackama prave s. Kako A;B; sece s u tacki P,
sledi da prava AiB; see s u istoj tacki P; sli¢no se dobija da pra-
va BiCi sete s u tacki Q 1 AC; see s u tacki R. Dakle, AB
i AB;, BC i B/C;, AC i AC; seku se redom u tatkama P, Q, R
prave S.

(4. Pretpostavka obratnog stava je da se prave kojima pripadaju

gtranice AB i AB;, BC i B.C;,, CA i CA; tro-uglova ABC i A;B/C
seku redom u tackama P, Q, R prave s. Neka je o, proizvoljna
ravan kroz pravu s i neka je A;B.C; trougao u ravni o, &ije stra-
nice A:B:, B:C;, C:A; pripadaju pravim koje prolaze redom kroz
tatke P, Q, R. Dokazano je da (4.2) za trouglove ABC i A;B.C,
koji su u razliditim ravnima i ¢&ije odgovarajuée stranice pri-
padaju pravim koje se seku u ta¢kama jedne prave, postoji
tacka S; u kojoj se seku prave AA,, BB,, CC,. Takode, za trouglove
AiBiCy i AB:C; postoji tacka S; u kojoj se seku prave AjA;, BiB; i
CiC,. Tacke S; i S; odreduju pravu p i neka je S tatka prodora
prave p kroz ravan o. Prave S;A; i S;A; seku se utacki A, i odre-
duju ravan koja see ravan o po pravoj AA,. U istoj ravni je i
prava SiS;, pa je presek pravih S;S; i AA; tadka S. Na isti nacin
se pokazuje da tacka S pripada i pravim BB, i CC,. Dakle, AA,,
BB, i CC, seku se u tac¢ki S.

5. Perspektivno kolinearno preslikavanje dvaju ravnih
polja tacaka

Kaon $to je dokazano, projektovanje ravni © na ravan m iz centra
O je obostrano jednoznaéno preslikavanje dvaju ravnih polja
tacaka i u kome par odgovarajucih tacaka pripada pravoj koja pro-
lazi kroz tacku O koja je izvan nosilaca ovih ravnih polja tacaka.
Definisimo sledeca preslikavanja dvaju ravnih polja tataka:
Definicija 1.'Obostrano jednozna¢no preslikavanje dvaju ravnih
potia TaCaka u kome parovi odgovarajucih tacaka pripadaju pra-
vim koje prolaze kroz jednu tacku S naziva se perspektiviio pre-
slikavanje.
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Definicija 30 Prava Koja se u perspektiviio Kolincarnom preslika
vanju preshikava u samu sebe identicki naziva sc ose perspektive
ili osa kolineacije (sl. 10a)

Posledica 2. Ako prava a polja a(M) seCe osu perspektive s u
tacki P, tada istu tacku sadrzi prava ai polja a:(Mi) koja u per-
spektivnom preslikavanju odgovara pravoj a.

Prema posledici 1. tacka preseka prave a iose s je dvojna tacka
preslikavanja, tj. P = Pu. Kako je preslikavanje kolinearno, tacka
P = P, pripada pravoj a,, dakle, prave a i a seku se u tacki
P =P prave s.

Stav 2. Perspektivnim preslikavanjima polja tacaka ravni e na
iz centra S i iz centra O, koji ne pripadaju ravnima « i @, od-
redena su u ravni oy dva polja tacaka medu kojima je preslika-
vanje perspektivno i kolinearno.

Dokaz. Izvedimo dva perspektivna preslikavanja ravnog polja
tacaka o(M) na ravan a; iz centara S i O koji se razlikuju i
ne pripadaju ravnima o 1 o (sl. 10b). Preslikavanjem iz centra S
dodeljujemo ravnom polju a(M) polie tacaka oy(Mi), pri cemu
tacki M ravni o« odgovara u ravni o tacka M, prodorna tacka
sraka SM. Preslikavanjem iz centra O dodeljujemo ravnom polju
a(M) polje tacaka o'(M’), pri cemu tacki M ravni o« odgovara u
ravni o tacka M’ prodorna tacka zraka OM. Na taj nacin u ravai
«; dobijamo dva polja tataka ou(Mi) i o’ (M). Medu tatkama ovih
dvaju ravnih polja uspostavljeno je obostrano jednoznacno presli-
kavanje u kome prodornoj tacki M zraka SM odgovara prodorna
tacka M’ zraka OM. Dokazimo da je ovo preslikavanje perspek-
tivno i kolinearno. Kako smo u prethodnom stavu dokazali da je
perspektivno preslikavanje ravnih polja tacaka kolinearno, sledi
da su oba preslikavanja polja o na ravan o iz centara S 1 O koli-
nearna, tj. tatke prave a polja o preslikavaju se u tacke prave aj,
odnosno u tatke prave a’ ravni ou. Prema tome, tadkama prave a
odgovaraju tacke prave a’, pa je preslikavanje polja tacaka o (M)
i o' (M) kolinearno. Najzad, uo¢imo ravan odredenu pravima SMi
i OM’ koje se seku u tacki M. Ova ravan sele ravan o po Pravoj]
M,M’, a prava OS koja pripada ovoj ravni prodire kroz ravan o
u tacki 8" prave MiM’. Dakle, pravoj koja spaja par odgovarajucih
tacaka M; i M’ pripada tacka S’. Preslikavanje tataka ravnih polja
(M) i a’ (M) je perspektivno jer postoji centar perspektive S
Prema tome, preslikavanje polja tacaka a (M) i o' (M) je koli-
nearno i perspektivno. U oba preslikavanja iz centra S i iz centra
O osa preslikavanja je prava s, presefna prava ravni o i ou. Pre-
ma tome je i u preslikavanju iz centra S’ osa preslikavanja prava s.
Kako je preslikavanje polja tacaka o(M;) i a’(M’) nastalo izvo-
denjem dva preslikavanja tacaka ravni o na «;, kazemo da je ono
proizvod ova dva preslikavanja.

Definicija 4. Preslikavanje dvaju ravnih polja tacaka koje je per-

spcktivno i kolincarno nazivamo perspektiviio kolinearno presli
kavanje, perspektivna kolineacija ili centralna kolineactja. Centar
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se scku preostala dva para odgovarajucih stranica. Dokazimo da
ova osobina vazi za proizvoljnu tacku T prave s. Uocimo kroz T
proizvoljnu pravu polja a(M), npr. pravu AT i oznac¢imo sa D
presck ove prave sa pavom BC. Zrak perspektive SD u preseku
sa pravom B,C, odreduje preslikanu tac¢ku Dy, pa prava AD; odgo-
vara pravoj AD. Dokazimo da se prave AD i AiDy seku u tacki T
¢iine dokazujemo da se tacka T prave AD poklapa sa njoj odgo-
varaju¢om tackom T, prave ADi. Prave AA;, BB: i DDy spajaju
odgovarajuéa temena trouglova ABD i ABiD: i prolaze kroz tacku
S. Prave kojima pripadaju odgovarajuce stranice AB i AiBi seku
s u tacki P, a BD i B:Di u tacki Q. Tacke P i Q odreduju pravu
na kojoj se, prema Dezargovu stavu, seku i prave kojima pripa-
daju odgovarajuce stranice AD i ADi. Kako je tackama P i Q
odredena prava s, prave AD i ADy seku se u tacdki prave s . Prava
AD sece s u tacki T, dakle, AD; prolazi kroz tatku T. Prema
tome je T =Tu

Na isti nacin, koristedi Dezargov stav u prostoru, mogli smo
da izvedemo prvi deo dokaza ovog stava koji se odnosi na dve
razli¢ite ravni u prostoru.

Siav 4. Ako u kolinearnom preslikavanju dvaju polja tacaka po-
stoji osa, tada pestoji i centar perspektive.

Dokaz. Neka polja tacaka a(AB,C,.. ) i a(ALB,Cy, .. .) pripada-
ju dvema razlic¢itim ravnima o i o,. Neka je s prese¢na prava ovih
ravni (11b). Ona je dvojna prava, tj. osa s =s. Na s su tada
prese¢ne tacke P, Q, R parova odgovarajuc¢ih pravih AB i AiB,
BC i B/C;, AC i AC; i one su dvojne. Na osnovu inverznog Dezar-
gova stava postoji tacka S u kojoj se seku prave AA;, BB: i CCi.
Dokazimo da prava koja spaja ma koje dve odgovarajuce tacke

L i L, ravni o i e prolazi kroz tacku S. Neka L, A, B ne pripa-

daju jednoj pravoj. Meka LA i LB seku osu s redom u tadkama
Ui V. Kako je U= U, V=V, i preslikavanje ravni a na o koli-
nearno, prave UAy i ViB; seku se u tacki L. Dakle, prave ko-
jima pripadaju odgovarajuce stranice trouglova ABL i AiBiLy
scku se na pravoj s. Na osnovu inverznog Dezargova stava prave
AA;, BB:i LL: seku se u jednoj tacki. Kako se AA; i BB: seku u
(a¢ki S, prava LL, prolazi kroz istu tacku S.

Dokaz je isti i u slu¢aju kada su polja ta¢aka u istoj ravni, jer
inverzan Dezargov stav koji se koristi u dokazu vaZi i za dva tro-
ugla koji su u istoj ravni.

Stav 5. Ako pri kolinearnom preslikavanju dvaju polja tacaka,
koja su u istoj ravni, postoji centar kolineacije, tada je to centar
sramena pravih ¢ija je svaka prava dvojna i centar je dvojna
tacka. ,

Dokaz. Na osnovu prethodno dokazanog stava, ako postoji centar
kolincacije S dvaju ravnih polja tacaka a(M) i ai(M;) koja su u
istoj ravni, tada postoji i osa kolineacije s. Dokazimo da je svaka
prava pramena sa centrom S dvojna. Ako je A, A proizvoljan par
odeovarajucih tacaka preslikavanja, on pripada pravoj kroz cen-
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Neka su a(M) i a(M) dva polja tacaka u razlicitim ravonima i
ncka je s njihova preseéna prava. Centar S perspektivno koline
arnog preslikavanja i beskonadno daleka prava ve polja o(M)
odreduje ravan (S,ve) paralelnu ravni o koja u preseku sa
ravni o, odreduje pravoj v . odgovarajucu pravu vi. Prava vi je
prema definiciji protiv-osa polja o (M;). Kako su ravni o i (S,V o)
paralelne, presetne prave s i vi ovih ravni sa ravni o su paralelne.
Dakle, protiv-osa vi paralelna je osi perspektive s. Sliéno se dobija
da beskonac¢no daleka prava w - u ravni ai i centar S odreduju ra-
van paralelnu ravni a;, koja u preseku sa ravni a odreduje protiv-
.osu u u ravni a paralelnu osi s (sl. 13a).

Neka je perspektivno kolinearno preslikavanje dvaju polja tacaka
a(M) i ou(M)), koja su u istoj ravni, dato osom s centrom S i
parom odgovarajuéih tacaka M i M (sl. 13b). I u slucaju kada
oba polja tataka pripadaju jednoj ravni protiv osa vi polia
o (M) paralelna je osi s, jer se v seCe sa odgovarajucom besko-
naéno dalekom pravom ve polja (M) na osi s i to u beskonatno
dalekoj tatki ose s. Za.konstrukciju protiv-ose vi zato je devol}
no da se preslika samo jedna beskonatno daleka tatka polja
@(M). Neka je pravom MP, gde je P = P, tatka ose s, data besko-
nac¢no daleka ta¢ka Ve polja a(M). Zrak kroz ‘S paralelan pra-
voi MP preslikava beskona¢no daleku tadku V. prave MP u
ta¢ku V, na pravoj M/P; polja eu(M:). Prava kroz tacku Vi pa-
ralelna osi s je protiv osa vi polja ei(M). Isto se u polju «(M)
konstrui§e protiv-osa u. Tacku Ui prave M,P, polja o(M,) pre-
slikavamo u ta¢ku U u polju (M) na pravoj MP u preseku sa
zrakom SUi ., koji je paralelan pravo] M. Prava kroz U, para-
lelna osi s, je protiv-osa u.

Prema prethodnim konstrukcijama c¢etvorougao SV.PU je para-
lelogram. Kako su kroz temena Vi i U konstruisane protiv-ose
vi 1 u paralelne osi s, moze se dokazati da je odstojanje centra
S od jedne protiv-ose jednako rastojanju ose i druge protiv-osc.
Kako je ravno polje tataka odredeno trima tatkama koje nc
pripadaju jednoj pravoj, perspektivno kolinearno preslikavanje
dvaju ravnih polja zadaje se na sledeci nacin:

1. centar S i tri para odgovaraju¢ih tacaka na zracima kroz S;
2. centar S, osa s i par odgovarajuc¢ih tataka M, M; na zraku kroz
S (osa s je odredena sa dva para cdgovarajucih tacaka koje su
dvojne).

3. centar S, osa s i protiv-osa v ili u (svakoj tacki protiv-ose
odgovara poznata beskona¢no daleka tacka zraka kolineacije).

 Definicija 7> Kolinearno preslikavanje dvaju ravnih polja tacaka

4 kome se beskona¢no daleka prava jednog polja tataka presli-
kava u beskona¢no daleku pravu drugeg polja maziva se_afino
preslikavanje.

Ako je preslikavanje perspektivno i afino, tada ga nazivamo per-
spektiviio afino. Osu preslikavanja tada nazivamo osa afinosti,
centar centrom (1[[;/()\'/1', a zrake cracima afinosti.
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odredena u preseku sa zrakom SC. Za preslikavanje tacke € mo-

rli smo da koristimo i pravu AC. Po$to nismo, upotrebimo pravu

AC za kontrolu preciznosti izvedene konstrukeije. Par odgovarajucih
pravih sece se u tacki ose, dakle, ACi A/C; seku se u tacki R = R,

ose s, (Ukoliko to ma crtezu nije ispunjeno, crtez nije iprecizno

izveden.)

Na isti nacin konstruisimo tac¢ki D odgovarajucu tadku Dy, presli-

kavajudi jednu od pravih CD, AD, BD.

Kako su suprotne stranice kvadrata paralelne, prave kojima one

pripadaju seku se u tackama beskonaéno daleke prave. Prema to-

me, suprotne stranice ¢etvorougla AB.CiD; pripadaju pravima koje

so scku na protiv-osi vi polja @ (M), dakle, na pravoj paralelnoj

Os1 S,

Primer 2. Dati kvadrat ABCD preslikati perspektivno kolinearno
ako su dati centar S, osa s i protvi-osa u polja tataka u kome
jc kvadrat i ako: a) jedno teme kvadrata pripada protiv-osi u
(sl. 15a) i b) ako protiv-osa u sece kvadrat (sl. 15b).

a) Ako je teme A kvadrata ABCD na protiv-osi u, tada se tacka A
preslikava u beskonaéno daleku tacku Aie zraka SA. Da bismo
konstruisali tacku B, odredimo prese¢nu tacku P =2P; ose s
sa pravom AB. Prava AP preslikava se u pravu A P;, dakle,
to je prava kroz P, paralelna pravoj SA. Kako je tacka B na
pravoj AP, tacka B; je na pravoj PiAi. i dobija se u preseku
sa zrakom SB. Preslikajmo na pravu Ai»P; jo$ jednu tacku du-
7zi AB, npr. tacku M u M;. Pomocu tatke M; zakijuujemo da
sc stranica AB kvadrata preslikava u onu polupravu prave A;eP:
¢iji je kraj Bi i kojoj pripada M.




i ¥}

SL. 15p

Ostale tacke C i
i D preslik 3
P ke prestikavamo u tacke C, ;

Im : ni ’ .
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Najzad, svaka od stranica AD i BC, koje nemaju zajednickih
acaka sa protiv-osom u, preslikavaju se ou duzi AD i BiCh.

Siranice kvadrata se, prema tome, preslikavaju u dve otvorenc
izlomljene linije koje ogranicavaju delove ravni u koje se preslika-
va povrs kvadrata.

Zadaci za vezbu
| Data su tri para odgovarajucih tacaka perspetkivno kolinearnog preslika-

vinja sa centrom S. Konstruisati osu i protiv-ose ovog preslikavanja.

) Dali paralelogram ABCD preslikati perspektivno kolinearno ako je dat
centar S i tadkama A, B, C odgovarajuce tacke A, B, C.

' Dati su centar S- osa s i par odgovarajucih tacaka A i A, perspektivno
\linearnog preslikavanja. Konstruisati protiv-ose ovog preslikavanja.

rotiv-osa u i par odgovarajucih tataka A i A, perspek-

A Dati su centar S, p : : /
slikavanja. Konstruisati osu 1 drugu protiv-osu ovog

(iwvno kolinearnog pre
pieslikavanja.

5 Dati su centar S, osa s i protiv-osa u perspektivno kolinearnog preslika-
vanja. Preslikati datu duz AB ako je:

.y duz AB i protiv-osa u nemaju zajednickih tacaka

1) krajnja tacka B duZi AB pripada protiv-osi u

) duz AB sele protiv-osu u.

¢ Dati su centar S, osa s i protiv-osa u perspektivno kolinearnog presli-
Lavanja. Preslikati dve prave p 1q:

1) koje se seku na protiv-osi u

) koje su paralelne.

' Dali su centar S, osa s 1 protiv-osa u perspektivno kolinearnog preslika-
vanja. Preslikati proizvoljan trougao ABC ako je:

1) trougao ABC i protiv osa u nemaju zajedni¢kih talaka

b)Y jedno teme trougla pripada protiv osi u

o) trougao ABC sece protiv osu u.

« Pravilan Sestougao koji nema zajedni¢kih tacaka sa protiv-osom preslikati
peispektivno kolinearno ako su dati centar S, osa s 1 protiv-osa U. Dokazati

da se prave, kojima pripadaju suprotne stranice preslikanog Sestougla, seku

i lackama jedne prave paralelne osi s.

% Dati su centar S, osa s i protiv-osa u persp
L.avanja. Preslikati dati trougao ako je jedno
2) lrougao ne sefe protiv-osu U

1) trougao sefe protiv-osu u.

ektivno kolinearnog presli-
njegovo teme centar S i

.osa u perspektivno kolinearnog preslika-

(). Dati su centar S, osa s i protiv :
ar S u kvadratu 1:

vanja. Preslikati dati kvadrat ako je cent
a) kvadrat ne sece protlv—osu,
by kvadrat sece protiv-csu.

6. Invarijanta perspektivno kolinearnog preslikavanja

Definicija 1. Dvorazinera tetvorke tacaka A, B, C, D jedne prave
AC AD . . .
: , ede su AC, BC, AD, BD du-

je razmera dveju razmera - oo
BC BD

sine duzi odredene tackama A, B, €, D, Obclezavacemo je [ABCD].



Kako sy duzine  duyi bozitivni brojevi, dvorazmery je  broj
[ABCD ] k. Ako ¢, odnosno D, nije izmedy A i B, parovij A, B
i1 C, D sc ne razdvajaju (sl. 16a), u protivnom onj ge razdvajaju
(sl. 16b). Ako se parovi tacaka razdvajaju, neka jek <0, a ako se
ne razdvajaju, neka jek > 0. b

sl. 16

Stav IdAko je jedna od tagaka Cetvorke AB,CD beskonacno daleka
tada je dvorazmera jedqa‘ka razmeri trojke konac¢nih tacaka.

Neka je npr. D... Kake je [ABCD,)= AC . AD, i AD»
BC  BD, BD,,

sleduje da je [ABCD] = ’;\CC

f‘Q{zf_zﬁicija 2.:Cetvorka tacaka za koju iek = —1 nagiva se harmo-
mijska Cetvorkq tacaka, ili, parovi A BiC, D nazivaju se harmo-
nijski konjugovan; parovi tadaka,

AC AD A D
B e sleduje da je ac_ AD I da se parovi AB i
BC BD BC BD

C.D razdvajaju,

Stav 2. Ako sy a, b, ¢, d zraci pPramena sa sredi$tem S, pips pro-
izvoljne prave koje ne prolaze kroz S i A, B, C, D redom preseéne
tacke ovih zrakova sa Pravom p i A,, Bi, C, D, redom prese¢ne
tacke sa pravom P1, tada je [ABCD] = [A:B,C\D] (sl. 17).

Kroz tacke A j A: konstruigimo brave paralelne sa ¢ koje seku
bravu d redom y tatkama K j K j brave paralelne sa d koje seku
bravu ¢ redom u tackamg 1. 1 Li. Prave kroz B ; B: paralelne sa ¢
seku d redom y tatkama M iMi, a prava paralelne sa d seky ¢ re-
dom u N j N.. Iz sliénosti trouglova ACL j BCN, AClL, i BiCN;, je

AC_AL A C A1,
RC BN B/ c, B N,
I7 sli¢nosti trouglova ADK ; BDM, A\D/K, i BiD/M,; je:

AD AKj ArDy ALK,
BD . BM B, D, B, M,

U paralclogramu ALSK je AL

. — SK.i BN
paralclograma AL;SK, i BINiSM, je AL, = SK, i BN,

sleduje:

3/

SK i u paralelogramu BNSM je

AC AL __ SK . Isto tako, iz

BN —= SM. Sleduje, da je: il i

= SM, iz ¢ega
MG AL SK
B, C, B, N; SM,

AC AD SK_AK_SK.SL/[

Prema tome je: BEL] == BC BD SM BM AK BM

A G AD SKy AK, SK, | SM,

B = B D, T s, B T ALK, BoM,

Sk _ 5K i iz sli¢nosti

1z slicnosti trouglova SKA i SKiA; je AK ALK

1

. SM  SM;
trouglova SMB i SM;B; je Vi BM,

SK SM _S_I&;EM_’_, odnosno

" Prema tome j'e: AKX BM A K] Bl M]

sl. 18
sl 17

“ jedne prave ie invarijanta
Posledica; \Dvorazmera Cetvorke tacaka Jedlr"l‘k%“‘“ 18 EemaTe
osle o 1 : o
perspektivno kolinearnog preslikavanja (sl. ktivno kolinear-
: ’ . s L , 1SHektivn,
Ako su p i p; par odgovarajucih pl‘av‘\"llh Perscgztt;‘ nr; S i osom
Sre likavanja dvaju ravnih polja thcats, sa reslikavanju
s ‘p]LSIlB\‘ C : D, tacke prave pi, koje u datom P'L-‘] Tl ha
s i A, B, C, D ” 5 ave p, lada je ng
dgovaraju redom tackama A, B, C, D pral !
OC s ald I-All(\l)] [/\’l;](|l)|l

’

osnovu prethodnog stava



Stav 30 Ak e i L i
S (];\(A))_la perspektivino kolineanmo preslikavan
dCaka o i I( M ) ( \ b
04 ! (ld‘l() 0osom s “entr 1 arom dg()va
N . ; & B (.Lll‘tl O’n‘l S # <
Id.IllLl‘ll LQCLI,]'H 1 i ] ’ V ar o . ‘gy ‘\/a.‘
l«a‘j‘ll Cll t “4«,1‘1\,‘ A L Al 1§ tlk.() Je M, M[ ‘p‘I’O’iZ O‘lw‘j an bar O[dj O
‘ aKa za a‘t‘ovg p I’e‘sh(kavainj a 1 A 5 M preSCé t é.k ,
ann tacak d Sy s Secne tacke ose

s redom sa zracima AA, .
(sL. 19). t, MM, tada je [MMSM,] = [AASA.]

j¢ dvaju polja

Prave AM i sek j
e & I\l/[ TI'AAIMI seku se u jednoj tacki T = T, ose s Zraci TA
. s pramena sa sredi$tem T cenj : ‘ ’
ot ‘ ‘ m 1 preseCeni su pravi i
Prema prethodno dokazanom stavu dvorazmere (i‘t?/\gm e

secnih tacaka jednake su, dakle je [MMiSM,] = [AA,SA,] B pre-
. sd 1 st

sl 19
sl. 20

@z}z{cim”};\ Broj k = [MM,SM '

T 2 oro) X LIVEVE, s1, gde je M, M, par o -y

7‘1fvar;10 p;réﬂlkaxglljd, S centar, M, presek z;raekaFl)\A\M dgovafaj‘UCIh

éersp ktf:onsmi;:mn’l perspektivno kolinearnog ‘Pre‘slivii anja,
I'spektivno kolinearno presi; j » :
: li preslikavanje sa ko

nazivamo harmonijska kolineacija : o

Na osno zani i '

a0 tc;x}/{u (ciio\ka,zan}h osobina, konstruisademo na pravoj ac

P ot. aAsa itgtmma datim tackama A, B, C gde je BJ v 120

, Pl S o i | , B, C, gde j izmed
] C, ¢ini getvorku tadaka dija je dvo‘raz-mer;1

[ABCD] :% (sl 20).

avanja.
nstantom k = —_1

Neka je pi proizvoli
. C lina prava kroz tacku A, K 4]
. R 1zvo] ; . onstrulsim pra-
};) p: Cetvorku tacaka A, B, Cy, D cija je vdvoravmera1 flﬁi]lg élé})p]fa
N v 9 J - " g
=, pri cemu je A=A i Di.. Tada je [AB,C,D, w] = MG 3
kN | B,C, 2
ba je za proizvoljno izabranu jedini Zi e
i anu jedinicu duzine A/C, =3 i B,C, = 2 j

’

Smatrajudi i

ajuci B ovi
Smal I{]()[j‘,] V“,.H%YJPC, ]Cll parovima odgovarajucih tacaka perspek
! arnog preslikavanja, presck zrak i o
duje centar S perspalkt: 3 presck zrakova BB, i CCy odre-
e ' )S pu.?pu]\nvu Kako je Do beskonacno (i'l]ok'll l)ﬁiL
A e o Bemspeliive, J A aleka tacka
teoprava kroz S oparalelna pravoj peopreslikava D .
AV 1. u

(acku D na pravoj p. Prema dokazanom stavu je 1ABCD]

[ABCiDi ] Dakle je [ABCD] ==

amo  pre-

Ova konstrukcija omogucuje da se perspektivno koline
kavanja k.

<likavanje zada centrom S, osom s i konstantem presli

7. Perspektivno afino preslikavanje

ntar i osa konac¢ni od sluca-
dobic¢emo razli¢ita specijalna
ravnih polja tataka euklid-
daleki elementi nesvojstveni.

Razlikujuci slucajeve u kojima su ce
jcva u kojima su beskonacno daleki,
perspektivno kolinearna preslikavanja
skog prostora za koji su beskonacno
Razlikovademo sledece slucajeve:

| Centar kolineacije je kona¢na tatka S i osa kolineacije je ko-
‘nacna prava s.

. Centar je beskona
3. Centar je konafna
4. Centar je beskonacno daleka tadka S« , osa je beskonacno da-
Jeka prava Se .

U svakom od navedenih slucajeva razlikovacemo i one cija kon-
slanta preslikavanja k ima posebnu vrednost.

1. Ako su centar i osa konac¢ni elementi, preslikavanje je opste
perspektivno kolinearno sa €ijim smo se osobinama upoznali.

¢no daleka tadka Seo , osa je konadna prava s.
tacka S, osa je beskonactno daleka prava se -

2. Neka je preslikavanje dvaju ravnih polja tataka a(M) i o (M)

dnia

dato konac¢nom osom s i beskonacno .dalekim centrom S. .

T
siav 1. Ako je centar perspektivno kolinearnog preslikavanja be-
<konacéno daleka tacka S, ovo preslikavanje je perspektivno

alino.

Tada osu nazivamo osa afinosti a zrake zracima afinosti.

avanje je perspektivno jer paralelni zraci obrazuju pra-
men odnosno snop sa sredi§tem S«., Da bismo dokazali da je na-
vedeno preslikavanje afino, treba, prema definiciji, dokazati da se
beskonacno daleka prava jednog polja preslikava u beskonacno
daleku pravu drugog polja tacaka.

Ncka je preslikavanje dato centrom S ., osom s i parom odgova-
rajucib tacaka A 1 Ar (sl 21). Pokazali smo da je za preslikavanjc
beskonacno daleke prave dovoljno preslikati jednu njenu tacku.
Uoc¢imo zato par odgovarajuéih pravih AP i AP, gde je P =P, tac
. Preslikajmo tactku U. prave AP u tacku U, prave APy
druzog polja. Tacka Up se odreduje na pravoj AP1 u preseku sa
smakom S. Ua.. Kako je S« Us, beskonacno daleka prava, ona
seku sa APy odreduje beskonadno daleku tacku Ui prave
ic beskonacno daleka pra-
Dakle,

Ovo _preslik

ka ose s

u pre
AP, . Prava kroz Uje paralelna osi s

vi jer je odredena dvema he honacno dalekim  tackama.



slika beskonadne daleke praye Jj¢ beskonacno d
vazi i za slucaj kada sy polja tacaka yu razli
slucaj kada sy u istoj ravnj.

Ako su oba polja ta¢aka y istoj ravni, dokay bi mogao da se za.
snuje i na stavu da se svaki zrak pramena, ¢iji je nosjlac centar S
perspektive, perspektivno ,kolinearnog preslikavanja, preslikava u
istu pravu. Kake je S, tadka beskonaéno daleke prave, besko-
nacno daleka Prava je zrak pramena sa srediStem S
se u isty pravu, dakle, beskonac¢no daleku pravu.

aleka prava. Dokaz
Citim ravnima i za

« 1 preslikava

sl. 21 55 g2

Posledica; U perspektivno  afinom presl
preslikavaju se paralelne prave,

Prema prethodnom, beskonacno daleka tac¢ka preseka paralelnih
pravih, posto pripada beskonaéno dalekoj Pravoj, preslikava se y
beskonadno daleku ta¢ky preslikane prave koja je takode besko-
nacno daleka. Dakle, preslikane prave seku se g beskonac¢no dale.
koj tagki, tj. one su takode paralelne (s]. 22).

Stav 2. Ako sy ABC, i A, Bi, C; redom odgovarajuce tacke na
dvema odgovarajucim DPravima perspektivng afinog preslikavanja
u kome je centar Se 1 osa s, tada je AC:BC — A.Ci:B,C,, tj. inva-
rijanta perspektivno afinog preslikavanja je razmerq trojke ta-
¢aka jedne Prave (sl. 23),

itkavanju paralelne prave

Pri datom preslikavanjy tacaka dveijy odgovaraju¢ih pravih AP j

P (P=p) tatka D. prave AP preslikava se u tactku D,.
prave AP, . Kako je invarijanta perspektivno k«olitnearnog presli-
kavanja dvorazmera Cetvorke tacaka jedne prave, tj. [ABCD] =
= [AB.CD], i kako je dvorazmera jednaka razmeri akq je jedna

od taaka Cetvorke beskonacno daleka, tj. [ABCDOQ]:%(Ci

i

A, C ; .
[AlBlC]D] oo] = ;J;,,,] " S‘Iedujc AC . A, ( I -
C, B, ‘ BC B, C,

CCy  proporcionalni. Dakle je
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. : ja dvaju polja
Stav 3. Konstanta perspektivno afinog Pre‘slnkav?HJdS dV;‘JosapSJ
Stav 3. St 5 ; kome je centar S J
A& ja pripadaju istoj ravni, u seéna tadka zraka afi-
b’ leja pdp varajucih tacaka, a M, presecna tadka z
i M, M; par odgovaraj M, M;

p ] < 1 -
nostl a m res a s, ]e a Je raz (il M
ost \/I \/] S 0SO (o h kawyan Q dn'] kf me k =

s

] inearno, reslikavanja,

perspektivno kolinearnog = pres
: ‘i od konstante perspe : ‘ cvania,
PU]aZ?\ZII\/IOSM] i dokazane osobine da je dvorazmlell‘{aa c‘iv re
r e vls |, ) } 5 : ,
X leg 'e:ine prave, od kojih je jedna besko'nacsno aleka, jedn
tacaka | p ] . o ‘ o
1"1§merij trojke kona¢nih tacaka, dobijamo za

MS, MM, MM, MM,
K= MM Se M= M,M, MM, MM, |
J j = i a u zraci
Stav 4. Ako je konstanta preslikavanja k = —1 i ako s
Stav 4.

~. . . -] . . . v , ] .
)

M = 1, odnosno
S
i i ‘inosti, koji je
MM, = MM Dakle, na proizvoljnom zrakq ahrioi bk quli-
B | S i > AC Cl i Uzl
& s normalan, nalazi se par odgovarajudéih taca ;w])i,m
u rm , sova o s
{li'}(l)sstrana ose i na jednakim odstojanjima. Kako ovt
it : se :

1 oV | 24 l) >S 1 na-
5 @ L0 TeS ]I’I\ avai JJ, a
¢ . taLa‘]\a 'da Ob f
rma SV&kl pa‘l” O‘dg th'a]ULlh o o

M; izmedu M i M; . Za vrednost [k[=1 je

S ) : S ) OS na ost s
VL(](”L O ()’l 1 deHllSU SHT]U‘]I_]” u (dn su « N . .
) ) Y 1 I » g5 [ ()(!]]()‘wll L Osuee
R] ('! [i\'ll( 'llvill( ] l’k'\lll\&l\'Ll“]( J ¢ ST “II‘I 8
i3 ‘



N.( ka e preslikavanje dvaju |
nacni entr S i b .

cmecentrom: S i beskonagno da
( 5 T A, s ‘
""“‘?ifv perspektivino kolinearnoo
specificne za s . -

lekom osom s .,
preslikavanja izved;

Stav 5. je o ]

v dﬁl;iaje; 1Aosa perspektivno kolinearnog pre
acn - Prava s« i centa ¢ ¢

nje je perspektivno afing. 5 SR by

ovom preslikavanju besko

ka vanj I v V
1]3 Sw , preshka a u Samu Sebe ovo j
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Stav 6. Invarijanta presli
Je razmera trojke tadak

kavanja, u kome i
: , me je cent i
a jedne prave (sl 253). mar S

sl. 25
sl. 26

Polaze¢i od invari;
nvarijantnostj dvor "
prave e . ) razmere  Cetvork X 7
o [AIBICI D}}e{spsktlvno kolinearnom preslilka\f;i-:ac?i‘% jedne
1 1 y ine : i =z
no daleks ;aék aO .eodi]@bmc da se u afinom presli‘kav;‘n]’u begiD] -
ku odgovaraiuc Jedne prave preslikava y beskonacno onac
Juce prave, npr. Do, u D, dobijamo da ie [(/iﬁi%ku e
e -
_ é] C] J D oe] ==

. v BC BTCT . Dakle, invarijanta je razme.
ra trojke tacaka Jjedne prave

= [AB:S/D; ..}, odnosno

ic ovarajuce prave datog
el O, Jjer se seku u tac¢ki ose koja je
vim ‘i L
o 1mNprawm parove odgovarajucih
) 1 . : ‘
S a O.SDOVLI Poznatog stava geo-
Hm pravim odreduju zracj SA EP
g o 2 “))

je su paralelne

tacaka A i Ay , B i B,

metrije, odsedej koje n

SC pProporcionalni sy tj ST
S OBC B,

a T o 5 - ok
viih polja tacaka odredeno ko-

Iz osobina
mo osobine

slikavanja besko-
n, )
¢ka, ovo preslikava-

. Posto se u
a, koja je osa presli-
¢ preslikavanje afino,

osa S,
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Srav 7. Konstanta preslikavanja, u kome je centar S osa s, M, M,
MS

par odpovarajucih tacaka, jednaka je razmeri Xk = - '
M, S

Kako je osa beskonacno dalcka prava s e, presccna tadka zraka
MM, sa osom s je beskonatno daleka tacka M. . Dvorazmera
L |MMSM, » ] kojom je konstanta perspektivno kolinearnog pre-
Jlikavanja definisana, jednaka je, prema tome, razmeri trojke ko-

nacnih tacaka. Dakle je k = —— 3
M] S

Srav 8 Dva ravna lika koji se jedan u drugi preslikavaju perspek-
(vno alino sa centrom S i osom S, jesu perspektivno slicni ili
homoteticni (sl 26).
Neka su trouglovi ABC i ABiCi dva odgovarajuca trougla datog
preslikavanja. Dokazimo da su perspektivno sli¢ni.
Trouglovi su u perspektivnom poloZaju jer parovi odgovarajucih
lemena A i Ay, B i By, C i C pripadaju zracima perspektiv-
nog preslikavanja sa centrom S
kiako su AB i AB; odgovarajuée prave, one se seku u tacki ose
dakle, one su paralelne, pa je AB:AB;=AS:AS . Isto
l.ko, posto su AC i ACi odgovarajuce prave, one su paralelne,
P sledi: AC: AiCy = AS: AsS. Dakle jCZ AB:A B =AC: AC: .
Kiaci uglova BAC i BiAC; su paralelni i jednako usmereni, pa
wu uglovi jednaki. Prema tome, trouglovi ABC i AB.C, su slicni.
Koclicienat sli¢nosti jednak je konstanti preslikavanja.
Ruastavljanjem proizvoljnog mnogougla na trouglove dokazuje se
Jda su bilo koja dva odgovaraju¢a mnogougla ovog preslikavanja
shicni.
Stav 9. Ako je konstanta preslikavanja k = —1 , preslikavanje sa
centrom S i osom se je centralna simetrija.
Kako je k <0, parovi M, My i S, M; se razdvajaju, dakle, za
beskonaéno daleku tadku M. tacke M i M; su sa razlicitih stra-

M,S
na tacke S. Kako je k| =1, sledi da je —K/Ilé— =1, tj. M\S =

MS .
Ovu osobinu ima svaki par odgovarajud¢ih tacaka, a navedena oso-
bina definiSe simetriju u odnosu na centar S . Ovo perspektivno
alino preslikavanje je simetrija u odnosu na centar S
Na slici 27 dat je primer odgovarajucih trouglova ABC i ABiCi
perspektivino kolincarnog preslikavanja koje predstavlja central-

nu o simetriju u odnosu na centar S,



sl. 27

sl. 28

4. Ako je u perspektivno kolinearnom preslikavanju centar besko-
nacno daleka tacka S« iosa perspektive beskonagng daleka pra-
Va S«, tada su zracj perspektive paraleln; j osa je beskonacne

S« 1 odgovara sama sebi. Prema dokazanim osobi.
nama u 2. i 3. ovo preslikavanje Je perspektivno afino.

paralelnim pPomeranjem u pravey zraka afinosti. Ovo preslika-
vanje je translacija ilj translatorna podudarnost,

Dokazimo da sy dva odgovarajuéa trougla ABC j A,B,C, podudarna
(sl. 28). Zraci preslikavanja AA, i BB; paralelnj su, a takode sy
paralelne i odgovarajude prave ABiAB, .U paralelogramy ABBA,
je AB = AB, j AA; = BB, . Sli¢no dokazujemo da je BC = B,(,
BB, = CC,i AC = AC , AA =g, . Prema tome sy trouglovi ABC
i AB,C, podudarni,

Prema dokazanim osobinama preslikavanja y slucajevima 2. ; 3,

ada su ili centar ili osa beskonacno daleki ; preslikavanje y

i aleki, je perspek-
zajednicke osobine:

1. paralelne prave preslikavaju se y paralelne prave,

2. razmera triju tacaka (ili razmera duzin

na dveju duzi) jedne pra-
ve je invarijanta ovih preslikavanja.
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B i B, C i ¢ (sl 30).



