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Glava 1

Apstrakcija i konkretizacija

Matematika je apstraktna nauka. Objekti, veli~ine i odnosi me|u
wima, koji se pojavquju i razmatraju u matematici, motivisani su po-
javama iz strvarnog sveta, ali su wihove osobine apstraktne. Na osnovu
ove ~iwenice je jasno da misaoni postupci apstrakcija i wena suprot-
nost konkretizacija igraju posebno zna~ajnu ulogu u matematici kao
nauci, a samim tim i u nastavi matematike.

Re~ apstrakcija poti~e od latinske re~i abstractio {to zna~i iz-
dvajawe, izvla~ewe, odvajawe, odvla~ewe.

Naravno, matematika na samom svom nastanku nije bila apstrak-
tna, i pre{la je dug put do apstraktne nauke kakvu mi danas pozna-
jemo. Potsetimo se, matematika kod drevnih civilizacija Azije i
Afrike, posebno Vavilona i Egipta, bila je konkretna, usko povezana
s prakti~nim izra~inavawima i merewima. Stari Grci, zahvaquju}i
putovawima svojih mislilaca (nau~nika) i filozofa u te zemqe, up-
oznali su i preuzeli wihova matemati~ka znawa, ali su ih po~eli
obja{wavatinanovna~in (dokazivati). Umno{tvudo tadanepovezanih
~iwenica Grci su po~eli da tra`e sli~nost, apstrahovali su ih i gener-
alizovali, a onda izvodili, dedukovali nove ~iwenice. Od tog vremena
va`no mesto mesto u matematici zauzimaju apstraktna razmatrawa i
dokazivawe. Za~etnih toga je bio Tales (oko 624 � 548. p.n.e.), iako se
u wegovim dokazima prepli}e konkretno i apstraktno, pa wegov dokaz
nije logi~ki strog, ali je ipak zna~ajan pomak ka apstrakciji. Potpuna
apstrakcija matemati~kih pojmova posti`e se posle Talesa. Pitagora
(oko 570 � 399. p.n.e.) ve} razmatra apstraktne geometrijske oblike, a
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kod wega su i brojevi apstraktni. On uvodi dokaz u matematiku. Wegov
nau~no-filozofski sistem, i pored svojih nedostataka, doprineo je da
se kod Grka matematika razvije kao apstraktna nauka. Pomo}u apstrak-
tnih matemati~kih pojmova on i wegovi sledbenici obja{wavali su
strukturu svemira.

Problemom apstrakcije bavili su se i Gr~ki filozofi. Teorijski
problem apstrakcije razmatra filozof Sokrat (469 � 399. p.n.e.) u
svojoj raspravi sa sofistima u vezi sa pitawem o granicama spoznaje.
Platon (oko 429 � 348. p.n.e.) u shvatawu apstraktnih matemati~kih
pojmova odlazi i korak daqe, on u wima vidi realnost i postojawe
svih ideja iskustvenih objekata. Matematika, koja se bavi apstraktnim
matemati~kim pojmovima, omogu}ava sagledavawe sveta izvan iskustva.
Iz toga proizlazi wegova filozofija i wegovo poimawe sveta � Pla-
tonov �svet ideja�. Platonovo u~ewe o idejama odbacio je Euklid (oko
330 � 275. p.n.e.). Svi pojmovi koje on razmatra su iz ~ulnog iskustva.
Euklidovi dokazi su strogi i wegove Elemente karakteri{e visok nivo
apstrakcije.

[ta je zapravo apstrakcija? Postoje razli~iti opisi ovog pojma
u zavisnosti u kojoj nauci ili u kom podru~ju qudske delatnosti se
on sre}e (logika, psihologija, filozofija, hemija, matematika, umet-
nost, govorni jezik, itd.). Apstrakcija je jedan od osnovnih misaonih
procesa. U nauci, a posebno u matematici, apstrakcija ozna~ava de-
lotvoran i logi~ki razra|en postupak za teorijsko upoznavawe pred-
meta i prakti~no ovladavawewime. Preciznije, apstrakcija je misaono
odvla~ewe op{teg i bitnog svojstva posmatranog objekta ili pojave od
ostalih svojstava, nebitnih za odre|eno prou~avawe, i odbacivawe tih
nebitnih svojstava.

Budu}i da se op{ta bitna svojstva nekog skupa objekata izdvajaju
primenom metoda generalizacije, iz toga o~ito proizlazi da je apstra-
hovawe u bliskoj vezi s uop{tavawem i da se ne mo`e bezwega ostvariti.
Uop{tavawe i apstrahovawe stalno se primewuju u procesu formirawa
pojmova pri prelazu od predstava k pojmovima. Pri tome, konkretni ob-
jekti, potrebni za formirawe novog pojmamoraju biti odabrani tako da
omogu}avaju uop{tavawe, izdvajawe bitnih svojstava koja ~ine sadr`aj
pojma. Izdvajawe i apstrahovawe op{tih i bitnih svojstava slu`e za
matemati~ki opis posmatranih konkretnih objekata. Pogledamo vrlo
jednostavan, ali i va`an primer pojma broja, gde se u~enik prvi put
sre}e sa apstrakcijom.
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PRIMER 1.1. Pojam broja 3.
Do pojma broja 3 u~enik dolazi u nekoliko koraka.
1) Zapa`awe (~ulna spoznaja): upoznavawe konkrethih skupova i wi-

hovih svojstava. (Tri jabuke, tri kruga, tri slova, tri kvadrata itd.)
2) Predstava o broju 3: uo~avawe i izdvajawe zajedni~kog bitnog

svojstva promatranih skupova.
3) Formirawe apstraktnog pojma broja 3: bitno svojstvo skupa

{a, b, c}.

Sli~an je procesformirawaimnogihdrugih apstraktnihmatemati-
~kih pojmova. Nave{}emo jo{ nekoliko jednostavnih primera apstrak-
cije.

PRIMER 1.2. 1) S prirodom apstrakcije, a to zna~i s jednim za matem-
atiku va`nim misaonim procesom, u~enike mo`emo upoznati vrlo rano.
Uzmimo jednostavnu jednakost 20 · 5 = 100. Tu jednakost mo`emo shva-
titi kao rezultat apstrahovawa iz mnogih konkretnih odnosa. Koji
konkretan sadr`aj mo`emo dati navedenoj jednakosti? Neki od odgo-
vora su: vrednost 20 `vaka po ceni od 5 dinara, povr{ina prostorije
du`ine 20 i {irine 5 metara, pre|eni put objekta pri konstantnoj
brzini od 20 km/h i dr.

2) U {kolskim zadacima sa brzinama, kretawem, objekat koji se kre}e
po nekom putu je naj~e{}e ~ovek, `ivotiwa, bicikl, automobil, voz,
brod ili avion. Pri re{avawu takvog zadatka mi se najpre udaqavamo od
konkretne prirode objekta i zami{qamo objekat kao materijalnu ta~ku
koje se kre}e po nekoj putawi. Nakon ove apstrakcije zadatak re{avamo
kao matemati~ki zadatak.

3)Problem postavqawa cevovoda izme|u dva mesta povezan je sa nizom
pitawa. Sam cevovod je konkretan objekat koji ima raznovrsna i za
prakti~ne svrhe va`na svojstva: oblik, veli~inu, du`inu, te`inu,
propusnu snagu, materijal od kog je napravqen, vrstu izolacije koja je
postavqena oko wega i dr. Pri re{avawu ovog problema projektant mora
nekoliko puta pribe}i apstrakciji, izdvajaju}i neka od navedenih svoj-
stava i zanemaruju}i privremeno ostala. Razmatrawe du`ine cevovoda
i trase vodi do prvog apstraktnog modela cevovoda - geometrijske linije,
razmatrawe oblika i veli~ine cevovoda u svrhu{to efikasnijeg rada vodi
do drugog apstraktnog modela - geometrijskog tela, a razmatrawe vrste
izolacije vodi do tre}eg apstraktnog modela - geometrijske povr{i.
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Prou~avawe ovih apstraktnih modela konkretnog objekta daje potrebne
odgovore na ranije postavqena pitawa.

Ve} iz prva dva opisana primera uo~avamo da se apstrakcija po-
javquje u dva razli~ita oblika. Prvi od wih karakter{e ~ulna spoz-
naja.

PRIMER 1.3. Predmet u prostoru.
Promatrajmo predmet na slici 1.1 kao geometrijsko telo. Ono ima

razli~ita svojstva koja uo~avamo na{im ~ulima: polo`aj u prostoru,
oblik, veli~inu i dr. U svrhu prou~avawa mo`emo izdvojiti bilo koje od
tih svojstava i udaqiti ga od ostalih. Strelice na crte`u pokazuju
tri mogu}a smera apstrahovawa.

положај

oблик

величина

Slika 1.1.

Drugi oblik apstrakcije karakteri{e udaqavawe potpuno izvan
~ulnog podru~ja. Ova apstrakcija je po svojoj prirodi dubqa od prve,
jer nije samo jednostavan izbor nekih svojstava objekta za odre|eno
prou~avawe ve} i wihova transformacija.

PRIMER 1.4. Klasifikacija trouglova.
Postoje dve prirodne klasifikacije trouglova: klasifikacija u od-

nosu na du`ine stranica i klasifikacija u odnosu na veli~ine uglova.
Ako vr{imo klasifikaciju u odnosu na du`ine stranica, onda se pri

tome udaqavamo od svojstava me|u veli~inama uglova i drugih svojstava.
Rezultat ove klasifikacije su slede}i pojmovi: raznostrani trougao,
jednakokraki trougao i jednakostrani~ni trougao.

Ako vr{imo klasifikaciju u odnosu na veli~ine uglova, onda se pri
tome udaqavamo od svojstava me|u du`inama stranica i drugih svo-
jstava. Rezultat ove klasifikacije su slede}i pojmovi: o{trougli
trougao, pravougli trougao i tupougli trougao.
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Pogledajmo sada jedan slo`eniji primer iz {kolske matematike u
kojem se pro`ima i nadopuwuje nekoliko misaonih postupaka (analiza,
konkretizacija, indukcija, generalizacija, analogja), a posebno }emo
obratiti pa`wu na razli~ite nivoe apstrahovawa.

PRIMER 1.5. Zakon komutativnosti za sabirawe prirodnih brojeva.
a) Ovaj zakon u~enici usvajaju ve} u po~etnoj nastavi (prvi razred

osnovne {kole). Kao temeq istra`ivawa slu`i induktivni postupak
koji se satoji od niza induktivnih zakqu~aka o konkretnim objektima
i specijalnim slu~ajevima. Konketni objekti su naj~e{}e skupovi pred-
meta iz stvarnog sveta: olovke, {tapi}i, plo~ice, nov~i}i, kockice i dr.
Na primer, zbir 3 nov~i}a i 6 nov~i}a je 9 nov~i}a, a toliko nov~i}a se do-
bija i kao zbir 6 nov~i}a i 3 nov~i}a. Dakle, va`i jednakost 3+6 = 6+3.
Mewawem broja elemenata iz navedenih skupova, sabirawem i provera-
vawem dobija se za taj nivo nastave niz apstraktnih jednakosti:

3 + 6 = 6 + 3, 9 + 4 = 4 + 9, 7 + 12 = 12 + 7, 10 + 15 = 15 + 10.

Jednakosti pokazuju da je nebitna priroda predmeta, ve} da je bitan je
odnos (veza) me|u brojevima predmeta koje one opisuju. Izdvajawem toga
op{teg, bitnog izvedena je prva apstrakcija.

b)Dobijene jednakosti mo`emo u daqim razmatrawima uzeti kao po-
lazne matemati~ke objekte i wih tako|e podvrgnuti uop{tavawu i ap-
strahovawu. Pogledajmo pa`qivo te jednakosti. Nije te{ko otkriti
u wima ono op{te i odvojiti ga od wihovog konkretnog sadr`aja. [ta
je to op{te? Na levoj strani svake jednakosti je zbir dva broja, a na
desnoj strani je zbir tih brojeva u obrnutom poretku. Ako odbacimo te
konkretne prirodne brojeve i umesto wih uvedemo promenqive veli~ine,
recimo a i b, dobijamo jednakost

a + b = b + a za sve a, b ∈ N.

Prelazom od konkretnih prirodnih brojeva ka promenqivim veli~inama
izvedena je generalizacija gorwih konkretnih jednakosti, a misaonim
odvla~ewem op{teg od posebnog ujedno je izvedena druga apstrakcija.

Na ovaj na~in primenom generalizacije (uop{tavawa) i apstraho-
vawa vodimo u~enike do otkri}a zakona komutativnosti za sabirawe
prirodnih brojeva, ali i do pojma promenqive veli~ine, va`ne za pojam
funkcije.
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Napomena. Sli~nim postupkom u~enici usvajaju svojstvo komuta-
tivnosti i asocijativnosti operacije sabirawa u drugim brojevnim
skupovima (Q+, Q, R), kao i zakon distributivnosti mno`ewa prema
sabirawu. Naravno, treba uvek imati na umu da prikazano apstraho-
vawe nije dokazivawe, na osnovu nekoliko konkretnih jednakosti ne
sledi op{ta jednakost.

Zakon komutativnosti za sabirawe prirodnih brojeva je ve} dobi-
jen uop{tavawem i apstrahovawem, me|utim taj se postupak mo`e na-
staviti. Naime, u tom zakonu se jo{ uvek radi o konkretnom skupu (N) i
konkretnoj operaciji (+). Me|utim, postoje i drugi skupovi i oprecije
definisane za wihove elemente koje imaju isto svojstvo.

PRIMER 1.6. Zakon komutativnosti.
Sabirawe celih brojeva +, mno`ewe racionalnih brojeva ·, sabirawe

vektora +, unija skupova ∪, presek skupova ∩, konjunkcija iskaza ∧, dis-
junkcija iskaza ∨ su neke od operacija koje su komutativne (za koje va`i
zakon komutativnosti):

a + b = b + a za sve a, b ∈ C,

a · b = b · a za sve a, b ∈ Q,

~v1 + ~v2 = ~v2 + ~v1 za sve vektore ravni ~v1, ~v2,

A ∪B = B ∪A za sve skupove A, B,

A ∩B = B ∩A za sve skupove A, B,

A ∧B = B ∧A za sve iskaze A,B,

A ∨B = B ∨A za sve iskaze A,B.

Sve su to konkretne operacije u konkretnim skupovima. Prelazom od
konkretnih skupova ka promenqivom skupu G i konkretnih operacija ka
promenqivoj operaciji ◦, koja u skupu G ima op{te bitno svojstvo tih
operacija, izvodi se ovo uop{tavawe i nova apstrakcija i otkriva op{ti
pojam komutativne operacije.

Oprecija ◦ definisana na skupu G je komutativna operacija ako je

a ◦ b = b ◦ a za sve a, b ∈ G.

Matematika ima {iroku primenu u mnogim podru~jima `ivota i
mnogim naukama. Ako se primena odnosi na konkretan problem ili po-
javu, izgra|uje se wegov apstraktni matemati~ki model. Fizika je nauka
u kojoj je primena matematike vrlo ~esta, a jedna od veza matematike i
fizike je pojam funkcije. opi{imo jedan takav primer.
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PRIMER 1.7. Linearna funkcija.
Zavisnost brzine tela od vremena, zavisnost lineranog rastezawe

metalnog {tapa pri zagrevawu od temperature, zavisnost zapreminskog
rastezawa ~vrstih tela pri zagrevawu od toplote, veza Celziusovih i
Farenhajtovih stepeni dati su redom relacijama:

vt = v0 + at,

lr = l0 + bT,

Vt = V0 + cT,

TF =
9
5
TC + 32.

Nijete{ko uo~iti ono op{te u ovim relacijama i odvojiti ga odwihovog
konkretnog sadr`aja. Apstrahovawem od konkretnih pojava i pojmova
dolazimo do funkcije f(x) = ax + b, a 6= 0. Prema tome, linearna
funkcija je apstraktan matemati~ki model koji obuhvata sve navedene
konkretne pojave. Prou~avawem funkcije f(x) = ax + b, a 6= 0, wenih
svojstava i wenog grafika izdvaja se ono op{te{to je svojstveno ne samo
pojavama opisanim gorwim relacijama, nego i mnogim drugim. Dobijeni
rezultati prou~avawa mogu se nakon toga lako preneti na konkretnu
situaciju.

Radi ne{to potpunijeg uvida u primenu matematike u fizici navo-
dimo jo{ neke fizi~ke pojave i odre|ene funkcije kao wihove apstrak-
tne matemati~ke modele:

• slobodni pad � kvadratna funkcija;

• naizmeni~na struja � trigonometrijske funkcije;

• zakon radioaktivnog raspada � eksponencijalna funkcija.

Na kraju jo{ nekoliko napomena.
Opisani na~in konstrukcije apstraktnih modela konkretnih ob-

jekata u procesu spoznaje ujedno je i dobar metodi~ki na~in uvo|ewa
u~enika u krug ideja koji predstavqa predmet prou~avawa matematike.

Pri primeni apstrakcije u drugim podru~jima qudske delatnosti
treba paziti koliko daleko smeju i}i pojednostavqewe i apstrahirawe,
koji se detaqi mogu zanemariti i na koje mawe efekte ne treba obra}ati
pa`wu. S jedne strane, apstraktni matemati~ki model na koji se svodi
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konkretni problem ne sme biti isuvi{e slo`en, a s druge strane ne sme
se preterano pojednostaviti wegova konkretna strana. Nije uvek lako
na}i granicu do koje se sme i}i.

Pored svih lo{ih strana apstrakcija ima i jednu lo{u stranu: uda-
qavawe od nekih svojstava objekta, neva`nih za odre|eno prou~avawe,
~ime se mo`e izgubiti celovita slika objekta.

Nastavimatematike una{oj zemqise ~esto zamerapreterana akadem-
ska apstraktnost i nedostatak re{avawa konkretnih problema koji bi
ukazali i na upotrebnu vrednost matemati~kih znawa. Imaju}i to u
vidu predla`emo da se ~e{} zadaju zadaci ~iji sastavni deo re{ewa je
pravqewe odgovaraju}eg apstraktnog modela. Ovim se podsti~e i razvoj
mi{qewa kod u~enika, ali i motivacija za u~ewe. Za ovaj pristup
se zala`u i savremeni teoreti~ari koji u prvi plan stavqaju metodi
aktivnog i proaktivnog u~ewa, kao i � problem solving� strategije u
nastavi (problemska i heuristi~ka nastava).

Najboqi primer za izneto zapa`awe je zabriwavaju}e lo{ rezul-
tat pri re{avawu zadatka datog na slici 1.2 (zadatak je bio dat na
testirawu koje je sprovedeno u okviru izrade standarda za kraj sred-
wo{kolskog obrazovawa).

Slika 1.2.

Zadatak su re{avali u~enici zavr{nih razreda sredwih {kola, a u
tabeli 1.1 su dati procenti u~enika, po tipovima {kola, koji su ta~no
re{ili zadatka.
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tip {kole gim. PM gim. O gim. DJ ss 4 ss 3
ta~na re{ewa 32% 13% 4% 2% 0%

Tabela 1.1.


