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I'naBa 1

I'enepanu3anuja u
CrenMjaJanu3amnuja

lNenepanuzaryja u crienyjanu3anyja crajaajy y OCHOBHE METO/Ie HAYIHUX
UCTPAXUBAMA 1 jeHA APYTO]j Cy CYIPOTHE.

Peu renepanmzanuja je HacTaia off JIATWHCKe peudn generalisatio, mTo
3HAYM YOTIITABAKE, YOIIIITEHOCT, U TPEMa PEUH generalis, IITo 3HaUH OTIITH,
CBEOTIIITH, CBEOOYXBATAH, HA]BAXKHI]U, BPXOBHU, TTIABHMU.

Peu crienmjanuzanuja je Hacrana oj] JJATUHCKE pedn Specialis, mTo 3Hauu
nocebaH, ocoOUT, HApOUuT, oApeljeH, TauaH, MojeNUHAYAH.

Tenepanmzaimja WM yormmnTaBarme je Mpeia3ak ca MOCMaTpama JIaToT
ckyma objekaTa Ha ITOCMaTpare HmeroBoT Haiackyma. [lomasehu ox Hekor
rnojMa KoMe je TpuapykeH oapehenm ckym objekaTa, HeroB odWM U yT-
Bpljyje ce HeKO CBOJCTBO CBUX eJleMeHaTa JaTOT CKyIa. 3aTUM ce TocMaTpa
OTIIIITHjH TI0jaM U CBOjCTBO IPEHOCH HA CBE €JIeMEHTE JTOOMjeHOT HaJCKyma
umu ce yrBphyje ommrHje cBojcTBo. HapaBHO ma HUje YHaIIpen jacHO 1A ITH
he mpu TOM TIpEHOIIEHY CBOJCTBO OCTATH CAYyBAHO, IIa € OHO 00aBe3HO
Mopa [TOKa3aTH 3a CBe eJieMeHTe Hanckyma. Jlakie, reHepanu3aluje WiH
YOIIITAaBamke j€ METOI KOJUM ce M3rpaljyjy OmuTHju I0jMOBH MIIH OMIITHja
TBphema.

TIPUMEP 1.1. Hajuewhu tipenasu ca cKyia y HAGCKYii y WKOACKO] MATIEMATTUYU
cy caegehu:

e N—-ZN—-Q"Z—-QQ—R R—C;



® jegHaKOCTIpaAHUYHY THPOYEN08U — JeqHAKOKPAKU POYENosuU;
® ipasoyznu Wpoyenosu — Wpoyeiosu;

e Keagpaitiu — UPAGOY2ZAOHUYU,

® xeagpaitiu — pomMbosu;

® [Ipasoy2aoHuyy — UapaneroZpamu;

® paiie3u — Hewigopoy 08U,

® [{UPOYeNosU — MHOZO0YEN08U;

® YyeliGOPOYEN08U — MHOZOYZN06U;

® {pasuIHU MHOZO0YZN06U — MHOE0YENO08U,
® KOYKe — Keagpu;

® Keagpu — fpagoynu iapaneneiuiequ,
o ilieilipaeqpu — N-{OCHIpane gupamuge;

® {UpuZoHomeitipujcke QyuKyuje owitpos yia — WpucoHomeipujcke QyHk-
yuje Gpouszeo.bHOE yaid.

Ha ocHoBy HaBefeHOT crmicka Iipena3a BUANMO Aa ce Mpelra3u 0OOUIHO
BpILE Y ,,HAjOIKkK HaacKyll. OHM UCTOBPEMEHO U YKa3yjy Ha YOTIIITABAILE
onpehennx mojMoBa. Ha mpumep, mojam paltmoHaIHOT 6poja je YOIITemhe
TojMa TIeNTorT Opoja, mojaM mapajielorpaMa je YONIITEmke ITojMa TpaBoyTao-
HHKa, I0jaM KBaJpa je VONIITeHEe ITojMa KOIke, UTH. Takolje, BHOINMO
Jla HeKW TOJMOBM MMAjy W BHIINIE yOInTema. Hmp. mojam pomba u mojam
IIpaBOYTaOHUKA Cy YONIITEHha TI0jMa KBaapaTa.

Jlatu cnmcak mpejiaza OTKpUBA jOII HEKE BaKHE UMEbEHHUIIE. AKO IO-
cMaTpamo TIpesase Hpoyeiosy — MHOZ0YEN08u N lieidipaeqpu — N-Hocilipane
Aupamuge BUIAMO J1a BbUX KapaKTepuIlle 3aMeHa 6poja 3 OUI0 KOjuM MPUPO/I-
num Opojem n. Ilocrmenmu mpenas ca cnmcaka MPEICTaB/ba 0A0aINBAGE
orpannuema 0° < a < 90° 3a mocMaTpaHu yrao a.

Ha ocHOBy cBUX mpeiiaza W3/(Bajajy ce JIBA OCHOBHA HA4YWHA T'eHEPa-
TH3aIyje:

(a) 3aMeHa KOHCTaHTe POMEHIEUBOM;

(6) ogbarmBame orpaHUYEHHA.
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Cnenmjanm3angja je mpenas ca ocMaTpama JaToT CKyla oOjekaTa Ha
onroBapajyhe pazmarpame meroBor nojckyna. Crernujaamsaimja ce Hajue-
mhe mMpuMerbyje Kaaa je HeKO OTIITE CBOjCTBO NOOHjeHO TeHepamu3aijoM Beh
nmokazano. Taga ce crerujanmzanyjoM go0uja jeMHOCTABHUjE CBOjCTBO. To
CBOjCTBO BHIIIE He Tpeba JOKa3UBaTH, jep je ’eroB Joka3 oOyxBafieH ONuTHM
JIoKa3oM. Y IIKOJICKOj MaTeMaTuIu cpeheMo TakBy criemujanmn3anu;jy.

Hajuermrhu npenasu ca cKyna y IOACKYI Y IIKOJCKO] MATEMATHIH CY
y oOpaTHUM CMepoBa O] Tpera3a Koje cMO Habpojany 3a TeHepaan3aiujy.
Ipenasu ce 0OMYHO BpIIE Y ,,HAjOIMKH TTOACKYIL.

H3zaBajaMo 1Ba OCHOBHA HAUMHA CHEIHjaTH3aIITje;

(a) 3aMeHa MPOMEHJbUBE KOHCTAHTOM;

(6) yBoheme orpannyema.

M3 cBera 1o cazia peueHoOT jacHO je Ja TeHepaau3allfja U crielijaanusalija
MMajy MIUPOKY MPUMEHY Y HACTABU MATEMATUKE. Y HIKUM pa3peuma oc-
HOBHe IIKOJIe HACTABHUK MOMONY KOHKPETHHX 00jeKaTa YBOAN HOBE MOjMOBE,
OTTHCYje IHUXOBA CBOjCTBA, a OHAA W3BOAM jEMHOCTABHUjE TeHEpaIu3aIlyje.
Kachuje y mkonoBamy reHepamuzaliije mocTajy cBe ClIoKeHH|e U 0Ba] METO
MOCTaje BaXKaH U 0OTaT M3BOP HOBUX Ca3HAA.

T'enepannzanmja, oqHOCHO Tpeja3 ca KOHKPETHOT M MOjeNHHAYHOT Ka
omiTeM, je Ci0keH MHCAOHH mpouec. Ilcuxono3u ykasyjy Ha YHILEHHILY
Ja MOCTOje YYeHHIN KOjH TelIKO CABJAJaBajy Taj mpeia3s, IITO JOIATHO
o0aBe3yje HACTABHAKA MaTeMAaTHKe Ja CBOjJUM METOAHYKHM NMPHCTYIOM Taj
npena3 yuunn mro gakmmM. C ipyre cTpaHe, mpena3 Koju ce BPIIN Y CHenu-
jaau3auMju BOJIHU 0 jeITHOCTABHUjUX MATEMATHYKHX YHb-eHHIa i oMoryhaBa
yueHHIIMMA §0Jbe pa3yMeBam-€¢ HACTABHUX CaJpiKaja.

IIPUMEP 1.2. 1) 3akonu xomyimaiausuociiy, o +b = b 4+ a u ab = ba, aco-
yujaimuenociy, a + (b + ¢) = (a + b) + c u a(be) = (ab)c, kao u qguc-
wpubymusHoCTiu MHONCera dpema cabupary, a(b + ¢) = ab + ac, ce najape
yeiocimiassajy y cKyily @pupoghux opojesa u o WAaKo willo e Ha HoHeiKy
AOCMATAPAJy KOHKPeTIHU APUMepPY, d 3ailiuM u3eoge 2enepanuzayuje. Memogom
Zenepanusayuje ce wu saxonu dociyino uz ckyia IN @penoce y wupe ckyiose

Z,Q, RuC.

2) Otiepayuje ca cilieiienuma umajy caegeha ceojciniga.



Osa csojcitisa ce Hajipe goxazyjy sa excioneniiie uz ckyiia N, a saitium ce
goxrasyje ga ipu apenazsuma N — Z u 7 — Q ceojciuea ocimiajy cauysana.

ITPUMEP 1.3. @opmyna S, = (n — 2) - 180° 3a 36up yuympawrsux yenoea
Nn-{woyZna je Zenepanusayuja Gopmyne 3a 30up YHYHEPAuUX Yen06a mpoyeia.

C gpyze citipane, gopmyaa ga je 30up yerosa y wipoyeny 180° je citeyujanu-
sayuja gopmye 3a 30up YHYHPAUIUX Y1084 TWPOYENa U oduja ce 3aHeMoM
apomesbuse N KOHCHIAHTOM 3.

I[MPUMEP 1.4, @opmyra h = 7““);”2 3a gyHCUHY BUCUHE KOja 0g2osapa Oc-
HOBULU gydHCUHe G Y JeGHAKOKPAKOM THAPOYSY Kog K02 je kpax gyzicune b je
- . _ a3
senepanusayuja gopmyne h = <%=
wpoyana.

30 gYoHCUHy 8uUCUE jegHaKOCIPAHUYHOZ

C gpy2e cilipane, ckyil jegHaKOCTPAHUYHUX TPOYSI08a je UOYCKYH cKYiia
Jeguaxoxpakux wmpoyanoed. To 3nauu ga cee willo axiCU 3d JeGHAKOKDAKE
HIpoy2nose eadicy u 3a jegnaxocmipanuyne iipoyznoge. Kog jegnarxociipanuunod
wpoyena je b = a, ta cueyujamuzayujom uz Gopmyae 3a UCUHY JeqHAKOKPUKOS
mpoyzia gobujamo opmyny 3a UCUHY jeqHAKOCTHPaHUYHOE THPOYENd.

Hamomena. Axo ce y HacTaBu Hajiipe N3Boau GopMyJsia 3a BUCHHY jeTHAKOC-
TPAaHUYHOT TPOYTIa, oHMa je (hopMyJia 3a BUCHHY JETHAKOKPAKOT TPOYIIIa
IbeHa TeHepaIn3anuja U ImheH J0Ka3 OCUTypaBa aHajgornja. Ako ce mehyrum
n3Bee IpBo (PopMYyIia 3a BUCHHY jeTHAKOKPAKOT TPOyIiia, oHaa (opMyITy 3a
BUCHHY JeTHAKOCTPAHUYIHOT TPOYINIA HHje TOTPEOHO AHAJIOTHO W3BOJUTH,
Beli oHa OupeKTHO claeau crnenyjammzamyjom b = a. Kojy he dopmymy
HACTABHUK ITPBO M3BECTH 3aBHUCHU O] heroBe KpeaTuBHOCTH. [loikeibHO je
yKa3aTH yYeHHIIMA 00a MPHUCTYNA H TAKO HM YKa3aTH Ha reHepaIn3anujy u
cnenujaan3anujy.

ITPUMEP 1.5. 1) Teopema ga je yenitiparnu y2ao kpyia gea iyiia echu og
aepugepujckos Hag UcHiom TemiueoM je Zenepanusayuja meopeme o bepughe-
PUJCKOM YENLY HAG UPEYHUKOM.

C gpyée ciipane, cieyujanuzayujy iwsphersa ga je yeHmpaiuu yeao Kpyaa
gea tyiia eehu og depugepujckoé nag uciiom Weliugom gooujamo Kaga 3a
ietiiugy usabepemo ApeuHux Kpyscruye, ij. usabepemo YeHmpainu yeao mepe
180°. Ha wmaj nauun ciieyujanusayujom gobujamo wepherve ga je ceaxu ie-
pughepujcku yeao Haq ApeHHUKOM KpYyIcHUYe Upas.

2) @opmyna d = v/ a? + b2 s3a gyscuny gujazonane Apasoy2aonuxa je Zene-
panuzayuja opmye d = av/2 3a gyocuny gujazonane Keagpaiia, a opmyna
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a? + b2 + 2 sa gyacuny gojazonane keagpa je 2enepanuzayuja gop-
myne D = av/3 3a gyacuny gujaionane xoyxe.

Tlonazehu og gopmyna 3a gysicune gujazonane ApasOYEAOHUKA, Cileyuja-
auzayujom 3a b = a gobujamo gopmyry 3a gyxcuny gujaonane xKeagpaiia,
a tonaszefiu og Gopmyne 3a gyAHCUHY Gujaconane Keagpa CHeyujanusayujom 3a
b = ¢ = a gobujamo hopmyay 3a gyaxcuny qujaionane Koyxe.

3) Kocunycna iweopema ¢ = a® + b%> — 2bccosy (ege ¢y a,b, ¢ gyscune
cupanuya, a vy mepa yana usmely ciuipanuya gyxcuna o u b) je Zeneparuzayuja
Iuiwiazopune weopeme, ¢ = a® + b% y ckyity apasoyeux wpoyznosa.

Honazehu og kocunycre iwieopeme, cieyujarusayujom sa~y = 90°, gooujamo
THuitiazopuny iwieopemy.

TITPUMEP 1.6. Ilospuwna itipoyzna.

Ako ¢y a, bu c gyarcune citipanuya wpoyana, me2osa idospuiuna P ce moorce
uspauyHaimiy dpumerom Xeporose dopmyne:

P=\/s(s—a)(s—b)(s—c), s= %b—i—c‘

Kako osa popmyna sasxcu 3a ipoussoman Wpoyeao, OHA 8aX#CU U 30 C6¢
ciieyujanne cnyuajese. Cieyujarusayujom hemo us oge gopmyne uzgeciiu ghop-
MYTie 3a HOGPUIUHY JegHAKOCTAPAHUYHOE, JeqHAKOKPAKOZ U Hpagoyeioé poy2ia.
Xeponoea chopmyna ce modxnce 3auucaitiu y ciegehem ooauKy:

P_\/a+b+c b+c—a a+c—b a+b-c
B 2 2 2 2

\/(a+b)2—c2 2 —(a—1b)?
4 ' 4

1
= 1\/(2ab+a2 + 02— 2)(2ab—a? — b + ¢2)

1
= Z\/4a262 — (2 —a? —1b?)2.

Hpumeimiumo ga je gobujenu obaux Xeporose gopmyne iocebno ioZogan kaga
ce gyacune ciipanuya wpoyaia uspascasajy tiomohy xopena. Taj obauk je
oZogan u 3a cileyujanusauuje Koje Hac uHimepecyjy.

1) Hospwuna jegnaxocimipanuynoZ wpoyna. Y ogom cayuajy jeb =c = a
u cileyujanuzayuja gaje

1 1 V3
P= 1\/4a2a2 —(a®? —a? —a?)? = 1\/3@4 =2 [



2) Iospuumna jeguakokpaxos mwpoyeia. Y osom cayuajy je ¢ = b u imia
cileyujanuzayuja gaje

1 1
P= 1\/4a2b2 — (b —a?2-02)2 = 1V 4a2b? — a*
1 1 V4b% —a?
= Za\/ 40?2 — a2 = iaia .

2

Hpumeisiumo osge popmyny 3a 8UCUHY jegHAKOKPAKOZ MPOYEIA KOjd 04206apa
OCHOBUYU.
3) Hospwuna ipasoyenos mpoyena. Caga je ¢* = a® + b2, wa wa ciieyu-

Januzayuja gaje

1 b
P= Vi = 2

Hamomena. Jacno je ma yuenuru npe m3Bohema Xeponose (opmyire Beh
3Hajy dopMyIle 3a U3pauyHaBaibe MOBPIIMHE CIELUUjATHHX TPOYIIOBA. 34TO
XepoHoBy (hopmy.ty TpedOa H3BECTH KAO JIEH PUME]P reHepaIn3anuje, 4 HAKOH
TOra HCKOPHCTHTH CIIELHjAIM3AIH]Y 34 IPOBepY U YTBphHBalbe paHuje cTedeHor
3HAMbA.

YV HacTaBM MaTeMaTUKe YUEHUIU ce cpehly ca BemrKuM OpojeM ITpaBmiIa.
W3 MeToaMYKHX pasiiora H06po je Hajupe A0Ka3aTH TAKBa MpaBWIIa 32 JIBa
6poja, 3aTUM TIPOIIUPUTH Ha BUIIE O] Ba 6poja, Ta oHAa npehu Ha HUXOBY
npumeny. Crenehm xopak je TeHepaam3aliyja TUX IpaBujia Ha N Opojesa.
O6patHO, CIleNyjamnu3aIjoM U3 JooujeHux dopMyma, Hajuelnrhe y3uMameM
Jia ¢y cBux n 6pojeBa MeljycoOHO jemHaxu, 1o0MjaMoO HOBA TTPaBUIIA.
IIPUMEP 1.7. 1) Honasehu og iipasuna 3a muodicere cilieiiena a™-a™ = a™ ™,
Hajiape ce apowmpyje na upouseoq wipu cideiena: a™ -a™-aP = (a-a")-aP =

a™ " . aP = a™ TP g 3amum Genepanuzayujom Ha ofwiie APAGUNO:
aml .amg e amn — aml—l—mg—l---‘—i-mn‘

Citeyujanuzayujom ce 3a m| = mg = - -+ = My, = M gooduja
a™-a™- .. a™ = amtmhtm = g

_ . . n
OGHOCHO, HOBO TIPABUILO 34 CIlieTieH CIleiieHa. (am) =a™m",

2) IMonaselhu og apasuna \ab = \/a - Vb, koje easxcu 3a iipouseomie
HeneZaiusne Opojese a u b, najiipe 2a UpOWMUPYJeMO HA TPU HEHEZATIUGHA

6poja: \abc = \/(ab)c = Vab - \/c = \Ja- Vb \/c. Caga je raxo ussecitiu
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u cregehy cenepanuzayujy. Axo je n dpupogan 6poj eehu og 1 uay,az, ..., a,
Henezattiugnu 6pojesu, waga je

VaA1A2 Ay = A/A1 - A/A2 " ... +/Qn.

Cieyujanuzayuja a1 = ag = - -+ = an = a 2= 0 gaje Gpasuno 3a ciieiienosaroe
n
xopena: (/a)" = va"

Cruuno, @pasuio 3a MHoMcere ¢gea k-iia KopeHa
Ya- Vo= Vab, keQ, k#£0,a,b>0,

apowupyjemo Ha dpoussoq wpu k-ilia Kopena, a 3aiumM GeHepanu3ayujom Ha
upasuiio:

k/al k/a2 o k/an = ,k/a/la2 oo an

Koje eancu 3a k € Q, k # 0, u cee nenelaimiusne 6pojese ai,as, ..., ay.
Cieyujanuzayujom a1 = ag = -+ = an = a = 0 gobujamo @pasuno 3a
JE R B\ — K on
cimieiienosarse k-oé xopena: (¥/a)" = Va™.

3) Ilpasuno 3a noZapuitiam dpou3eoga
log,(zy) = log,  +log,y, a,z,y>0,a#1,
apowupyjemo Ha
log,(zyz) = log, x 4+ log, y + log, z a,z,y,z2 >0, a # 1,
a 3aiium Ha otiulitie UPasuio:

log,(x129 - xy) = log, z1 + log, o + - - - + log, =,

saceea>0,a# luxy >0 k=1n.

Clieyujanuzayuja 1 = T2 = + -+ = Ty, gaje HOBO UPABUILO
log,z" =nlog,x a,z>0,a#1, nelN.

Haswe ce MOEy UpuMerpusailiu Hoge SeHepaiusayuje aKo wite ce 3a eKCUOHEeHiTe
n kopucite apeaasu N — 7. — Q.

V cnenehum npuMepuMa oka3yjeMo Kako ce OTKPUBajy TeHepan3aliyje.
buno 6m 106po oBakBe 3a1aTKe JaBaTH 6ap 60LUM YUeHHLHMA, jep ce TAKBUM
npUMepHMa yCMepPaBa MHIIbEHHE YUeHAKA HA 0BAj BAXKAH MHCAOHM NMOCTYNAK.
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ITPUMEP 1.8. Youwitierse Huitiazopune twieopeme.

Dopmymuwumo Iluitiazopuny iweopemy y ciegehem o06auky: HospuiuHa
Keagpailid KOHCHIPYUCAHOZ Hag XUHOTeHY30M Apasoyenos mpoyai jeguaka je
30upa Go8puIUHA Keagpailia KOHCTIP YUCAHUX Hag Kaitleilamda.

Kako ga Zenepanusyjemo oso wepherve? Ja mu ymeciio Keagpaiia Hag
cllipanuyama apasoyinos mpoyaia Mosy ouiiu Heku gpyeu muoéoyeroeu? Kakxee
0CobUHe U MHOS0YEN06U MOPUJY §d 34g080b6U6d]y?

Youumo ¢ jegue cilipane ga cy ceu Keagpaitiu mehycoOHO CTUUHU Heilgo-
poyanosu, a ¢ gpye citipare ga ¢y xeagpamiy apasuinu mHo2oyanosu. Te gse
yurbeHuye YKAsyjy Ha wpu doZogua tpenasa:

® Keagpailiu — CAUYHU HEWIBOPOYZI08U,
® xeagpailiu — APABUIHU MHOZ0YEN08U,

® Keagpaitiu — CIUYHU MHOZ0YZN06HU.

Tum dpenasuma godujamo wpu ceneparuzayuje IHuimiazopune iwieopeme.

1. Axo c¢y uettigopoyznosu Hag CHIpanuyama paeoyio mpoyeia mehy-
COOHO CIUYHU, OHGA je TO8PUIUHA YeTHBOPOYENA KOHCTAPYUCAHOE HAG XUTOTHeHY-
30M jegnaxa 30upy H08pUILHA YETHBOPOYENL08a KOHCIIPYUCAHUX Hag Katlielnama.

2. [lospuwuna GpagunnoZ n-ioyena KOHCHpYUCanoZ Hag Xuboitieny3om
dpagoyno wpoysia jegnaxa 30upy H08PUIUHA TPASUIHUX N-HOYEN08a KOH-
CHIPYUCAHUX Hag KailleTama.

3. Ako cy MHOZ0YZN108U HAG CTAPAHUYAMA TPAgoyEnoZ wmpoyaia mehycooHo
CUYHU, OHGA je TOSPUIUHA MHOZ0YENA KOHCTUPYUCAHOE HAY XUTOMeHY30M jeq-
HaKa 30upy HoBPUUHA MHOE0YEN080 KOHCTHIP YUCAHUX HAg KaTlleiliamda.

Jlako ce sugu ga cy cee itipu cenepanuzayuje waune. [oxasaiiu!

I[TPUMEP 1.9. Jlewusociu 30upa kKybosa fupu y3acitioiina apupogua opoja.
Osnauumo ca n,n + 1 un + 2 wwipu yzacwionna apupogna 6poja u docma-

mwpajmo 36up rwuxoeux kybosa: s(n) =n?+(n+1)3+ (n+2)3. 3auernyjyhu

HEeKOUKO HPOjKU GpupogHux opojesa gobujamo ga je

s()=124224+33=36=4-9=6-6,

5(2)=2+33+43=99=11.9,

5(3) =33 +43+5%=216=24-9=12-18,

s(11) = 113 4123 + 13% = 5256 = 584 -9 = 36 - 146, .. ..
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Bugumo ga ¢y y o6um dpumepuma céu 36uposu gensusu ca 9.

Hpumetuumo ga, warohe, gaxcu.

1+2+3=6, 6|s(1);

24+3+4=9, 9]s(2);

3+4+5=12, 12|s(3);
11+12+13 =36, 36/s(11).

060 cyzepuwie cregehe Zenepanuzayuje.

1. 36up kyboea wpu ysacimioiina ipupogna opoja gewus je yaex opojem 9.

2. 3b6up xybosa wipu y3acifioina Apupogra opoja gesbus je 30upom wmux
bpojesa.

Obe zenepanuzayuje cy wiaune! Jloxazaitu!

TTPUMEP 1.10. Ha ciupanuyamna BC, C' A u AB jegnakociupanuuinol mpoyana
ABC gaitie cy mauxe A1, By u C1, wmaxse gaje BA; = CB) = AC, = %AB.
Taga upase AA1, BBy u CC\ ogpelyjy jeguaxociupanuunu wpoyéao K LM u
3a dospuiune saxcu. Parxpy = %PAABC-

Hehemo ce 3agporcasaitiv na gokasy 060 wmephersa, seh pasmuuibamo o
MoZyhum Senepanuzayujama.

Moxcemo koncimanimy 3 3amenuiniu apomenousom n (2ge je n dpupogan
6poj 6ehu 0g 3) uMOHCEMO jJeGHAKOCTAPAHUHAH TAPOY A0 3AMEHUTIU TIPOU3EO0/LHUM
wpoyenom. Ha wiaj nauun gooujamo cnegehe Zenepanusayuje.

1. Hexa je ABC jeguaxociupanuuan mpoy2ao u nexa cy imauke A1, By
u C1 pegom na cumpanuyama BC, CA u AB, waxee ga je BA] = CBy =
AC, = %AB. Taga ipase AA1, BB1 u CC1 ogpehyjy jegnakocmparuimu

2_
wpoyéao K LM u 3a dospuune saxcu: Paxpy = 7;2 _4::'14 Paagc.

2. Heka je ABC apoussosmsan wipoyzao u nexa cy imauxe Ay, B1 u C1 pegom
na cmpanuyama BC, CA u AB, wakee ga je BA1 = CBy = AC| = %AB.
Taga ipase AAy, BBy u CC\ ogpehyjy mpoyeao KLM 3a koju saxcu:
Pagiv = 2Paape.

3. Hexaje ABC iipoussoman iipoy2ao u nexa cy waqxe A1, B u Ch pegom
na cmpanuyama BC, CA u AB, maxse ga je BA1 = CBy = AC| = %AB.
Taga ipase AA,, BBy u CC1 ogpehyjy mpoyzao KLM 3a koju sadxcu:

2_4n+4
Paxiv = a5 Paapc.
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ITPUMEP 1.11. Ilpase y pagHu.

Ogpegumo Ha KOAUKO geaosa n dpasux y pasHu, 04 KOjux ce ceaxe ¢ee cexy
U HUKOje ipu He UpoJiase Kpo3 UCHLY IauKy, geie pagaH Obenescumo wmaj 6poj
ca Fa(n) u ogpegumo apsux nexonuro spegrocivu (6ugu cauxy 1.1).

XK K

Cnuxka 1.1.

Bugumo ga je Fo(1) = 2, F5(2) = 4, F»(3) =7, F»(4) = 11. Moaxcemo
UX 3QAUCATAU Y 0ONUKY

1-2 2 3 3-4 4-4

Fy(1) = 1, F5(2 —+1, F =— Kh4)=—+1
wigio cyzepuuie caeqgehy cenepanusayujy:
1 2 2
Ry = 20D g _mAnt?

Osa ghopmyaa je Wwauna u 1ako ce gokazyje youasaroem pekypenite peaayuje
Fy(n) = Fo(n — 1) + n, kojy nuje wewko youuiau.

V mperxogHOM TIpUMeEpy HUje OMI0 jeAHOCTABHO YOUHUTH TIPABUITHOCT
KOja HAC JOBOMW MO TeHepanm3alyje. MeljyTuM, Hekaga ce W3 ITOYSTHUX
BPETHOCTH MOKE JIAKO YOUUTH MPABUIIHOCT KOja TOBOJM J0 TeHEPAIN3AIINje
KOja HHje TauHa, Kao IITO je TO cIydaj v clenehuM mpuMeprmMa.

ITPUMEP 1.12. Paenu y tipocitiopy.

3a pasnu y dpociiopy kaxcemo ga cy y oduwifiem fonoxcajy ako melhy
FUMA HeMA HapanejHux U aKko HUKoje uetiupu He apoaaze Kpo3 UCHly HauKy.
Hocmattipajmo n pasHu Koje ¢y y otiwiilieM HOR0AHCATY Y UPOCHAOPY U OGPequMO
HA KOUKO genosa one gene ipociop. Qbeneacumo maj opoj ca F5(n). Jlaxo ce
youasa gaje F5(1) = 2, F3(2) = 4, F3(3) = 8, winio cy2epuwe 2enepanuzayujy
F5(n) = 2. Mehymum, wo nuje wmauno. Haume, éeh ueitiepitia pasan genu
7 og apemixoguux 8 genosa na gea gena, ia je F3(4) = 8 + 7 = 15. Tauna
Gopmyna je
n3 + 5n + 6

Fy(n) = 5
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ITPuMEP 1.13. Iocmaitipajmo spegrocitiu Ojnepose @yuxyuje
f(x) =2® +x+41

Ha CKYHy HenelaiiugHux yeaux Opojesa. IIpeux Hexoiuxo epequociiiu cy:
F(0) = 41, f(1) = 43, f(2) = 47, f(3) = 53, [(4) = 61, (5) = T1,
f(6) = 83. Cse gobujene spegnocitiu cy apocimu 6pojesu. To cyZepuie
ZeHepanuzayujy ga cy epeguociiiu pyuxyuje [ apociiu opojesu 3a cée HeHes-
atausne yene opojese. Mehyiium, wo nuje twauno. Ilpocitiu cy u 6pojesu
F(D), £8), ..., £(39), am je f(40) = 1681 = 412 croxcen 6poj, xao u
f(41) = 1763 = 41 - 43. Hnimepecaniuirio je ga je f(42) = 1847 apociu 6poj.

[IPUMEP 1.14. ®epmaosu Gpojesu F(n) = 22" + 1 ¢y pegom F(0) = 3,
F(1) =5, F(2) = 17, F(3) = 257, F(4) = 65537. Ceu osu 6pojesu cy
apocitiu, wilio cyZepuiie Zenepanusayujy ga cy ceu Pepmaosu dpojesu apociu.
Melymum, Ojnep je gokasao ga je F'(5) = 4294967297 = 641 - 6700417,

W3 npeTxoAHNX MPUMEPA JACHO yOoUaBaAMO 3HA4a] JOKa3UBaha TeHEpa-
muzannja. Yecro je ¥ caMo JOKa3HBak-e WIH OIOBpraBambe reHepainszaimja
BeoMa Tertko. Ko onosprasarma je 10BobHO Hahu 6ap jeqaH KOHTpampuMep.

TIPUMEP 1.15. ¥V muoéum 36uprama 3agaiiaka uz matiemaifiuxe ége cy gaiiu
3agayu 3a eexcobarse GpUHYULQ MailleMaliiuike UHGyKyuje ¢y gaimu sagayu y
Kojuma wipeba goxasaitiu ga 3a ceaxu Apupogan 6poj n 8asicu jeguaxoctn, zge je
ca nese ciipane vexka konayra cyma. Ty je gecna cilipana jegraxociiiu wakole
dosnaitia u wpeba uHgyKyujom gokasaiiu ga jegrnakocill éasxcu. Mehyitium,
octiaje Tuiliarbe KaKo qoouitiu e jeqHaKoCmu.

n
1. Kaga je y aumaroy cyma y , (2k — 1), gosowno je snaitiu 36up ipeux n
k=1

n 1
apupognux bpojesa: »  k=1+2+---4+n= n(n;—) WO Je yueHuyuma
k=1
wosznattio. Caga je
n n n
1
Sek-1=23 k- 1:2ng%)—n:n?
k=1 k=1 k=1

Ogaxas meiliog yueHuyumd, GocebHO Y OCHOBHO] WKOIU, MO#ce OUiliu dpesuute
aticiwipakitian. Moéyhe je kpo3 koukpeiine dpumepe Hacay UMY OMUIHY Pop-
myny. Tako us

1=1%, 143=4=22 14345=9=3% 1+434+5+7=16=42
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n
gonasumo go Zenepamzayuje S (2k—1) = n?. Hapaeno, 06a cenepanuzayuja
k=1
ce Mopa §oKa3aii.

IIpumeTn™Mo Aa KON cyMa KO/l KOJUX CY ONIITH YWIAHOBH NMOJIWHOMH NPBOT
cTeneHa no k, 36MpoBH cy NOJIMHOMH APYTOT CTeNeHa no 7.

n
2. Kog cyme S k2 ¢y oty unanosu gpy2oz ciietiend, fia MOXCeMO Tperi-
k=1
doctasuiiiu ga cy 30uposu oaunomu wwpeheZ ctuetiena o n. O@wimiu 00.1UK

donumnoma wpehes ciieiiena o n je An3 + Bn? + Cn + D, ége rkoeduyu-
jeniie A, B, C, D ogpehyjemo u3 tioueiuinux yciosa xoje gobujamo pauynajyhu
ogeosapajyhe cyme san = 1,2,3,4. Tako 3a cymy i k? gobujamo cucitiem
Jjegrauuna =
A+B+C+ D=1,
8A+4B+2C+ D =5,
21A+9B+3C+ D = 14,
64A +16B +4C + D = 30.

Pewerve 0602 cucitiema je A = % B = % C = 5 D =0, da je

Zn:kz—f+n2 n_nn+1)(2n+1)
= 3 6

7Z”+ - 6 .

Ogy hopmyny wpeba goxka3aitiu MATGEMATIUIKOM UHGYKYUOM.

3. Jegan og nauuna ogpehusarba nexux cyma je xopuuwtherse apemixogro
uzeeqgenux 3ouposa. Ha iipumep,

zn:k(3k+1):3zn:k2+zn:k
k=1 k=1 k=1

=3 Tnfn+ D2n 1) + D

=n(n+1)>2

n
4. IHoznegajmo spegrocimiu cyme y m 30 GPEUX HEKOJIUKO TPUPOy-
k=1

Hux bpojesa:

1 1 1

B N 12 1 N 1 N 1 3
1-2 27 1-2 23 3 1-2 2.3 3.4 47
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Hacnyhyjemo ga je

3

1 n

k(k+1) n+1

k=1
Dopmyny Kojy cMO gOOUIU SeHEePATUIAYUJOM JOKAZY]EMO MATUEMATIULKOM UH-
gyKyujom.
Mooice ce u aaxwe goxasaitiu pasiazareem y UapyujarHe pasiomKe:

1 1 1

nn+1) n n+1

Hecna cipana ose cyme je KOMYHUK §6a HOMUHOMA UPeo2 cilielieHd.

5. Cyme
Z”: 1 - 1
22k - 1)k + )2k +3) " S k(k+)(k+2)(k+3)
ce MOZy 3aaucaiiiu y 00IuKy
An+ B
Cn+D’

fia ce memiogom Heogpehenux Koeguyujenaitia gonazu go ogeosapajyhux gop-
myna. Ociasmamo ciiygeniny 3a gomahu pag!



