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Glava 1

Generalizacija i
specijalizacija

Generalizacija i specijalizacija spadaju u osnovne metode nau~nih
istra`ivawa i jedna drugoj su suprotne.

Re~ generalizacija je nastala od latinske re~i generalisatio, {to
zna~iuop{tavawe, uop{tenost, i premare~i generalis, {to zna~iop{ti,
sveop{ti, sveobuhvatan, najva`niji, vrhovni, glavni.

Re~ specijalizacija je nastala od latinske re~i specialis, {to zna~i
poseban, osobit, naro~it, odre|en, ta~an, pojedina~an.

Generalizacija ili uop{tavawe je prelazak sa posmatrawa datog
skupa objekata na posmatrawe wegovog nadskupa. Polaze}i od nekog
pojma kome je pridru`en odre|eni skup objekata, wegov obim i ut-
vr|uje se neko svojstvo svih elemenata datog skupa. Zatim se posmatra
op{tiji pojam i svojstvo prenosi na sve elemente dobijenog nadskupa
ili se utvr|uje op{tije svojstvo. Naravno da nije unapred jasno da li
}e pri tom preno{ewu svojstvo ostati sa~uvano, pa se ono obavezno
mora dokazati za sve elemente nadskupa. Dakle, generalizacije ili
uop{tavawe je metod kojim se izgra|uju op{tiji pojmovi ili op{tija
tvr|ewa.

PRIMER 1.1. Naj~e{}i prelazi sa skupa u nadskup u{kolskojmatematici
su slede}i:

• N→ Z;N→ Q+; Z→ Q; Q→ R; R→ C;
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• jednakostrani~ni trouglovi→ jednakokraki trouglovi;

• pravougli trouglovi→ trouglovi;

• kvadrati→ pravougaonici;

• kvadrati→ rombovi;

• pravougaonici→ paralelogrami;

• trapezi→ ~etvorouglovi;

• trouglovi→ mnogouglovi;

• ~etvorouglovi→ mnogouglovi;

• pravilni mnogouglovi→ mnogouglovi;

• kocke→ kvadri;

• kvadri→ pravougli paralelepipedi;

• tetraedri→ n-tostrane piramide;

• trigonometrijskefunkcije o{trog ugla→trigonometrijskefunk-
cije proizvoqnog ugla.

Na osnovu navedenog spiska prelaza vidimo da se prelazi obi~no
vr{e u �najbli`i� nadskup. Oni istovremeno i ukazuju na uop{tavawe
odre|enih pojmova. Na primer, pojam racionalnog broja je uop{tewe
pojma celog broja, pojam paralelograma je uop{tewe pojma pravougao-
nika, pojam kvadra je uop{tewe pojma kocke, itd. Tako|e, vidimo
da neki pojmovi imaju i vi{e uop{tewa. Npr. pojam romba i pojam
pravougaonika su uop{tewa pojma kvadrata.

Dati spisak prelaza otkriva jo{ neke va`ne ~iwenice. Ako po-
smatramo prelazetrouglovi→ mnogouglovi itetraedri→ n-tostrane
piramide vidimo dawih karakteri{e zamena broja 3 bilo kojim prirod-
nim brojem n. Posledwi prelaz sa spisaka predstavqa odbacivawe
ograni~ewa 0◦ < α < 90◦ za posmatrani ugao α.

Na osnovu svih prelaza izdvajaju se dva osnovna na~ina genera-
lizacije:

(a) zamena konstante promenqivom;
(b) odbacivawe ograni~ewa.
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Specijalizacija je prelaz sa posmatrawa datog skupa objekata na
odgovaraju}e razmatrawe wegovog podskupa. Specijalizacija se naj~e-
{}eprimewuje kada je neko op{te svojstvo dobijeno generalizacijom ve}
dokazano. Tada se specijalizacijom dobija jednostavnije svojstvo. To
svojstvo vi{e ne treba dokazivati, jer je wegov dokaz obuhva}en op{tim
dokazom. U {kolskoj matematici sre}emo takvu specijalizaciju.

Naj~e{}i prelazi sa skupa u podskup u {kolskoj matematici su
u obratnim smerova od prelaza koje smo nabrojali za generalizaciju.
Prelazi se obi~no vr{e u �najbli`i� podskup.

Izdvajamo dva osnovna na~ina specijalizacije:
(a) zamena promenqive konstantom;
(b) uvo|ewe ograni~ewa.
Iz svega do sada re~enog jasno je da generalizacija i specijalizacija

imaju {iroku primenu u nastavi matematike. U ni`im razredima os-
novne{kole nastavnik pomo}u konkretnih objekata uvodi nove pojmove,
opisuje wihova svojstva, a onda izvodi jednostavnije generalizacije.
Kasnije u {kolovawu generalizacije postaju sve slo`enije i ovaj metod
postaje va`an i bogat izvor novih saznawa.

Generalizacija, odnosno prelaz sa konkretnog i pojedina~nog ka
op{tem, je slo`en misaoni proces. Psiholozi ukazuju na ~iwenicu
da postoje u~enici koji te{ko savladavaju taj prelaz, {to dodatno
obavezuje nastavnika matematike da svojim metodi~kim pristupom taj
prelaz u~ini {to lak{im. S druge strane, prelaz koji se vr{i u speci-
jalizaciji vodi do jednostavnijih matemati~kih ~iwenica i omogu}ava
u~enicima boqe razumevawe nastavnih sadr`aja.

PRIMER 1.2. 1) Zakoni komutativnosti, a + b = b + a i ab = ba, aso-
cijativnosti, a + (b + c) = (a + b) + c i a(bc) = (ab)c, kao i dis-
tributivnosti mno`ewa prema sabirawu, a(b + c) = ab + ac, se najpre
uspostavqaju u skupu prirodnih brojeva i to tako {to se na po~etku
posmatraju konkretni primeri, a zatim izvode generalizacije. Metodom
generalizacije se ti zakoni postupno iz skupa N prenose u {ire skupove
Z, Q, R i C.

2) Operacije sa stepenima imaju slede}a svojstva:

an · am = an+m, an : am = an−m,

(ab)n = an · bn,
(a

b

)n
=

an

bn
.
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Ova svojstva se najpre dokazuju za eksponente iz skupa N, a zatim se
dokazuje da pri prelazimaN→ Z i Z→ Q svojstva ostaju sa~uvana.

PRIMER 1.3. Formula Sn = (n − 2) · 180◦ za zbir unutra{wih uglova
n-tougla je generalizacija formule za zbir unutra{wih uglova trougla.

S druge strane, formula da je zbir uglova u trouglu 180◦ je specijali-
zacija formule za zbir unutra{wih uglova trougla i dobija se zanemom
promeqive n konstantom 3.

PRIMER 1.4. Formula h =
√

4b2−a2

2 za du`inu visine koja odgovara os-
novici du`ine a u jednakokrakom trouglu kod kog je krak du`ine b je
generalizacija formule h = a

√
3

2 za du`inu visine jednakostrani~nog
trougla.

S druge strane, skup jednakostrani~nih trouglova je podskup skupa
jednakokrakih trouglova. To zna~i da sve {to va`i za jednakokrake
trouglove va`ii za jednakostrani~netrouglove. Kod jednakostrani~nog
trougla je b = a, pa specijalizacijom iz formule za visinu jednakokrakog
trougla dobijamo formulu za visinu jednakostrani~nog trougla.

Napomena. Ako se u nastavi najpre izvodi formula za visinu jednakos-
trani~nog trougla, onda je formula za visinu jednakokrakog trougla
wena generalizacija i wen dokaz osigurava analogija. Ako se me|utim
izvede prvo formula za visinu jednakokrakog trougla, onda formulu za
visinu jednakostrani~nog trougla nije potrebno analogno izvoditi,
ve} ona direktno sledi specijalizacijom b = a. Koju }e formulu
nastavnik prvo izvesti zavisi od wegove kreativnosti. Po`eqno je
ukazati u~enicima oba pristupa i tako im ukazati na generalizaciju i
specijalizaciju.

PRIMER 1.5. 1) Teorema da je centralni ugao kruga dva puta ve}i od
periferijskog nad istom tetivom je generalizacija teoreme o perife-
rijskom uglu nad pre~nikom.

S druge strane, specijalizaciju tvr|ewa da je centralni ugao kruga
dva puta ve}i od periferijskog nad istom tetivom dobijamo kada za
tetivu izaberemo pre~nih kru`nice, tj. izaberemo centralni ugao mere
180◦. Na taj na~in specijalizacijom dobijamo tvr|ewe da je svaki pe-
riferijski ugao nad pre~nikom kru`nice prav.

2)Formula d =
√

a2 + b2 za du`inu dijagonale pravougaonika je gene-
ralizacija formule d = a

√
2 za du`inu dijagonale kvadrata, a formula
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D =
√

a2 + b2 + c2 za du`inu dojagonale kvadra je generalizacija for-
mule D = a

√
3 za du`inu dijagonale kocke.

Polaze}i od formula za du`ine dijagonale pravougaonika, specija-
lizacijom za b = a dobijamo formulu za du`inu dijagonale kvadrata,
a polaze}i od formule za du`inu dijagonale kvadra specijalizacijom za
b = c = a dobijamo formulu za du`inu dijagonale kocke.

3) Kosinusna teorema c2 = a2 + b2 − 2bc cos γ (gde su a, b, c du`ine
stranica, a γ mera ugla izme|u stranica du`ina a i b) je generalizacija
Pitagorine teoreme, c2 = a2 + b2 u skupu pravouglih trouglova.

Polaze}i od kosinusneteoreme, specijalizacijom za γ = 90◦, dobijamo
Pitagorinu teoremu.

PRIMER 1.6. Povr{ina trougla.
Ako su a, b i c du`ine stranica trougla, wegova povr{ina P se mo`e

izra~unati primenom Heronove formule:

P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c), s =
a + b + c

2
.

Kako ova formula va`i za proizvoqan trougao, ona va`i i za sve
specijalne slu~ajeve. Specijalizacijom }emo iz ove formule izvesti for-
mule za povr{inu jednakostrani~nog, jednakokrakog i pravouglog trougla.
Heronova formula se mo`e zapisati u slede}em obliku:

P =

√
a + b + c

2
· b + c− a

2
· a + c− b

2
· a + b− c

2

=

√
(a + b)2 − c2

4
· c2 − (a− b)2

4

=
1
4

√
(2ab + a2 + b2 − c2)(2ab− a2 − b2 + c2)

=
1
4

√
4a2b2 − (c2 − a2 − b2)2.

Primetimo da je dobijeni oblik Heronove formule posebno pogodan kada
se du`ine stranica trougla izra`avaju pomo}u korena. Taj oblik je
pogodan i za specijalizacije koje nas interesuju.

1) Povr{ina jednakostrani~nog trougla. U ovom slu~aju je b = c = a
i specijalizacija daje

P =
1
4

√
4a2a2 − (a2 − a2 − a2)2 =

1
4

√
3a4 =

a2
√

3
4

.
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2) Povr{ina jednakokrakog trougla. U ovom slu~aju je c = b i ta
specijalizacija daje

P =
1
4

√
4a2b2 − (b2 − a2 − b2)2 =

1
4

√
4a2b2 − a4

=
1
4
a
√

4b2 − a2 =
1
2
a

√
4b2 − a2

2
.

Primetimo ovde formulu za visinu jednakokrakog trougla koja odgovara
osnovici.

3) Povr{ina pravouglog trougla. Sada je c2 = a2 + b2, pa ta speci-
jalizacija daje

P =
1
4

√
4a2b2 =

ab

2
.

Napomena. Jasno je da u~enici pre izvo|ewa Heronove formule ve}
znaju formule za izra~unavawe povr{ine specijalnih trouglova. Zato
Heronovu formulu treba izvesti kao lep primer generalizacije, a nakon
toga iskoristiti specijalizaciju za proverui utvr|ivaweranije ste~enog
znawa.

U nastavi matematike u~enici se sre}u sa velikim brojem pravila.
Iz metodi~kih razloga dobro je najpre dokazati takva pravila za dva
broja, zatim pro{iriti na vi{e od dva broja, pa onda pre}i na wihovu
primenu. Slede}i korak je generalizacija tih pravila na n brojeva.
Obratno, specijalizacijom iz dobijenih formula, naj~e{}e uzimawem
da su svih n brojeva me|usobno jednaki, dobijamo nova pravila.

PRIMER 1.7. 1)Polaze}i od pravila za mno`ewe stepena an ·am = an+m,
najpre se pro{iruje na proizvod tri stepena: am ·an ·ap = (am ·an) ·ap =
am+n · ap = am+n+p, a zatim generalizacijom na op{te pravilo:

am1 · am2 · . . . · amn = am1+m2+···+mn .

Specijalizacijom se za m1 = m2 = · · · = mn = m dobija

am · am · . . . · am = am+m+···+m = amn,

odnosno, novo pravilo za stepen stepena:
(
am

)n = amn.
2) Polaze}i od pravila

√
ab =

√
a ·

√
b, koje va`i za proizvoqne

nenegativne brojeve a i b, najpre ga pro{irujemo na tri nenegativna
broja:

√
abc =

√
(ab)c =

√
ab · √c =

√
a ·
√

b · √c. Sada je lako izvesti
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i slede}u generalizaciju. Ako je n prirodan broj ve}i od 1 i a1, a2, . . . , an

nenegativni brojevi, tada je
√

a1a2 · · · an =
√

a1 · √a2 · . . . · √an.

Specijalizacija a1 = a2 = · · · = an = a > 0 daje pravilo za stepenovawe
korena:

(√
a
)n =

√
an.

Sli~no, pravilo za mno`ewe dva k-ta korena

k
√

a · k
√

b = k
√

ab, k ∈ Q, k 6= 0, a, b > 0,

pro{irujemo na proizvod tri k-ta korena, a zatim generalizacijom na
pravilo:

k
√

a1
k
√

a2 · · · k
√

an = k
√

a1a2 · · · an

koje va`i za k ∈ Q, k 6= 0, i sve nenegativne brojeve a1, a2, . . . , an.
Specijalizacijom a1 = a2 = · · · = an = a > 0 dobijamo pravilo za
stepenovawe k-tog korena:

(
k
√

a
)n = k

√
an.

3) Pravilo za logaritam proizvoda

loga(xy) = loga x + loga y, a, x, y > 0, a 6= 1,

pro{irujemo na

loga(xyz) = loga x + loga y + loga z a, x, y, z > 0, a 6= 1,

a zatim na op{te pravilo:

loga(x1x2 · · ·xn) = loga x1 + loga x2 + · · ·+ loga xn

za sve a > 0, a 6= 1 i xk > 0, k = 1, n.
Specijalizacija x1 = x2 = · · · = xn daje novo pravilo

loga xn = n loga x a, x > 0, a 6= 1, n ∈ N.

Daqe se mogu primewivati nove generalizacijetako{te se za eksponente
n koriste prelaziN→ Z→ Q.

U slede}im primerima pokazujemo kako se otkrivaju generalizacije.
Bilo bi dobro ovakve zadatke davati bar boqim u~enicima, jer se takvim
primerima usmerava mi{qewe u~enika na ovaj va`an misaoni postupak.
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PRIMER 1.8. Uop{tewe Pitagorine teoreme.
Formuli{imo Pitagorinu teoremu u slede}em obliku: povr{ina

kvadrata konstruisanog nad hipotenuzom pravouglog trougl jednaka je
zbira povr{ina kvadrata konstruisanih nad katetama.

Kako da generalizujemo ovo tvr|ewe? Da li umesto kvadrata nad
stranicamapravouglogtrouglamogu bitineki drugimnogouglovi? Kakve
osobine ti mnogouglovi moraju da zadovoqavaju?

Uo~imo s jedne strane da su svi kvadrati me|usobno sli~ni ~etvo-
rouglovi, a s druge strane da su kvadrati pravilni mnogouglovi. Te dve
~iwenice ukazuju na tri pogodna prelaza:

• kvadrati→ sli~ni ~etvorouglovi,

• kvadrati→ pravilni mnogouglovi,

• kvadrati→ sli~ni mnogouglovi.

Tim prelazima dobijamo tri generalizacije Pitagorine teoreme.
1. Ako su ~etvorouglovi nad stranicama pravouglog trougla me|u-

sobno sli~ni, onda je povr{ina ~etvorougla konstruisanog nad hipotenu-
zom jednaka zbiru povr{ina ~etvorouglova konstruisanih nad katetama.

2. Povr{ina pravilnog n-tougla konstruisanog nad hipotenuzom
pravouglog trougla jednaka zbiru povr{ina pravilnih n-touglova kon-
struisanih nad katetama.

3. Ako su mnogouglovi nad stranicama pravouglog trougla me|usobno
sli~ni, onda je povr{ina mnogougla konstruisanog nad hipotenuzom jed-
naka zbiru povr{ina mnogouglova konstruisanih nad katetama.

Lako se vidi da su sve tri generalizacije ta~ne. Dokazati!

PRIMER 1.9. Deqivost zbira kubova tri uzastopna prirodna broja.
Ozna~imo sa n, n + 1 i n + 2 tri uzastopna prirodna broja i posma-

trajmo zbir wihovih kubova: s(n) = n3 +(n+1)3 +(n+2)3. Zamewuju}i
nekoliko trojki prirodnih brojeva dobijamo da je

s(1) = 13 + 23 + 33 = 36 = 4 · 9 = 6 · 6,

s(2) = 23 + 33 + 43 = 99 = 11 · 9,

s(3) = 33 + 43 + 53 = 216 = 24 · 9 = 12 · 18,

s(11) = 113 + 123 + 133 = 5256 = 584 · 9 = 36 · 146, . . . .
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Vidimo da su u ovim primerima svi zbirovi deqivi sa 9.
Primetimo da, tako|e, va`i:

1 + 2 + 3 = 6, 6|s(1);
2 + 3 + 4 = 9, 9|s(2);
3 + 4 + 5 = 12, 12|s(3);

11 + 12 + 13 = 36, 36|s(11).

Ovo sugeri{e slede}e generalizacije.
1. Zbir kubova tri uzastopna prirodna broja deqiv je uvek brojem 9.
2. Zbir kubova tri uzastopna prirodna broja deqiv je zbirom tih

brojeva.
Obe generalizacije su ta~ne! Dokazati!

PRIMER 1.10. Na stranicamaBC, CA iAB jednakostrani~nog trougla
ABC date su ta~keA1,B1 iC1, takve da jeBA1 = CB1 = AC1 = 1

3AB.
Tada praveAA1, BB1 i CC1 odre|uju jednakostrani~ni trougaoKLM i
za povr{ine va`i: P4KLM = 1

7P4ABC .
Ne}emo se zadr`avati na dokazu ovog tvr|ewa, ve} razmi{qamo o

mogu}im generalizacijama.
Mo`emo konstantu 3 zameniti promenqivom n (gde je n prirodan

broj ve}i od3) imo`emo jednakostrani~antrougao zamenitiproizvoqnim
trouglom. Na taj na~in dobijamo slede}e generalizacije.

1. Neka je ABC jednakostrani~an trougao i neka su ta~ke A1, B1

i C1 redom na stranicama BC, CA i AB, takve da je BA1 = CB1 =
AC1 = 1

nAB. Tada prave AA1, BB1 i CC1 odre|uju jednakostrani~ni
trougao KLM i za povr{ine va`i: P4KLM = n2−4n+4

n2−n+1
P4ABC .

2. Neka jeABC proizvoqantrougao i neka suta~keA1,B1 iC1 redom
na stranicama BC, CA i AB, takve da je BA1 = CB1 = AC1 = 1

3AB.
Tada prave AA1, BB1 i CC1 odre|uju trougao KLM za koji va`i:
P4KLM = 1

7P4ABC .
3. Neka jeABC proizvoqantrougao i neka suta~keA1,B1 iC1 redom

na stranicama BC, CA i AB, takve da je BA1 = CB1 = AC1 = 1
nAB.

Tada prave AA1, BB1 i CC1 odre|uju trougao KLM za koji va`i:
P4KLM = n2−4n+4

n2−n+1
P4ABC .
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PRIMER 1.11. Prave u ravni.
Odredimo na koliko delova n pravih u ravni, od kojih se svake dve seku

i nikoje tri ne prolaze kroz istu ta~ku, dele ravan. Obele`imo taj broj
sa F2(n) i odredimo prvih nekoliko vrednosti (vidi sliku 1.1).

Slika 1.1.

Vidimo da je F2(1) = 2, F2(2) = 4, F2(3) = 7, F2(4) = 11. Mo`emo
ih zapisati u obliku

F2(1) =
1 · 2
2

+1, F2(2) =
2 · 3
2

+1, F2(3) =
3 · 4
2

, F2(4) =
4 · 4
2

+1,

{to sugeri{e slede}u generalizaciju:

F2(n) =
n(n + 1)

2
+ 1 =

n2 + n + 2
2

.

Ova formula je ta~na i lako se dokazuje uo~avawem rekurentne relacije
F2(n) = F2(n− 1) + n, koju nije te{ko uo~iti.

U prethodnom primeru nije bilo jednostavno uo~iti pravilnost
koja nas dovodi do generalizacije. Me|utim, nekada se iz po~etnih
vrednosti mo`e lako uo~iti pravilnost koja dovodi do generalizacije
koja nije ta~na, kao {to je to slu~aj u slede}im primerima.

PRIMER 1.12. Ravni u prostoru.
Za ravni u prostoru ka`emo da su u op{tem polo`aju ako me|u

wima nema paralelnih i ako nikoje ~etiri ne prolaze kroz istu ta~ku.
Posmatrajmo n ravni koje su u op{tem polo`aju u prostoru i odredimo
na koliko delova one dele prostor. Obele`imo taj broj sa F3(n). Lako se
uo~ava da jeF3(1) = 2,F3(2) = 4,F3(3) = 8, {to sugeri{e generalizaciju
F3(n) = 2n. Me|utim, to nije ta~no. Naime, ve} ~etvrta ravan deli
7 od prethodnih 8 delova na dva dela, pa je F3(4) = 8 + 7 = 15. Ta~na
formula je

F3(n) =
n3 + 5n + 6

6
.
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PRIMER 1.13. Posmatrajmo vrednosti Ojlerove funkcije

f(x) = x2 + x + 41

na skupu nenegativnih celih brojeva. Prvih nekoliko vrednosti su:
f(0) = 41, f(1) = 43, f(2) = 47, f(3) = 53, f(4) = 61, f(5) = 71,
f(6) = 83. Sve dobijene vrednosti su prosti brojevi. To sugeri{e
generalizaciju da su vrednosti funkcije f prosti brojevi za sve neneg-
ativne cele brojeve. Me|utim, to nije ta~no. Prosti su i brojevi
f(7), f(8), . . . , f(39), ali je f(40) = 1681 = 412 slo`en broj, kao i
f(41) = 1763 = 41 · 43. Interesantno je da je f(42) = 1847 prost broj.

PRIMER 1.14. Fermaovi brojevi F (n) = 22n
+ 1 su redom F (0) = 3,

F (1) = 5, F (2) = 17, F (3) = 257, F (4) = 65537. Svi ovi brojevi su
prosti, {to sugeri{e generalizaciju da su svi Fermaovi brojevi prosti.
Me|utim, Ojler je dokazao da je F (5) = 4294967297 = 641 · 6700417.

Iz prethodnih primera jasno uo~avamo zna~aj dokazivawa genera-
lizacija. ^esto je i samo dokazivawe ili opovrgavawe generalizacija
veoma te{ko. Kodopovrgavawa je dovoqnona}ibar jedankontraprimer.

PRIMER 1.15. U mnogim zbirkama zadataka iz matematike gde su dati
zadaci za ve`bawe principa matemati~ke indukcije su dati zadaci u
kojima treba dokazati da za svaki prirodan broj n va`i jednakost, gde je
sa leve strane neka kona~na suma. Tu je desna strana jednakosti tako|e
poznata i treba indukcijom dokazati da jednakost va`i. Me|utim,
ostaje pitawe kako dobiti te jednakosti.

1. Kada je u pitawu suma
n∑

k=1

(2k − 1), dovoqno je znati zbir prvih n

prirodnih brojeva:
n∑

k=1

k = 1 +2+ · · ·+n =
n(n + 1)

2
, {to je u~enicima

poznato. Sada je
n∑

k=1

(2k − 1) = 2
n∑

k=1

k −
n∑

k=1

1 = 2 · n(n + 1)
2

− n = n2.

Ovakav metod u~enicima, posebno u osnovnoj {koli, mo`e biti previ{e
apstraktan. Mogu}e je kroz konkretne primere naslutiti op{tu for-
mulu. Tako iz

1 = 12, 1+3 = 4 = 22, 1+3+5 = 9 = 32, 1+3+5+7 = 16 = 42,
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dolazimo do generalizacije
n∑

k=1

(2k−1) = n2. Naravno, ova generalizacija
se mora dokazati.

Primetimo da kod suma kod kojih su op{ti ~lanovi polinomi prvog
stepena po k, zbirovi su polinomi drugog stepena po n.

2.Kod sume
n∑

k=1

k2 su op{ti ~lanovi drugog stepena, pa mo`emo pret-

postaviti da su zbirovi polinomi tre}eg stepena po n. Op{ti oblik
polinoma tre}eg stepena po n je An3 + Bn2 + Cn + D, gde koefici-
jente A,B, C, D odre|ujemo iz po~etnih uslova koje dobijamo ra~unaju}i
odgovaraju}e sume za n = 1, 2, 3, 4. Tako za sumu

n∑
k=1

k2 dobijamo sistem
jedna~ina

A + B + C + D = 1,

8A + 4B + 2C + D = 5,

27A + 9B + 3C + D = 14,
64A + 16B + 4C + D = 30.

Re{ewe ovog sistema je A = 1
3 , B = 1

2 , C = 1
6 , D = 0, pa je

n∑

k=1

k2 =
n3

3
+

n2

2
+

n

6
=

n(n + 1)(2n + 1)
6

.

Ovu formulu treba dokazati matemati~kom indukcijom.
3. Jedan od na~ina odre|ivawa nekih suma je kori{}ewe prethodno

izvedenih zbirova. Na primer,
n∑

k=1

k(3k + 1) = 3
n∑

k=1

k2 +
n∑

k=1

k

= 3 · 1
6
n(n + 1)(2n + 1) +

n(n + 1)
2

= n(n + 1)2.

4.Pogledajmo vrednosti sume
n∑

k=1

1
k(k+1)(k+2) za prvih nekoliko prirod-

nih brojeva:

1
1 · 2 =

1
2
,

1
1 · 2 +

1
2 · 3 =

2
3
,

1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 =

3
4
, . . .
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Naslu}ujemo da je
n∑

k=1

1
k(k + 1)

=
n

n + 1
.

Formulu koju smo dobili generalizacijom dokazujemo matemati~kom in-
dukcijom.

Mo`e se i lak{e dokazati razlagawem u parcijalne razlomke:

1
n(n + 1)

=
1
n
− 1

n + 1
.

Desna strana ove sume je koli~nik dva polinoma prvog stepena.
5. Sume

n∑

k=1

1
(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)

i
n∑

k=1

1
k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

se mogu zapisati u obliku
An + B

Cn + D
,

pa se metodom neodre|enih koeficijenata dolazi do odgovaraju}ih for-
mula. Ostavqamo studentu za doma}i rad!


