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1 OcHoBHH KOHICIITH KOMIIVICKCHE aHAJIN3¢

KomrutekcHr 6pojeBH cy Mpe cBera HacTald Kao MoTpeda Aa ce KOHCTPYHIIe HajMame ajire-
OapcKU 3aTBOPEHO I0Jbe Koje CaapiKu MOJI0Jbe H30MOPGHO MoJbY peadHuX O6pojeBa. Haj-
JETHOCTaBHMja KOHCTPYKITHMja KOTUIGKCHUX OpojeBa IMojpa3yMeBa J0AaBambe T3B. ,,KOMITICK-
CHe je/MHUIE MOJbY peanlHux O6pojeBa ojHocHO enemenTa ¢ € C y3 yciaoB jaje i2 = —1n
W3BPIIUTH T3B. allre0apCcKoO 3aTBOPEHE HAJl JOOWjeHNM eeMeHTUMa. Ha Taj HauuH, ToJbe
KOMILTEKCHUX OpojeBa MOJXKe J1a ce IMPeACcTaBH Y GOPMH:

C={r+iy|z,y€R,i*=—1}.

HMako HajonmTHMallHHja I1O 3alicy, oBa opMa IpeacTaB/barha KOMIUIEKCHHX OpojeBa HHUje
MOTO/THA 33 MaTEeMATHUKY aHAJIM3Y 3aTO IITO HaM He oMoryhaBa fa uckopuctuMo Beh cTeueHa
3Hamba U3 AHanause, TOMOIOTHje U OCTAIMX MATEeMATUUKUX JUCIUIIINHA Beh 11ey KOHCTPYK-
ITHjy MOPAMO J1a pPaiMO U3 TTOUCTKA.

Otyna, 1a 6u yOp3amu mpoliec CTPYKTYpHUpama 3Halha KOMIUIEKCHE aHATN3e, TTOJhe KOM-
IUIEKCHUX OpojeBa TeUHHUIIEMO MAJIO Ipyrauuje.

1.1 Ilos/be KoMILIEKCHUX OpojeBa

Kako ce Ha CKyIly KOMIUIEKCHUX OpojeBa Beh Ha IoueTKy Hacnyhyje cTpyKTypa IBOBHMEH-
suoHamHor Eykmuackor mpocropa, moiasumo of cienehe nepunumje.

Hedununnja 1.1. Hexa je (C, +, ) andeopa 2ge je C = {(z,y) | x,y € R} ckyil komiinexcrux
bpojesa a + u - cy Gunapne oflepayuje Koje ¢y 3a ipoussosvhe (., z), (y,t) € C gegunucane ca:

(2,9) + (2,1) " (

(2,9) - (2, 8) " (22 — yt, ot + y2).

Kao mTo BUAMMO, OBako neuHMCAH CKYyNl KOMIUIEKCHHX OpojeBa je HUINTA APYro 10
kimacuuHa Eykmumcka paBaH mTo HaMm omoryhaBa &a mo3HaTe ocoOuHe Eykimuucke paBHU
MPEHECEMO Ha CKYIT KOMITJIEKCHUX OpojeBa.

T+ z,y+1);

Teopema 1.1. Anzebapcka cimpyxiaypa (C,+,-) je dome Koje HAZUBAMO {0/b¢ KOMILIEKCHUX
bpojesa koje cagpaicu toimiaome Cg = {(z,0) | z € R} usomopgno itonwy pearnux bpojesa.

Jloka3: AKcHOME T0Jba Ce BPJIO jeHOCTABHO Mpodepasajy U J0Ka3 OCTaBbAMO YUTAOINMA.
HamoMumeMo J1a je HeyTpaJHH eleMeHT 3a cabupame y AbGemnosoj rymu (C,+) ememeHT
0 = (0,0) 1ok je HeyTpaHU eJeMeHT 3a MHOKewe Yy Abenosoj rpymu (C \ {0}, ) emement
1 = (1,0). Takohe, ceaxu enement Abenose rpyme (x,y) € C\ {0} uma unBep3HU eMeMeHT
(ZL‘, y)il = ﬁ(l‘, _y)'

Ipecmukasame ¢ : R — Cg marto ca p(x) = (z,0) je u3oMOpdu3am mosba. O

OBakaB opMa KOMITIEKCHUX OpojeBa HaM omoryhasa fa cabuparme KOMILIEKCHUX OpojeBa
BU3YEIH3yjeMO Kao cabupame PaBaHCKHUX BEKTOPA M TAKO UCKOPUCTUMO CBY PACIIOIOKUBY
TEOMETPH]CKY UHTYUIIH]Y.

Ja Ou mpoBepuiIn Ja M CMO Ha OBAaj] HAYMH JOOWUMIIM TTOJbe KOMIUIEKCHUX OpojeBa Ha
KOj€é CMO HABMKJIH, Y HOBO(OPMHPAHOM TI0JbY pelnMo jeqHaunny 22 = —1 rae je z = (z,y),
1 = (1,0). HaBeneHna jemHaunna caaa uma Gopmy:

(Ji,y) ’ (.’E,y) = _<170);

(372 - ?/2, 21’y) - _<1a0)7



3a y = 0 mo6ujaMo jemHauMHy 2 = —1 Koja HeMa pelllerba y MoJbY PeaTHuX 6pojeBa N0k, 3a
x = 0 gobujamo y?> = 11j. y = 1 umu y = —1. Jlakne, jerHaunna 2> = —1 y mopy C uma nsa
pellema u To:

(0,1), (0,-1).

Axo cai = (0, 1) 03HAUNMO TIPBO peElICHE jeqHAUNHE, Jo0ujamo cienehy Teopemy.

Teopema 1.2. [Howe komiinexcruux 6pojesa je uzomopgno oy (Cy,+, ) 2geje C4 = {x + iy |
x,y € R} a odepayuje + u - apegcitiasmajy ciiangapgino MHONCEHE OUHOMA CA PEATHUM
Koeguyujenitiuma y3 yciog i> = —1.

Hokas: Tpecmukasame ¢ : C — C4 mato ca p(z,y) = x + iy je usomopduszam. ]

Jaxe, KOMITJICKCHE OpOjeBe MOXKEMO J1a TOCMATPaMO WU Kao BekTope Eykmuicke pasHu
WK Kao OMHOME ca peauM KOoepUIMjeHTHUMa Y3 YCIOB 3a KOMIUIEKCHY jequnuiry. /[la Ou
n30erIM KOMIUIMKaIje ca o3Hakama, mosbe C 4 Takohe o3nauaBamo ca C. Axko yBememo
¢yskgje Re, Im : C — R koje Ha3MBaMo pegoM pealHU U UMATMHAPHH JI€0 KOMIUTIEKCHOT
Opoja, MpOu3BOJbaH KOMILICKCAH 0p0j z € C MOKeMO [1a 3aIUIIEMO Ha ABA HAYNHA!

z = Rez +1Im 2z, anrebapcku 00IUK;

z = (Rez,Im z), BeKTOpPCKM OOIHUK.

KowmmutekcHe 6pojeBe UHTepIpeTUpaHe y anredapckoj GopMu Ha3UBaAMO MOJbe KOMITIEKCHUX
OpojeBa a KOMIUIEKCHe OpojeBe UHTEpIpeTUpaHe y BUAY BEKTOpa HA3UBAMO KOMILIEKCHA
paBaH.

Haxo je anrebapcka ¢opma KOMIUIEKCHOT Opoja CBaKakO jeTHOCTaBHHW]A, BEKTOpacKa
dbopma HamMm, mopen jemHOCTABHHUjEe aHAIM3e Yy Kojy hemo ja ce yBeprMMO HEIITO KacHHje,
omoryhasa u BpJ1o Jlely reOMEeTPHjCKY MHTEPIIPETAIN]y olepalije MHOXEeHha KOMIUIEKCHUX
6pojeBa. VYpehenu nap z = (x,y) € R? MokeMo y T3B. IIOJapHAM KOOPIMHATAMA A ITPe-
CTaBUMO ca

z = p(cos g, sin p) = p(cos ¢ + isin ), TPUTOHOMETPUJCKU OOJIHK;

e je p = /a2 +y? = |z| Tako3BaHU MOIYO KOMIUIEKCHOT 0poja a ¢ je yrao Koju 3a-
A
z=(7,9)

21!

o

N

|

|

|

o
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I'padux 1: BekTopcka ¢popma komIiekcHOT 6poja.

KJ1ana MO3UTUBHU 10 r—oce Bykimuacke paBHU U BeKTOp (,Y) KOjU Ce HA3MBA APTYMEHT
KOMIIJIEKCHOT Opoja y o3Haim arg z. IIpu Tom, yrao ¢ = arg z ce pauyyHa Tako Ja BEKTOPU
(1,0) u (z,y) 6yay nosutuBHO opujetrcanu (cmep oj Bektopa (1,0) 1o (z,y) je cymporan
KpeTamy KasaJbKe Ha caTy). 3a Jajby aHanu3y, Ouhe 3HauajaH M KObYTOBaHH KOMIUIEKCHU



06poj KoMILIeKCHOM Opojy 2 = x + iy Koju je obnuka Z = x — iy. CBU yBelIeHU KOHLENTH
cy minyctpoBaHu Ha ['paduky 1, mpUMETHMO 1a MHOXeHe KOMIUIEKCHOT 0poja MO3UTUBHUM
peaTHuM OpOojeM He yTUYE Ha apTYMEHT.

Cana HaBOAMMO HEKOJUKO OCOOMHA HaBEJEHUX KapaKTePUCTUKA KOMITJIEKCHUX OpojeBa.
Teopema 1.3. V iiovy komiinexcrnux opojesa, 3a ipousgomhe 2, 21, 2o € C sasrcu:
(1) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezy, Im(z; + 22) = Im 2z + Im 2o;

(2) 21+ 29 =21+ 29, 2120 = Z129, |Z|2 = 2Z;

3) |zZ| = |2, argz= —argz;

@ 2= #E fa je |27 = ‘zl' arg 2=t = —arg z 3a cée 2 # 0;
() 2122 = |21]|22],  argzizo = arg 2 + arg z;

6) |§—; = % arg z—; = arg z; — arg zs 2ge je zs # 0.

Hoxka3s: Jloxas ocobuna (1) — (4) ocraB/bamMo YMTAOIMMA.

Hexka xommiekcHu OpojeBH 21, zo € C uMajy TpuroHoMeTpujcke Gopme

21 = p1(cos @y + isingy),
29 = pa(cos g + i sin o).

Tajaa, kopucurehu agunone GopMyie 3a KOCHHYC M CUHYC 30Mpa yriioBa J00HjaMo
2129 = p1(cos 1 + i sin @) pa(cos po + isin py) = plpg(cos(gol + o) +isin(p; + gOQ))

oJaKie oaMax cieu ocoouna (5) a ocobuna (6) cinenu u3 ocodune (4). 0

Jakre, ako KoMmIutekcaH 6poj z € € MOMHOXUMO KOMILTeKCHUM OpojeM a € C Bpmmmo
potarmjy 6poja z 3a yrao arga y MO3UTHBHOM CMEpY OKO KOOPAMHATHOT IMOYETKA KA0 U
XOMOTETH]y (y OJHOCY HA KOOPAMHATHH MOYETAK) ca KOeHUIIHjeHTOM |a.

IMocnemuna Teopeme 1.3 (ocobuna (5)) je mosnata Moasposa! ¢opmyna no kojoj je 3a
nmpousBojbHO N € IN
(cos @ +isin )™ = cosny + isin nep.

Cana ce ocBpheMO Ha KOPEHOBAIE Y CKYIy KOMITCJICKHUX OpojeBa. 3HAMO J1a Y CKyIy
peaHux GpojeBa jelHAuYMHA T2 = @ 3a HO3MTHBHO 0 MMa [BA PEllelka T = \/a U T = —./a.
Ja 0u KBagpaTHU KOpEH omHcaIu Kao QYHKIH]Y, IO JOTOBOPY, MPETIOCTaBhaMo MIa je y
CKYITy peajlHux OpojeBa /a MO3UTUBHA BETUUMHA. MehyTUM, y CKYIy KOMIIEICKHUX GpojeBa,
300r HeocTaTKa ypehema Mehy kommnekcHum OpojeBuMa, mpodiieM gepuHucamba KopeHa Kao
dbynkmmje je 3uatno cnoxxkenuju. rasuine y [Tormasmy 7 hemo jga qokaxemo jga n—TH KOPEH
He MOXe HU Aa Oynae geduHHMcaH Kao (QyHKIMja Ha LIEJIOM CKYITy KOMITICKCHUX OpojeBa Beh
YBOIUMO jeaH MOTIIYHO HOBU MATEMATUYKU KOHUEMNT T3B. ,,BUILIE3HAYHUX (PYHKLHUja .

Cneneha Teopema 100po MITyCTpyje MPOOIEMATHIHOCT KOMIUIEKCHOT KOPEHA.

Teopema 1.4. Heka je a € C u a # 0. 3a apouzsowno n € N, jegnauuna 2" = a uma y ckyiiy
KOMUNIeKCHUX OpOojesa ThauHO N paA3IUMUTTIUX peulersd U THo:

2k 2k
zkzm(cos—arga+ 7r—|—z'sin—8brgchL W), k=0,1,...,n— 1.
n n

I Abraham de Moivre 1667-1754, hbpaHIycKH MaTeMaTHUap.
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Jlokas: JIako ce q0Kasyje 1a ¢y KOMIUIEKCHH OPOjeBH 21 M 2z Y TPUTOHOMETPUJCKOM OBJIUKY
JeMHAKY aKKO je |21| = |zo|  arg z; = arg 2o + 2kw 3a Heko k € Z. Tana, jenHakoct 2" = a
o ocoounwu (5) Teopeme 1.3 mocraje:

12" = |al, arg 2" =arga + 2kmw, k€ Z,
|z|" = |al, nargz =arga + 2km, k€ Z,
2k
|z| = Va, arg z :M, keZ,
n

Kako y KOMIIJIEKCHO] paBHHU MOCTOjJU TAYHO N PA3IMUUTUX KOMITJIEKCHUX OpojeBa OOnMKa
2k = W(cos%+isin%) uroszak =0,1,...,n— 1, oBU OpOjeBU Cy pelllecrmha
TpakeHe jeTHaYnHE. ]

[MpumeTumo 1a 300T reoMeTpUje MHOKEHha KOMILIEKCHUX OpojeBa, CBa pellenha jeTHaunHe
Z" = a ce moOUjajy poTalMjOM JEIHOT pelieHkha OKO KOOPAMHATHOT MOYETKA 34 yTIIOBE %T’T,
k =1,...,n — 1. To 3Hauu ja cBa pelIcHka jeqHAUNHE 2" = a Y KOMIICJICKHO] paBHU
(hopmupajy MpaBUIHA N—TOYTa0 ca IIEHTPOM y KOOPAMHATHOM MTOYETKY Kao IITO WIYCTPYje
rpaduk ucmoz.

n

a = p(cos p + isin ) A

A

I'padux 2: Pemmema jeHaunne 2° = a GopMupajy mpaBuiaH MeToyrao.

Ha xpajy oBor oneibKa, HABOAUMO MO/ HAJIIPAKTUYHHU]Y T3B. €KCIIOHEHIIU]AITHY GOpMY
KoMIutekcHOT Opoja. Y Ilornasipy 3.4 he na 6yme mokasana OjnepoBa hopmyna

e'” =cosp+ising

Koja oMoryhasa /a ce cBaku 6poj y KOMIUIEKCHO] PABHH ITPEICTABH ca 2 = |z|e' 8%,

1.2 KomnakTuukanuja KOMILIEKCHe PABHH

Y OBOM OJIeJbKY aHATU3UPAMO TPOOIeM OECKOHAYHOCTH Yy KOMITICKCHO] paBHU. Kako Ha
peasiHoj IpaBoj MOCTOje ABe OECKOHAYHOCTU U TO jelHa Koja je ,,IO3UTUBHA U Apyra Koja
je ,,HeraTHBHA , IPOCTa MHTYUIIM]ja HABOAM HA 3aK/by4aK Ja Y KOMIUIEKCHO] pABHU MOCTOjU
HelpeOPOjUBO MHOT'O OECKOHAUHOCTH TJIE je CBaKa oApeljeHa BEeKTOPOM TaTOT IpaBIia U cMepa.
Meljytum, kao mTo hemMo ycKopo /1a BUMMO, HEOCTAaTaK ypehema Ha CKymy KOMIUTEKCHUX
OpojeBa MMILTMITMPA M HejJocTaTak ypeheHoctn mehy OeckoHaYHOCTHMA INTO TTOCHCIMYHO
3HAYU /12 y KOMIUIEKCHO] pABHU MOXKEMO J]a PaIUMO CaMo ca jelTHOM OecKOHavHOIIhy.



VY Ty cBpXy, onucaheMo jeTHy TOMONOMIKY KOHCTPYKIIH]Y, T3B. KOMITAKTU(hUKAIIU]y AJTeK-
caHapoBa’ KOMIUIEKCHE PABHHU 3ajeTHO ca OAroBapajyhoM MeTPUKOM Ha CKYMy KOMILIEKCHHX
OpojeBa koja he ga HaM oMoTyhu IIpakTHYaH paji ca KOMIUIEKCHOM O€CKOHAYHOIINY.

IMocmaTpajMo KOMIUIEKCHY paBaH Y BEKTOPCKOM OOJIMKY alld cajia Kao MOTCKYI TPOJIU-
mensronannor Bykmuackor nmpocropa R? oxnocno neka je C = {2z = (2,9,0) | z,y € R}
(mpaktnuHo, 0y paBaH). YHyTap mpoctopa R? younmo jenmHnuny cdepy ca HEHTPOM y
xoopauHaTHOM Touetky S? = {(a,b,¢) € R?® | ||(a,b,¢)|| = 1} u Ha ®Oj ,,ceBepHU TOT”
omHocHo Tauky N = (0,0, 1). Cama nedunHuUIIIEMO TIPECTUKABAHE

p:C— 52

Ha crenehn HauMH, Heka je cnuka Tauke 2z = (z,y,0) € C, tauka 2 = (a,b,c) € S? koja
TIpeICTaBIba TAUKy Tpeceka moaynpase Nz u cdepe S? K0 MITO je MIyCTPOBAHO HA TPADHKY
UCIIOI.

I'paduk 3: Crepeorpadceka mpojexnmja Eykmmacke pasau Ha cdepy.

KOOpILI/IHaTC Ta4Ke 2 HAJIa31MO peliaBamEM CI/ICTCMajCIIHa‘{I/IHa

(L.1) a=tr, b=ty, c=1—-t, a®+b+=1

2
T4z +y?

() =% 2x 2y |z]P—1
Z) = Z = .
P T+ 22 T+ 22 1+ 2P

omakie qooujaMo aa je t = =1 JjZP IIITO UMILTUIIAPA 114 je

IpuMeTUMO 12 OBAKO Je(PUHUCAHO MpECIUKaBame jecte ,,1-17 anu na Huje ,Ha’ jep Hu
jenna tauka Oy paBHu Hehe j1a ce mpecnuka y ceBepHU moji. PemaBamem cuctema (1.1) o
HEMO3HATHM T H Y 100MjaMo MHBEp3HO mpecnukasame p~ ! : 5?2\ { N} — C xoje uma popmy:

Sl 1 B a b
b (a_p (a7bac)_(1_c71_c>0)‘

Ha oBaj HaumH, xomIuiekcHO] paBHU C MOXeMo 1a 1oaamMo OeCKOHAYHO JalleKy TauKy Kao
HMHBEP3HY CIUKY ceBepHOr mona N crepeorpadckom mpojekuujoM p. IlpenusHuje, Heka je
o sepununmiu oo = p~ ' (N). Tako 106ujamMo jeHOTaYKaACTy KOMOAKTU(GHUKAIHN]y ATeKcaH-
nopsa kommrekcHe pasau C = C U {00} Koja mpeicTaBiba TOMOIOMIKH ITPOCTOP XOMEOMOP-
dban chepu S? (p je onrosapajyhu xomeomopduszam).

2 T1aBen CeprejeBuu Anexcanapos 1896-1982, pycku MaTeMaTHUap.



Ja 6u u30eram TOMOJIOUIKY TEPMUHOIOTH]Y, Ha mpoctopy C yBOIUMO METpPHKY Koja je
carnacHa ca TornonorujoM cepe S?. Kako je KOMIIEKCHA paBaH y CyIITHHU Eyknuicka paBaH
ca JOJIATHOM CTPYKTYPOM MHOXEHa, HAJIIPUPOTHUjA METPUKA KOMIUICKCHE PABHH, TAKBa Ja
Cy cabuparme U MHOKEH>E KOMIUICKCHUX OpojeBa HenmpekuiHe hyHkimje, je Eyknujicka meTpuka
KOja ce 3a MPOU3BOJbHE KOMILIEKCHE OpojeBe 21 = (X1, Y1), 22 = (T2, Y2) pauyHa ca:

d(z1,2) = d((z1,31), (22, 92)) = V(22 — 21)% + (42 — 11)? = |22 — 21

Cajya, mTO ce THHE MeTpuke Ha npocTopy C, jia Gu oHa GUIA cariacHa ca TOMONOTH-
jOM OJJHOCHO MeTpuKoM Ha chepu S2, HajIpupoaHHje OU OUIIO 1a UCKOPUCTHMO PACTOjahe
Ha chepu usmehy crepeorpadckux mpojekiyja Tagaka. MehyTtum, pacrojame Ha chepu Ou
OIpa3yMeBallo HallaXelbe MyKMHe TyKa [eia KpYy)KHHUIE oapeleHe Taukama z;, Z3 U KOOp-
JMHATHUM MTOYETKOM. Jla O M30eru MpeBeTuKH padyH, HICKOPUCTUNEMO TOITOJIOIIKY €KBU-
BaJICHTHY METPHKY Ha cepHu a To je ctaHgapaHa Eykmuicka meTpuka u3mehy mpoctopHux
Tavaka jep je TOmonoruja Ha chepH pellaTUBHA Y OTHOCY Ha EyKIHICKy TOTIOIOTH]Y TIpOCTOpa
R? (Jedununuja 1.13).

Jaxie, koMnakTUGHUKAIN]Y AJeKcaHAPOBa KOMIUTEKCHE PaBHU MOXKEMO J1a ITocMaTpaMo
kao Metpuuku npoctop (C, p) Te ce pacrojame M3Mely KOHAUHNX Tauaka 21, 2o € C pauyHa
Ha cienehy maumm;

2|2’2 — 21’

- V1t 2Py 4 |z)?

JIOK c¢ pacrojambe KoHauHe Tauke z € C m OGeckoHaune Tauke oo € C goduja Tako MITO
ce y AepMHUILIUJU METPUKE p MOTPAXKU I'PAHUYHA BPEIHOCT KaJla 2o TE€KH OSCKOHAYHOCTU U
no0HjaMo 11a je

P(Zh 22) Ilgb- d@h 52)

2
1+ |22

IIpu Tom, MeTpuka p, Kao Eykuacko pacrojame Tayaka jeIuHAYHE cepe je orpaHuyeHa u
YBEK Mama UM jeJiHaKa o7 2 Kao mTo ce Buau Ha I paduxy 3.

p(z,00) =

HMako Ha mpBU TOTJET BPJIO MHTEPECAHTHA, MeTpuKka p he ga Ham Oyjae O] KOPUCTH Y
JETHOM BPJIO CIIENU(PUIHOM CIyuajy.

Teopema 1.5. Meiwipure d u p cy ekeusanenitine na ceakom o2panuyerom totwckyiy ckyia C.

Moka3: 3aucra, ako je D orpanuueH nmotckyn ckyna C, taga mocroju R > 0 Tako ma 3a
cee z € C Baxu |z| < R. To ca apyre cTpaHe UMIUIMIMPA Ja 3a TPOU3BOJbHE 21,23 € Cy
pPa3noMKy

plo 2) = e
1,#~2) —

\/1 + ‘21’2\/1 + ‘22’2
HajMama Moryha BpemHocT nMmeHuona je 1 (3a z1, 2o = 0). Takohe, BpeqHOCT UMeHHOIIA,
360T orpaHHueHocTH cKyna D, He Moske fa 6yne Beha om /1 + R2vV/1 + R? = 1 + R2%. Taxo
To0HjaMo 11a je

2
1+ R?
YuMe je TeopeMa JoKa3aHa. ]

|20 — 21| < p(21, 22) < 2|22 — 2|

Jlaxie, Ha OTpaHUYEHUM CKYIIOBUMA, TOTIYHO j€ CBEJeTHO Aa JTU KOPUCTUMO METPUKY d
WIN METPUKY p



1.3 TomnoJioruja KOMILIEKCHE PABHU

VY oBoM ognesbKy omucahiemMo moceOHe aMuIMje CKYINoBa, carilacHe YBeIeHHM MeTpHUKaMa,
koje he ma Ham Oyay of 3Hauaja y HacTaBKy Kypca. Jlotahmhemo ce u map jemHOCTaBHHX
KOHIIETIaTa CKyMOBHE TOTIONOTH]¢ KOju hie KacHUje 1a HaM omoryhe BpIio 3HavajHe pe3ynTaTe.

IIpBo, y merpuukoMm mpoctopy (C, d) medpunuiiemo 6a3He OTBOPEHE CKYIIOBE OJHOCHO
OTBOpEHE U 3aTBOPEHE KYTIJIe KyTJIe ca LIEHTPOM Y TaukH 2y € C momymnpeyHuka e:

U, ={z € C| |z — 2| < €}, oTBopeHa kyrma;

UZO = {2z € C ||z — 2| < €}, 3aTBOpeHa Kyra.

OTBOpCHC KYIJIC Ca ICHTPOM Y TAYKH 2 hemo HaaaJbC Jd HA3UBAMO IIPOCTO OKOJIMHC TAYKC
20- YBOAMMO U KOHIIEIT OKpIbEHE OKOJIMHE TAUKe 2 € C IMOJIYIIpEUYHHKA €

Uy, ={2€C|0<|z—2] < e =U\ {2}

Kako je MeTpuKa p KOpHUCHA HCKJBYYMBO Ka0 Mepa pacTojarma M0 OeCKOHAYHOCTH, OKOIUHY
OECKOHAUYHOCTH carjlacHy METPUIH p AeUHUIIIEMO ca:

1
L{;O:{ZEC||Z\>E}.

Hedunucane okonuue Tayaka mpocropa C cy miycTrpoBaHe Ha rpaduky UCTO/I.

-~ ~
u // \\\
7
2= 7 gl N
/ Z/{ AN \
/ e \
/ | PY \ \\
/ A 1
/ R y \
4 \
I N—_—
1 - 1
1 ° |
\ 0 1
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\ 7 - \\ 1
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I'paduk 4: Oxonune Tauaka npocropa C.

Cana neduHUIIEMO KOHIIENIT OTBOPEHOT CKYIa Ha yoOUUuajaH HauMH.
HMedmnunuja 1.2. [Howwickyia D C C je oimisopen akko
(Vz € D)(Je > 0)U: C D.

Jlakne, CKyIT je OTBOPEH aKo caap Ky Oap jeAHy OKOIMHY OKO CBaKe CBOje Tauke. UunTaoun
JaKO MOTY Ja JOKaXy Ja ¢y OKOJIMHA TaukKe U OKPHeHA OKOJIMHA TaukKe OTBOPEHH CKYITOBU.

Nedunnnuja 1.3. Tauka z € C je wauxa nacomunrasarea cxkyiia A C C axxo

(Ve > 0)ULNAZD.



[MpakTuuno, Tauka 2z € C je Tauka HarOMUIIaBama ckyma A akko ckymn A cagpsxu Oap jenHy
TAuKy Ha MIPOM3BOJHHO MAJIOM PACTOjamy OJ Tauke z, Pa3IMYUTy O Tauke z. Ha mpumep,
TauKa 2o j€ TAYKa HATOMUIIABAIbA OKPILEHE OKONUHE U .

Hedmnunuja 1.4. Vuujy cxkyia A C C u ckyia mwe2osux Wauaka HAZOMULABAILA HAZUBAMO
saimisoperve ckyiia A u osnavasamo ca A. CKyil je 3ailisopen aKo je jegHak c8ojem 3ailisopery).

HMedunnnuja 1.5. Tauka z € C je pyona imauxa ckyiia A C C (duwemo z € 0A) axro
(Ve >0)U; NAF#DAU; N A0,

Ckyn cBUX pyOHHMX Tadyaka cKyma A Ha3MBaMoO TpaHMIA CKylla M o0elle)kaBaMo je ca
0A. Cana, unycTcepalidje paay, JokazaheMo HEKOIMKO TOMOIOIIKUX 0coOMHa Ae(MHUCaHUX
CKYITOBA.

Teopema 1.6. Ckyil je 3ailieopen axkko je mwe2os Komiliemenill ottisopen. I panuya ckyiia je
3atiieoper CKYI.

Joka3: Hekaje A C C3aTBopeH ckym. Tana, mpou3BoJbHO 2 € A° HUje Tauka HAaTOMUJIaBakha
ckyna A mro o dedburunuju 1.3 UMIUTMIMpa 1a TOCTOjU OKpI-eHa OKONMHA U Koja He ceue
A wrro ummiipa 1a je {z} UUS = U, C A°. [akie, A° je OTBOPEH CKYIIL.

Hexka je A€ je otBopen ckym. Heka je z € C Ttauka Haromunasama ckyma A. Ako z € A
OIHOCHO aKO OM z mpHIagano CKymy A€ Koju je oTBopeH, rmocrojana 6u okonuna U, xoja je
HOTCKyM o A° a To 6u 3HAYMIO Ta OKpEbeHa okomuHa U, \ {2z} = U? He ceue ckynm A mTo
J€ CYIpOTHO IPETIIOCTABIM Ja Je 2 Tauka HaroMuiIaBama ckyma A. Otyma z € A unMe cMo
JoKa3amu 1a A caap:Ku cBe CBOje Tauke HarOMHIIaBaka OJJHOCHO Ja je 3aTBOPEH.

Jokaxumo na je (0A)° orBopen ckyn. Heka z ¢ JA. To no meyHUIUjU TPAHUUHUX
Tauaka UMILUTMIMPA Ja TOCToju okonuHa U, taksa na je U, N A = D mm U, N A° = ). To
sHaun fga je U, C A wmm U, C A. Axo je, na ipumep, U, C A, Taga cBaka apyra tauka
w € U, He MOXKe [1a Oyje TpaHMYHA TauyKa CKyma A jep OKO w MOXKe [a ce YOUr OKOIHMHA U,
KOja je mesa caapxaHa y U, a 1o 3Hauu 1a U, He Moxke 1a ceue A°. Otyma, U, C (0A)° uume
cMo okaszanu aa je (0A)° oTBOpeH CKYIL. O

Paju unycrpanuje, 3aTBOPEEe OKONMHE U, WM OKPH-EHE OKONUHE U Tauke 2o je

3aTBOpeHa Kyrna U,,. Jame, okoauHa Us, je OTBOPEH CKYIN jep je KOMIUIEMEHT 3aTBOPEHE
kyrie U.

Cse HaBe/eHe e(hUHUIII]E MOTY JId ¢e IPOIMpe Ha MeTpuaku mpoctop (C, p) Tae MeTpuky
p KOPUCTUMO UCKJbYUHUBO 32 OKOJIMHE OECKOHAYHOCTH.

Teopema 1.7. Csaxu beckonauan iotwckyi ipocitopa C uma bap jegny wauxky HaZomMuiasarsa.

Jlokas: Heka je A C C Geckonauan ckyn. IIpeTrmocTaBUMO TIpBO Ja je A orpaHuueH y
mpoctopy (C,d) omHOCHO 1a je A TOTCKYN Heke 3aTBOpeHe Kyrie U, TOBOJGHO BETMKOT
monmynpeynuka. Kako je U, 3aTBOPEH W OTPaHWYCH CKYI, OH j¢ KOMITAKTaH ITO WMILIH-
Upa J1a HETroB MPOU3BOJbaH OeCKOHAYAH MOTCKYII, 4 CAaMUM TUM M A, Mopa Ja UMa TauyKy
HATOMUJIABaMA.

Axo ckyn A auje orpannuen y (C, d), Tana 3a Mpor3BOIbHY OKPHEHY OKOTHHY OECKOHAYHO-
CTH OTHOCHO CKyI Us, Baxku 1a A Huje moTekyn of (Use )¢ = Uy (jep 6u y cympotHOM A 6110
orpanmden) mro 3Ha4n g1a A N U, # 0. Jakine, oo je y OBOM Cllydajy TauKa HATOMMIIABAha
ckyma A y ipocropy (C, p). O



Heduunuuja 1.6. Kaswcemo ga cryi A C C komitaximino iipuitaga cxyiiy D axo je saigoperse A
(koju ce pauyna y apocitiopy (C, p)) doiickyii cxkyiia D.

Ha mpumep, mpon3BoJbaH 3aTBOPEH M OTPAHUYCH MTOTCKYI CKyra D KOMIAKTHO TIpHITaaa
ckymy D. Taxole, orpaHndeH NOTCKyN A 3aTBOpEHOT ckymna F' My yBeKk KOMIIAKTHO TIpHITaIa
jep 6MII0 Koja Tauka HaroMHIaBama ckyma A je Takolhe Tauka HaroMuiaaBama ckymna F Koju
caJIp’KU CBE CBOje TAYKe HATOMMIIaABamba jep je 3aTBopeH. Jlaibe, ckym mpupoaaux 6pojesa IN
(mocmatpan xao nmotckyn o C) He mpumnana komnakTHO ckyry R C C jep 3aTBopeme cKyma
IN y poctopy C je N U {oo} xoju nuje motckym o R.

Canma HaBOIUMO KOHLENT MyTa OJHOCHO KPUBE Y CKYIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa. [lyteBu
y KOMIUIEKCHO] paBHU CY BP0 OUTHU 300T KOMILIEKCHE UHTETpallje U KOHIENTYaTHO ce He
pasnukyjy oa nytea Eykmmuacke paBHH.

HMedunuuuja 1.7. I1yi +y je nefipexugro fipeciuxasarse y : [a,b] — C (um v : [a,b] — C) zge
je [a,b] C R kaacuuan saiicopenu unitiepsan y ckyily pearnux 6pojesa.

72

21 22

V3

I'paduk 5: TlyTeBr KOMITJIEKCHE paBHM.

HemnpekumHoct mpecnukaBamba 7y : [a,b] — C ce mpoBepaBa moMohy HEMPEKUTHOCTU
BekTOpeKke Qynkumje v ¢ [a,b] — R? obmuka v(t) = (v1(t),72(t)) xoja je exBuBaneHTHA
HEMTPEKUTHOCTU IbeHUX KOOPUHATHUX (PyHKITH]A V1, V2 : R — R. Hempexkumanoct npecauka-
Bama 7 : [a,b] — C ce mposepasa momohy HempekuaHOCTH dyHKUHMjE v : [a,b] — S? amu
OBaKBHM IIyTEBM Hehe ma Oymy Of IpeTepaHor TEOPHJCKOT 3Hayaja a caMHUM THUM HH EBUXOBA
HEMPEKUTHOCT.

Hedununuja 1.8. Kaoswcemo ga cy dyimesu vy, : [ar,b] — Cu s : |ag, by] — C exeusanenitnu
(fuwemo v, ~ y2) axo flocifioju neilpexugna paciiyha u ,,na’” @ynxkyuja T : [aq,b1] — |ag, bo]
waxkea ga je y; = y2 0 T.

Axo myT v[a,b] — C KOMIUTEKCHE paBHU HHTEPIPETHPAMO KAO KpeTarmbe MATepHjaiiHe
Tauke Kpo3 BpeMe t € [a, b], Tama TpaHchopMmarmja T Koja 06e36ehyje eKBUBAIEHTHOCT MyTeBa
MOJKE JIa Ce CXBATH Kao TpaHchopmalja BpeMeHa OJHOCHO, KO/ eKBUBAJICHTHUX ITyTeBa CE
UTHOpHIIE Op3uHa KpeTama Beh HaM je oj] UHTepeca caMo MyTarba MatepujanHe Tauke. Ha
MpuUMep, yTEBH:

7 1[0, 7] = C,

N
Yo ! [Oa\/ﬂ —C,

Cy eKBUBAJICHTHU /€ jep je Yo = 1 o7 rueje 7(t) = ¢ nenpexunna, pacryha u ,1a” QpyHkuuja.

(t) = cost +isint
(t) = cost® +isint?

10



[prMeTHMO 1a eKBUBAJIEHTHHU ITyTEBH MOPA]y [a UMa]jy UCTE CIMKE Tj. Y CKYIIOBHOM CMHCITY
je v (la1, b1]) = 72([az, ba]), 06paTHO He MOpa 1@ BakH jep, Ha pumep, (t) 1y (—t) He Mory
Ja Oyay €KBHUBAJICHTHHM ako 7y TIOBE3yje JBE pa3nuuuTe Tauke. Jlako ce mokasyje ma je ~
penanyja eKBUBANICHIM]E Ha CKYIy CBHX IyTeBa INTO HaM oMoryhasa ja ysenemo crnenehy
neUHUTIN]Y.

HMedbununuja 1.9. Kpusa y xomilnekcHoj paguu je Kiaca exeusaneHyuje uyiia vy 'y ogHocy Ha
penayujy ~.

Jla 6u u3bernu 03HaKy [Y]~, KpuBy oxpeheny myrem y Takohe 03HauaBaMo ca 7.
Hedununnja 1.10. [Ty v : [a,b] — C (a camum @wum u kpusa ) je:

e Kopganoe axo je vy ,, 1-1";

o neipeKkugno-gqugpepenyujaduIan axko je vy HeupexugHo-gupepenyujadbuina Gynkyuja;

e Znagak ako je neiipexugno-gughepenyujabunan u axo je v (t) # 0 3a cée t € [a, b|;

® geo ifo geo Znagak axo je vy geo {0 geo HeupekugHo-gudepenyujaduina Qynkyuja a '
Modice ga Oyge jegHak Hyau camo y maykama dpekuga,

peiudpunudunan ako gyxicuna Kpuee vy Modice ga ce uspauyHa KpUSOIUHUJCKUM unilie-
Zpaniom ipse epcilie OgHOCHO aKo HoCTHOJU U KOHAYAH je:

/Iv’(t)ldt:/ Y2 (t) 4+ y'2(t)dt.

Ha npumep, na @urypu 5, Kpuse 2 1 v3 cy XKopiaHoBe 10K y; HUJe, KpUBA Y3 J€ I1aTKa a
3 ACO-TIO JICO TTIATKA. 3aHUMJBUBO j¢ Jla MyTama Y, MOXKE JIa MPECTaBIba TIATKY ajlu U JIeOo
Mo jeo Tnatky kpuBy. Kpuse koje Hucy perudunmbdbunne nehe ga Oymy oj1 3Havaja Ha OBOM
Kypcy.

HMedmnunuja 1.11. Cryi D C C je ayimiesuma iosesarn aKko 3a céaxe 21, 2o € D wlocimioju wyii
v : |a,b] = D imaras ga je y(a) = z; uy(b) = 2.

HWutyutusno, ckyn D je myTeBUMa MOBE3aH aKo 01 OWIIO Koje Tauke ckyma D moxe 1a
ce mohe go OMITo Koje IpyTe HeroBe Tauke O3 u3nmacka u3 ckyma D. TlyTeBuma TmoBe3aHu y

paBHH cy, Ha ipumep, cmoBa A, £ 1ok cosa C, ' Hucy.

Cana uMeHyjeMo Haj3HauajHHU)y KJIacy CKymoBa Kypca KomriekcHe aHam3e.
HMedmnunuja 1.12. [Hodwcxkyia D C C nasusamo obaaciu axo je D ottisopen u iiyitieuma noee3at.

OOGnacTu cy 3HaYajHU CKYTOBHU M3 JIBa pa3jiora, MPBH je IITO OKO CBaKe Tauke z odmactu D
MOJKEMO JTa yOUMMO OKOJUHY U, cajipxany y D, a Ipyru je IMTO CBaKe JIBe Tauke obdmactu D
MOEMO JIa TIOBEXKEMO MyTeM UHja CIIMKa KOMIAKTHO Tpunaga ooiactu D mTo mocieImuHO
3HAYM JIa CBaKU IMyT objactu D Moke Aa ce MOKpHje ca KOHAYHO MHOTO OKOJHMHA Koje Cy
takohe cagpxkaHe y oomactu D.

Ha kpajy, onucaheMo jeTHO TOIIOJIOIIKO CBOJCTBO 0o0macTu Koje he ma Ham oMoryhm na
JIOKaXeMo Haj3Hauajuujy teopemy Kommnekche ananuse, TeopeMy y jeIMHCTBEHOCTH aHa-
autuuke Gynkimje 5.19.
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HMedmnunuja 1.13. Cryi ceux oiisopenux ioilcKydosa KOMILEKCHe pashu obenedxcasamo ca T
u Hasusamo imoionozuja. Axo je D C C, peraitiueny wwoiionodujy na ckyiy D gedunuemo ca

To={OND|OeT}

OTBOpEHe CKynoBe Ha O0JIACTH Ma MOTJIM CMO Ja Ae(pUHHUIIEMO U Ha KIacudaH HaYuH
momohy oarosapajyhux 6a3Hux oTBOpeHHX cKymoBa Tomonoruje Tp. Hanme, ckym A C D je
OTBOpEH y pelaTUBHOj TOTIOJIOTUJU Ha CKymy D akko

(Vz € A)(Je > 0)U; "D C A.

Takobe, z € D je tauka HaromunaBama ckyrna A C D y pelaTHBHO] TOIOJIOTHJU cKyma D
aKKO

(Ve > 0)(USND)NA#0.

Amnanorno, ckyn F' je 3aTBOpEH y PENATUBHO] TOMOIOTH]U HA TTPOCTOPY D aKKO caJip>Ku CBE
CBOje TAUKe HATOMUJIABAA y OJIHOCY Ha Tp.

Nedunnnuja 1.14. Cryi D je wiosezan axkko ue iociuoje neipasuu ckyiosu A, B € Tp iwiaxsu
gaje ANB=0u
D=AUB.

[IpakTHyHO, ako MpeHeOperHeMo AepUHUIN]Y pelaTHBHE Torojoruje Ha D, ckym D je
MOBE3aH aKKo He TMOCTOje OTBOPEHU CKyNmoBU komiutekcHe paBHU O u O, TakBHU 14 je:

DCOUOy,, OND#D,0,ND#D, O.NO;ND =0

Kao IITO je WIYCTPOBAHO Ha IpaduKy UCIO/.

I'paduk 6: He-mmosesanoct ckyma D (A, B € Tp).

Canma HaBOAMMO Be3y U3Mely MOBe3aHOCTU U MTOBE3aHOCTU MyTEBUMA.
Teopema 1.8. Csaxu iiyitiesuma tiose3an cKyil je 08e3an.

Hoxa3: Hexka je D nyreBuMa mose3aH. [IpeTmocTaBuMo aa HHUje TTOBe3aH Tj. HEKA IOCTOje
A, B € Tp xoju ¢y HelpasHu, IUCKYHKTHU U Heka je D = A U B. Taga, mocroje z; € Au
29 € B a, kaxo je D nyTeBUMa MOBE3aH, MOCTOjU TyT 7 : [a,b] — D Takas na je y(a) = z; u
v(b) = 22. To snaun najev([a, b)) NA # 0u~([a,b]) N B # () anu, nowro cy cxynosu A u B
JICjYHKTHH, 3aKJbYUyjeMO Jla YT 7y HUje MTOBE3aH IITO MPOTHBYPEUU HETOBO] HEMPEKUTHOCTH.
Haxne, D je moBe3aH. [

Kao mro ukycrpyje I'paduk 6, y peraTUBHO] TOTOIOTHJU CTIELIM(PHUIHUX CKYIIOBA, TTOCTO]je
MOTCKYMOBH KOjU Cy MCTOBPEMEHO OTBOPCHU M 3aTBOPEHH KOHKPETHO, cKymoBu A u B ¢y
OTBOPEHU W 3aTBOPEHU y PEIATUBHO] TOMONOTHjU ckyrma D. MelhyTtum, kao mTo uinycrpyje
creneha Teopema, TOBE3aHN CKYITOBH MMajy caMo jellaH Helpa3aH, OTBOPEH U 3aTBOPEH CKYTI
y CBOjO] PENaTHBHO] TOMOJIOTH]H.
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Teopema 1.9. Hexa je A C D neiipazan, oitieopen u 3aiieopen CKYil y peiaitiustoj wononocuju
ckyiia D. Axo je D iosesan, imiaga je A = D.

Hoka3: Jlako ce mokasyje 1a je y peJaTUBHO] TOIOIOTHjU CKyMa D KOMIUIEMEHT OTBOPEHOT
CKyIIa 3aTBOPEH CKYI U OOPHYTO.

Heka je D nosesan. I[IpetnoctaBumMo na je A mpaBu MOTCKYIM cKyma D Koju je HelpasaH,
OTBOPEH U 3aTBOPEH y ojiHocy Ha Tp. Tama, D\ A = B je Takole Herrpaszan u otBopeH y D jep
je koMrieMeHT ckyma A koju je mo mpernoctaBium 3aTBoper y D. Otyna, A u B cy HenpasHu,
OTBOPEHH CKYITOBH TOIOJOTHje Tp 3a KOje BaXKu:

ANB=0, AUB

IIITO IPOTUBYPEYH MIPETIIOCTABIM 1a je D mosesan. Otyna, A = D. ]

1.4 Hu3oBu KOMILIEKCHUX OpojeBa

Y oBOM ofiesbKy heMo KpaTKo fa ce OCBpHEMO Ha [T0jaM HU30Ba CIElHjaTHO, HU30Ba KOMILIIEK-
CHUX OpojeBa M HUXOBE KOHBEpreHuuje. Yurtaouu Koju ¢y J00pO YIMO3HATU Ca KOHIIEITOM
KOHBEPIreHIMje HU30Ba METPUUKUX MPOCTOPa MOTY Jia npely Ha cnejehe nornassbe.

Hedununuja 1.15. Huz xomiinexcnux dpojesa je ceako ipecauxasarwe Z @ IN — C. Axko je
Z(n) = zp, 3a cee n € N, nuz komitnexcnux 6pojesa oznauasamo ca (Zp)nen.

Kao mto BUIuMo, HU30BH KOMIUIEKCHHX OpojeBa cy HUIITA IPYro 10 TeHepaIn3alnja BeK-
TOpa KOMILUIEKCHUX OpojeBa. OBJie HeMa mmotpede 1a AeUHUIIIEMO HU3 eIeMeHaTa IpocTopa
C jep y TOM ciTyuajy ce TIogpa3yMeBa j1a 3a HeKo 1y € IN Baxu 2, = 00 IITO HeMa IPETEPAHOT
MaTEeMaTHUKOT CMHCIIA.

Nepununuja 1.16. Tauxa zy € C je iwaura nazomunasarea Hu3a (2, )neN € CN akko
(Ve > 0)(VYnp € IN)(In > ng) |z, — 20| < €.
Tauka z = oo je fiauxa nazomunasarea nusd (z, )neny € CN axko
(VM > 0)(Vng € N)(3n > ng)|2z,| > M.

Hepununnja 1.17. Hexa je (z,)nen Hus komiiekcnux opojesa. Taga, 3a zg € C (zg je konavan
Komilnexcan 6poj) kaxcemo ga (Zn)neN KOHEEPEUPA KA Zy OGHOCHO

lim z, = 20 < (Ve > 0)(3ng € N)(VYn > ng) |z, — 20| < €.

n—o0

Ananono, nus (2, )neN KOHEEP2UPA Ka 6ECKOHAUHOCTIU OGHOCHO

lim z, =00 & (VM > 0)(3Ing € N)(Vn > ng)|z,| > M.
n—oo
TOMOTONIKIM PEUHIKOM, TauKa 2y € C je Tauka HATOMHITaBarba (MM IpaHNIHA BPEHIOCT)

Hm3a (2, )new € CN akko caxa okomuHa Tauke 2o (y mpocropy (C, p)) canpxu GeckoHAUHO
MHOTO (MM CKOPO CBE Tj. CBE OCMM KOHAYHO MHOIO) YJIaHOBa Hu3a. IIpu TOM, 300T eKBH-
BAJIEHTHOCTH METPHUKA p U d HAa OTPAHUYEHUM CKYIIOBHMA, 63 I'yOIberha OIMIITOCTU MOXKEMO
A ce OTpeeNIIMO 3a METPHKY p jep KOHBepreHImja Husza y mpocTopy (C, p) ka KoHAYHOM
KOMIUIEKCHOM OpOjy UMIUTHIIMpa KOHBEPTEHIIN]y HcTOT HU3a y Tipoctopy (C, d).

Kako ce merpuuku nipocrop (C, d) reomerpujcku unteprnperipa kao Eyknujicka paBan
ca EykanackoM METpHUKOM, KOHBEPICHITM]a HU3a Ka KOHAYHOM KOMIUICKCHOM OpOjy j& CKBU-
BaJICHTHA KOHBEPTCHIIM]U HU3Aa FHETOBUX TIPBUX M APYTMX KOOPAWHATA KAO INTO MIIYCTpYje
creneha Teopema.
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Teopema 1.10. Hus xomiinexchux 6pojesa (2, )nen = (Tn+iyn)nen 29€ (Tn)nens (Yn)nen € RY
KOHBEPZUPA KOHAYHOM KOMILIEKCHOM OPOJy Zg = Xo + 1Yo AKKO Y CKYILY peannux 0pojesa 6axcu:

lim z, =z, lim y, = yo.
n—oo

n—oo

Moxka3: Jloka3 TBphema cieau Ha OCHOBY HejeTHAKOCTH:

max{|z, — o|, |[yn — vo|} < V(@0 — 10)2 4+ (Y — %0)% < |20 — 0| + Y0 — vol-

Koja je jeqHOCTaBHA IOCIIeIUIIa OCOOMHA KBaApaTHOT KOPEHA peaTHuX OpojeBa ]

[IITo ce THUE METPUKE p, OHA je 3aHINMIBHBA CAMO Y CITy4ajy Kaaa Hu3 (2, ),cN KOHBEPTHPA
Ka OeckoHayHOCTH. MehyTum, 1Mo AeUHUIM]H KOHBEPTEeHIIM]e, MHOTO j€ JIAKIIE je J1a UCKO-
PHCTUMO KOHBEPTEHITH]Y HU3a MOayaa (|2,|),en ¥ 0OCOOMHE KOHBEPIEHIIN]Ee HU30BA PCATTHUX
Opojesa.

Teopema 1.11. Hexka je (2,)neN HU3 kominexcnux opojesa. Taga

e lim 2, =00 < lim |z,| = oo,
n—oo n—oo

e lim z,=0< lim |z, =0.
n—oo n—oo
Jlakie, Ha OCHOBY IIPETXOJHE TEOpPEME, Ja OU JOKa3ajdM Id HU3 KOMIUIEKCHHUX OpojeBa
(2n)neN KOHBeprupa Ka 2o € C, TOBOJBHO je a TOKAKEMO fa HU3 (2, — 20)neN TEKH HYITH &
TO je EKBUBAJICHTHO YCIIOBY Jla HU3 peaaHux opojesa (|2, — 2o|)nen TEXH HYIH.

IMTpumeTnMo 1a KOHBEpPreHIMja Ka OECKOHAYHOCTH OJHOCHO Ka HYJIM HE 3aBUCH O] HU3a
aprymeHarta. MehyTuM, ako HU3 KOMIUIEKCHUX OpojeBa KOHBEpPrupa Ka HEKOM KOHAYHOM
KOMILIEKCHOM OpOjy, leroBa KOHBEpPreHIIMja MOXKe J1a ce MTPOoBepU NMoMohy HU3a Moayia U
HU3a apTyMeHaTa Kao LITO UIycTpyje cleneha Teopema.

Teopema 1.12. Huz komiinexcruux opojesa (zy)neN KOHEEPZUPA KOHAUHOM KOMILICKCHOM OPOjY
20 akko Koneepzupajy peaniu muz06u (|2, | )nen u (arg 2, )nen u 3a nexo ko € 7. easwcu:

lim |z,| = |20|, lim argz, = argzy + 2kom.
n—oo n—oo

1.5 HenpexkuaHoct pyHkIMja KOMILIEKCHE IPOMEH/bUBE

Y oBoM oziesbKy heMo KpaTko [1a ce OCBpHEMO Ha T0jaM (pyHKITHje KOMIUIEKCHE TPOMEHIbUBE
U BeHy HenpekuaHocT. Kao u mo capa meduHMCaHW TTOJMOBH, KOHIIENIT HEMPEKUIHOCTU
KOMIUICKCHE (PYHKIIH]E j€ YCKO BE3aH 3a HEMPEKIMHOCT MPECIMKABAKhA METPUUKUX TTPOCTOPA.

Hedpununuja 1.18. Hexa je D C @; Dyuryuja [+ D — C je ceaxa penayuja waxkea ga 3a ceaxo
z € D itocimoju wauno jegno w € C iwaxeo ga je w = f(z).

IIperxoaHo0 AehUHUCAHM TTOjaM ce OTHOCH Ha je/THO3HaYHE QyHKIMje. Y cuTyalnujaMa Kaja
JEITHOM eJIEeMEHTY JOMEHA OJ[roBapa BWIIE OJT jeTHOT eJIEMEHTa KOJOMEHa, TakBe (pyHKIIM]je
hemo ma HasuBaMo ,,BHIIE3HAUYHMM . AHAJIOTHO KA0 y peajHUM aHaau3aMa ce ne(puHuIIe
nojam (pyHKIMja Koje ¢y ,,1-17 wmm ,,1a”.

ITocmatpajmo cama GyHKIMje Ynju JOMEH M KojgoMeH (GopMupajy KOHAUHM KOMITEKCHU
opojeBu. HajommTuje ¢yukiuje oor tuma umajy gopmy f : € — C xoja 300T BEKTOPCKE
HWHTEpITpeTaIje KOMIUIEKCHUX OpojeBa W Eykiuiacke MeTpuke MOXKeE Ja C€ aHaIM3upa Kao
BekTopcka dpyHkimja f : R? — R2. Akoje Reof = uuImof = v, pynkumje u, v : R? — R
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HA3MBaMO PEOM pPealTHU U UIMaTUHAPHU Je0 PYHKIHje f KOjy Tala MOKeMO J1a TPEICTABIMO
y anrebapckoM OOJUKY ca:

f(2) = f(x+iy) = f(o,y) = u(x,y) +iv(z,y).

Awnasorno, ako 3a ¢yuxmujy f : C — C mocroje kommnosunmje |f| = p u arg f = o,
GbyHKIHY f MOXKEMO Yy TPUTOHOMETPHJCKOM OJTHOCHO SKCIMOHCHIIM]aITHOM OOJIMKY J1a TIpe/I-
CTaBUMO ca:

F(2) = p(2)(cospl2) +ising(2)) = p(=)e™.

VY 3aBHUCHOCTHM OJT KOHKPETHUX OKOITHOCTU, (yHKIMje hieMo ma TpeacTaB/baMo y OITO-

Bapajyhem o0OmuKy.

Canma HaBOAMMO KOHLENT I'PaHUYHE BPEIHOCTU (PYHKIMje KOjU je MOTIYHO aHaJIOTaH
onrosapajyheM KOHIIETITY peaHe aHau3e.

HMedwnnunuja 1.19. Heka je ¢ynuxyuja f gegpunucana na oxproenoj oxonunu iwauxe a € C.
Kaowcemo ga je w € C epanuuna epegnociti hynkyuje [ kaga z iwexcu opojy a u iduuemo

lim f(2) =w

zZ—a

akko 3a ceaxy oxomuny U, fauke w focilioju okpreena okonauna U, wauxe a lakea ga je

fUz) C Us.

[IpeTxoana nepuHULM]a je PopMyTHCaHA TOTIOIOMKUM PEYHUKOM I'Ie ce OKOJIMHE (POpMH-
pajy y 3aBUCHOCTH OJT TOTa Ja JIM Cy TauKe a WM w KOHAauHe UK OecKoHauHe. AHATUTHUYKUM
PEYHUKOM, JIeUHUIIN]A TPAaHUYHE BpeHOCTU QyHKIH]e ce hopmymuiie Ha crneachu naums:

lim f(2) =w < Ve >0)(30 > 0)(Vz € O)|z —a| <d = |f(2) —w| < ¢

z—a

lim f(z) =00 < (VM > 0)(35 > 0)(Vz € C)|z —a| <0 = |f(2)| > M;

z—a

(
lim f(z) =w < (Ve > 0)(IN > 0)(Vz € O)|z| > N = |f(2) —w| < ¢
(

Z—00

Zli_glof(z) =00 < (VM > 0)(AN >0)(Vz € C)|z| > N = |f(2)| > M.

Kao 1 xom HH30Ba KOMIUIEKCHMX OpojeBa, koHBeprenuuja ¢pynkmuje f : € — C xa
KOHAYHUM BpPETHOCTHMA Ce JelTHOCTABHO MpOoBepaBa MmoMohy KoopAMHATHUX (DYHKIIH]A.

Teopema 1.13. Hexka je |a| < oo u f : U, — C ¢ynxyuja. Taga, pynuxyuja f iwiesrcu konaunom
KomilnexcHom opojy kaga z iwescu ka a akko Re f,Im f : U, — C imiesce konaunum peannum
opojesuma u saxicu:

lim f(z) = lim (Re f(2) +iIm f(2)) = lim Re f(z) + ¢ lim Im f(2).

zZ—ra zZ—ra zZ—a zZ—a

3a pa3nuky on anredbapckor oOIMKa, KOHBEpreHIMja (GyHKIMja Y eKCITOHEHIIHjaTHOM 00-

JMKY je MaJIo IpoOieMaTUYHMja 300T apryMeHTa KOMITUIEKCHe (DYHKIIMje KOJU HeKaa He MOKe
00po aa ce aeduHUIIe HA 1enoM JoMeHy ¢yHKIje. OHO MTO ca CUTypHOIINY MOKEMO
na TBpAMMO je 1a ako je f(z) = p(z)e’¥?) excronennmjanHu o6IMK (yHKIMjE M aKo je
lim p(2) = po a lim ¢(2) = o, Tana je lim f(2) = ppe?®.

[TocToju BapujanTa KOHBEpreHIyje (PyHKIM]e Ka TAUKM KOja HEMa OKPILEHY OKOJMHY Ha
K0j0j je ¢pyHKIMja AehrHICaHa allk, Kako heMo Ha OBOM KypcCy Jia UCITUTYjeMO KOHBEPTCHIIN]Y
¢yHKIIMje Ha obnacTuMa, HeMa MoTpede Aa je eKCIUTUIIMTHO HaBOIUMO.

15



2  JIndepennmjannu pauyH pyHKIMja KOMILJIEKCHE IPOMEH/bHBE

Y MaTeMaTHUYKO] aHAJIN3HU, HajjeTHOCTaBHU]e (DYHKIIH]e Cy IMHeapHa IIpeCcIMKaBamba KOHAYHO-
TUMEH3MOHATTHUX BEKTOPCKUX MpocTtopa. HapaBHO, MUHeapHa MpecluKaBarmba Cy MpeaMeT
anreOpe MelhyTum, jeJiHa TToceOHa Kiaca TpecIuKaBama ce JIOKATHO TTOHAIa]y Kao JUHeapHe
(dbyHKIje Tj. Mae MpOMEHE apryMeHTa WHIYKY]y CKOpO TMHeapHe mpoMeHe pynknuje. Tlpe-
LU3HUJE, aKO JOBOJHHO Mallo MemaMo apyMeHT pyukimje f : R™ — R™, pe3yartar je npu-
OMIDKHO jeqHaK IMPOMEHH jeaHe MuHeapHe dyHknuje L : R® — R™. MaTeMaTHUKH 3aIic OBe
ocoOuHe uma Gopmy:

f(xo+h) — f(xg) = L(h) +o(h) xama h — 0.

Jluneapny ¢yHkiujy L Koja 3aa0BOJbaBa TOPHY jeIHAUYMHY Ha3UBaMO IHU(epeHIHjaT
¢yukumje f y tauku zo. OTyma, ako )eIUMO J1a W3BPIIUMO JIOKATHY aHaTu3y nudepeH-
nujaduiTHUX (PyHKIIMja, JOBOJBHO je Aa 3HaMo (hopMy U 0coOMHE BeHOT TudepeHIijana Koju
je nuHeapHa (pyHKIIHMja ITa caMUM THM MHOTO j¢THOCTABHM]a 32 aHATIN3Y.

[a 6u 6oibe paszyMenu KoHLenTe AudepeHIjaHOT payyHa KOMIUIEKCHUX (yHKIIHMja,
OTMIIIUMO HajIipe TuHeapHe (PyHKILIUje KOMIUIEKCHE TPOMEHIbUBE.

2.1 Jluneapue ¢pyHKIMje KOMILIEKCHE TPOMeH/bHBE

Hepununuja 2.1. Ipecruxasarwe L : V — W gekitiopckux tpocitiopa V u W nag (ucitium)
domem I je nuneaprno axxo:

(Vz,y € V)(Vo, 8 € F)L(az + By) = aL(z) + SL(y).

[IpakTuuHO, MpECIUKaBaE je JUHEAPHO aKO je CIUKa JIMHeapHe KOMOUHAIMje 1Ba BeK-
TOpa JIMHeapHa KOMOWHAIIMja BbUXOBUX CIMKA ca UCTUM ckajapuMa. OBiae HaBOOUMO (yH-
JaMEHTATTHY TeoOpeMy Koja YIOTITYHOCTH OTHCYje JIMHeapHa MpeciuKaBamba KOHAUHO-IUMEH-
3MOHATTHUX BEKTOPCKUX MPOCTOPA.

Teopema 2.1. (Ocnoenu citiaé nuneapue aneope). Hexa KoHAUHO-GUMEH3UOHATIHU 8EKIHOPCKU
apocitiop V nag iiowem ¥ uma 6azy {ei, ..., e,} unexa je W iipouseoman sexitiopcru apociiop
nag iowem . Axoje L : V — W nuneapro iipeciuxasarve, iiaga fiocifioje jegucitigenu seximiopu
wi, ..., w, € W imareu ga je L(e;) = wy, i =1,...,n.

Jaxie, cBako JMHEApHO MPECINKaBambe j€ MOTIYHO onpeheHo clukaMa 0a3HUX BEKTOpa
moMeHa. AKO cy JOMEH U KOJOMEH KOHAYHO-TUMEH3UOHATHH, IMHeapHa MPeCcIuKaBama ce
CBOJIe HA MHOKEH€ MaTpHIIA.

IMosbe KOMIIEKCHUX GpojeBa je yBeaeHo momohy BekTopckor mpoctopa (R? +, -, R) e
CMO HCKOPHCTUIIH cabupame BeKTopa npoctopa R? 3ajeqHo ca onepanijoM MHOKEHA KOjy
CMO TepHHHUCAIIH ca:

(2.1) (5’317191) ) ($27y2) = <$1£E2 — Y1Y2, T1Y2 + 2723/1)7 (xla 1/1)7 (3527 3/2) e R”.

OTyz[a, I10Jb€ KOMIINIICKCHUX 6p0jeBa MOXEMO Ja aHATTU3UPAMO Y KOHTCKCTY JJBa BEKTOPCKaA
mpocTopa:
2
(R 7+7'7R) n (C7+7'JC)'

Oge n1Be anrebapcke CTPYKTYpe UMajy 3HAYajHO Pa3IUiIUTe OCOOUHE:
R* = {(z,y) | =,y € R} = {2(1,0) +y(0,1) | 2,y € R} = L{(1,0), (0, 1)};
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C={z]|zeC}={z-1]|z€C}=L{1}.

Haxkne, Bextopcku mpoctop (R?, +, -, R) max nomem R je apoamMensuonanan ca 6azom
{(1,0),(0,1)} mox je Bektopcku mpoctop (C, +, -, C) Hax mosbem C jenHOIMMEH3NOHATIAH Ca
6azom {1}.

YV 3aBHCHOCTH OJ1 TOTa Ja JIU MPECIUKABAkE UyBa CTPYKTYPY BEKTOPCKOT MPOCTOpa HaT
MOJbEM PEalTHUX WIN MOJbeM KOMIUIEKCHUX OpojeBa, paznukoBaheMo MBa THMA JTUHEapHUX
MpECIUKaBaBA.

Hedunnunuja 2.2. [pecrukasarwe L : C — C je:
o R-nuneapno axo je apecmurasarve L : (R? +, -, R) — (R?, +, -, R) auneapno;
o C-nuneapno axo je ipecmuxasarve L : (C,+,-,C) — (C, +, -, C) muneapno.

Kako je R moa-mosse mospa C, 3akipyuyjemo ga cy cBa C-muHeapHa TpeciUKaBamba U
R-nmuneapna. Mehytum, kao mto heMo ga BUAMMO y HACTaBKY, OOPHYTO HE MOpa JIa BAXKU.

Teopema 2.2. Csearxa R-muneapna ¢pynkyuja L : C — C je obnuxa L(z) = az + bZ 3a jequn-
ciisere a,b € C 2ge je

L(1) - iL(i) L(1) +iL(i)

a=———= b=
2 2
Hoxka3s: 3a nmpousBosbHo 2z € C u R-nmuaeapny ¢hyHkuujy L Baxu:
) ) Z2+Z z2—Z _,.
L(z)=L(x-14i-y) =2L(1) +yL(i) = 5 L(1)+ % L(1)

L(1) —iL(7) L(1) 4+ iL(3)
= 2 z+ 5

Haxkne, R-muHeapHO mpeciukaBame MMa HaBeleHy GopMy. Teopema 2.1 ummaunmpa aa je
R-nuHeapHo npecnukaBame L oapeheHo cnmkama BekTopa 1 u i. Kako cucrem jemHaunHa

Z.

L(1) —iL(1)
B 2
b — L(1) +iL(7)
2
MMa jeJMHCTBEHO pernebe 1o HerosHatiM L(1) u L(7), 3akipyuyjemo na 6pojesu a,b € C
OATOBapajy jemuHCTBeHOM R-TrHeapHOM IpecIuKaBamy. O]

Kao mrto BuanmMo, cBako R-nmrHeapHo npecinkaBarmbe ce CBOIU Ha THHeAPHY KOMOUHAITH]Y
KOMIUTEKCHOT 6poja 2 U ’heMy KOHjyrOBaHOT KOMILIEKCHOT O6poja Z ca IBa jeIMHCTBEHA KOM-
IJICKCHA cKajapa a, b.

Teopema 2.3. Ceaxa C-nuneapna ¢pynkyuja L - C — C je oonuka L(z) = az 2ge je a = L(1).
Joka3s: 3a mpousBosbHO 2 € C u C-muHeapHy QyHKIM]Yy L Baxu:
L(z)=L(z-1) = zL(1).
O

Kao mro Bumumo, C-muHeapHa ¢GyHKIMja je YITOTIYHOCTH ojipeljeHa CBOjeBPCHUM KOM-
TUICKCHUM KOe(HUIIHJEHTOM ITpaBIa.

Cana hemo na aHamusupamo Besy u3mely R-muHeapHux u C-TuHeapHUX MpECTHKaBambha.
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Hocaenuna 2.1. Hexa je L : C — C jegua R-muneapna ¢pynxyuja. Taga cy cnegehu ycnosu
CKBUBUNCHIUHU.

(a) L je C-muneapna;

©) L(iz) =iL(z) 3a cee z € C;
(®) L(1)+iL(i) = 0.

Joka3s: Koprctumo ocobuHy aa ¢y KOMIUTIEKCHU Gpojesr ckanapu y mpoctopy (C, +, -, C).
(a)=(©6) Ilo nedpunumuju C—auHEapHOT MpecnukaBama, ¢ € C je ckanap.

@)=®) L(1)+iL(i) QL)+ LG-i)= L)+ L(—1) "= L(1) — L(1) = 0.
L(l)giL(i)

. _ L(1)+iL(i)
(B)=(a) Ilo Teopemu 2.2, mpecnukaBatbe L je obmuka L(z) = z + 5

Z.
Vemos L(1) + ¢L(i) = 0 ummumunupa 1a je L(z) = az a oo je C-munHeapHa GyHKIMja. O

Ananusupajmo reomerpujcke ocodbute R ogHocHo C nuHeapHUX npeciuKaBarba.

Kaxo cBako R-nmuHeapHo npeciukaBambe reOMETPUJCKH MTPEICTABIbA TMHEAPHO MPECTUKA-
Bame Eykamcke papau, oHo je mo OcHoBHOM cTaBy JImHeapne anreope 2.1 ogpeheno cankama
Bektopa (1,0) u (0,1). Jemno R —nuHeapHo mpecirkaBame je WIyCTPOBAHO Ha CITUIIHA WCTOI.

A
L
v
A 4

I'padux 7: R—nuneapno nmpecnukaBame KOMIUICKCHE PABHU.

Heka je cama L(z) = az + bz 3aHeke a,b € C. Ako je a = a; +ias ub = by + by Tama je:

L(z) = L(x + iy) = (a1 + iaz)(x + iy) + (by + ibs)(x — iy)
== (al + bl)ZU — (ag — bg)y +i[(a2 + bg)iB + (a1 — bl)y]

Jlaxie, peaHI 1 NIMATHHAPHH 1eo R-TMHeapHOT IpeciKaBamba ¢y hyHKIHje:
u(z,y) = (a1 + b))z — (az — ba)y,

v(z,y) = (ag + by)x + (a1 — b))y,

LITO UMILTMLHpPA Ja TpeciukaBame L, MOcMaTpaHo Kao mpecinkasame L : R? — R? uma
dopmy
L(z,y) = ((a1 + b))z — (az — ba)y, (az + ba)z + (a1 — b1)y).
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JakoOujaH oBOT JIMHEAPHOT MpeCIUBabA j&

D(U, ’U) ay + bl —az + b2

J:—:
D(z,y) ag+by a1 —b

Otyna, axo je |a| > |b|, mpecnukaBame L uyBa opujeHTAIM]y BEKTOpaA a ako je |a| < |b],
IpeciiKaBame L Mema OPHjEeHTALIH]Y BEKTOPA 4 aKO je |a| = |b| mpecnukaBabe Hitje Gujekiuja.

/
U, U

/
vy U,

!/
/ = la|* — [b]*.

Heka je cama L jenno C-nuHeapHO MpecivKaBambe OQHOCHO Heka je L(z) = az 3a Heko
a € C. Ako je a = ay + tay ipecnukaBame L je obmuka:

L(z) = L(x + iy) = (a1 + iaz)(z + iy) = (@12 — agy) + i(aszx + a1y)

IITO 3HA4YM /1a, TOCMATPAaHO KAao JIMHEApHO MpecimKaBame Eykuyicke pasun, C—naunHeapHo
npeciankaBame uma JakoOujaH:

~ D(u,v) _
'~ Dy

A

I'paduk 8: C—muHEeapHO MpecTuKaBambe KOMIUICKCHE PABHM.

Anamsupajmo caga C-TMHeapHO MpecnuKaBarmbe [ Kao cIielyjaiaH Ciydaj JTHHeapHOT
npecnukaBama Eykmuacke pasuu. Heka je L(1,0) = (a,b) € R? Tana, ycnos L(1) +
iL(1) = 0 Mocnenute 2.1, MHOKemeM ca i moctaje L(i) = iL(1). Axo komiuiekcHe 6Gpojese
UHTEPIPETUPAMO Kao ypeljeHe mapose peannux 0pojesa, yernos L(i) = iL(1) mocraje:

L(0,1) = (0,1) - L(1,0) = (0,1) - (a,b) =2 (—b, a).

Haxkre, axo je L(1,0) = (a,b) u L je C-nuneapso, taga je L(0,1) = (—b,a) a T0 um-
wnupa ja je ckanapuau npousson (L(1,0), L(0,1)) = 0. Otynaa, ciuke 6Ga3Hux BEKTOpA Cy
OPTOTOHAJIHU BEKTOPH jeIHAKE HOPME a TO j¢ JIOBOJBAH YCIIOB J1a 3aKbyunMo Jjia C-nureapHa
MpecIKaBama 9yBajy yriose usMely BekTopa.

Kako je mo Teopemu 2.3 cBako C-1uHeapHO TpecaukaBabe 00muka L(z) = az 3a HEKO
a € C, aKo UCKOPUCTUMO €KCITOHCHITH]jaTHU O0IHK KOMITTICKCHOT Opoja 1o0ujaMo 1a je

L(Z) = az = |a’eiarga|z|€iargz _ |aHZ|€i(arga+argz)‘

Hakne, C-nmuHeapHO MpecrKaBambe MpeacTaBba KOMITO3UINY poTanuje Eykimuacke paBHU
34 yrao arg a ¥ XOMOTETHje ca KOehUIMjeHTOM |a| kao mto wiycrpyje ['paduk 9.

V nutepatypu ce 4eCTO MOMUILY U apriHa MpecnKaBarma KOMIUICKCHE PaBHU KOja UMajy
dopmy L(z) = b+ az 3a Heke koHcTante a,b € C. Teomerpujcku, aduHa MPECTUKABAHA
npeacTaBibajy KoMno3uiujy C-nmuHeapHOT MpeciuKaBarmba U TPAHCIAaIMje 3a BEKTOP b.
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2.2 /IndepeHuHja0UIHOCT KOMILIEKCHUX PYyHKIHjaA

Heka je xommuiekcHa GpyHKIMja f meduHMCAHA HA HEKO] oKoMHU U, Tauke z € C.

HMedmnunuja 2.3. @yuxyuja [ : U, — C je R-qugpepenyujabumna (C-qupepenyujabunna) y
wauxu z axo docimoju R-mneapna (C-nuneapna) pynxyuja L : C — C waxsa ga je

f(z+h)— f(z) = L(h) +o(h) kaga h—0

- o(h)
ogHocHo lim =~
h—

1 2 =0,

®yukiujy L Hazupamo R oxHocHo C pudepennmjan dpynkmnuje f u odemexaamo ca df.
Hakre, ako ce pynknuja gokamHno nonarna kao R ognocno C nmunapha ¢ynakiuja, pehu hemo
nma je oHa R ommocHo C mgudepennmjabunna unn gudepeHIujabiiHa Y peaHoM OTHOCHO
KOMIUIEKCHOM CMUCITY.

Omumumo mudepentujan R-nmudepennujadbunne pyukiuje. Heka je
(2.2) f(z+h)— f(2) = L(h)+o(h) xama h—0
rae je L jemna R—nuneapna gyHknmja.
Axo je h = hy +ihs Tana je 36or R-nuneapuoctu L(h) = L(hy +ihy) = hy L(1) 4+ hoL(3).
3a hy = 0, 3ameHOM Yy (2.2) nobujamo
f(z+h1) = f(z) =hiL(1) 4+ o(hy) xama hy — 0;

MU:hmf@+hO—ﬂ@_hmg@Q:hmf@+hﬂ—ﬂ@'

h1—0 hq hi—0  hy h1—0 hy

Axo KOMIUIEKCHE OpojeBe WHTEpIIpeTUpaMo Kao ypeheHe mapoBe peadHuUx OpojeBa a
dyHkunjy f kao npecnukapamwe [ : R? — R? matoca f(z,y) = (u(x, y),v(z, y)), IIPETXOIHA
IpaHUYHA BPETHOCT je NeUHHUIIN]a aplHjaTHoT U3BoaAa GyHKIMje f 110 IPOMEHJBUBO] X

i )+ (0) = fa) 05
h1—0 hy COr

Hakne, L(1) = f a anrebapcka popma OBOT MAPIHUjATHOT H3BOJA j€ 8f =ul + .

CnuuHo, 3ameHoM hy = 0y (2.2) nobujamo
f(z+ihy) — f(z) = hoL(i) + o(hy) xama hy — 0;

N fledidhg) = f(2) . olhe) . flz+ihy) — f(2)  Of
L(@) = lim, hg — i = = I =9y

Ortyna, ogpemu cmo L(1) u L(7) ma, Ha ocHoBy Teopeme 2.2, ipeciukaBame L je 00nuka

of .Of of ~.0f
sm=5(5r 15 )+ 3 (G + iy

Axo xoMiioHeHTe R-muHeapHor mudepeHnyjana GyHKIHMje f 0O3HAUUMO ca:

A L0 00) O (01, 00)

0z or a_y 0z 0;E+ oy

o Teopemu 2.2, nobujamo cienehe TBpheme.
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Teopema 2.4. JJupepenyujan R-qupepenyujabunne ynxyuje [y iwiauku z € C na jequucitigen
Hadqun Modice ga ce upeqgcitasuy ca:

of 8f
8zh+ az

IMperxomgna Teopema, 3ajemto ca ITocnenmiiom 2.1 ycros (B), mokasyje u cineache Tephermbe.

df(h) =

Teopema 2.5. Vwauxku z € C, R-qupepenyujabunna pynxyuja je C-qughpepenyujadbunna axxo je

of

0z

Anammupajmo cajga R-mudepentmjabunny pynknujy f : C — C xao mpecnnkaBame
f:R* = R? mato ca f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)). Jennauuna (2.2) Tana nma popmy:

F((@,9) + (i he)) = f(2,y) = L(hy, he) + o([[(h1, ho)l])  xama  ||h]] — 0.

=0.

Kako je npecnukaBame L NTuHeapHO Kao npecaukaBame L : R? — R?, mpeTxoqHa jeqHAKOCT
je ynpaso nedununuja audepeHnnjabuTHocTH BekTopcke dynkimje f : R? — R? koja je
audepeHInjabuIHa akKo cy BbeHe KoopanHaTHe GyHknmje u, v : R? — R audepennnjabuine.
Tako nobujamo npwu jieo crueacher TBphema.

Teopema 2.6. Hexa je komitnekcrua ¢ynuxyuja f(z) = u(z,y) + iv(z,y) gepunucana na nexoj
OKOMuHU fliauke zy = To + Y. Taga, [ je R-qupepenyujabunna y wiauku zo akko cy ¢yukyuje
u u v guhepenyujabunne Ha Hekoj oxomunu iwauxe (o, Yo). Axo je fpu wom y wauxu (To, Yo)
UCIHYFbeHO

wwaga, f je C-qugepenyujabunna y wauxu 2y u 8axicu gJ; = gJ; = u, + v,
Mokas: Tlo Teopemu 2.5, T0BOJLHO je /1a MOKAKEMO Jla U3 YCIIOBA U, = v, U U, = —U,, CIe/U
gf = 0. 3ancra,
of 1rof of\_ 1., b 1
— -+ = —((uy, +wvy) +u(w, +wv,)) = = ((u, —v —i—zu +0.)) =0.
oL = (L i) = i) it i) = (vl + i+ 1)
O
Yenosu v, = v, U U, = —v, Ce Ha3uBajy Koum?*-Pumanosu®* ycnosu. ITo MpeTXoaHO]

TEOPEMH OHHM ¢y JTOBOJbHU 3a C—audepeHinjabWIHOCT any, Kao mTo heMo 1a BHIUMO Y
cneniehoj TeopeMu, OHU CY U TOTPEOHMU.

Teopema 2.7. @yuxyuja f = u(x,y) +iv(x,y) je C—guppepenyujabunna y wauxku zo = o+ iyo
aKko ¢y Qynkyuje u u v qugepenyujabumne na nexoj okomunu iwauxe (o, yo) u ako y (o, Yo)
sagosomasajy Kowu-Pumanose yciose.

Hoka3s: (<) I[IpetxonHa Teopema.

(=) Kako je no Jepununmju 2.3 ceaka C—audepennmjabunna ynkmmja u R-mqudepeniu-
jabumnna, GyHKIHMie u ¥ v cy audepeHIjabuHe Ha HEKOj OKOMHK Tauke (T, Yo). OTyja,
f je R- ﬂH(bepeHquaGI/UIHa Ha OKOJIMHH Tadke zg a U3 meHe C-audepeHInjabmiHOCTH, MO
IMocnenuuu 2.1, CJ'IGI[I/I = (0 a oBaj ycnos je ekBuBasnieHTan Komu-PumaHoBUM ycroBuMa 3a
dbyHKIMjEe © U V. ]

3 Baron Augustin-Louis Cauchy 1783-1857, dhpaHIIycks MaTeMaTH4ap, HHXeep H GH3dap.
4 Georg Friedrich Bernhard Riemann 1826-1866, HeMauky MaTeMaTHUap.
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TIpumep 2.1. @yuryuja f(z) = Z nuje C-gupepenyujadunna nu y jeguoj imauxu cyia C.

3aucra, kako je f(r + iy) = x + iy = = — 1y, xoopauHatHe GyHKUHje pyHKIHje [
u(z,y) = zunv(zr,y) = —y cy mdbepentmjaburne. Mehyrum, v, = 1 # —1 = v,,. O

Canma yBOAMMO MPBU U3BOJ KOMIUIEKCHE (DYHKIIM]e HA KIIaCUYaH HAYUH.

HNednnunuja 2.4. U3zsoq xominexcre pynxyuje |y twiauxu z € C je epanuuna epeqrocii

Fo) — i LEEN 1),

h—0 h

Teopema 2.8. Hexa je U, oxkonuna imiauke z. Taga, uzeéoqg ¢pyuxyuje f : U, — C y wauxu z
docimioju axxo je ona C—qughepenyujabunna y wauxu z.

— lim fz+h)—f(2)
h—0 h
fz+h)— f(2)
h

Jokas: (=) Heka moctoju f(2) . Taga je

= f'(2) +a(h) THeje fllli% a(h) =0.

To 3HauM na je
fz+h) = f(z) = f'(2)h + a(h)h
a ¢pynkmmja L(h) = f'(2)h je C-nuneapna (f’'(z) € C je koHCTaHTa) U ,llin% LZ)’L = 0 OAHOCHO
—
a(h)h € o(h)kama h — 0. Haxne, o dedununmju 2.3, pynkumja [ je C—mudepernujadusna.

(<) Heka je f jemna C—mudepennujadumna (GyHKITHja OJTHOCHO HEKa je
f(z+h) = f(z) = L(h) + o(h)

rie je L jenna C-muneapua ¢yukuuja. ITo Teopemu 2.3, L(h) = ah ma, Kaga mpeTXOIHY
JEOHAKOCT MOAeanuMo ca h, ooujaMo:

fz+h) = f(2)

lim =a
h—0 h
omHocHo, f'(z) naro Heduruitmjom 2.4 mocToju u jeHaK je a. O

IMpeTxoana Teopema ykasyje ja je C—mudepeHnnjabumHOCT eKBUBAJCHTHA €r3UCTCHIIM]H
H3BOJIa KOMIUIeKCHe pyHKIMje. OTyaa, H3BOI KOMIUIEKCHE (DYHKIIH]je MOKEMO Ja U3padyHaMo
U METOJaMa peajHe aHaJIm3e.

Iocnenuna 2.2. Axo tiociiioju uzeoq komiinexcre ¢pyuxyuje f : U, — C y wauxu 2. waga je:

_of
0z

f'(2) =u'zx +iv'x.

Hokas: Kako nocroju f'(z), mo mperxomHoj Teopemu f je C—mudepeHunjabimHa, a caMum
M U R-mndepenumjabinaa y taukn z. Tanma, mo Teopemu 2.4, meH R—mudepenumjan je
obmuka L(h) = %h + %h. Kaxo je 30or C-gudepeHimjabumHocTu % = 0 (Teopema 2.5),
3aMEHOM Y jeHaKkocTH (2.2) nodujamo

of

fleth) = f2) = =

h+o(h) xama h—O0.
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AKo JIeBYy U JeCHY CTpaHy MPETXOIHE JeMHAKOCTH MoAeIuMo ca h, fjodujaMo aa je

)~ f() O

h—0 h 0z’

O

Ha ocHoBy 10 caga mokazaHux TBphema, 3aKJbydyjeMo Ja U3BOJ KOMIUIEKCHE (DyHKIIU]e

MOEMO JIa U3padyHaMO WU ToMohy rpaHUYHe BpeJHOCTU UITH TOMOhY MapluiIajHUX U3BOAa

koopauHaTHUX (ynkimja. To Ham omoryhaBa jga AoKaxeMo jJa 3a M3BOJ KOMILJIEKCHE
(dbyHKIIMje Baxe cBa TTpaBWIa TUQEepEeHITNPAThA.

Teopema 2.9. Hexacy f:U, - Cu g : V, — C gupepenyujabunme y KoMIIEKCHOM CMUCTY Y
wauku z. Taga je y mauku z:

o (af +B89) =af + Bq 3aceea,p e C,

o (f-9)=/fg+fg:

o (5)/ = %, iapu iwiom, g(w) # 0 na nexoj oxonunu waike z.
Axo je [ : U, — C gupepenyujabunna y xominexcrom cymucny y wavku z a g : Vi) — C

gupepenyujabuna y komitiexcrom cmuciy y f(2), maga je:

(g0 f)(2) =9 (f(2)[(2).
Hoxka3s TBphema ocTaB/baMo YMTaOLMMA.

Cana hemo na ce poxycupamo Ha jeHy CIeIHjaaHy Kiacy KOMIUIEKCHUX (PpyHKIHja QpyH-
JaMEHTAITHUX 3a JaJby aHAJIH3Y.

HMedmnnunuja 2.5. Kasicemo ga je pynxyuja | anamitiuuka (uiu xoromopgua unu peZyiapua) y
wwauxu z axo je ona C-qupepenyujabunna na nexkoj oxoaunu mwauxe z.

OBaj Kypc KOMIUICKCHE aHaJK3€ j€ PyHIaMETATHO BE3aH 3a KOHIIET AHATTUTUUKUX PYHKITH]a.
OTtyna, ynTaonuMa ce peropy4yje j1a ce JoOpo yImo3Hajy ca HaBEICHUM KOHIICTITOM.

Mpumep 2.2. Pynxyuja f(2) = |2|? = 27z je R—qupepenyujabunnana C, C—quepenyujadbunna
camo 3a z = 0 u Huje anaruiiuuka Hu y jegnoj hadxu.

Baucra, f(r + iy) = x* + y? uma madepeHImjabuIHe KoopauHaTHe GyHKuMje (u(T,y) =
2? + 92, v(z,y) = 0) a Komm-Pumanosu ycosu Baxke camo 3a (z,y) = (0,0). O

AKxo je ¢pyHKIMja f aHATUTHYKA y CBAKOj TAYKH OTBOPEHOT cKyma D Ka)eMo Ja je oHa
aHamuTUyka Ha D.

[Mornassbe 10 cajia je 6asupano Ha Mmerpuukom mpoctopy (C, d) ca cranmapuom Bykm-
ckoM MeTpukoM. [locTaBiba ce MUTame MITA Ce JCMAaBa y OECKOHAYHOCTU OJTHOCHO, KaKO
6H Ha ImpoIIHpeHoM ckyly C IpoBepHITH aHATUTHYHOCT Heke (GyHKIMje. TeXHHKe OImucaHe
Y OBOM IIOTNIaBJbY HHUCY MOTOMIHE 3a aHaiu3y mpocropa C 3aTo INTO OH He MOXe Ha OyIe
BEKTOPCKH IPOCTOpP. 300T Tora, aHATUTUYHOCT Y OECKOHAUYHOCTH IIpOBepaBaMo Ha cienaehu
HA4YUH.

HMedunnunuja 2.6. Kasicemo ga pynxyuja | anamisivuka y deckonaunoj mauku aKo je ¢yuxyuja
9(z) = f(2) anamuimuura y nymu.

OsBlie ce ocmamaMo Ha ocobuny ma yHkimja w(z) = % OKOJIMHY OeCKOHAUYHOCTH OMjeK-
TUBHO MPECKUIIABA Y OKOJIMHY HYJIE.
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2.3 T'eomeTpujcka UHTepIpeTALHja U3BOAA

Kao mrro cmo Beh Bunmenu, nudepennujai R —nudepennujadbmnne ¢pynkuuje je R—muneapna
dbyukimja obmuka df (h) = %h + %E a y cnyuajy C—mudepennnjabuane Gpyukimje df(h) =
%h = f'(2)h. Kako h y cymTuHu Tpe/IcTaB/ba MpUPAINTaj (HYHKIHjEe, O3HAYUMO Ta ca dz
Kao y octanuMm aHanauzama. Tama, mupepennujan R ognocno C audepenumjadbunne pyHKINjE
MOJKe J1a ce 3aIuIie y OOIHUKY;

of
0z

Ananusupajmo cajga JakoOujane oBux mudepenijana. Ilpucerumo ce (Anammsa 4) ma
axo je Jako6ujan peanne pynkumje f : R? — R? pasnmuuur ox Hyse y Tauku (z,y), Taga
TIOCTOjU OKONMUHA U, ,) TakBa 1a je f : Uy, — f (Z/I(zyy)) oujexiuja (Toraenajre TeopeMy o
MOHOTOHOCTH AUGEPEHINja0MTHUX (HYHKIIM]A IPEKO MPBOT U3B0ja, AHanmmu3a 2). Kako cmo
y Ilormasspy 2.1 Beh pauynanu JakoOujaHe TuHeapHUX (QyKIIMja KOMITIEKCHE TTPOMEHIBUBE,
3akJbydyjeMo 1a je Jakooujan R—audepennmjadbuane GyHKIMje y TAUKH 2.

ofr;" _|9f
0z 0z

df = —dz + —J_Cdz omnocro  df = ——dz = f'(2)d=.

2 2

Jp(2) =

1ok je Jakooujan C—audepenijabuiHe GyHKIUjE Y TAUKH 2

of
0z

2
= |

Jy(2) = =1/ (2)I"

Hedunuuuja 2.7. Tauxa z € C je kpuitivuna wauka dpeciukasarwa f axo je Jr(z) = 0.

I'eomeTpujcku mocMaTpaHo, ako je Jakooujan R-nudepeHiinjabuIHOr npecanKaBama jeji-
HaK HYIIM y TauKu 2, Taja d f(2) uMa HETPUBHjasIHo je3rpo Tj. nuje ,,1-17 (jrokaszatu). To name
VMIUTUIIIPA [ CIMKA HEKE OKOIIMHE Tauke 2 Hehe ma mma ,,rmaTky Mpexy . I'paduk ucron
WIycTpyje 1a je Tauka z = () kpuTu4Ha Tauka GpyHkuuje f(z) = 22

I'paduk 9: Ciuka Eyknuiacke mpeske nmpecnukaBameM f(z) = 22,

Canma yBoIUMO cIlelijaTHy KiIacy MpeciukaBama Koja IJIaTKo MpecnukaBajy Eyxmmmcky
MpPEXKY.

HNednnunuja 2.8. Kasicemo ga je R—qgughepenyujadunno tpeciuxasarve f koughopmno y wwiauxu
2 axo je qugpepenyujan df y wauxu z Komiosuyuja xomoilieiwiuje u poimiayuje u wayka z Huje
KpuiliuHa wayka apeciukasarsa f.
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[MpakTiuHo, mpecnukaBame [ je KOHGOPMHO y 2 ako je audepeHnujan df y Tauku z
OUjeKIMja ¥ CBOIU ce Ha XOMOTETH]Y ca POTAIM]OM IIITO AaJbe UMILTUINpa aa d f uyBa yriose
na cauvHe GpUrype mpecinuKaBa y cliudHe Gurype.

Axo je f KOHPOPMHO Y cBakoj Tauku objacT D, Taga kaxeMo 1a je f koHbopmHo Ha D.

Teopema 2.10. Hexa z nuje kpuitivuna wauxka R—qugepenyujadbunnos apecauxasarea f. Taga,
Gykuyuja | je kongpopmnua y z axxo je C—quehpepenyujabunua y z.

Hoxkas:(=) Hexa ce df = %dz + g—gdi y TauK¥ 2 CBOJIM HA WCTE3aMhe Ca POTAIUjOM Tj. HeKa
df uyBa yriose. Kako je yrao usmeljy Bektopa 1 u ¢ mpas, crenu aa yrao usmel)y BekTopa

0 0
df(1) = 8_£ +8_£ u df(i) =—=—i— =i
Mopa 1a Oyze mpas. 3uamo jga df(1) u df(i) umajy jennaky HopMy (TOOHjeHM CY jeTHAKIM
UCTE3abeM JSIMHUYHUX BEKTOPA) U MO3UTUBHO CY OPUJEHTUCAHU (JIOOUjeHU CYy POTAIHjOM
BEKTOpa ca MO3UTUBHOM OpHjeHTaIjoM). Tako 3akibydyjemo ma ce df (i) mobuja ox df(1)

POTAILIMjOM 32 YTao 5 Koja ce Y KOMIUIECHO] aHATIM3H CBOIM Ha MHOXERE ca i. Jlake:

. . of . of.
df(i) = idf(1) = 2Li+ g
f) =4df(1) 8zz+8zl
ViopehupameM ca TOPHOM jeJHAUMHOM, 3aKJ/bYUyjeMo 14 je % = 0 wrro mo Teopemu 2.5

umrunmpa C-nmudepennujadunaoct Gyukimje f.

(<) Io Teopemu 2.3, nudepentmjan df je obmuka df = adz = |a|e’®8*dz a oBo je KOM-
MO3UIINja XOMOTETHje ca KOeUIUjEHTOM |a| u poTarmje 3a yrao arg a. 0

Haxne, ako je ¢pyHKIMja f aHanWTUYKAa W HEeMa KPUTHUHUX Tadaka Ha D, Tama je f
koHpopmHa Ha D.

OnuimmMo reoMeTpUjcKe 0coOrHe KOHGOPMHOT MPECINKaBamha aHATU30M KPUBUX U HbU-
xoBUX ciavka. Heka je f KOH(POPMHO Ha HEKO] OKONMHM U Tauke z U Heka je f' HeKpekuaHa
Ha U. TlocmaTpajmo rmagak nyt v : [0, 1] — U koju nountbe y Tauku z. Tajga, CIUKa myTa 7y
jenyt vy = f o~. Kako je

Yi(@t) = f'[v(®)]y' () sacee te0,1],

3aKJbydyjeMo 1a je 7y Takohe rmamak myT jep je f' HempeknmHa (pyHKIMja Koja je 300T KOH-
(OPMHOCTH TpecIrKaBama [ pa3IuuuTa O/ HyJle Y CBAKO] TAUKU cKyma U.

YropenumMo TyKUHE JTyKOBa IyTa Y U HETOBE CIUKE. AKO MOCMATPaMO JOBOJHHO Mau
cermeHT miyTa 7y ox (0) mo y(€), My’KHMHA TyKa OBOT CETMEHTA je TIPUOIMKHO jeTHaKa HOPMU
TaHreHTHOT BekTopa y Tadku 7(0) omHocHo |7/(0)] = [u/(0) + «'(0)| = /u2(0) + v"2(0)
mOMHOKEHO] ca € Tj. €|y (0)| (mpuceTMO ce KPUBOIMHMJCKOT MHTETPAIA MIPBE BPCTE, AHa-
muza 4). Tapa, ogHOC Ty’KUHE €—CErMEHTA MyTa 7y U HEroBe CIUKE ce Kaja € TaXW HylIn

MpUOIMKaABA:
GO OOYOL o
I/ (0)] - I/(0)] =|f (7(0))’ = [f'(2)|.

Kako neBa cTpaHa TOpmbe jeTHAKOCTU HE 3aBUCH O] ITyTa Y, 3aKJby4yjeMO Ja Ce CBU JIYKOBU
KOjU TIpoJIa3e KpO3 2 HUCTEXKY MOAjeTHAKO. Tako 3aKIbydyjeMO Jla MpPeCcIUKaBame Koje je
KOH(OPMHO y TAYKH 2 MPECIUKABA JUCK MOJIYIMPEYHHUKA € Y ,,CKOPO JUCK  TIONYMPEUHNKA
|f'(2)|€e xao mTo unyctpyje 'paduk 10.
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I'paduk 10: KondopmuocT npeciukapama f(z2) = 22,

AHanu3upajMo cajia apryMeHT TAHTEHTHOT BEKTOpa IyTa 7y U merose ciuke. M3 ycaosa
7/(0) = f'(2)7/(0) saxsmysyjemo na je

arg7;(0) = arg f'(z) + arg+'(0)

IITO UMIUTAIMPA Oa C€ TAHTEHTHU BEKTOP IPOU3BOJbHE KPHUBE Yy TaUKH 2z POTHpA 34 yrao
arg f'(z). Jlakie, CIMKa €-IMCKa OKO Tayke z, je ,,cKOpo MUCK  monyrnpeunuka |f’'(z)|e oko
Tauke f(z) potupan 3a yrao arg f’(z) mro ce takohe Bumu Ha I'paduky 10.

Ha kpajy, ako mocMaTpamMo J[Ba rIaTKa myTa v, 5 y TAYKH 2, TAHTCHTHU BEKTOPH EbUXOBUX
cnuka oy, B¢ he ma OGyny porupanu 3a ueru yrao arg f'(z), mro ummumupa aa he yrao
n3Mel)y TaHTEHTHUX BEKTOpa o/f, 5} na Oyme wern. OTyma, ako mpecnmukamMo Eykmuacky
Mpey KOH(DOPMHUM IMpEeCcTUKaBAmhEeM, PE3YITAT je Mpeka KPUBUX KOje ce CeKy MOl MPaBUM
yIJIOBUMA Kao IITO ce BUAM Ha TPpaUKy UCHOI.

5%

Do | X
[T
WS2¥,

I'paduk 11: Crnuka Eykmuacke Mpexke KOHGOPMHOM (BYHKITH]OM.
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3 EaementapHe GyHKIMje KOMILIEKCHE TPOMEH/bUBE

Y oBOM MoriaBsby aHaauzupahemo 3HauajHe PYHKIHMje KOMIUIEKCHE MMpoMeHbrBe. Hajjen-
HOCTaBHH]e (PYHKITHje KOMIUIEKCHE MTPOMEHJBUBE Cy TIpe cBera TOIUHOMU

p(2) = a2 +ap 12" P+ taz+ay TAE  ag,a,...,a, € C.

[MonuHoMu cy aHanuTHUKe PyHKIM]je Ha 11eioM ckymy C, y cKkyny KOMIIIeKCHUX OpojeBa CBaKU
MTOJIMHOM CTEIeHa N Ma TauyHO 1 Hylla pauyHajyhu BumecTpykoctu. CBe HaBeJeHE OCOOMHE
MOTY JIAKO JIa CE JIOKAXy YBEJICHUM TCXHUKaMA.

Crenrehu Tun enemeHTapHux (yHKIMja Cy panuoHajine (GyHkimje obmuka r(z) = 5 :l(é))

A€ Cy Pn U ¢ (M > 1) mONMMHOMH ca KOMIUIEKCHUM KoeduinjeHTUMa. Kako je mosbe
KOMIUIEKCHUX OpojeBa anrebapcKy 3aTBOPEHO, CBaKU TOJUHOM cTerieHa n > () MoXe j1a ce
daxTopuie kao mpoussoa p(z) = a(z — z1) -+ (2 — z,). Otyma, panuoHaiHa (GYHKIHjA
KOMIUIEKCHE MMPOMEHIbUBE MOXKE /1 C€ MPEJICTABH Y BUJLy TPOU3BOJIA!

pa(2) a1z + b1 azz + by Qo2 + bng
gm(z)  cz+dy coz+dsy Cno? + dpy

r(z) =

racje  ny = max{m,n}.

306o0r Tora, ma OW pa3yMelId CBOJCTBA pallMOHATINX (PYHKIHja KOMIUICKCHE TTPOMEHIBMBE,

JOBOJBHO j€ J1a aHATU3UpaMo (PyHKIMje oOmuKa w(z) = %Is.

3.1 buiuneapHe pynkuuje
Hedwmunnmja 3.1. Hexa cy a, b, c,d € C mwaxsu ga je ad — be # 0. @ynxyujy w : C — C

az+b
cz+d

w(z) =

HA3UBAMO OUTUHeApHA DYHKYU]A.

Ja w He 6u Ouia KoHcTaHTHA ByHKLHM]a, Opojunall az-+b He cMe na 6yae AebUB UMEHUOLIEM
cz+dTj. a(cz + d) # az + b3acse a € C. [IpeTXOAHO je eKBUBAIEHTHO YCIIOBY Ja CUCTEM
jemHaunHa oc = a U ad = b HeMa pelllera o MPOMEHIBUBO] v Tj. o = 2, ©d = b. Jlakre,
3a ad # be, 6Gpojunan U UMEHUNIAL OunuHeapHe GYHKIMJE CY Y3ajaMHO MPOCTH MOJIMHOMH.
Hama he y oBom mornasiby 1a Oyny 3aHuMIbUBE OunmmHeapHe GyHkimje 3a ¢ £ 0 jep3a c = 0
nobujamo aduny byskumy w(z) = 9z + % a xao mro cMo Buaenu y Ilornasmy 2.1, oBo je
KOMITO3HIIMja XOMOTeTH]je, pPOTallfje U TpaHCIalyje.

BunuHeapHa GyHKLMja je MpeciukaBame mpoctopa C. Jlako ce mokasyje aa je w(oo) =

: az+b __ a A . sl .
lim 225 = & n w( — %) = co. Oryxa, ako w : C' — C gedpunuinenmo ca:

shh 20\ {-gk

w(z) = . z=—4

g

ol

|
3

Y
J00MjamMo mpecIuKaBambe Koje je HenpekuaHo Ha C.

Teopema 3.1. bununeapua ¢hyukyuja w : C—C Je oujexyuja. Ihena unsepsua hyukyuja je
iwakohe bununeapua.
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Hoxka3: Jla 6u mokasamu Oa je MpeciuKaBarme w OWjeKIrja, JOBOJHHO je da MOKaXeMo 1a

TIOCTOjU HeMY MHBEP3HO MIPECIUKABambe. PelllaBambeM jeqHAUNHE W = % TI0 TIPOMEHJBUBO)]
z jobujamo 2z = 2= Takne, w!(2) = £=L je Gunnneapuna Gpynxumja n Baxn wo w ' (z) =

wlow(z) = z3acse z € C1j. w ! je uuBep3Ha QpyHKIHUja QYHKIHjE w. ]

O6enexumo (amunujy oummneapunx dynkimja Ha ckymy C ca B(C). IIpumetnmo ma

crpykrypa (B(C), o) uma cnesehie ocobue:

e MJICHTHYKO IMpeciukaBambe 1(2) = 2 je GununeapHo;

e KOMITO3MIIMja OWIMHEAPHUX TIpecTMKaBaba je OMIMHeapHO MPeCIuKaBambe (J0Ka3aTH);

e 3a cako w € B(C) nocroju w=! € B(C) tako ma je w o w™! = 15 (Teopema 3.1).
Kaxo je xoMImo3uiinja mpecinkaBama acolfjaTUBHA ollepaluja, tooujamo cieache Tepheme.
Teopema 3.2. Cmpyximypa (B(C),0) je 2pyiia.

Ipu tom, rpyna (B(C), o) Huje Abenosa. Ha npumep, ako je wi(2) = L awy(z) = 2+ 1,
Taja je wy o wy(z) = Z—il JIOK je wy 0 w1 (z) = % + 1.

AHaTU3UpajMO aHATTUTHYHOCT OJTHOCHO KOH(OPMHOCT OMIIMHEapHOT IpecuKaBama. Kako
je m3Boa OunmnHeapHe (QyHKITH]e

ow ad — be

Y=g S erap 7

3aKJbydyjeMo 1a je w aHaauTnuka Ha C \ {—‘zl}. Taxobe, w je aHaTUTHUKA B 32 2 = OO jep

je w (%) a"HamuTuuka y z = 0 (Jedpununmja 2.6). IlTo ce Tue KoHGOPMHOCTU OUITHHEAPHOT

MpeciuKaBama, 1o Teopemu 2.10, 10BOJBHO je Aa MPOBEPUMO KOH(GOPMHOCT y TaUuKaMa 2 =
d

—2 1z = 00. Y 00a ciyvaja, DOTPEOHO je Jla OJIpeMMO YIIIoBe n3Mel)y JiBa BEKTOpa Ha

KowmmaekcHoj cepu y Tauku 2 = 00. 3aT0 KOpUCTUMO cieachy aehuHuImjy.

HMedunuuuja 3.2. YVzao usmehy ayiwesa v, - [a,b] — Cu vy, : [a,b] — C y wwauku z = oo je
yéao uzmehy Kpusux % u % y wauku w = (.

OBa neduHUIIMjA je onpaBaaHa U reoMeTpHjcku. Kama ce crepeorpadckoM mpojeKimjom
TIYTEBU 7y U Y2 TIPECITUKA]y Ha KOMITIEKCHY cdepy, yrao mobujenux kpusux y Tauku (0,0, 1) je
jeHax yriuoBuma usMel)y KpuBux v% u % y Tauku w = () MTO MOXKE J1a Ce TOKAXKE TCXHUKaMa
nudepeHIjaiie TCOMETpH]e.

Axo ¢yukmmja f : C — C 4yBa yriioBe KPHBHX Y GECKOHAYHOCTH KA0 Y NPETXOIHO]
JeUHUIIM]H, Tajla Kaxemo Ja je f koHbopMHa y OeckoHauHocTu. Tako jpodujamo caenchu
kputepujyM kKordpopmuoctu Ha C.

Jema 3.1. Heka f : C — C.
o Axoje f(zg) = 00 3a zy € Cimaga, f je kougopmmno y zy axo je % KOHGhOpMHO Y 2.
o [lpecmukasame | je kongopmno 3a z = oo axko je [~ kongopmmo 3a w = f(co).

JMoka3s: Heka je f(z9) = oo u Heka QyHKIMja % yyBa yIJIOBE Y TAUKU 2y U HEKA CYy 71 U 7o
IITaTKe KpUBE KOje ce CeKy Y 2. Tama, yrao usMel)y BUXOBUX ciuKka 15 = foyi U2y = foys

ce no Hdedunuimju 3.2 cBoiM HA yrao KPUBHUX # =7LH % = 721 Y TaUKH 2o KOjH je 300r

KOH(OPMHOCTH IPECIUKABAHA % JemHax yriy usMely KpUBHUX 71 U Ya.
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Hpyru aeo TBphema caenu U3 YHmbeHUIlE 1a ako GyHKIHja [ MMa UHBEP3HY (DYHKIM]Y Ha
OKOJIMHHM TauKe 2o, Tafa [ je KOHPOPMHO y 2o aKko je f~! konpopmHO y f(20). ]

OO6paTuTe Maxmy ga ako je f koHpopMHa y Tauku z € C, 360r Teopeme 2.10, mocToju
okonmHa U Tauke 2 Ha K0joj je pyHKkuuja [ Oujekirja T¢ KOHPOPMHOCT Y OECKOHAYHOCTH UMa
cMmcIa TposepasaT momohy dynkimje f1.

Teopema 3.3. Bununeapno ipeciuxasarse w(z) = % Je kougpopmno na C.

Joxka3s: I[IpoBepumo koH(pOopMHOCT 34 2 = —‘El uz = oco. Kakojew (— %) = 00, ITO MPETXOJIHO]
JIeMHU, JTOBOJHHO j€ /1a TIPOBEPUMO KOHGOPMHOCT (PyHKIIH]jE i = &ty qauky 2 = —g a oHa

' az+b
CJIICIN U3 YMIBLCHUIIC Ja ]€

(l),(z): be — ad 20 m Z:_s

w (az + b)?
V noxaszy Teopeme 3.1 cMo Bumenu jaa je w'(z) = Z:ﬁ. Kako je u3BOA IpeTXoaHe
1 . c —a . 1 a1 q e —
byHkuMje pasnuuuT 0J1 HyJIE 33 2 = <, 3AKJbYUYJEMO JIa j¢ w KOH(OPMHA 32 2 = 0. 0

Ory/1a, OMIMHEeapHO NMPECIUKABALE, 3ATO HITO je KOHGOPMHO MPECTUKABALE, UyBa YTIIOBE
m3mely BekTopa mro umroiuiupa na he Eyknuacky Mpexy a cliuka y Mpexy KPpUBUX KOje ce
CeKy IOJI MPAaBUM YTIIOBUMA KA0 IITO UITYCTpYje TpaduK UCTIOI.

A
\ 4

\ 4

I'padux 12: Crnuka Eyknuacke Mpexke npecnikaBamweM f(z) = é

. p . . ARe 1 p _
Ha I'paduxy 12 Td.KOhe BUJMMO Jla TIpecTuKaBambe w(z) = - Eykmmiacke mpase mpec
JIMKABA Y KPYKHHIIE KOjE CE CEKY Y KOOpnHaTHOM moueTkKy. [Tokazahiemo 1a cBa GumnHeapHa
IIpECITNKaBaba Majy aHaJOTHY OCOOHHY.

HMedunumuja 3.3. Kpyocnuye y apocimopy C cy kpyscnuye xomiinexcre pasuu C kao u ipage
pasnu C kojuma je gogaitia Wauxka z = Q.

O6jacHUMO MOTHBAIIN]Y 3a MPETX0AHY AchuHuIM]y. IIpuceTumo ce crepeorpadcke mpo-
jexnuje koja Eyknucky paBaH mpeciukasa Ha jeuHuuHy chepy. Tama, cnuka mpase [ eyk-
nuzcke paBHM he qa Gyme mpecek cdepe U paBHU Koja rmpoJiasu Kpo3 tauky (0,0, 1) u cagpxu
npasy [. Otyna, ciuka npase | je KpyxHHIA Koja caapxku Tauky (0,0, 1) kao mTo wiycrpyje
I'padux 13.
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I'pacduk 13: ITpaBa p u meHa cTepeorpad)cka Ipojekmja p.

Teopema 3.4. bununeapno dpeciukasaroe Kpysicnuyy apocimopa C dpecnuxasa y Kpysrcnuyy
apocitiopa C.

Joxa3s: Jlokaxumo aa TBpherbe Baxu 3a GyHKuunjy w(z) = % Kpyxnuma Eyknuacke paBau ca
LEHTPOM Y (o, Yo ) TTOTyIpedHrKa 1R mpecTaBiba Kyl Tadaka (z, y) € R? koje 3aq0BosbaBajy
JeTHAYNHY:
(x = 20)* + (y — v0)* = R%;
2+ y* — 2zx0 — 2yy0 + 28 + Y5 — R* = 0.
AKO MPETXOJHY jeJIHAYMHY TOMHOXHUMO KOHCTAHTOM A, 3aKJbydyjeMoO Jia MPOU3BOJbHUM
A, B,C,D € R onrosapa jeTMHCTBEeHA KPYKHHIIA ofpeleHa jeqHaYMHOM:

A@?+y?) +Ba+Cy+D 2o,

Ipu Tom, 3a A = 0 jenmnauuna (*) oapehyje jenuncTeeny mpasy Eykimicke paBHH.
V KOMIUIEKCHO] paBHH, jeHAUnHA (%) UMa hopmy

-z

z24+z z
21

Azz+ B +C +D=0

NI €CKBHUBAJICHTHO!

(2)

AZz+Ez+FEz+ D =0

rae je B = %(B —iC'). Taxo 3axsbyuyjeMo 1a jemHaunHa (**) 3a omrosapajyhe A, D € R u
E € C onpeljyje cBaky xpyxumy (Jeduanmmja 3.3) mpocropa C.

Jla Gu OApe/MIN CIMKY KPYXKHHLE JATE jeQHAYMHOM (%) mpeciankaambeM w(z) = I,

JIOBOJHHO j€ JIa Y Je/THAUMHHU (%) IPOMEHIBHBY 2 3aMEHHMO ca 5. OTyJa, CIMKa KPyXHHIIE
(*) je ompeheHa jemHaUnHOM

A+ Ew+ Fw + Dww = 0

a 0Bo nMa hopMY jenHaunHe (+*) ma je Takohe kpyxuuna mpocropa C.

Heka je cama w(z) = fjis Mpou3BOJbHA OwnnHeapHa (yHKIMja. Tamga w MOXeMo Ja
MPEICTABUMO Ca:
az+b a ad—bc 1
w(z) = == — - =a+ P .
cz+d ¢ 2 44 z+7
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Jaxme, mpou3BoJbHA OMIMHeapHa (GYHKIM]ja je KOMITO3HUIHja TPAHCIAIHje 32 BEKTOD 7,
dbyHKIIIjE %, TuHeapHe (yHKIHUje ca koeduimjeHToM [ (makie, KOMIIO3MIM]a poTaluje U
XOMOTETH]€) U TpaHcnaiuje 3a BekTop «. Kako cBaka oj HaBeaeHUX (QyHKIMja KPYKHULE
npocropa C ciuka y kpyxknune npocropa C, 3ak/bydyjeMo ja TO CBOJCTBO UMa M W Kao

ILUXOBA KOMITO3UIU]A. O]

bunuHeapHa npecaukaBama 4yBajy U CUMETPU]Y Tauke Y OJHOCY Ha KPYKHUILY.

Nebunnumja 3.4. Kaowcemo ga je wauka =z cumeimipuyna Wavku z' Y OGHOCY HA KPYICHUYY
K ={z€ C| |z — 2| = R} axo cy wmauxe zy, z, 2’ Konuneapne u axo eaxicu:

|2 — 20| |2 — 20| = R2.

[FeoMeTpHjCKH, 1a GU KOHCTPYUCAIIH TAUKY 2’ CHMETPHUYHY TAYKH 2 Y OJTHOCY HA KPY/KHUILY
K ={z € C| |z — z| = R}, npBo koHcTpyHIiemMo Tauky 7' Ha KpyXHHUIH K Tako ga yrao
£Tzzy 6yne mpas. Tama, Tauka 2’ je mpecek TaHreHTe Ha Kpyr K y Tauku T u mpase
2z9. YcnoB JeuHHUIMjE BaXH 3aTO MTO Cy TpoyrinoBu Az,z'T u NzgzT cavunu na je
d(z29,2) : R= R : d(20,2") ka0 1mITO je MITyCTPOBAHO HA CIUIHA HCTTO/I.

T

20 z y4

I'pacduk 14; KoHcTpykuuja Tauke z' CUMETPUYHE TAUKH 2 V OJHOCY Ha KpyT K.
p PyKIH] p y Y py

[MocToju KpUTEPUjYM CUMETPUYHOCTH Y OJHOCY HA KPYXKHHUIY KOJU HE KOPUCTU METPUKY.
[MpuceTumMo ce U3 reomerpuje 1a Cy IBe KPYKHHUIE HOpPMAalHE aKKO Cy UM TaHEeHTe Y 3a-
JEMHUYKO] TAYKM HOpMAJTHEe WU eJIBUBAJIEHTHO aKO IbUXOBE TAHTEHTE Y 3ajeTHUUKO] TauKU
caJIpKe IIEHTPE KPYKHUIIA.

Teopema 3.5. Tauxe z u z' cy cumeitipuune y ogrnocy na kpysicnuyy K akko je ceaku kpyé koju
cagparcu wauke z u z' nopmanan na kpysicnuyy K.

Hoxka3: (=) Heka cy z u 2/ cuMeTpudHe y ofHOCY Ha Kpykuuiy K ca mientpom O. Heka je
K’ nipousBosbHa KpyskHMIIA ca 1ieHTpoM y O’ koja caapxu z u z'. Heka je T noaupHa Tauka
tanrenTe u3 Tauke O Ha Kpyxuuiy K’ kao mro je mpukaszano Ha I'paduky 15.

3uamo u3 EnemeHTapHe reoMeTpuje Ja je KBaapaT Ty>KUHE TAHTEHTE HA KPYI jedHaK
MPON3BOIY AyKHHA OJiceuaka Koje popMupa Mmpasa U3 UcTe Tauke. Tako, 3aK/byuyjeMo Ja je:

d(0,T)? = d(0, 2)d(0, '),

360r CUMETPUYHOCTH y OjHOCYy Ha Kpyxkuumy K Baxu na je d(O,2)d(0,z') = R?, 3a-
xbydyjemo ja je d(O, T) = R. Kako je LOTO" = 7, mpasa O'T je Tanrenta Ha KpyKuuiry K
IITO J1aJbe UMIUTHIMPA 4 j€ Yyrao TAHTeHTH Ha Kpyxkuuie K u K’y 3ajelHHUKO] TAauK¥ Ipas
omHOCHO, KpykHauie K u K’ cy HopmaiHe.
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I'padux 15: TIpasa OT je tanrenTa Ha kpyr K’ ma je LOT O’ nipas.

(<=) Heka je cBaka KpyXXHHUIA KOja CaJpKu TauKe 2 ¥ 2 HopMmaHa Ha K.

AKko 2,z n O HUCY KOJMHEApHE, Ta1a IOCTOjHU jeAMHCTBEHA KpyKuua K’ omucaHa oko
tpoyrna AzOZ' koja je mo mpernoctaBuy HopMmanna Ha K. Heka je T mpeceuna Tauka
kpyxunna K w K'. Tana, mpasa OT je tanrenta Ha kxpyxuuny K’ (jep £OTO' = 7) mro
uuje moryhe jep u O u T npunanajy kpyxuuiu K'. Jakie, O, z u 2’ cy KoluHeapHe.

Heka je cama T mpousBoJbHA Tauka Kpy:KHHIle K Koja He mpumajga mpaboj zz'. Tana,
360r ycrmoBa HopManHocTH, ipaBa QT je TaHTeHTa Ha Kpykuuiy K’ onpeheHy Taukama z, 2’/
u 1. Kako je kBampaT qy)KMHE TAHTEHTE HA KPYT jeHAK IIPOU3BOY AYKUHA OJicedaka U3 UCTe
Tavke, J001UjamMo Ja je:

d(O, 2)d(0, ?) = d(0,T)* = R?

rae je R monyrnpeyHuk KpyxHuie K. ]

[IpeTxomHy TeopeMy MOXeMO Ja UCKOPUCTUMO U Je(GUHUIIIEMO CUMETPUYHOCT y OJTHOCY
Ha cBe KpyxHuUIe (Jepunnnuja 3.3) mpocropa C.

Nedbununnja 3.5. Kasicemo ga cy wmauxe z u 2’ cumeitipuune y ogrocy na kpyschuyy K aipociiopa
C axo je ceara kpyscnuya xoja cagpicu wauke z u 2’ nopmanna na K.

Teopema 3.6. Axo cy mauxe z u 2 cumeimipuyne y ognocy na kpyscnuyy K apociiopa C,
maga cy w(z) u w(2') cumetdipuune y ognocy na kpyscruyy w(K) sa dpouseomto bununeapro
apecnukasarve w : C — C.

Hoxas: Heka cy z u 2/ cumerpuune y ogHocy Ha kpyxuuiy K. TTo Teopemu 3.4 3HaMo 1a je
w(K) xpyxuuna y C. JIokaxumo 1a je w(z) cuMeTprudHO Tauku w(2') y OMHOCY Ha KPYKHHILY
w(K). Heka je K’ mpousBo/bHa KpyXHHIA Koja campxu w(z) u w(z'). Tama, w™(K’) je
kpyxnuna (w™! je Gununeapuo, Teopema 3.1) Koja caapxku Tauke z U 2’ ma Mopa aa OyJe
nopmanna Ha K. Kako je Ounmuneapro mpecnukaBame kondopmuo (Teopema 3.3), yrao
msmehy kpusnx K u w™!(K’) jennax je yriy nsmehy muxosux crmka w(K) u w(w ™ (K)).
Ortyna, kpyxuute w(K) u K’ cy HopMasHe. O
Kao 1mro cMo 10 caia BUIenn, cCBako OMITHHEAPHO [TPeCcTHKaBambe je OHjeKTUBHO, 000CTPaHO
HETIPEeKMIHO Te TIPeNCcTaBIba CBOjeBPCHH XxoMeoMopdmsaMm mpoctopa C Ha camor cebe. Mely-

THM, 300T 0COOMHE UyBalba KPYKHHUIA KOMIUICKCHE paBHH, ToMohy OMITHHeapHUX TPECTHKA-
Baba MOXKEMO J1a JOKaKEMO XoMeoMOPGhHOCT cienupuyHux obmactu npocropa C.

Teopema 3.7. [lociwioju jequncitisero OunuHeapHo upeciuKasarse Koje pasiuuuime madKe 21, 2o, 23
apocitiopa C tipecnuxasa y paziuyuitie iiauke wy, We, w3 idpocitopa C.
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Z[OKaB: HeKa Cy 21,29, 23 HpOI/IBBOJ'bHe paBJII/IHI/ITe TAYKE HpOCTOpa C Taz[a, HPGCHI/IKaBaH,e
Wz, 20,25} + C — C maTo ca:

Z— 21 R3 — X9

w{zl,zz,ZS}(z> - Z— 2 23— X2

je OMIMHeapHO U CITUKA 21, 29, 23 peaoM y 0, oo, 1.

_ . )
Tanma, 3a paznuuure wq, wq, w3 € C, MpecnukaBame Wi sy J€ ommmHepHO 1 0, 00, 1
—1 ..
CIIMKA PENIOM y W1, Wa, W3 WITO 3HAYHU A NPECTUKABABE W = Wy, 0 1y © Wiz 20,23} KOJE J€
OmMHeapHO Ha ocHOBY TeopeMme 3.2, CuKa 21, 22, 23 PEIIOM Y W1, Wa, W3.

JIoKaKuMo caja jeqMHCTBEHOCT MpecinKaBama w. Heka je w' HeKo Apyro GUIHEeaApHO
MpecIuKaBambe TAKBO Ja je w'(z;) = w; 3a1 = 1,2,3. Tama, 3a GUIMHEAPHO TPECTUKABALE

W = Wiw, wews} © W w{Z1 2,25} BAKI:

W(0) = Ww wa,wz} (w/( {zl,zz,zs} ) Wiws wz,ws} (w/<21)) = w{wlvwvw‘s}(wl) = 0;
W (o) = Ww wa,wz} (w'( {z1,z2,z3} )> = w{whw%m}(w' (Z2)) = w{wlawszzs}(wQ) = X%

W<1) = w{whwz,wa} (w, (w{_Z117227Z3}(]_>)) = w{w17w2,w3}) (w/(z3)) - w{w1,w27w3}(w3) = 1.

. 3 — aztc P aztc _ a _ 1o —
Kaxo je W(2) = ¢, u3 ycnosa W (o) = oo osocHO hm o=t = ¢ = oo nobujamo ¢ = 0

Tj. dyukrwmja W (z) je obmuka W = az + 3. Ycnos W(O) = 0 umILtaimpa aa je 5 = 0 a ako
rckopuctuMo u yeros aa je W (1) = 1 nobujamo o = 1. Jlakie, dynkuuja W je umeHTUUKO
npeciukaBawe W (z) = z 1j. W = 1g. Oryna:

’ -1 . B
W{wy wp,wg} O W O W = 1F WM eKBUBAJIEHTHO w =w

-1 ow
227'23} {w1,w2,w3} {Z17227z3}

a OBO je ynpaBo (pyHKIIMja w U3 TIPBOT Jiejia JIoKas3a. ]

ITpumeTrMO 1 y IeHUHULUIU IPECTUKABALA W], -, -5}, OUIIO KOJa O TAYAKA 2; MOXKE Ja
oyne 0 wmu oo mTo HaM omoryhaBa ga JehUHHUINIEMO OWIMHEAPHO TMPECINKABALE
LHa” .
w : {21, 29, 23} = {wq, wy, w3} 32 NPOU3BOBLAH U30OP PABTUUMTUX TAYAKA 2;, Wy, 1 = 1,2,3
npoctopa C.

Hedunnnuja 3.6. Axo ilocitioju bununeapro ipeciuxasarve w : D — D', waga kascemo ga cy
obnacitiu D u D' bununeaprno uzomoppue.

Teopema 3.8. Buso koja geéa kpyza pociiiopa C cy bumuneapno uzomopmu.

Jloka3: Heka cy D; u D, mpousBosbHU Kpyrosu mpoctopa C (o6macTu umja je rpaHHIA
kpyxxuuna mno Hebununmju 3.3). Tama, 0D; = K| u 0Dy = Ky cy kpyxkuune. IIper-
MTOCTABUMO Ja Cy KpYKHHUIle K; OpHjeHTHCaHe TaKO J1a ’bUXOBUM OOMIACKOM Tauke 001acTu
D; ocrajy ca neBe cTpane (Kao mTo je wiyctpoBano Ha ['paduky 16).

Heka cy 21, 29,23 € K1 1wy, wy, w3 € Ky pasnuuute Tauke ogadbpaHe cariracHO OpH-
jentarmju kpuBux K; u Ks. Tama, mo Teopemu 3.7, MoCTOjU jeAMHCTBEHO OWIMHEAPHO
MpecIUKaBame KOje TauKe 21, 29, 23 CIMKA PEIOM Yy wi, W, ws. Tama, K je jemMHCTBEeHA
KpY)KHHIIa KOja MPOJIa3H Kpo3 Tauke 21, 22, 23 4 Ko jeMIMHCTBEHA KPY)KHUIIA KOja MPOJa3u
Kpo3 Tauke w(z1),w(zs), w(z3). Kako je mo Teopemu 3.4 w(K7) KpyXHHIIA KOja MPONA3U
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'Yw(o)

7(0)

I'padux 16: bunmmaeapHo mpecnukaBame kKpyrosa Dy u Ds.

kpo3 w(z1), w(z2), w(z3), 3axmyuyjemo aa je w(K;) = Ks. Tpu Tom, pecTuKaBame w dyBa
omabpaHy OpHjeHTall]y KPy>KHHUIIA.

Jlokaxumo jour ma je w(D;) = D,. 3a mpousBosbHO z € Dy, MOCTOjH A€O MOMYIPEUHUKA
omuocHo myT v : [0, 1] — C xoju He ceue kpyxkuuiy K 1 nosesyje Tauxy (0) ca KpyXKHHIIE U
tauky z = y(1) (I'padux 16). Taaa, vy, = wo~y je TMaTAK YT KOju He ceue K5 U MOBE3yje TAUKY
Yw(0) € Ko v Tauky 7,,(1) = w(z). Heka je t; TAHTCHTHU BEKTOP HA KPYKHUILY K| y TauKn
v(0) a ty TaHreHTHH BeKTOp cuKe kpyxHuue w(K;) = Ky y tauku 77(0). Ilpu Tom, Heka
je BeKTop t1 cariacaH ca ogabpaHoM OopHjeHTalHjoM KpykHuIe K. 300r KOHGOPMHOCTH
peciiKaBama w, BekTopH 7., (0) U ty cy OPTOTOHATHH U MMAajy WCTY OpHUjeTaldjy Kao U
sekropu 7' (0) u ¢1. Kako je 7/(0) neBo ox ¢ 3akbyuyjemo aa je 7y, (0) neBo o ty mTO gabe
J0Kasyje 1a je Tauka w(z) ca ese cTpane Kpyxuuie Ko 1j. w(z) € Ds. O

Mpuvep 3.1. Oduucaitiu céa buruneapna fpeciukasarba Koja Zoprvy fionypasan P = {z € C |
Im z > 0} apecnurasajy na jequnuunu kpye D = {z € C | |z| < 1}.

A A

a =2+ 22

A
\ 4

\4 \ 4

I'paduxk 17: bunuHeapHO MPeCTUKABAE TOPHE MOTY-PABHU Y JEIUHUYHU KPYT.

Pememe: KoprctuMo 0coOuHy a OMIMHEAPHO TPECTUKABAIbE UyBa CUMETPH]Y ¥ OAHOCY Ha
kpyxHuity. Heka je w : P — D npousBosbHO OWIMHEapHO MpecaukaBame. Tafa, OCTOjH
a € P taxo na je w(a) = 0. Kako je @ cuMeTpHUYHA TAYKH a ¥ OAHOCY HA Kpyxkuuiy K; = 0P
a Tauka z = 00 cuMeTpruHa Tauku z = 0y ogHOCy Ha Kpyxuuiy Ko = 0D, 3ak/bydyjemMo fa
je w(@) = co. To 3HauM j1a IpECIUKaBabE W uMa Gopmy:

Z—a

w(z) =« sanexko « € C.

zZ—a
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Onumumo jorn koHeTaHTy . Kako ce 9P cnuka y 0D, 3a mpousBoJbHO 2 = = € R Baxu
na je w(x) € 0D ogHOCHO

r—a |z — al
1= |w(z)| = |a—=| = |a|=—= = lal.
r—a |z —al
Hakne |a] = 1 ma je @ = € 3a neko ¢ € [0, 27| WTO MMNIMIMpPa 1A je TpecTuKa-
Bame w obmuka w(z) = e 2. I'paduk 17 unycrpyje cnmuky Eyknujicke mpexke jlo0ujenum
MIPECITNKABATHLEM. O

Tpumep 3.2. Oducaitiv céa bumuneapua ipeciuxasarwa kpyéa D = {z € C | |z| < 1} y camoz
cebe.

Pememe: Heka je kao y mperxoaHom npumepy w : D — D GunuseapHo u Heka je w(a) = 0.
Kaxo je Tauka z = % CHUMETPHYHA TAYKH 2 = @ OJIHOCY HA KpyxHHITy 0D (Jroka3aTi)a w = oo
cuMeTpruyHa Tauku w = (), 3aKJbydyjeMo Ja je w (%) = 00 IITO UMIUTAIIMPA Ja je w OOIHKa:

Z—a a z—a Z —

a
w(z) =« = = 34 HEKO e C.
(2) z—% a za—1 za—1 b

Jla 6u 6mnke opequnu [, Kopuctiumo yenos na w(l) € 0D jep 1 € 0D a bununeapHo
MPECITUKABALE KPYXKHUIIE CITUKA Y Kpyxkuuile. OTya:
[1—a

la—1

1= Jw(1)] = |A]

18-

Haxne, f = €% 3a wexo ¢ € [0,27] ma je w(z) = ¥ 2% TIpecnnkasame w je WIy-
CTpPOBaHO Ha I'padUKy UCITO. ]

A
\ 4
A

\ 4

\ 4 \ 4

I'paduxk 18: bunuHeapHO MpecINKaBamke JEAMHUYHOT KPYyra y JeIMHUYHU KPYT.

3.2 Crenena pyHKIMja KOMILIEKCHE POMEH/bHBE

VY peanaHo] aHAIM3U, TToceOaH TUIT eJleMeHTapHUX (PYHKIIHM]ja TIPECTaBIba]y cTereHe (GyHKIH]je
obmuka f(z) = 2* rne @« € Ru o > 0. Mehyrum, y nosby KOMIUIEKCHUX OpojeBa, n—Tu
KOpPEeH He MOoXe Jia Oyjae nepunucan kao ¢pynkuuja. 300r tora, crencHe pyHkmuje xoje (y
OBOM TPEHYTKY) MOKEMO Ja IeGUHHUIIIEMO Ha CKYITy KOMITJICKCHUX OpojeBa cy oOIMKa

w(z)=2"=zz---z r1me néel.

OcobuHe creneHux QyHKIIM]ja ¢y gate y ciaenehem TBphemy.
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Teopema 3.9. 3a ipoussonsno n € N gaorcu:

o cinieilena pynxyuja w(z) = 2" je, anamimiuuxa na C;

° (Zn)/ — nznfl;

e san > 1, pynxuja w(z) = 2" je kongopmna na C \ {0}.

IIpBu u npyru jeo TeopeMe ce mako jjokasyjy uHayknujom mo n € IN. Kako je uzBon
creniere yukimje w(z) = z" 3an > 1 jeanak nymum 3a z = 0, cenu 1a je JakoOujan crerene
¢dbyHKIMje jemHak HymH 3a z = ( ITO UMIUTMIMpA Aa je 2 = ( KpUTHYHA Tayka CTereHe
dbyHKLIH]E.

AXO OCMATPaMO MOZYO M APTYMEHT KOMILIEKCHOT 6poja z, moMohy ocobune |2"| = |z|"
U arg 2" = nargz, 3aKJby4yjeMoO Jia cTereHa (yHKIMja Yy €KCIOHCHIIMjaTHOM OOJUKY UMa
opmy:

w(pe'?) = (pe?)" = ple™.

ExcnonenmjaaHa gpopma mwiycTpyje Aa cTerneHa GyHKIMja HUje KoHQopMHa y HyH. Haunwme,
aKo TTOCMaTpaMoO TAHTEHTHE BEKTOpE Ha JIBE KpUBE Y HYJIH, IbUX0OBe cuke he ga 0y1y BeKTOpH
n—myTta yBehaHOT apryMeHTa IIITO /1aJhe UMILTAIIMPA J1a yrao u3Mmely cimmka jiBa Bektopa Hehe
Ja Oyjie UCTH Kao yrao usMmel)y mux.

3a pas3nmuKy of cTeneHuX (yHKIM]a peaTHe TPOMEHIbUBE, HU jeTHA KOMITTIEKCHA (PyHKITH]a
w = 2", n > 1Huje Oujekirja Ha ToMeHy. To je mocneauiia ocOOMHe 1a jeqHauYnHa w" = 2 UMa
y ckyny C TauyHO n—pPa3NMUUTHX pellieha IITO 3HAYM J1a TIOCTOjU N—KOMIUIEKCHUX OpojeBa
KOjU MMajy UCTU N —THU CTEHEH OHOCHO (pyHKIHMja w = 2" Huje ,,1-1”. Heka Tauke z; = p e'#
U 29 = pye’¥? uMajy uctu n—Tu crenend. Taja je:

n n n _inei n_ings: 2km
2] = Zg & pre T = pae <:>/)1=P2/\7W1In802+2k7T<:>P1:P2/\9012902+T~

Taxko 3akibyuyjemMo na he mpecnmkasame w = 2" ma 6yne ,,1-17 Ha obmactu D akko D He
CAIPXKU TAYKE 21 U 2o UCTOT MOJIyJIa TAKBE Ja arg 21 = arg 2o + %T’T 3ak=0,1,...,n—1.

Ipumep 3.3. Ciueitenom pynxyujom f(z) = 2" apecauxaitiu oonacii D = {z € C | 0 <
21
argz < '}

I'paduk 19: Ipeciukasame f(z) = z* yHyTpammocTH IPBOT KBaIpAHTA.

Pememe: TTpumernmo na je f(z) = 2" ,,1-1” na o6mactu D. AKO UCKOPUCTUMO €KCIIOHEH-
1ujanHu oGIHK cTerneHe GyHKIMje, TaKo 3aKibyuyjeMo na ce monynpase {z € C | arg z = a}
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ciukajy y monynpase {w € C | argw = na} mok ce kpykuuie {z € C | |z| = p} cnukajy
y kpyxkuute {w € C | |w| = p"} kao mro je unycrposano Ha ['paduxy 19. Otyma, cnuka
obmactu D = {z € C | 0 < argz < Z} je obnact {w € C | 0 < argw < 27} a 0BO je cKyn
C 0¢3 MO3UTHBHOT Jiea peaiHe Oce. 0

Kako je crenena ¢ynxnuja ,,na” Ha C a ,1-1"nackyny D = {2 € C |0 < argz < 27” ,
oHa je Gujeknuja mocMatpana kao ¢pyukuja f : D — C\ {z € R | z > 0}. Ananusupajmo
meny uuBep3Hy Gyrkuujy f~' : C\ {z € R | # > 0} — D. Opa pyHkumja je KoHpOpMHa Ha
JOMeHy, IIpecnuKajMo loMe Eykmuacky mpexy. Kaxko je

f(pe') = p"e™ = p"cosny + ip"sinny,

CKyTI f‘l({w € C| Rew = uo}) 4iHe cBe Tauke 2 = pe'? 3a Koje je p" cosny = gy W

€KBUBAJIEHTHO p = 7/ COZ—‘;W. Cruuno, uHBep3Ha ciauka mpase {w € C | Imw = vy} je ckym

_ 'L‘SO .. _ Vg .
Tauaka z = pe'¥ 3a xoje je p = [/ gio Kao WITO je MIyCTPOBAHO Ha rpaduKy UCIO/I.

A y

ittt O

A

<
<

\4 L

I'paduk 20: dynxuuja f~!3a f(2) = 2 nackyny C\ {x € R |z > 0}.

3.3 ®@yuknuja 7KykoBckor

YV KoMIIeKCcHO] aHalIu3H, OpOj z M HeroBa PaIlUIpOUHa BPeTHOCT % YMajy 3aHUMJbUBA CBO-
jerBa. Ha mpumep, 3uamo 1a je |z| > 1 akko je E| < 1. IlocTassba ce IUTAkE ITA CE JCIIaABA
ca cpelmoM BpeaHomhy OpojeBa 2 U % Tj. IMa JIM OHA 3HAaYaja 3a aHaIu3y KOMIUJICKCHHUX
6pojesa. Y Ty cBpXy, yBOIMMO T3B. GyHKIM]Y A yKkoBckor::

f@):%(w%).

Oga (yHKIMja UMa UCTAKHYTY IIPUMEHY Y a€pOTUHAMUIIM U JTUHAMUYKIM CUCTEMHUMA, a Kao
mTo heMo yckopo 1a BUAMMO, BPIIO j€ 3HAaUajHa 3a TPUTOHOMETPH]jcKe (PYHKITH]je KOMITTIEKCHE
MIPOMCHJBUBE.

Teopema 3.10. ®yuxyuja JKykoeckos je ananuimiuuxa na C \ {0} u kongpopmna na C\ {—1,1}.

3> Huxomnait Eroposud JKykoBckuit 1847-1921, pycku MateMaTHdap, GH3HMYAp U HHKEHED.

37



Hokas: IIpso, pyukimja f(z) = %(Z + é) je TuHeapHa KOMOUWHAIMja UIeHTHYKe DyHKIIU]je
Koja je aHaJIUTUYKa Y CBaKOj TAUYKU M OMIMHeapHe (PyHKIHje Koja HHje aHATIUTUYKA y HYJIH.
Oryna, [ je anamutuuka Ha C \ {0}.

W3Box pynkimje XKykoBckor je oOauKa:

0 1 1
re=g=3(-3)

U pa3InymT je oJ1 HyJie 3a cBe 2 # +1. Tako 3axsbyuyjemo (Teopema 2.10) na je f koHbopmHa
sa ceaxo z € C\ {0, —1,1}. Kaxo je f(0) = oo, kopuctehin Jlemy 3.1, pynxuuja f he na 6yne
koHpopMHA ¥y 2z = () ako je % koHpopmHa 3a z = (. Kaxo je

1\’ 1— 22

DNey—aloi

f (1+22)?
M BaXH 114 je (%)/(O) £ 0, 3axkIpydyjemo 1a je f xondopmua y 2 = 0. 3a koHQOPMHOCT y
6eckoHauHOCTH, MpuMeTHMo 1a je f(1) = (L 4+ 2) = f(2) wro Kame UMILMALMpa Ia ce
(yHKIMja f Ha OKOJNHHU GECKOHAYHOCTH IIOHAIIA FCTO KA0 HA OKOJIHHMU HYJIE a YIIPABO CMO

MmoKas3alu aa je f koHpopMHa y HYIIH.

Hcnurtajmo caga koHpopmHOCT dyHKIH]e XKyKoBckor 3a z = +1. Ilomasumo on jen-

HAKOCTHU 9
f@y_1_%(n+9—& f—2z+1_<z—1>

FE) 1 T+ 41 2242:+1 \z+1

2

z—1
z+1

Axo je wy(z) = £=, pemaBameM ropibe jeanaunte mo f(z) mobujamo na je

_ 1+ w?(2)
1—wi(z)

f(2)

Jakne, QyHKIU]Y [ MOXKEMO [a MPEICTABUMO Ka0 KOMIO3MIHU]Y Wy 0 g o w1 raeje g(z) = 22 u

wy(z) = }fj Kako cy wy u wy bununaeapue Gynximje, one cy konpopmue Ha C (Teopema 3.3),
a (byHKIMja g Kao cTeneHa pyHkumja Huje KoHdopmHa 3a 2 = 0 1 2 = oo. Tako 3akibydyjeMo
na f uuje koHdopmHa ako je wq(2) =0Tj. z = luwi(z) = oo 1. 2 = —1. O

Y 10Ka3y MpeTXofHe TeopeMe cMo Buaemn ja je f(z) = f(1) mro oxmax nvmmmumpa na

¢dyukuuja XKykosckor Huje ,,1-17. Onumumo o6nactu Ha kojuma he ¢pynkuuja Xykosckor
na 6yne ,,1-17. Heka je f(z1) = f(22) win exBuBanentHo f(z1) — f(z2) = 0. Tana,

1 1 1 1 2220+ 29 — 2221 — 2 21— 2
O:— 21+— —_ = 22+— = 172 2 241 1: ! 2(2122—1).
2 21 2 29 22129 22129

Jakne, pasmuunTe TaUKe 21 U 2o Ne /1a mMajy UCTe CIIMKE aKKO je 2122 = 1 OHOCHO aKKoO je 21
pPEIUTPOYHA BPSIHOCT OJT 25.

Tpumep 3.4. Oyuryujom Kyrkoscko? ipecnuraitiu obnacii D = {z € C | |z| > 1}.

Pememe: Onmax Bugumo 1a je f,,1-17 na D jep penunpouHa BpeJHOCT KOMILIEKCHOT 6poja
Mojyna Beher og 1 mma Mojyo Mamu o 1. AKO MCKOPUCTUMO EKCTIOHCHIIWjaTHU OOJIUK
KOMIIIIEKCHOT Opoja Jooujamo:

- 1 , o 1, . .
f(pe™®) = 3 (pe“p + (pew) 1) — §(p€w + pfleﬂfsﬂ))
1
= §(,o(cosgo +ising) 4+ p~'(cosp — isingp)).
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Jlaxie, pealHu U UMaruHapHu aeo ¢pyHkimje KykoBckor cy obuka

u(p, ) = %(p + %) cosp,  vipp)= %(p - %) sin .
Tana, cnuka kpyra {z € C | |z| = po} je xpuBa onpehena jeqHaunHAMA:
1 1
u = §(p0 + %) COS
v = %(po — %) sin @
a OBO Cy TapaMeTapcke jeHaunne enurnce (Ananuza 4):
2 2

u v

_|_
1 1\2 1 1\2
4(p0+p0) 4<p0 po)
[TpumeTMO [a OBe eNMIIce MMajy XWxke y TaukaMa 1 1 —1 u ga xama ce p mpubImKaBa
JEIVMHUITA BepTUKAITHA BUCHHA ETUTICe TeXXHU HYIN Kao IITO ce BUIU Ha TpapuKy UCITOI.

I'padux 21: Crnuka obnactu D = {z € C | |z| > 1} dyuxuujom )KykoBekor.

Awnarnorno, cimka niony-tipase {z € C | |z| > 1,arg z = ¢} je onpehena jenHaunnama

1 1
u = §(p+;) COS Yo
1 1

v = i(p— ;) sin @g

a OBO cy MapaMeTapcKe jeAHaAYNHe Xurnepoore:

u? v?

=1

2 o 2 )
COS® gy  COS* g

Koja Takohe uma xwke y —1, 1. IlpumeTuMo na ce cBaka oIl OBUX XUIepOoJia MpuoImKaBa
peanHoj ocu Ha uHTepBany {r € R | —1 < x < 1} anu 1a HU jemHa He ceve peasHy ocy jep ce
13 mapaMeTapcKuXx jeaHaurHa Buau ja je v = 0 camo 3a p = 1. Oryna, ciuka odmactu D je
ckyn C\ {z € R | z € [-1, 1]}. 360r koudopmuoctu pyukiuje Kykosckor ua D, pamuiuja
EJIUTICH je OPTOTOHATHA Ha (haMUIIUjy XUTiepOoa Kao mTo wiycrpyje ['paduk 21. O]

3aHUMIBMBO je BHJIETH INTa ce JoOWja Kama (GpyHKIHUjoM JKYKOBCKOT MpPECTUKaMO CKYI
{z € C| |z| < 1} u anamorHy MpeKy TOIY-TPABUX U KOHICHTPUYHUX KPYroBa. AMOUIIHO3HU
YUTAOIM MOTY JIa CIIPOBEY aHAIM3Y Kao y MPEeTXoHOM mpumepy. Ha kpajy, mpukazahemo
joI jenaH rpauk, He TOJIUKO U3 TEOPETCKHUX Beh M3 UUCTO €CTETCKUX pa3liora.
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A

\ 4

I'padux 22: IpecnukaBame Eykmmiacke mpexe ¢pyHkimjoM KyKOBCKOT.

3.4 ExcnoHennujanna gpyukuuja f(z2) = e*

Excnonenrujaana (pyHKuHJa peatie MPOMeHIbHBE f(x) = a® moxe na ce nedpuHMIIE 3a CBAKO
a > 0. [Tputom,3a € Q, BPEITHOCT 4. Ce pauyHa Kao {/a™ IOk ce BpemHocT a® 3a o € R\ Q

pauyHa momohy rpaHHqu BPETHOCTH khm "/ a™ Tae je ( HU3 pallMOHAITHUX OpojeBa
— 00

) ken
KOjU KOHBeprupa ka «v. OUurieHo Ja OBy METOAY HE MOKEMO J1a KOPUCTUMO 32 1e(pUHUCAHE
eKCITOHEeHIIMjallHe (pyHKIIMje Ha CKYIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa 300T yrmoTpebe KOpeHa, 3aTO
OBJIe KOPUCTUMO HEILITO APYTAUUjU TIPUCTYII.

. . . n
OjnepoBa’® koHcTaHTa ¢ € R je yBemeHa Kao rpaHMYHA BPEIHOCT HU3a lim (1 + %) )
n—oo

Taz[a, 3a MIPOU3BOJBHO T € R Baxu:

lim <1 + f) = lim (1 + W) ="
n—oo n n—oo ;

Haxie, ekcrioHeHIMjanHy (GyHKIU]y peajHe TPOMEHIbHUBE MOXKEMO J1a YBeJeMo nmoMohy rpa-
. n .
Hu4He He BpeaHoctu f(x) = lim (1 + %) IIITO HAC HABO/M HA 3aKJbyUaK JIa EKCTIOHCHITH]aTHY
n—oo
(byHKITH]y KOMITIIEKCHE TTPOMEHIbUBE, Koja Tpeba /1a Oy/ie eKCTeH3Hja pealHe eKCITOHEeHIINjalTHe
(dbyHKIIMjEe, MOKEMO J1a YBEJIEMO TOMONY aHATOTHE TPAHUYHE BPETHOCTH.

Ja 6u Ha omMcaHW HAYWH AeUHUCATH eKCIOHEHIUjaTHy (PYHKIIH]Y, TTOKAXUMO TIPBO Aa

HU3 KoMIUIeKcHnX Gpojesa ((1+ %)")n <y koueeprupa 3a cako z € C. Kopuctumo Teopemy

1.12 omHOCHO OCOOMHY ma ako je lim |2,| = pom lim arg z, = o, Tama je lim z, = poe'?°.
n—oo n—o0 n—o0

n . n 2 2 %
hm’(1+3) :lim’(l—i—x—Hy) — lim (<1+§> +(3)>
n—oo n n—oo n n—oo n n

9 2 2\ 3
~ lim <1+m>

n—oo TL2

2nz+z2+y2 n
2

n2
2 2 2 2nw+w2+’ 2 n2
— lim <1 N m) v

n—o0 n2

2 2
lim 2nz+z2 +y n

—_— en—oo n 2 g 6.1}

® Leonhard Euler 1707-1783, mBajapcku MaTeMaTH4ap, (GH3MYAp, acTPOHOM, reorpad, IOTHYap U
HHXKEHED.
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[Tpe Hero mITO U3pauyHaMO TPAHUYHY BPEIHOCT HU3a apryMeHaTa, nmpeTnoctaBuheMo na
j€ peasHu 1eo KOMIUIeKCHOT 6poja 1 + % pa3nmuuuT on Hyje. Tana:

lim arg ((1 + E) ) = lim narg (1 + E) = lim narg (1 + ad +22)
n—o00 n n—o00 n n—o00 n n

' ¥ . arctg
= lim narctg —— = lim ————
n—00 1+ 2 n—00 =

n n
Y —1
2 2
0 (n+x)
® (k) _
= lim il =y
n—00 —

n

AKO je peanHH €0 KOMILIEKCHOT O6poja 1 + i JeIHaK HYJIH, MOXEMO Jla IIPETIIOCTABUMO A4

. . zZ\n
j& ’eroB UMarMHApHU €0 Pa3NUYUT OJ Hyle (jep HU3 ((1 +2) )n )y CBaKAKO KOHBEPIupa

3a z = () mro Ham oMmoryhaBa J1a apryMeHT KOMIUIeKCHOT Opoja 1 + % pauyHamo mmomohy
¢dbyHKIMje arcctg U oreT U30eTHEMO MeJbehe HYJIOM.

Jakne, MOlyo U apryMEHT HU3a ((1 + %)”) KOHBEPrupajy mTO UMIUIAIIpA Ja OH

Rez(

nelN

KOHBEpTHpa Ka € cos(Im z) + i sin(Im z)) ma MOKEMO Ja yBeaemo crejaehy aepuHuimjy.

HNedunnunuja 3.7. Hexa je e € R Ojneposa roucwianivia. Y cxyiiy KomiiexcHux 6pojesa

@ynxyujy
. 2\"
e = lim <1 + —>
n—oo n

HA3UueamMo €KCZZOH€Hl{ujClJZHa qbyHKuuja KOMUNEKCHE HPOMEH bUBE.

[Tomohy rope uzpauyHaTUX TPAHUYHUX BPEAHOCTH, EKCIOHEHITHjAIHY (DYHKIIN]Y Y TPUTOHOME-
TPUJCKOM OOJIMKY MOKEMO J1a JCHUHHUIIIEMO Ca:

e"t = e®(cosy + isiny).
Tana, 3ameHoM z = 0 U y = ¢ y IPeTXOAHO] jemHaunHu, 1ooujamo OjrepoBy hopMyIy:
e’ =cosp+ising 3acee € R.

300r acolujaTUBHOCTU Ollepalidje MHOXKea KOMIUIeKCHuX OpojeBa, 3a m,n € IN u
npousBo/bHO 2z € C Baxku 2™ = 2™z". AmnanorHa ocobUHA BaXKM M 3a MPOU3BOJHHE
creneHoBe OjnepoBe KOHCTAHTE. 3a 21, 29 € C, T1e je 21 = &1 + 1y1, 20 = X9 + 1Yo BAKU:

ete” = e"(cosy; +isiny;) e (cosys + isinys)

= 112 ( COS 1 COS Yo — Sin Yy sin yo + 7(cos Yy sin yo + sin yo cos yl))

cos(y1 + ya) +isin(y; + yz))
z1+z2+i(y1+y2)

— 6I1+9€2 (

=e = f1te,

Casia HaBOJMMO OCHOBHE OCOOMHE €KCIIOHEHIIHjaTHe (PYHKIIH]E.
Teopema 3.11. Excitonenyujarna ¢ynxyuja f(z) = € je:
(a) ananuitivuxa na C;

0©) rongpopmna na C;

(B) depuoquuna ca oCHOBHUM Hepuogom 2.
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Hoka3s: (a) Kaxo je e = e%cosy + ie® sin y, peaTHU U IMaTHHAPHH 10 eKCIIOHEHIIH]jaTHe
dbyHkIHjE CY:
u(z,y) =e“cosy wu wv(r,y) =e"siny.

Kaxko cy 06e dpynkumje mudepenumjadbunne na R? u 3a ceaxo (z,y) € R? paxmu:

/I T ! I T !
ux—e COSy—Uy 141 uy— € simy = v

x?

Ha ocHoBY Teopeme 2.6 3akibyuyjeMo 1a je [ mudepeHijabuiHa y KOMIUIEKCHOM CMUCIY 34
cBako 2z € C ogHocHo 1a je f ananmurruka Ha C.

(6) Kaxo je excrioHeHIMjanHa GpyHKIMja aHanuTHuka Ha C, lbeH U3BOJI
(€*) = ul, + v, =" cosy +ie” siny = €

je pasmuunt oj1 Hylte 3a cBako z € C (jep €” # 0 u He MOCTOjU Y TaKo J1a je siny = cosy = 0).
Ortyna, Ha ocHoBY Teopeme 2.10, pynkumja f je konpopmua Ha C.

(B) AKO UCKOPUCTHMO TPUTOHOMETPH]CKU OOJIMK KOMITJIEKCHOT Opoja, Baxu na je e° = e

akkoje |¢*| = |e¥|marg e* = arg e” +2km 3aHeko k € Z. Kakoje|e?| = ef**aarge® = Im 2,
3aKJbydyjeMo fa je e© = e¥ akko je ef¢? = eR°% gy Im z = Imw + 2k7 UM eKBUBAIEHTHO
Rez=Rewwulmz = Imw + 2knw 3a k € Z. Jdakne, e = e akko je z — w = 2k7i 3a HEKO
k € 7. [

Kao mto BuanMo us nperxo/ne Teopeme, pynkuuja f(2) = e* he na 6yue,,1-1” na obmacru
D axko He mocToje z, w € D taksu 1a je z — w = 2kmwi 3a wexo k € 7\ {0}.

TIpumep 3.5. @yuxyujom f(z) = e* apecruxainiu obnaca D = {z € C| 0 < Imz < 27}.

27 A

v

I'paduk 23: Cnuka Eyknuacke Mpexe eKCIIOHEHITHjaTHOM (DYHKITHjOM.

Pememe: Excrionentmjanam oonuk komriekcHe pyuknuje f(z) = e® uma popmy f(z +1iy) =
p(x,y) @) e je:

ple,y) =e" a  or,y) =y
Oryna, cuka npaeux {z € C | 0 < Imz < 27, Rez = ap} je kpyxuuna {w € C | |w| =
ap,0 < argw < 27} 10K je cmuka mpase {z € C | Im z = [} momny-npasa {w € C | argw =
Bo, |w| > 0}. Otyna, cnuka obmactu D je C \ {z € R | z > 0} kxao mro je wiycTpoBaHo Ha
I'pacuxy 23. ]
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IpeTxomuu MpUMep IMOKasyje 1a je excroHeHuujamHa ¢ynkuuja f : C — C ,Ha’.
[MocTaBba ce mMUTame KAKO y CKYIy KOMIUIEKCHHX OpojeBa AedUHUCATU eKCIIOHEHIUjaTHy
(DYyHKIIM]Y ca MPOU3BOJFHOM OCHOBOM. Y Cilydajy peajlHux OpojeBa, 3a MpoOu3BoJbHE a, T € R,
raejea > 0, Baku 1a je a® = e*™. Oryna, y cKyly KOMITIEKCHUX OpojeBa, eKCITOHEHITHjaTHY
¢dbyHK1Hjy ca ocHoBOM a € C MoxeMo fa yBeaeMo ca a® = e TJe je w KOMIUIEKCaH Opoj
TakaB J1a je e = w. bpoj w Tu4un Ha KOMIUIEKCHU JlorapuTaM 0poja a Mehytum, mo Teopemu
3.11, xommuiekcan 6poj w + 2kmi Takohe Moxe ga Oyae noraputam 6poja a 3a MPOU3BOJHHO
k € 7. 0JHOCHO, KOMIUICKCHH JIOTapuTaM je BUIle3HauHa (DyHKIIM]a KA0 U KOMIUICKCHU KOPEH.

3.5 Tpuronomerpujcke pyHkKuje
Kopuctphu OjnepoBy popmyy, momohy jenHaunHa € = cos x+isinx, e~ = cosx—isinx
peatHe TpUTOHOMETpHjcKe (PyHKITHje MOkeMO Aa ToOUjeMO O] KOMIUIEKCHE eKCITOHEHIIUjaTHe

dbyHKIHjE:!
ei:t: + efi:z: ] 61'96 - efim
COST = ————  OJHOCHO Sinr = ——
2 21

Otyna, na 6u 1oOWIN aHATUTUYKE (QYHKIMje KOje MPeACTaBibajy eKCTEH3U]e PEATHUX TPUTO-
HOMETPHUJCKUX (PYHKITH]ja, HAJTIPUPOIHHU]E je 1a KOMIUIEKCHH CHHYC U KOMIUIEKCHU KOCHHYC
neuHUIIEeMO Ha cliefiehu HavuH.

Hedununuja 3.8. Komiinexcnu cunyc u KOMIIEKCHU KOCUHYC Cy pyHKyuje gaitie ca:

eiz + e—iz . eiz _ e—iz
COSZ = ————— u SNz = ———
2 21

Caga HABOJIMMO HEKOJIMKO €JIEMEHTAPHUX OCOOMHA KOMIUIEKCHOT CHHYCAa U KOMILIC-
KCHOT KOCHHYcCa KOje Tpe/icTaBibajy nocneauie Teopeme 3.11. Jlokas Teopeme ocTaB/bamMo
YUTAOLINMA.

Teopema 3.12. KomiinekcHu cunyc u KOMAIeKCHU KOCUIYc umajy ciegehe ocooune:
(a) obe Qyuryuje cy anamitiuvuxe na C u sadcu (sin z)’ = cos z, (cosz)’ = —sin z;
(6) obe ¢pynryuje cy iepuoguune ca 0CHOBHUM TePUOGOM 2T.

(B) dyHuxyuja cos z je iapua a sin z je HedlapHa.

Kopcrehn epununnjy 3.8 KocuHyca U CHHYca, Ka0 U OCOOMHY J1a Y TTOJbY KOMIUTEKCHUX
OpojeBa Baxu €172 = ¢ ¢*2 Tako MOXKe 1a ce ce JOKake Ja 3a KOMIUIEKCHH CHHYC U
KOMIUICKCHU KOCUHYC Ba)K€ CBE aIMIIMOHE (popmyIe.

Teopema 3.13. V ckyiiy komilnekcuux Opojesa, 3a cee z, W 8aHCU:
e cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w;
o sin?z + cos®z = 1;
e sin(z+ %) =cosz.

Ocrane ajunione GopMyIie MOTY J1a C€ U3BE/TY O/ HABC/ICHUX.

IIpumeTnmo na meduwHMCcaHEe TpUTOHOMETpHjCKe (DyHKIMje gocTa moTcehajy Ha xumep-
OonruKe PYHKITH]jE PeaTHEe MPOMEHIJbUBE. XUTIEPOOINUKe (PYHKIN]E KOMIUIEKCHE TPOMEHIbUBE
Ce YBOJE Ha €KBUBAJICHTAH HAUHMH.
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Hedununuja 3.9. Xuiiepoonuuxe ¢yuxyuje kominexcre apomenmuse cy QyHKyuje:

e +e* er —e*
chz=——+— u shz=—-—
2 2

W3 nedunumja TpurOHOMETPH]CKUX M XUTIEPOOTHIKUX (PYHKITHja BUIUMO J1a je:
ch z =cosiz, shz= —isiniz.

TIpumep 3.6. Obnaciu D = {z € C | —7/2 < Rez < 7/2,Im z > 0} apecruxaitiv ¢pynxyujom
f(z) =sinz.

A
\ 4
A
\

Y ATTATTOATNTI AT

MJE]

\ 4 \ 4

I'paduk 24: Cnuka obmactu D = {z € C | —7/2 < Rez < 7/2,Imz > 0} dynkumjom
f(z) =sinz.

Pememe: OmpeiMo IPBO PeaHy U UMATUHAPHH Jieo dyHKunje f(z) = sin 2.

6i(x+iy) _ efi(eriy) —
sin(z + iy) = 5 =5 (e7¥(cosz +isinz) — e¥(cosx — isinx))
i
ey + e_y . + .ey — e_y
= ————sinx + i——— cos x.
2 2

Tana, cnuka npase {z € C | Rez = 24,0 < Im z < 0o} je onpehena jeqnaunnama

eV +e |
u = ———sinx
2
ey — efy
V= ———— COS Xy
2
. w2 v2 . .
a OBO Cy MapaMeTapcKe jeqHaYMHE XUepoone — w0 " wo¥ag lronejev >0 (Gep3ay >0

BaxXu 11a je e¥ > e Y),

Cnnuno, cmukanpase {z € C | Im z = yo, —7/2 < Re z < 7/2} je onpehena jennaunnama:

eyO + e_yO
U= ———SInnwx
2
eyO — efyO
V= ——""T—""CO0ST
2
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u? v?

_'_
(eyo+e*yo )2 (eyofe*yo)
2 2

a OBO Cy IMapaMeTapckKe jeTHaUHE eIUIce ;s = lraejeonerv > 0 jep

cosx >03ax € (n/2,7m/2).

Haxkne, cnuka Eyknmuacke mpeke oonactu D je pamunmja xunepOoma v paMunmja eaurcu
U3 TOpbe Toy-pasuu (v > 0) xao mro ce Buau Ha ['paduky 24. Otyna, cnuka obmactu D je
ckyn{w € C | Imw > 0}.

3amaTak cMO MOTIIH JIa PEITMMO jeHOocTaBHMje Kopuctehn mosHaTte pynknmje. Kako je

) eiz _ e—iz 1 eiz N 1
Smz = ——= = | — - s
21 2\ 1 e

2

3aKJbyUyjeMo Ja je sinz = (h olgogo Ll)(z) rie je L1(z) = iz nuHeapHa ¢yHKIHja
(poTamuja 3a 7/2), g(2) = €* excnonenuwjanua pynkumja, Lo(z) = % = —iz nuHeapHa
dbyukuuja (porarmja 3a —m/2) u h(z) = %(Z + %) ¢dyukimja XKykoBckor. O

HMedmnunuja 3.10. Tanzenc u xowiansenc KominekcHoZ bpoja z ¢y pyuxyuje:

OBe ¢yHKIHje HUCY AHAIMTHYKE Yy TauKaMa TJ¢ je UMEHUIAIL je/THAK HyId. 3a (pyHKIujy
tg 2z To cy Tauke z € C 3a koje je:

cosz=0e"+e =0 =1 ¥ =" o 2z =ir+i2km, k € Z.
Hakne, yHKIM]a tg 2 HMje aHAIUTUYKA Y TauKama 2 = 5 +h7rae k € 7. Candno ce noKasyje
na ctg 2z HUje aHamuTUYKa 3a z = km, k € Z.

V Ttaukama rae ¢y GpyHKImje tg 2 OMHOCHO ctg 2 aHATUTHYKe, 300T TOKa3aHUX OcOOMHA 3a
M3BOJ KOJUYHUKA KOMIUIEKCHUX (DYHKIIMja U TPUTOHOMETPHJCKUX HACHTHTETa 3a (PYHKIIH]jE
sin 2 u cos z, BaXU:

-1
tgz) = u (ctgz) = ,
(tg2) cos? z (ctg ) sin? z
[MpumeTrMO fa 360T jeMHAKOCTH Sin 2 = — sin(z+m) ucos z = — cos(z+m) Baku tg(z+m) =
cos(zhm) _ —cosz — 5 5 Orypa, 7 j€ IEPHOJL KOMIUIEKCHOT TAHTeHCA a OBa (DYHKIIMja HE MOXKE
sin(z+m) = —sinz gz. yaa, 7] puon JI YHKITH]

Jla Ma MarbW TePHoJT jep je eKCTCH3Mja peatHoOT TaHTeHca. Jlakie, m je OCHOBHH TIEPUO/T

. . . . . . 1
dbynkmmje tg z a camuM TUM 1 3a ctg z jep je ctg z = el

3aHUMIBUBO je J1a ¢y GyHKIHMje tg 2 U ctg 2 Takohe kommnoszunuje moznatux pyukmnuja. Ha
mpuMep, tg 2 MOKEMO J1a TTPEJICTABUMO Ca:
siny 1 e#—e® e? 1

g(2) cosz 1 er e iz 262” +1

Otynatgz = (wogoL)(z) rueje L(z) = 2iz nuneapHa dpyHKIMja, (2) = €7 EKCIOHEHLUjATHA

. . . Z*l .
dynxmmja n w(z) = —i = 1 OunnHeapHa QyHKuMja.

Ha I'paduky 25. je npencrasibena ciauka obmactu D = {z € C | —n/4 < Rez < 7w/4}
u oarosapajyhe Eykmuacke Mpexe. AMOMIMO3HM YMTAOLU MOTY Ja HOKaXy 1a je CIUKa
obnactu D yHYTPAIIBHOCT jEAMHUYHOT KPYrd M JIa C€ XOPU3OHTAJHE M BEPTUKATHE TPABE
CIIMKajy Y JIETOBE KPYKHUIIA.

Ha kpajy, kao mTo cMo BU/IENHM U3 OBOT TIOTJIaBJba, Ha]JOUTHHU]jE eeMEeHTapHE (PYHKIIH]E CY
ounmHeapHe GpyHKIMje, pyHkuuja XKykoBcKoT M eKCoHeHIIMjaaHa (PyHKIIHMja jep CBe ocTale
(hyHKIIHje oIMcaHe Y OBOM IIOIJIaBJbY MOTY Ja ce JOOU]y IbMXOBHUM KOMITO3HITH]aMa.
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I'paduk 25: Cuka obmactu D = {z € C] | —7/4 < Rez < 7/4} dyuxumjom f(z) = tg 2.

4 HWuTterpajanu pauyH (yHKIHja KOMILIEKCHE IPOMEH/bHBE

Kao u xox peannux ¢pyHKIMja, TTTaBHU Wb KOMIUIEKCHOT MHTEerpaia Tpeba na Oyme oape-
husame Mepe nmpomene ¢pyHkuuje f ox Tauke a € C no tauke b € C. MehyTum, 3a pa3iauky
O]l peaJiHe TIpaBe, Y KOMIUIEKCHO] PaBHU MTOCTOJU HEMPeOPOJUBO MHOTO KPUBUX KOje TTOBE3Y]y
JIBa pa3nuuuTa KOoMImieKkcHa O0poja. OTyaa, y KOMIUICKCHO] paBHU, TTOPE TMOJIMHTErpaJIHe
(hyHKIIMjEe ¥ TPAHUYHUX TadaKa, jaKO OUTHY YJIOTY UTPa U TIYT KOjU MOBE3Yje TPAHUYHE TAUKE.
Y oBoM moriaBby hemMo ga OAroBOPHMO Ha NMUTAHE er3UCTEHIMje KOMIUIEKCHOT MHTerpana
Kao U MOJ KOJUM YCIOBUMA BPEIHOCT UHTETpajla He 3aBUCH O] IyTa KOjU MOBE3yje IpaHNuHe
Tayke.

Heka je f : C — C xommekcHa ¢yukimja u Heka a,b € C. Heka je v : [, 5] — C
MyT KOJU MOBe3yje Tauke a U b. MOTHBUCAHU KIIACUMYHMM HHTCTPAIOM (PYHKITHje peaiHe
MPOMEHJbUBE, MHTETpall QYHKIH]je KOMITJICKCHE TTPOMEHIbUBE YBOAUMO Ha crieehi HaunH.

Hexkaje P={t; |1 =0,...,n},tiejea =ty < t; < -+ < t,, = [3, MO/ENIAa UHTEBAJA
[a, Bl mueka je B = {e; | t;i-1 < e; < t;,i =1,...,n} daMunmja ucTakHyTUX Tayaka. Ha
0Baj HauMH cMo uzabpamu Tauke P = {z; = v(t;) | i = 0,...,n} Ha KPUBOj 7y KAO U Tauke
E={& =~(e) |i=1,...,n} Koje ce HaIA3e HA CErMEHTUMA KpUBE Y U3Mely Tauaxa z; Kao

ITO je UIYCTPOBAHO Ha rpadHKy UCTIOJ.
B=ts
ty

i3
to
151

Oé:t()

\ 4

I'padux 26: Togena untepsana [, 5] 1 HHIYKOBAHA MOJENA HA KPUBO] 7.
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HMuTerpan xoMiekcHe GyHKIMje f O KPUBO] 7y TeUHUIIIEMO ca:
d Ele:(i). li : A :
/f z /\(7%20;]((5) z
: —

raeje A(P) = max |zi — z;_1| kmacnuan mapamerap nogene P a Az; = z; — z;_1. UnTerpan
1= n

=1,..

(dbyHKIIHje [ MO MyTy 7Y TOCTOJU aKKO JIeCHA TPAHUYHA BPETHOCT TMTOCTOJU M KOHAYHA je.

Capna hiemo j1a emuctidukyjemo oBako pedunncann nnterpait. Heka je f(z2) = u(z) +
iv(z),nuekaje Rez; = x;, Imz; = y; 0 =0, ..., n. Tana,

Azi =2 — 221 =T + 1Y — Timg — 1Yo = (T — xim1) + (Y — yio1) = Az + 1Ay,

Kako je v myT, oH je mo mebuHunmnju Hempekuana yukuuja v : [«, f] — C. Otyma, mapa-
Metap nozene A(P) = max |z — 21| = max |v(t;) — ~v(t;i—1)| he ma Texu HymH aKKO
napamerap Tiofienie P uHTeppana [a, 8] Tj. A(P) = max |t; — t; 1| Texu nymn. Tana,
WHTETPAIT KOMITIEKCHe (pyHKIMje f TI0 KPUBO] 7y TIOCTaje: .

n

/fdz = lim Z (w(&) +iv(&)) (Az; + iAy;)

A(P)—0 4
8! =
® N R
= A(II%ILO § (u(&)Az; — v(&)Ay:) + ZA(IJ%ILO E (v(&) Az + u(&)Ay;).

=1 =1

IIPU TOM, ¥ KOPAKY (%) CMO KOPUCTHIIH OCOOUHY Jd W TEKU KOHAYHOM KOMITCCKHOM OPOjy
akko Re w u Im w Texe KOHAYHUM peaTHUM OpojeBHUMA.

CrynenTu koju ce cehajy Ananuze 4 Ou Tpebao ga Mmpero3Hajy MoClIeIhe 1Be HHTETpaTHe
cyMe. 3a cTyneHTe Koju ce He cehajy, mpBa UHTerpajiHa cyMa je HUIITa APYro 10 KPUBOJIMH-
MjCKM MHTETPaJl Apyre BPCTe BEKTOPCKOT 1osba (u, —v) : R? — R? no KpuBOj 7y 10K je jpyra
UHTErPATHA CYMa, KPUBOJIMHU]CKU UHTETPAIT JIPYTe BPCTE BEKTOPCKOT MOJba (U, U) O KPUBO]
v. OTyna, peaTHM U UMaruHapHHU J0 KOMIUICKCHOT UHTerpana pyHkiuje f = u + iv cy:

Re ( / fdz) = / udz —vdy,  Im ( / fdz) = / vdz + udy,
5 y

Y v

ITO UMITJTUIIUPA JTa KOMIUIEKCHU MHTETPAJ TTOCTOJH aKKO MOCTOje 00a KPUBOJIWHU]CKA WHTE-
rpana apyre BpcTe.

Cae ocoOuHe Koje BaXke 3a KPUBOJIMHU]CKU UHTETPAIl APYTe BpPCTE UMajy CBOje MaHAaHe y
KOMIIIEKCHO] MHTETPAIjU U MHOTe O] IhUX heMo MOHOBO J1a JokaxeMo. AKO cTe ce hKaja
3aMUTANIH 3aIITO CE YOIIIITE YYU KPUBOJIUHUJCKU UHTETPAJI JIPYTe BPCTE, Cajla UMAaTe OJIrOBOP.

4.1 [lepununmja u 0co0OMHE UHTErPaJIA MO MYTY

Jocanaiima TeopHja OBOT MOTJaBJba je 6uia caMo paau wiycrpaiuje. [a 6u uzbernu na
y HACTaBKy IOKa3e TeopeMa CBOAMMO Ha MHTErpajiHe cyMe, KOMIUIEKCHM MHTerpan hemo ma
neduruiiemo maio apyraunje. Heka je f : C — Crmeje f = u + iv. Hekaje v : [o, ] — C
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IyT OOJINKA Y = 7y + 12 Ca TAHTEHTHUM BeKTOpOM Y’ = ] + i75. Tana, TexHukamMa AHanuze

4, xomrutekcHu uHterpan [ fdz ce padyHa Ha crenehn HauwH:
Y

/de:/udx—vdy+i/vdx+udy

Y Y v
B B
= / (U(’h,’h)’ﬁ — U(’Yl;’h)%)dt + ’l/ (0(71772)71 + U(’Yl;’Yz)’Yé)dt

B B
:/(U(%,vz)+iv(%,72))(%+i72)’dt:/f(v)v’dt-

(e}

IMocnenmwy dbopmyny hemo na UCKOpUCTUMO 3a JIe(UHUIIN]Y KOMIUIEKCHOT WHTErpaja Kao
3rofHy O3HaKy 3a PuMaHOBe HHTerpalie Koju ce 1o0ujajy Kaaa ce GyHKIMja f | myT 7y Ipe-
cTaBe MoMohy CBOjUX KOOPAMHATHUX (PYHKIIH]A.

Hedunnnnja 4.1. Heka je v : [«, 5] — C geo o geo znagax iyim u [ xominexcha gynkyuja
waxkea ga je komiiosuyuja f o vy HeupexugHa Ha [04, 6] Hniwiecpan ¢yukyuje [ o ayiy -y
gechunumenmo ca:

/fdzz/ﬁfh(t)h’(t)dt.

[MTpumetumo nma ycinoBu aeduHunMje 00e30ehyjy ersucTeHIn]y KOMIUIEKCHOT WHTerpaja
jep U3 HempeKUTHOCTU (GyHKIHje [ © v cleIn HEMPeKUIHOCT GYHKIUja 1 0 Yy U v Oy a ) U 7|
Cy JIeO TIO JIeO HEeTpeKuAHEe (GYHKIIMje INTO rapaHTyje Aa MOCTOje MHTErPaIu:

B B
/ (U(%, 72)71 - U(71>72)7é)dt u / (U(%ﬁz)% + u(%a%)Vé)dt-

« «

Ca/:[a HAaBOJUMO HEKOJIMKO OCHOBHHX 0CcoOMHA KOMITIIEKCHOT HHTCErpaa.

Teopema 4.1. (Ocnoene ocobune KomiinekcnoZ unitieZpana)

(1) Hexa cy f u g neiipekugne na geo iio geo Znaitikom iyimy v u nexka o, 3 € C. Taga:

/(af+6g)dz:a/fdz+ﬁ/gdz.

Y 0
(2) (Aguimuenocini) Hexa je f neupexugna na geo o geo Znaiiixom ayimy v|o, ] — C. Taga,

3a iipouszsomno § € (a, ) u iyitese v, : [a, 8] — C, v, : [4, 5] — C gaitie ca v (t) =
Y(B),t € [a, 0] uya(t) = (1), t € [0, 5], 6amncu:

/fdz:/fdz+/fdz.

ol 71 "2
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(3) (Hnsapujaniminociii) Axo cy 1 u o eKeusaienininy idyitiesu a f neapexugna gyaic ayima v,

sadicu ga je:
/fdz:/fdz.
Y1 V2

4) (Opujenimiayuja) Heka je v : o, B] — C geo ito geo cnagax iyia. Heka je v~

a,f] = C

iy gaiti ca vy~ (t) = v(a +  —t). Axo je f neidpexugna ¢ynxyuja gy iyiia v maga:

/fdz— /fdz

I[OK%B: Cse HaBCACHC ocoOuHe Cy IOoCICaANIeC ocobnHa PuMaHOBHX HHTCIrpalid.

(1) Baxu 3060r nuHeapHoctu PumaHoBUX HHTErpana.

@ [ fdz = [ IO O = | IR ed + fm(tw(t)dt P i

B
Sff[’YZ(t)hé(t)dtZ [ fdz+ [ fd=.

At

1(t)dt +

2
(3) Heka cy myteBu 71 : [a,b] — C u v : [a, 5] — C exBUBaJEHTHM Tj. HEKa MOCTOjU

HeTpeKuIHa, pacTyha u ,Ha” QyHkmja 7 : [a, §] — [a, b] Taxa 1a je 72 = 71 o 7. Tana,

b 1(b)
/ fde = / Fin® (a2 / £ (7()]7, (7(5)) 7 (5)ds
2t a 7= Ha)
B8
_ / FPra(s)(s)ds = / fde.

[Ipu ToM, ¥ KOpaKy (*) CMO KOPUCTHITH cMeHY t = T(s).

B _ ;@
@ [ fdz = [ [l (s)ds "~ [ fly(a+ B — Oy (a + B — 1)(=1)dt =

= [ S @l @t = = [ fly- @~ (0t = [ fa=

]

Hckas (3) mpeTxoaHe TeopeMe yKaszyje Ha OCOOMHY J1a BPEAHOCT KOMITJIEKCHOT WHTErpaja
HE 3aBUCH O]l ITyTa KOJUM CMO MapaMeTpu3oBanu AaTy kpuBy. OTyaa, Hajasbe MOXEMO Ja
KOPUCTHMO U TEPMHUH HHTErpall mo kpuBoj. OcobuHa (4) mpeTxoaHe TeopeMe je IPaKTHIHO
MTOCIIE/TUIIA CBOJCTBA KPUBOIMHU]CKOT MHTErpalia Ipyre BpcTe KOjeM ce Mera 3HaK Kajaa ce
MPOMEHHU CMEP UHTETPpAIM]e. 3aTO Kajia PaTuMO KOMIUICKCHU UHTErpajl Mo HEKOj 3aTBOPEHO]
KPHUBOj, aKO HUjE HABEJIEH CMEP MHTErpaluje, OupamMmo mMo3UTHBAH CMEP OJTHOCHO CMEpP CYIpO-

TaH KPCTAby KAa34JbKC Ha CATY.

JIuHeapHOCT KOMIUIEKCHOT MHTETpasia HaMm 00e30ehyje joI je1aH HauuH KaKo J1a KOMILIEK-
CHM MHTETPAN CBOAMMO Ha jiBa Pumanosa. Haume, axo je f[v(¢)]Y/(t) = g1(t) + ig2(t) Tae cy

g1 M go peanHe GyHKIIUjE, Taaa:

B B B B
/ fde = / F O (B)dt = / (g1(t) + igo(1))dt © / g (H)dt + i / galt)dt
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IIITO Takohe UMILTULINPA J1a je:

Re (/de) = /ERG (flv(®]y' (),

«

Im (/fdz) = /ﬁlm (fIv(®)) (@))de.

67

Teopema 4.2. Axo je pyuxyuja [ neipexugna na geo io geo Znaikom ayimy v : [a, | — C,

itaga je:
[
v

Hokas: Heka je [ fdz = Jrmeje J = |J[e". U3 Je~ ™ = |J|e"Pe~ " = | J| nobujamo:
Y

B8
< / @] 1 (@)at.

|J| =e ] = ew/fdz ®) /ewfdz.
Y

Y

V xopaky (*), KOHCTaHTa €Y Moke aa yhe Mo/ MHTerpaji 300T JUHEAPHOCTH MHTErpPAa.
Kako je |J| € R, nobujamo na je:

B

B
7] = Re|J| = Re ( / e"”fdz) - [Reeesnor @) [ 10wl ol

¥ a a

TIpU TOM, y KOpPaKy (**) cMO KOpUCTHIN ocobuHe na je Re z < |z|, |e™*| = 1 u MOHOTOHOCT
PuMaHOBOT MHTerpaia GpyHKIMje pearHe TPOMEeHIbUBE. O

Iocaenuna 4.1. Axo je ¢pynxyuja [ neiipekugna u oZpanudena Ha geo o geo SiamiKkom iyimy
v e, Bl = Cay. axo je | f(2)| < M 3a cee z = (t), t € |a, B], maga je

‘/fdz

2ge je |y| gyorcuna kpuse ogpehene iyitem .

< My

Joka3s: Hexka je v(t) = v1(t) + i72(t) Tme ¢y 71 u Yo peanne pyHkimje. Tama, HA OCHOBY
TIPETXOTHE TEOPEME

’/fdz

[locnenmu MHTErpAT MpeICTaBiba JAY)KUHY JIyKa KpuBe Y (KPUBOJIMHUJCKH HHTETpas IpBe
BpcTe, AHanu3za 4). ]

B B B
< [l o< [ o=y [ B -zed.

Nwmajyhu y BUuny nokaszaHa TBphema, U3pauyHajMo nap KOMIUIEKCHUX MHTerpaia.
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Ipumep 4.1. 3a dpoussowno k € Z, uspauynamu unimezpan [ (z — a)kdz.

|z—al|=r
Pememe: Jeana mapamerpusanuja kpyxuuie {z € C | |z —a| = r} je 2 = a + re' rae
v € [0,27]. 3aMeHOM y TTOCTABIbEHN UHTETPAJ JO00UjaMO:

27 2m
/ (z —a)"dz = /(a +re™ — a)kd(a 4 re?) = ir ! /ei(kﬂ)@dgp.
¥ 0 0
Axoje k # —1, emenom i(k + 1) = t nobujamo
gy AREDT -kt
kq, . T ty, o i2(k+1)7 _
—a)fdr = ——— dt = —— —1)=0.
/(Z Oz =0T / cdt =t )
¥ 0
3a k = —1 BpeHOCT UHTErpaJja je
q 2
/ © / dt = 2ri.
z—a
¥ 0

O
[TpumeTumo 1a y IpeTXOJHOM IPUMEPY BPEIHOCT MHTETpajia He 3aBUCH O] ITOIYIIPEUHIKA
kpyxHuile. [Tokazahe ce 1a je MpeTXOAHU MPUMEDP Ol U3Yy3€THOT TEOPUjCKOT 3HAUAja.

Tpumep 4.2. Hexajek € Z\{—1} u~y : [, 8] — C dpoussoman geo iio geo Zragax iiyit Koju
idosesyje mauxe a u b. Ipu wom, axo je k < 0, dyiti y ne dporasu kpo3 uyny iwj. y(t) # 0 3a cee
t € o, B]. Uspauynaimu unimezpan [ 2*dz.

v

k1
k+1°

Peureme: 3a k # —1 3Hamo 1a je BpeaHocT PumanoBor unTerpana [ rFdz =
KpHUBOj 2 = Y(t) Baxu:

Tama, Ha

b

/dez - /ﬁyk(t)d(wt)) = /ﬁVk(t)v’(t)dt w /skds _ bk*;;f

¥ « a

IpU TOM, y KOpaky (*) cMo yBenu cMeny Y(t) = s u Baxu na je y(a) = a u y(8) = b.
CnenmjaiHo, axo je y(a) = 7(b) OMHOCHO aKo je 7y 3aTBOpEHA KpHBA, UHTErPAI je jeHaK
HYJITH. ]

[IpeTxomaHu MpUMep WIyCTpyje OCOOUHY Ma Mo oApeheHNM yCTIOBUMAa HHTETPATT KOMITICK-
cHE (PyHKIIM]E HE 3aBHCH OJ1 KPUBE KOja TTOBE3Yj€ JABE pa3IuyuTe Tauke. Takohe, Kako peliemne

uHTerpaia uma hopmy
(// Zk(1Z B Zk&%l b
Ck+1la

v

TJle ca JIeCHe CTpaHe pauyyHaMo BPEIHOCT MPUMHUTHUBHE (PYHKIIH]je TTOAUHTET paTHe (GYHKIIUje Y
MTOYETHO] M KPajih0j Tauku, HacayhyjeMo fa mox ogpeheHnM ycaoBuMa HHTErpaaIu KOMILTIECK-
cHUX QyHKIMja 3a,10B0baBajy Ibytn’-JIajouurosy® dopmyamy.

7 Sir Isaac Newton 1642-1726, enriecku MateMaTudap, pusnuap, aCTPOHOM, aJxeMuuap u Guio3od.
8 Gotfrid Vilhelm Frajher (baron) fon Lajbnic 1646-1716, nemauku MatemaTuuap, busnoszod, mpoHanasau
[IPABHUK, HCTOPUYAD, AOIUIOMATA U IIOJUTUYKH CABETHHUK JIY>KHIUKO-CPIICKOT IIOPEKJIa.
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4.2 IbyruH-JIajonunosa ¢gopmyaa

[MocraBspa ce mUTame Ja U MOCTOJU Be3a M3Mel)y KOMILIEKCHOT MHTETpaia U KOMIUIEKCHOT
mudepeHIjana Kao MTo je ciaydaj kKo GyHKIHja peanHe mpoMmeHpbuBe. Kao mro hemo ma
MMOKa)XEMO Y OBOM TIOTJIaBJbY, OITOBOP CE CBOJIM HA €T3UCTCHIIN]Y IIPUMUTHUBHE (PYHKIIH]E.

HMedununuja 4.2. @yuxyuja F je apumuitivena ¢ynxyuja ¢pynxyuje f na obnaciiiu D ako je
ananuitivuka na D u axo eaoicu:

F'(z) = f(z) 3sacee z€D.

Teopema 4.3. Ako je F' jegna tpumuitiuena ¢pyuxyuja pyuxyuje [ na odraciwivu D, thwaga cee
apumuiniuste gyuryuje pyurxyuje [ na oonaciau D cy obauxa F + c 2ge c € C.

Hoka3: Hexa cy F| u F;, npumutuBHe ¢yHKIUje pyHKuMje f Ha obmactm D. Tana, 3a
ananutnuky ¢yukimjyy G = Fy — Fy Baxu G'(z) = F{(z) — Fi(z) = f(2) — f(z) = 03a
cee z € D. Axo je G = u + v Tana, mo Teopemu 2.6, u3Boa pyHkiuje G'y Tauku 2z je 300r
Komu-PumaHoBuX ycoBa jeqHak:

G’ = u), + v, = v, — iuy, = 0.

Otyna, v, = v, = 0 u v, = v, = 0 WTO UMILTUIUPA Aa Cy GYHKIMjE U U U KOHCTAHTHE.
Jakne, u G je koHctanTHa QyHKUHja Tj. moctoju ¢ € C tako ma je G(2) = Fi(z) — Fa(z) = ¢
ma Baxu 1a je Fi(z) = Fy(z) + c. O

Capna HaBoauMO GyH/IAMEHTAJIHY TEOPEMY OBOT IMMOTJIABIbA.

Teopema 4.4. (Kowwjesa iieopema o iwipoyiny) Hexa je pynxyuja [ ananuitivuka na obracitu
D. Axo mwpoyiao /\ komiakitino dpuiiaga ooaacitiu D (Ap C D) imaga je:

(j fdz = 0.

Joka3: IIpeTriocTaBUMO CYIPOTHO, HEKa IOCTOjH TPOyrao /\ KOju KOMIIAKTHO IIpHIIaaa
obmactu D TakaB 1a je:
BN

IMomenuMo Tpoyrao /\ cpemmuM JIHHHjaMa Ha deTupu Tpoyraa AL, A AT AV g opp-
jEHTUINMO BUXOBE IPAHUIIE CYTTPOTHO KpeTamby KazalbKe Ha caTy Kao LITO je MPUKA3aHO Ha

rpaduxy ucmo.

I'paduk 27: Tlogena Tpoyria /\ cpebuM THHUjaMA.

=M > 0.




Kaxko cy cpenme nuHHje 3ajeIHUYKe CTPAHULIE 1B TPOYTJIA U CYIIPOTHO Cy OPUjEHTHUCAHE
y CYCeTHUM TPOYTIIOBUMA, 3aKJbYUYjeMO 1A je

%fdz—%fdz—l—j{fdz—l— 7{ fdz + 7{ fdz

NI ONIT ONITT ONIV

34TO MITO CE HA CPEAHUM TMHUjaMa UHTETpaIu MOHUINTaBajy. Tana,

:‘Y{fdz §’]§fdz —1—‘ j[ fdz +‘ ?{ fdz —l—’ j{ fdz
AN NI ONIT ONIIT NIV

mrto umrtuimpa aa Mehy Tpoyrnosuma AL AL AT ATV noctoju 6ap jenan, o3HaunMo ra

ca /\1, Takas ja je:
Iz

0N

/4

jep 61 y cynmpoTHOM ‘ $ fdz! < M mro muje moryhe.
RYN)
AKO cajia CpeAmUM JIMHUjaMa TOJEIUMO /\; HAa YCTHPH TPOYIJIa ca aHAIOTHOM OpHU-

JEeHTaIMjaMa CTPAHMIA, 3aKJbYUyjeMO aa Mehy ToAeOHUM TPOYIIIOBUMA TTOCTOJU TPOyrao Ao

TakaB J1a je
‘ ]{ fdz

0Nz

>0

Utepanujom oBOT mporieca, A0JIa3uMo 10 Hu3a Tpoyriosa {4, | n € IN} Taksux na je
AN, C A,_;. TIpu Tom, cTpanuiie Tpoyria 2\, Cy IBa IIyTa Maibe O CTPAHHIA TPOYIIIA
/\,,_1 ITO UMILTHIIMPA Ja AUjaMeTap TPOyTaoBa /\,, TeKU HYIIH Kaaa 1 TeKU OECKOHAYHOCTH.
Taxobe, 3a cee n € IN Baxu n1a je

[oYAN

M

4n

oo
U3 yenosa A, C A\,_1 3akibyuyjemo na je (| A, # 0 mro 3Ha4n 1a mocroju tauka zg € C
n=1

TakBa 1a 2o € £\, 3a cee n € IN. Kaxo je 2, Tauka HaroMmnasama Tpoyria A, u3 A C D
crenm 2o € D. Oryna, dyHkiyja f je C—oudepennujabuiHa y TaUKU 2 T1a je

f(z) ® f(z0) + f'(20)(z — 20) + a(2)(2 — z9) Tme lim a(z) = 0.

Z—20

Jemnaxocr (x) he ma 6y/1e 101aTHO 00jalImbeHa UCITOT,

Hexka je € > 0 mpousBosbHo. [lo nedmnunmju mpexoaHe TpaHUYHE BPEAHOCTH, TTOCTOJH
6 > OTakomasaceez € U ={z € C| |z — z| < 6} Baxu 1a je |a(2)| < e

Kaxko mujameTap Tpoyriosa A, TeXH HYJIH Kaga n TeXH OECKOHAYHOCTH U CBAKH O[T BbUX
Calp)Ku Ta4Ky Zg, mocTtoju ng € IN Takas ga je diam A,,, < J mro 3Haun ga je A, C Z/{fo.
AKO UHTErPAIMMO JIEBY U JICCHY CTPAHY jeHAKOCTH (*) o A, 100ujamo:

jl{ F(2)dz 2 f(z) f{ dz + f'(z0) f (z — z9)dz + ]{ a(2)(z — z)dz.

9ny GV g g
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ITo ITpumepy 4.2, Baku 1a je
7{ dz = j{ (z — 2z9)dz = 0.
g 8ng

Tauke z U zp IpUNAAajy TPOyriay A,,, ako ca |A\,,| 03HAYNMO HeroB OOUM, BaXH 1a je
|z — 20| < |An,|- Otyma, 3a cBako z € A, Baxu |a(2)(z — 20)| = |a(2)| |z — 20| < €|/An,]
mrro o [Mocnemuiu 4.1 umromnnmpa fa je:

‘ jI{ )(z — z0)dz
TLO

O6uM Tpoyrna A, jenuak je |A|/2™ e je |A| o6um tpoyrna A. OTyaa, aKo MOTPaXUMO
MOJIyO JICBE U JIECHE CTPAHE JETHAKOCTHU (k) 3aKJbYUyjeMO J1a je:

A 2
4n0 ‘ f de ‘ ‘

Haxne, M < e|A|? a kako € Mmosxke j1a OyJie MPOU3BOJBHO, PETXOIHO fie /1a Baku camo 3a
M = 0 mrTo je cynpoTHo nipetnoctasiu ja je M > 0. O]

< E’Ano’2

< 6|Ano|2

Jemuakoct () u3 okasa je nooujena na crnenehu naunn: mo Jedunumju 2.3 C-audepe-
nujabutHocTH (hyHKIMje [y Tauku 2o 1 Teopemu 2.8 Baxu aa je

h
f(zo+h)— f(20) = f'(z0)h+0(h) Ttmeje lim @ = 0.
h—0 h
3aMeHOM h = 2z — Zzy, IPETXOJIHA J&THAKOCT MOCTAje
o(z — z)

f(2) = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + 0(2 — 29) THEje lim =0.

Z—r20 Z — ZO

o(z—20)
z2—20

o(z—z0) _

VYenos lim = 0 ummmnmpa xa je = — a(z) omHOCHO 0(2 — %) = a(2)(2 — 20)

Z—20

raeje lim a(z) = 0.
Z—20

Cana hemo moMmohy mpeTrxogHe TeopeMe Ja JOKAXKEMO JIa aHATUTUYKE (YHKIIHM]C UMajy
MPUMUTHUBHE (PYHKITH]E aJTU JTOKAITHO Tj. HA JIOBOJLHO MajuM okojinnama. Ilpe tora, nedunu-
ITUMO CETMEHT y KOMITUIEKCHO] PaBHU Kao CKYIT Tauaka Koje TIpuraaajy QyXHu Koja ToBe3yje
IIBA pa3IMunTa KOMIUIEKCHA Opoja a, b € C, npenmsHuje:

(0,8 "2 {(1 = t)a+1tb |t € [0,1]}.
Tana, unterpan yukimje f(z) = 1 Ha OBAKBOM CETMEHTY je jeqHAK

/dz—/ (1—t)a+th) = (b—a)/dt—b—a

[a,]

Jlema 4.1. Hexa je ¢pynxyuja f neiipexugna na kpy2y U = {z € C | |z — a| < r} u 3a céaxu
wpyzao A\ koju komilaxino upuiiaga kpyey U eascu.

Bf fdz =0.
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Taga ¢pyuxyuja [ na kpyZy U uma apumuidiueny (hynkyujy gaimy ca:

- [ e

[a,2]

Hoxka3: Lwb je ma mokaxkeMo ma 3a oBako aeduHucany GyHKIM)y F' U cBe 2 € U Baxu
F'(z) = f(2) 1j. lim w = f(z) unu ekBUBAIECHTHO lim (w — f(z)) =0.
h—)o h—>0
JIoKa)XuMO TIOCTIe iy TPAaHUUHY BpeaHOCT o neununinju. Heka jee > 0. Hexkaje h € C
TakBo j1a 2 + h € U. Tana, Tpoyrao /A ca TeMeHUMA a, 2, Z + h KOMITAKTHO MPUIIA/1a KPYyry

U ma je 1Mo mpeTnoCcTaBIu:
O—ff<ﬁ—/fdu—/f g+ [ s
[a,z] [z,2+h] [z+h,a]
ITo nedunMIMjN TpecTuKaBama F' BUIMMO 11a je:
/f Wg=r@) w [ f©s=- [ see=-re+n).
[a,z] [z+4-h,a] [a,2+h]

Tako nmobujamo 1a je

F(z+h) - F(z) / F(€)de.

[z,24h]
M3 jeTHOCTaBHOT payyHa:
1 1 1 (2) xomcr. 1
F) = Lf@h =@+ h-2) = tf() [ ae’ -
[z,2+h] [z,2+h]

3aKJbyUyjeMo J1a je

& [ e

[2,2+h]

a, aKo jeMHAUNHY () TIOAETUMO ca h 1 O 1he 0Iy3MEMO TIPETXO/IHY jeTHAUNHY 00HjaMo:

F(z+h) — F(z) 1

[z,2+h]

Kako je f HempekumHa y 2, 3a ogabpano € > 0 moctoju 0 > 0 Tako ga 3a cee £ € C u3
|z — & < dcmemm | f(2) — f(€)] < e. Tana, axo je |h| < d, 3a cBe £ € [z, 2z + h] Baxu 1a je
|z —¢| < dmaje|f(z) — f(&)| < €m0 3nauum qa je pyukumja | f(z) — f(£)| orpanuuecna ca e
Ha cKymy [z, z + h]. Oryna, no ocneaumm 4.1, 3a |h| < 0 Baxu:

PEEB PO po) = | [ (0 - s0)ae] < r e =«
(z,2+h]
)=F(2)

Hakne, axo je |h| < J tana je ‘F(Z% — f(2)| < € onHOCHO, KOKA3AIM CMO TpaKEHY
TPAaHUYHY BPETHOCT. O
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Teopema 4.5. Hexa je ¢pynxyuja f ananuimivuxa na oonacimiu D. Axo je kpyzU = {z € C |
|z —a| < r} cagporcan y obnaciiu D, waga pynkyuja [ na kpy2y U uma ipumuisiueny Gynxyujy
gaiiy ca

F(z) = / F(€)de.

[a,z]

Hoka3: Kaxo je [ ananutuuka Ha D, oHa je u HenmpekuHa HAa D a caMuM TUM U Ha KpyTy .
TBphewme caear Ha OCOBY MPETXOIHE JIEME jep 34 MTPO3UBOJbAH TPOYTao /\ KOjU KOMIMAKTHO
npurnana obnactu U, kako je f aHanutuuka Ha U, mo KomrujeBoj Teopemu o Tpoyriy 4.4 Baxu
maje ¢ fdz = 0. ]
A

IMpeTxoana TeopeMa rapaHTyje €r3UCTEHIIU]Y TPUMUTUBHE (PYHKIIHjE ajld caMO Ha Kpy-
roBUMa Ha KOjuMa je QyHKIMja aHaTuTHUYKa. IlocTraBiba ce mUTame Kako GopMHUpaTH IpH-
MUTUBHY GYHKIM]Y GyHKIM]e f Ha obaacTUMa Koje HUCY KpyroBu. ['1aBHa Hjeja je omucaHa
y cneachoj nemm.

Jema 4.2. Axo je F; apumuitivena ¢gynxyuja ¢yuxyuje f na kpyey U;, i = 1,2 u axo je
Uy NUsy # 0, maga iocimoju ¢ € C iwako ga je

| Fi(2), z €Uy,
F(e) = { Fy(z)+¢, z€U.

apumuiniusta ynxyuja ¢pyukyuje f na ckyiuy Uy U Us.

3auncra, Kako je mpecek kpyrosa o6umact, u Baxu ja je F{(z) = Fi(z) = f(z) 3a cBe
z € Uy NUs, o Teopemu 4.3 ocroju ¢ € C tako aa je Fi(z) = Fo(z) + c3acee z € Uy NUs.
Takole, mo Teopemu 4.3 ¢pynkimja Iy + ¢ je mpumutueHa GyHakimja pyaknuje f Ha Uy, [

OuwurienHa MpuMeHa OBe JieMe 3a KOHCTPYKIIM]Y MIPUMUTHBHE (yHKIHje (yHKIHje [ Ha
obmactu D moxmpasymeBa KOHCTPYKIHUjy mokpusaua {U; | i € [} obnactu D kpyrosuma u
,CIajarby’ JTOKATHUX NMPUMUTUBHUX (PYHKIMja Ay Kpyrosa Koju ce ceky. OBO MOA omape-
heHuM ycrmoBHUMa jecTe M3BO/JBMBO Kajla je mokpuBad obmactu D koHavyaH melyTum, mra
ypaJuTH Kaja je TIoKpuBad OecKOHAadYaH INTO j¢ YeCT CIy4aj ca oOnacThMma jep OHE HHUCY
koMmmakTHe? 300Tr Tora oB/le HABOJMMO CHElMjallaH cIy4yaj Kaja MOXKEMO Ja CIPOBEIEMO
OMHCAaHy KOHCTPYKIIH]Y.

Nebununnja 4.3. Hexa je [ : D — C ¢pynxyujau vy : o, B] — D ayiu. Heiapexugna ¢ynxyuja
O : [a, ] = C je apumuitiuena ynxkyuja gyuxyuje f gyxe yiia v axo 3a ceéarxo t € [a, ff]
idocimioju oxonuna U mauxe o(t) u pynxyuja Fyy xoja je dpumuitiuena ynxkyuja gpyuxyuje f na
obnactiu U thaxea ga je:

O(t) = Fyo~(t).

[MpakTuuHO, MPUMUTHUBHA (YHKIHja DyXK MyTa Y je KOMITO3UIIU]ja JTOKATHUX MTPUMUTHBHUX
(¢yHKIIMja ¥ TyTa 7y Kao mTO je miaycrpoBaHo Ha I'paduky 28. Ha mpumep, ako [ uma
npuMuTuBHY QyHKIN]y F Ha 1enoj obmactu D taja, 3a cBaku myt v : [a, §] — D, dynkimja
F o~ je npumuTuBHa dyHknMja hyHkmje f ayx myta . OUurieHo, MpUMHTHBHA (GYHKIIM]A
IyX myTa je hyHKuuja napametpa t € [, ).

Teopema 4.6. @ynxyuja xoja je ananuitivuxa na oonaciwiv D uma apumuitiueny @yukyujy gyic
ceako? tyia oonacttiu D.
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I'paduk 28: Ha xkpyry U; pyHkimja f uma npuMUTUBHY QyHKIMjY F;.

Hoka3s: Hexka je v : [, 8] — D nyt a ¢yukumja f aHamurtuuka Ha D. O6nact D je mo
neUHUIUJU OTBOPEH CKYI I1a, 3a CBako ¢ € [, /3] moctoju Kpyr (oTBOpeHa Kyrna) Uy =
{z € C||z—=~(t) < p:} xoju je canpxan y D. ®amunuja, F = {Uyq) | t € [o, 8]} je
orsopenn nokpusay myta ¥([a, B]) ma, v (F) = {y ' (Uyw) | t € [, B]} je oTBOPEHN
MOKpHUBAY UHTEpBaNa [, 5] (jep « je Henpekuana GyHKIMja Ma je UHBEP3HA CIIUKA CBAKOT
OTBOPEHOT CKyma oTBOpeH ckym). Kaxo je [, ] koMmmakTan ckyrm, mOKpuBay 7’1(]—" ) uma
Jle6eros’® 6poj A > 0.

Hekacyt; € [a, (8] ,i =0,1,...,nTakBu gajea = to < t; <ty < --- < t, = [ u Heka je
ti—ti1 < A3at=1,...,n. Ilo gepununuju Jleberosor 6poja, 3a cBako ¢ = 1, ..., n IOCTOjH
ckyn v~ (U;) € v (F) Tako ma je [t;—1,t;] C v~ (U;) nmm exsusanentro 7 ([ti—1, t;]) C Uj.
Kouncrpyuimmmo ¢yukuujy .

3a k = 1, mo Teopemu 4.5, Ha U pyHKIIMja [ UMa IPUMHUTHBHY GYHKIH]Y F7.

3a MpOM3BOJBHO k = 2,...,n, Kako je Up_1 NU; # ), mo Teopemu 4.5 u Jlemu 4.2, Ha
Kpyry U, Tioctoju mpuMuTuBHA pyHKIMja F, GyHkiuje f koja ce Ha Uy N U, # () moknamna
ca Fj_,. Hexka je
((Froq(t), tela,ty;
FQ o ’y(t), t e [tl,tg];

Fk O’)/(t), t e [tkfl,tk];

\ Fn O’y<t>7 te [tnflat]-

Oynkuuje Fj,_; 1 [}, ce Mo KOHCTPYKUMJU MoKnanajy Ha U;, , MU, TO UMIIIHLIKpPA [a je

Fr_107(tg—1) = Fy o y(tx—1) ma je dpyuxuuja ¢ mobpo nepuHrcana U HelpeKUIHA Ha [, [].
Kako je cBako () canpkano y HekoMm U; u dyHkimja F; npumutnBHa hyHKuHja GyHKIIMje

f Ha U;, pyukimja ® je npuMuTHBHA (YHKIU]a GYHKIH]e [ TyxXK IMyTa . [
IMoxkyIajTe Aa cacTaBUTe CMUCTIEHY PEUEHUILY Y KOjoj ce IojaM ,,(pyHKIMja~ jaBIba BUILE OF

miect myTa. I'paduk 28 uayctpyje qokasz 3a n = 5. Uuraoluma ce mpernopyuyje aa MpeTXoHI
JIOKa3 UCIUIITY 3a 1 = 3.

® Henri Léon Lebesgue 1875-1941, ¢bpaHuyck MaTeMaTHIAap.
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3aHUMIBMBO je aHATTM3UPATH 1ITA Ce IeNIaBa ca IPUMUTUBHOM (PYHKIIM]OM AYXK ITyTa KOjU
Huje JKopmaHoB 0THOCHO, TyX IyTa KOJU ceue caM cebe. Y IpeceuHo] Tauku, pyHKIMja f uMma
JOKaIHy MPUMHUTHUBHY (QYHKIIW]Y allu, JOKA3 HE TapaHTyje 1a he y mpeceyHoj TAYKU BPEIIHOCT
MpUMHUTHUBHE PYHIIKHjE Ty TyTa ja Oyse ucrta. OBJie ce BUIM TTaBHU MPOOJIEM SKCTCH3HU]E
JTOKAITHUX TPUMHUTHBHUX (PYHKIIHM]a jep €KCTeH3Mja HEe CME JIa 3aBUCH O] PeIociiesia CKyIoBa
Ha KOjUMa ce BPIIIU.

[MpuMuTHBHA GYHKIMjA DY TYTA je jeMTUHCTBEHA 10 Ha KOMIUIEKCHY KOHCTAHTY Kao IITO
uycTpyje cnenehe TBphembe.

Teopema 4.7. Axo cy ©1 u ©5 apumuitiuene ynxyuje pynxyuje f gyorc iyima v, Waga @ocimoju
koucianitia ¢ € C waxsa ga je &1 = $5 + .

Hokas: Hexka je v : [o, 5] — C nyt u Heka je t € [a, §] mpoussossro. Ilo medununuju
MPUMHUTHUBHE (PYHKITH]E IyK MyTa, TOCTOj¢ OKOJIUHE U 1 Uy ¥ HA lbUMa MPUMUTUBHE (DYHKITH]E
F1 u F5 dyHkimje f TakBe aa je:

Qi(t) = Frov(t),y(t) ety mn  DPo(t) = Fror(t),v(t) € Us.

Kako cy F} u F5 nBe npumutuBHe pyHKuuMje dhyHkmje f Ha odbnmactu U = Uy N Us, mocToju
co € C rako ma je Fy(z) = Fi(2) + co 3a cBe z € U mTo MMIUTUIIUpPA 14 je 3a CBe 2 € U

Do (t) = (F1 + co) oy(t) = Fyoy(t) + co = D1 () + ¢o-

Otyna, pyskuuja ®; — P, je koncTaHTHA Ha cKymy P ' (Z/l ) KOjU je OKOoIMHA Tauke t jep je P;
uenpekuana. Jakie, @1 — Oy : o, f] — C je 70KaNIHO KOHCTAHTHA IITO 3HAYM JIAd Cy HHEHE
koopaunathe pyrknuje Re(® — Do) : [a, ] — RuIm(Py — @) : [, 5] — R Henpekuse u
JOKaJTHO KOHCTaHTHe pyHKIMje. Kako je cBaka HempeKuIHa, TOKaTHO KOHCTaHTHA (pyHKIHja
peastHe MpOMeH/bIBe KOHCTaHTHA (AHanu3a 1), 3aksbyuyjemo aa cy Re(®y — Po) u Im(Py — Ps)
KOHCTaHTHE T1a UCTO BaXu U 3a PpyHKImHjy ¢; — Ps. ]

Cana Moxemo j1a GOPMYJITUIIEMO U JIOKAKEMO TIIABHY TEOPEMY OBOT OJICTbKA.

Teopema 4.8. Heka je v : o, 8] — C geo iio geo Znagax iiyit u nexa je f netipexugna na . Axo
Jje © dpumuitiusna pynxyuja gynuxyuje [ gyorc iyita vy imaga je:

[ e =2(6) - a(a).

Hoxka3s: Iloctojame jeqHe MpUMUTBHE (PYHIIKHjE AYXK ITyTa TapaHTyje Aa IIyT 7 MOXKEMO Ja
MOKPHjeMO OKOJIMHaMa Ha KojuMa f MMa JIoKajJHe MPUMUTHBHE (QYHKIIMje IITO 3HAYU 11
MO’KEMO Ja KOHCTPYHUIIIEMO TIPUMUTHUBHY (GYHKIIU]Y AYK TyTa 7y U3 1oka3a Teopeme 4.6.

Jakne, moctoju mojena o = tg < t1 < --+ < t, = [J unTepsana |«, ], noxanHe MpUMU-
TUBHe pyHkmwmje F1, ..., F), byHkmje f u npuMuTuBHA QyHKIIMjA TyXK TTyTa 7y KOja je oOIuKa:

Flo”)/<t), te [a,tl];
(b(t) _ :F12 0] ’y(t), te [tl,tg];
F,o~(t), té€ [th1,p].

Tpu ToM, MOKEMO J1a TIPETIIOCTABIUMO [1a je TIYT 7y TaJaK Ha [t;_1, tx] jep moeny uHTepBaia
[, B] MmokeMoO ma mobujemMo Tako mITo MpBO oAabepeMo Tauke npekuaa GyHKuuje 7' a moTom
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JOoaMO TauKe JIa apameTtap qo6ujeHe mosene 6yne Marwu o Jleberosor 6poja oxrosapajyher
MOKpHUBAYA HHTepBaa [, (.

Ha oBaj nauus, myT 7 CMO TOAETWIM HA TiaTKe myTese y; : [t;_1,t;] — C marte ca
vi(t) = ~v(t),t € [ti_1,t;] 3a KOje BaXM:

t

/ﬁbzfﬂMMﬂW%=/Emwmwﬁ

i ay

= [aFor®) = [ d@n) = () - v

ti—1 Qi1

Tana, 300T aIMTUBHOCTH KOMITIEKCHOT MHTErpalia, Jo00ujamMo 1a je:
/fdz => / fdz =) (®(t:) = D(ti1)) = B(tn) — B(te) = B(B) — ©(a).
i=1 i=1
Y Vi

Axo je ' 6uno koja apyra npuMuTHBHA (QyHKIMja QyHKIUje [ qyXk MyTa -y, OHA je 1o
Teopemu 4.7 obmuka ¢ + ¢ 3a veko ¢ € C ma je '(f) — () = P(5) — P(«). O

IMocraBma ce muUTame Ja JIM €r3UCTEHIMja MPHUMHUTUBHE (YHKIHje YK CBAKOT ITyTa
obnactu D 00e30ehyje er3ucteHIujy npuMuTUBHE GyHKIMje Ha oonactu D? Caenehu mpumep
Jlaje OJITOBOP HA OBO MUTAHC.

Mpwumep 4.3. Hciuisiaiiu ga i hynkyuja ananuttivuka na obaaciiu D mopa ga uma Gpumuitiueny
¢yuxyujy na D.

Pememe: Kao n KO CKOpPO CBAKOT ,,ad au TIATaBkA U3 MATCMATHUKE, OATOBOP je: HCE.

Ha npumep, pyukumja f(z) = 1 je ananutiuka Ha D = {z € C | 0 < |z| < 2}. Axo 6u
nmocrojasia npuMutuBHA GyHkimja F' pynkmuje f Ha D, tana 6u ¢ = F' oy Ouna mpuMUTUBHA
¢dbysakmja pyHknuje f ayx cBakor myTa v oomactu D. To 6u mo Teopemu 4.8 3naumino fa 3a

IMTPOU3BOJbAH 3dTBOPCH IIYT 7Y obmactu D Baxu

1
]{—dZ:Fo'y(ﬁ) —Fovy(a)=0
z
gl
a y Ipumepy 4.1 cMo Buzenu ma To HMje cilydaj 3a myT (t) = €.t € [0,27] jep je Tama
HUHTerpall jemHaK 27i. ]

. e e e —1 a 17 p ;
3aHUMJBUBO j€ J1a 1o Teopemu 4.6 pynkuuja f (z) = - MOpa la MMa IPUMUTHBHY dbyHKIN]Y
ayx myta y(t) = €' ¢’TUM TO OHA Y MOYETHO] M KPajih0j TAYKM TyTd y3UMa Pa3IHUMTE
BPEJTHOCTH WAKO je y MUTary MCTAa Tauka KOMITJICKCHE paBHU. TO 3HAYM Ja MaTeMaTHYKU
. . . . 1 . .
objekaT 4nju u3Box je pyHkumja - Ha obactu D Huje pyHKIHMja Beh HemTo apyro mTo hemo
TEK Ja aHATU3UPAMO.

Mocaenuua 4.2. (Ibyiin-Jlajonunosa gpopmyna) Axo ¢pyuxyuja f uma na ooracwiv D dpumu-
wwusny ¢ynxkyujy F, inaga

/ fdz = F(b) — F(a)
ab

2ge je ab dpouzsoman iyt oonaciiu D koju tiosesyje wauke a,b € D.
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Joka3s: Axo je F mpumutiBHa GyHKIHja byHKuje f Ha obnactu D, 3a cBaku myt 7 : [a, ] —
D xoju moBesyje Tauke a U b, pyHkimja & = F' o v je mpuMuTHBHA PyHKIMja GyHKIUjE [ TyK
nyTa 7. Tana je mo Teopemu 4.8:

[ £z = ¥(a) ~ 2(8) = F(4(9) - F(2(a)) = F(8) - F(a).

[

3a cama, tbyTH-JIaj6HUIIOBY (OpMYTYy MOKEMO J1a KOPHCTUMO Kaja je TOJUHTErpasiHa

dbynkuuja ananutuuka Ha kpyry (Teopema 4.5) unu Ha yHUjU J1Ba Kpyra Koju ce ceky (Jlema

4.2). YV nacraBky heMo ja onwmineMo jour jeian crienuduyuad T 001acTH HA KOjUMa aHaj-
UTUYKA (QYHKIMja ©Ma MIPUMHUTHUBHY (QYHKIIH]Y.

4.3 OcnoBHa KommujeBa Teopema

Y oBowm mnormas/by hemo ga (GopMyNIHIIEMO U JOKAXEMO 3HAYAJHY TEOPEMY HHTETPATHOT
pauyHa (QyHKITHja KOMIUIEKCHE TPOMEHIBUBE KOja 00e30¢ehyje er3ucreniiujy mpuMuTuBHE PyH-
KIIMje Ha TIPOCTO-TIOBe3aHUM obnactnma. Ilpemopydyje ce 1a YuTaoiy uMmajy oap eaeMeH-
TapHO IMo3HaBame Teopuje xomoTonuje (Tormomoruja 1). Yutaonuma Koju MO3HAJY TEOPH]Y
¢dbynmamenTanuux rpyna (Tomnomoruja 2), oBo moriiasibe he ma 6yae BpIIo jJeAHOCTABHO.

Kao mro cMo BHIENH, HHTErpal KOMIUIEKCHe (YHKIMje He 3aBHCU OJf MyTa KOjH Tpej-
CTaBJba ATy KPUBY Tj. UHTCTPAIIU TIO €KBUBAJICHTHUM MyTEBUMA Cy jeHaku. Jla Ou ckpaTumm
3aITC, HA/laJbe MPETIOCTaB/BAMO JIa je TyT HEeMpPeKUIHO mpeciukaBambe v : [0,1] — C a
untepsan [0, 1] osnayaBamo ca I.

HNedbnnunuja 4.4. Iyiesu vy, v1 : I — D koju tiosesyjy wiauxy a € C ca wauxom b € C ¢y
xXomototinu na obnaciiiu D axo fociioju nedipekugho dpecaukasarse (xomotmoauja) v = I x I —
D iwaxo ga 3a cée t, s € I sasncu:

o v(0,t) = vo(t) (wouurse ce og dyima o),
o v(1,t) = v (t) (3aspwasa ce iiyitiem v1);
e v(s,0) =au~(s,1) = b (ne qgupajy ce kpajre maure).

IMTpumeTnMo 1@ Kaga y XOMOTONUjU Y (PUKCUPAMO TTPOMEHIBUBY S, JOOUjaMO HOBH MYT
vs(t) = (s, t) xoju moBe3yje Tauke ¢ u b. [IpakTHUHO, XOMOTOIIHja IBA IIyTa je HEMPEKUIHA
nedopmalija jeqHOT MyTa y ApYTH Kpo3 BpeMe s. 3aMHUCITUTE MyT Y pABHU KA0 KOHAII YHjU Cy
KpajeBU Be3aHU U J1a MOJIAKO jefjaH OOJIUK KOHIIA 6e3 Kuaama AedopMuliere y Ipyru Kao mTo
je unycrposano Ha I'paduxy 29.

Hedununuja 4.5. /[sa 3aiticopena ayiia o,y : I — D cy xomommoina na oonaciwiu D axo
doctiioju Hedpexugro dpecauxasarve vy - I X I — D wwaro ga 3a cee t,s € I gasxncu:

o 7(0,t) = o(t) (douurse ce og iyima o),
o (1,t) = v (t) (3aépwasa ce uyitem 1),
o (s,0) = (s, 1) (ueitive ce ne kugajy).
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I'paduk 29: IyteBu 7o 1 7, ¢y XoMoTOHU Ha D a 7 u [ HUCY.

3aTBOpEHH MYTEBU CE y IUTEPATypU HA3UBA]y U MeT/be. XOMOTOIH]Y JIBE METIHE MOKEMO
JIa 3aMUCIIUMO Ka0 HEMPEeKUIHY AedopMalrjy jeHe MeTIbe 10 ApYre Kpo3 BpeMe s. 3aMUCTUTE
Jla Ha CTOJIy pacTerHeTe TYMUILYy 32 KOCY U IYCTHUTe je Aa ce ckynu. Ha mpumep, Ha I'paduxy
29, metibe Yo U B~ v, U B~ ¢y xomoTomnHe Ha obiaactu D. Hama he y oBoMm mornasiby aa
Oy/ly HaJUHTEPECAHTHH]E TETIHE KOj¢ HEMPEKMTHOM JIehOPMAITjOM MOTY JIa CE CKYTIC Y TAYKY
Kao y creachoj nepuHuImjm.

HMednnunuja 4.6. Kascemo ga je zaitisopenu tuyia v : I — D xomotwodan nyau na obaaciau
D axo je xomomonan konacimnom wyimy o(t) = co € C,t € I na obaaciuu D. Axo je céaru
3aiieopen iy oonacimiu D xomotmiodan nyau y oonacitiu D, kaxcemo ga je D fpocitio fiosezana.

Penanuja ,,6mTi xoMoTOman myT Ha D je penanuja eKBUBANCHIM]E Ha CKYITy CBHX ITyTEBa
KOjU TIOBE3Yjy Tauke a ¥ b Kao U Ha CKYMy CBUX TIETJbU Ha o0actu D. 3aHUMIBUBO je J1a Kl1ace
€KBUBEJHIMjE Y OJJHOCY Ha peNalujy ,,0uTH XOMOTOIIHA IIeT/ba Ha D™ uMajy CTpyKTypy IpyIe
Koja Koja ce y JIuTepaTypu HaszuBa (QyHIaMeHTalTHa rpymna obnactu D. @DyHgameHTanTHa
rpyna oTKpuBa MHOre¢ ocobuHe obnactu D, Ha mpumep, Opoj reHepaTopa rpymne je jeaHak
OpOjy KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTH rpanuiie oonactu D munyc 1, ako je ¢pyHgaMeHTaaHa rpymna
TpUBUjaTHA, CBAKa TIeTJha obnactu D je XOMOTOTHA HYIIH, TTIOArpyTe (yHIaMEHTAITHE TPYIIe
KTacu(pHuKyjy CBa HaTKpuBajyha mpecinukaBama obiactu D, momohy ¢hyHIaMeHTaTHUX TpyIa
MOe Ia ce BpIIM Kiacu]uKalnja KOMIAKTHUX MOBPIIHN, TOPYCHUX YBOPOBA, anrebapcKux
BapujeTeTa UTA. 3aUHTEPECOBAHU CTYIEHTH MOTY 1a oAcnyInajy Tomonorujy 2 u yrosHajy ce
ca MaTepujoMm.

Cana HaBOIUMO TJIABHY T€OPEMY OBOT MOTJIaBba. IheH JoKa3 je TUMIHYaH IpUMep 1oKa3a
TEOPHje XOMOTOIIH]E.

Teopema 4.9. (Ocnosna Kowwujesa iwieopema) Axo je pynuxyuja [ ananuiiuuxa na oonacitiu D u
axo ¢y Yo, 71 : I — D xomoiwioanu iyitiesu na D unu xomothoine ieiive Ha D, ilaga je:

/ fdz = / fdz.

Hoxa3s: Heka je v : [ X I — D HenpekuaHo npeciaukaBame. Kacauje hiemo ja anaausupamo
ITa Ce JIENaBa ako j¢ 7y XOMOTOMUja TMyTeBa WK XOMOTOIHUja TieT/bu. KoHCTpyuImmmo mpe-
cmukaBame O : [ X [ — D Tako na je $(s,t) npumutusHa dpyHkimja GyHKIMje [ IyK myTa
vs(t) = v(s,t) 3a cBako s € I.
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I'padux 30: TTonena kBaapara I X [ 1 werosa camka XOMOTOTIHJOM .

ITo Teopemu 4.5, 3a cBaxo (s,t) € I X I mOCTOjU OTBOPEHA KyTila OJHOCHO Kpyr U Koju
caapxu (s, t) u mpumutuBHa QyHkimja F' dyuakiuje f Ha ckymy U. Tana, bamunmja F cBUX
OBHMX KpPYroBa je OTBOpeHM mokpusad ckyna (I x I) mro 3Haum na je Gpamumuja vy ! (}" )
IbUXOBUX UHBEP3HUX CIIMKA OTBOpPEHM MOKpuBau ckyna I X I koju mma uma JleGeros 6poj
A > 0jepje I x I xoMmmakTaH (CITUYHO Kao y qoka3y Teopeme 4.6).

Hekacy 0 = tp < t7 < -+ < t, =1ul0 =5 < 81 < --- < 5, = 1 nogene
uHTepBaia [ uuju je qujamerap Marmu o A/ V2. Tonemimo kBapat I x I Ha MpaBOyraoOHMKe
K;; = [ti1,ti] x [sj-1,85], 4,5 = 1,...,n xao wTo je npukaszano Ha I'paduky 4.3. Kako

jet; —tig < AV2wm §; — Sj—1 < \/V/2, mujametap mpaBOyraoHUKa K; ; je mamu og A ma
nocroju U; ; € F tako na je y(K; ;) CU; ;. 3acBei,j=1,...,n.

Hexka je 7 = 1,...,n npousBossHO. KoHcTpyuimumo ¢GyHkujy ¢ 1mo Xxopu3oHTaTHUM
npaBoyraouuimma K; = I X [s;_15] = Ki1 U K;o U -+ U K;,. Ha xpyry U, dyHkimja
f uma npumutusHy bynkuujy F;;. Tana, 3a j = 2,...,n dynkuuja f Ha xpyry U; ; uma

npuMUTHBHY GyHKuujy F; ;. Ilpu ToM, 6€3 rydibema OMIITOCTH, MOKEMO J1a TIPETIIOCTABUMO
na ce ¢yHkuuje I ; u F;;_ moknamajy Ha mpeceky U; ;1 N U;; (Jlema 4.2). Dynxuujy
®, : K; — U nedunuiremMo ca:

E,l o ’7(3775)7 (87t) € Ki,l;
E,2 o 7(5715)7 (Svt) € Ki,Q;

@i(s,t) =
F1i,n o 7(57t)7 (Svt) € Ki,n-

Kakoje K; ;1 NK, ; € U; j—1NU; ;, bynknmje F; j u F; ;1 ce moknanajy Ha xyxun K j_1 NK ;
mTo 00e30ehyje HenpekuaHoct dyuknuje P;. Tlpumernmo na je mo Hepunummju 4.3 opako
nedunucana dynkuuja ¢; npumutuHa QyHkimja GyHkuuje f ayx myta vs(t) = y(s,t) 3a
CBAKO S € [$;_1, Sil.

Koncrpyummmo caga dyukumjy ®. ITo Teopemu 4.7, 3a ¢; € C dyukumja P, + ¢; je
NpUMUTUBHA GyHKIMja GYHKIHU]E f TyXK IMyTa s 3a CBE S € [So, $1]. 3ai = 2,. .., n, yHxuuje
®,_1 4 ¢;—1 u O, cy mpumuTBHE dyHKIHje DyHKIMjE f TyxX myTa v, ,. Tama, mo Teopemn 4.7,
nocroju ¢; € C tako na je ®; 1(s;_1,t) + ¢i1 = DPyi(s;_1,t) + ¢; 3a cBe t € I. ebununmmmo
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dbyaxkmmjy @ : [ x [ — D ca:

Dy (s,t) +c1, (s,t) € Ky;
Do(s,t) +co, (s,t) € Ky;
pony | PN (e,
D, (s,t) + ¢, (s,t) € K.

Kako ce mpasoyraonuim K; u K;_; cexky mo xyxu {s; 1} x I, a hyuxuuje D, 1 +¢; 1 u ®;+¢;
nokanajy va {s; 1} X I, pyuxuuja @ je 1o6po nedunucana u nernpexuaaa na [ X I, Taxobe,
3a cBako s € I, pynknmja P(s,t) je npumuTHBHA (yHKIMjA GYHKIMjE [ TyXK MyTa Y, TMa 10
Teopemu 4.8 Baxu:

/fdz =d(s,1) — O(s,0).

Hexka je cama v xoMoTomnuja mmyTeBa ty U t; Koju moBe3yjy Tauke a u b. Kaxko je Tama
v(s,0) =au~(s,1) =bszacses € I, Baxu na je:

/fdz — B(0,1) — B(0,0) = (1, 1) — B(1,0) = /fdz.

AKO je 7 XOMOTOITHja 3aTBOPEHUX IyTeBa Yo U 71 Tama je (s,0) = v(s,1) = zs 3a cBe
s € I mto 3HaYM 1a je

O(s,1)—P(5,0) = Dy(s,1)+¢;—Pi(5,0)—¢; = Fyp0y(s, 1) —Fi107(s,0) = (Fyp—Fi1)(2s).

Ortyna, O(s,1)—P(s, 0) ce cBomM Ha pa3IUKy MIPUMHTUBHUX GYHKIMjA L} ,,, F | y TAUKK 24 T1a je
o Teopemu 4.3 OHa je/THAKa KOHCTAHTU HA HEKOj OKONUHU Tauke zs. Jakie, P (s, 1) —P(s,0) :
I — D je noxaaHO KOHCTAHTHA M HEMTPEeKUTHA (DYHKIMja Ma je KOHCTAHTHA Tj. TOCTOju ¢y € C
tako fa je P(s, 1) — P(s,0) = ¢ 3a cBe s € [ mrToO 3HAYM 14 je

j{fdz — B(0,1) — B(0,0) = co = B(1,1) — B(1,0) ]{fdz.

Yo st

O
Cana HaBOAMMO 3aHUMJbHBE Mocieauiie KoiujeBe Teopeme.

Teopema 4.10. Axo je f ananuitivuxa na oonactiu D u deitiva vy xomotionna uyau na D fwaga je

ffdz 0.

Hoxa3: Kako je 7 XoMOTOIHA HYJTH, TOCTOjJU KOHCTAHTaH MyT (TeTba) Yo : [ — D Tako na cy
MeTJhe Y U 7Yp XOMOTOIHe Ha D ma je 1o mpeTXoIHO] TEOpeMU

§ e = § ras - / Fo(Op ()t = o

jep je 7, = 0 kao n3Bo KOHCTaHTHE QYHKIIH]E. O
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[MocToju HEKONMKO TOMOJNOLIKUX KPUTEPHjyMa 3a MpOBEpY Oa JIM je CBaka MeT/ba Ha
obmactu D XOMOTOITHA HYJTH OTHOCHO J1a 1H je D mpocto moBezaHa. Kaxko je D oTBopeH myTe-
BUMa TIOBE3aH CKYII, Hajje;ITHOCTABHUJU KPUTEPHUJYM 3a TIPOBEPY HETOBE MPOCTE-TIOBE3aHOCTH
jenmomohy OD. CrymeHTH KOju ¢y cinyinaiu Tomonorujy 1 Mory 1a JoKaxy 1a je OTBOPEH, Iy Te-
BHUMa TIOBE3aH MOTCKYT chepe MPOCTO-MOBE3aH aKKO j& FheTOBa TPaHUIA MTpa3aH CKYT WIK Ma
JemIHy KOMIIOHEHTY MoBe3aHOCTH. [IpeBeneHo Ha TEPMUHOIOTH]Y KOMILIEKCHE PaBHU, 00JIaCT
D C C je mpocTo moBe3aHa aKKO je jeTHOCTPYKO IoBe3aHa Tj. akko 0D (xoju ce pauyHa y
poctopy (C, p)) UMa jeHy KOMIIOHEHTY MOBE3aHOCTH. J[OKa3 ce pagy TAKO MITO Ce JOKAKe
JIa je CKYIT KOju UMa HaBEJICHE OCOOMHE KOHTPAKTHOMIAH ajli TO Beh MpeBa3swiiazu TCOPHU]Y
Komnnekcue ananuse.

Mocaenuna 4.3. Axo je ¢pyuxkyuja [ ananuiiuuka Ha jegocilipyko tosesanoj obaacimiu D u
v : I — D dpoussosna tietiizba, iWiaga je

% fdz =0.

gt

Cana nmomohy JtokazaHux TBphema MOKEMO J1a JOKAXKEMO er3UCTEHIIN]Y TII00aTHE TTPUM-
UTHUBHE GyHKIHje GyHKIMje [ Ha JeTHOCTPYKO IMOBE3aHUM O0IacThMa.

Teopema 4.11. Auanuttivuxa ¢pyuxyuja na jequoctwpyro iiosesanoj obaaciiu D uma pumuitiueny
Gyuryujy na oobnaciuu D.

Joxka3: JlokaxuMo TIpBO J1a UHTETpal Mo myTy v obmactu D He 3aBuUCH 01 ITyTa ob6mactu D
Beh camo o1 kpajwux Tauaka. Heka cy 1, v : I — D aBa myTa Koju moBe3yjy Tauke a, b € D.
Tana, v; U 7, je 3aTBOpEH MyT Y jeMHOCTPYKO IMOBe3aHo] obnacTu D ma je mo ImpeTXo/IHO]
TEOPEMHU:

OZWj{ fdz%/fdz—kw/fdzw/fdzy[fdz Tj. !fdz:lfdz.

1Uyy

Heka je a € D ¢ukcupana tauka obmacti D u z € D npousBosbHO. OOeNekRUMO ca az
myT obnmactu D koju MoBe3yje Tauky a ca TaukoM z. O6xact D je myTeBHUMa ITOBE3aH CKYII
a MyT a2z CUTYPHO MOcToju. Kako Mo ropmeM 3aK/bYUKy MHTErpaji GpyHKIdje f 1Mo MmyTy az
HE 3aBUCH O] myTa obnactu D Koju MoBe3yje Tauke a U Z, MOXKEMO J00po Jia AehHUHUIIIEMO
ynkumjy:

F(z) = /fdz zacee z€D.

az

OcraTak 10Kasa je aHamoraH gokasy Jleme 4.1 rie ce UHTepBaNu [a, z| y AepUHULU]U TOKaTHE
PUMHUTUBHE (PYHKIM]E MEA]y KPUBUM (2. O

CryaenTtu hie HA UCIIMTY CBAKAKO MOPATH ja UCIHINY HEIOKYIaH J0Ka3 MPEeTXOIHE TCO-
peme. [akne, kama padyHamMo HWHTErpall QyHKIHjE Koja je aHAIMTHUYKa Ha JeTHOCTPYKO
MTOBE3aHO] 00JIaCTH, MOKEMO Ja mpuMeHnMo tbyTH-J1ajOHUIIOBY hopmyy.

3aHUMIBUBO je 1a aKO UCKOPUCTUMO 3Hame AHanu3e 4, TEOPHjy OBOT MOTIIaBIba CMO MOTJIU
Ia ToKakeMo nocta eukacHuje. Heka kpuBa y orpaHHYaBa Y KOMIUIEKCHO] paBHU KOHAYHY
obnact D u HeKa je OpujeTHcaHa TaKo Ja Tauke 00nacTu D ocrajy ca meHe JIeBe cTpaHe. AKO
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je GyHKIMja f = u -+ v aHATMTUUKA HA obnacTu G Koja capxu D, Tana cy GYHKLHje U H v
HelpeKuaHe U nudepeHnmnjadbunte Ha G ma je mo I puHOBO] TeopeMu:

/fdz:/udx—vdy+i/vdx+udy://(—v;—u;)dxderi//(u;—v;)dxdy:()
Y D D

Y v

MPU TOM, JIBOJHU MHTETPAIH Cy jenHaku Hynu 30or Komm-Pumanosux ycmosa. ITpumerure
Ja ce y MPeTXOAHOM UHTErpally HUTJe He 3aXTeBa IpocTa MmoBe3aHocT obnactu D.

4.4 W uTerpanmja no rpaHunM 00JacTH

CBaxa 3aTBOPEHA KPHMBA 7y JI€/IM KOMIUIEKCHY paBaH Ha JIBa OTBopeHa ckyna'’ u To: orpanuueny,
jenHOCTpPYKO TIOBe3aHy o6TacT D 1 HeorpanuueH oTsopeH ckyn C \ D. T'paHidna KpuBa y
JETHOCTPYKO IoBe3aHe obmactu D, opHjeHTHCAaHA TaKO J1a FbeHUM OOMIaCKOM Tauke 00JTacTh
0CTajy ca IeHe JIeBe CTPaHe, je XOMOTOITHA HYJIM Ha cBakoj oblacTu G koja capxxu D. 3aucTa,
axo (opMIpamo 3aTBOPEHY KPUBY 7Y, UHja ce CBAKa TauKa 7o (1) HAJIA3M JIEBO Ol KPHBE 7y U Ha
pactojamy € oj1 Tauke Y(t), 3a JIOBOJBHO MAJIO € KpUBa Yo he a Oysie caapxana y D kao mro
j€ UIyCcTpOoBaHO Ha TpaduKy UCITO/.

I'paduk 31: I'panula jeTHOCTPYKO MOBe3aHE OOJIACTH jeé XOMOTOITHA HYJIIH.

Kako je D jeqHocTpyKO MOBE3aHa, KPUBA 7 j€ XOMOTOMHA HY/IM Ha D ma je Y XOMOTOITHA
HYTU Ha G jep ¢y Yo ¥ Y1 XOMOTOmHe Ha §. Ako je pyHkmmja [ aHaauTHukKa Ha G, TO
IMocnenumu 4.3 gobujamo aa je:

7{ fdz =0.
oD

Cnnuan PE3YIITAT BAXH U aKO 0D uMa KOHAYHO MHOTO KOMITOHEHTH IMOBE3AHOCTH.

Teopema 4.12. (Oiwitia Kowujesa iticopema) Hexa je pynxyuja | anaruimuuxa na obraciu G u
nexa je D ocpanuuena obaacii waxea ga D C G. Axo OD modnce ga ce iiapameimipusyje iomolhy
KOHAYHO MHOZ0 3AT6OPEHUX KPUBUX KOje ¢y opujeiiiucane aKo ga muxosum 00UIdcKom mayke
obnaciiu D octtiajy ca wuxoee nese citipane, faga je

af fdz=0.

Moka3: Enementu goxasa cy winyctpoBanu Ha I'paduky 32.

1"0Bo TBpljeme, HaKo je TIEPIENTUBHO OUNTIEHHO, HHje HUMAJIO IaKO MATeMATHUKHI JOKA3ATH.

65



o
D

I'padux 32: Tauke obmactu D cy ca neBe cTpaHe KpuBHX ;, ¢ = 0, 1, 2, 3.

Heka je 0D napamMeTpu3oBaHa MyTEBUMA Yo, V2, - - - , Vpn Ca OJITOBAPajyROM OPHjEHTAITHjOM.
Kaxko je D myTeBUMa MMOBE3aH (jep D je myTteBuMa ToOBe3aH), 3a CBE ¢ = 1,...,Nn MOCTOJH
YKopmanos nyT ¢; : [0, 1] — D koju HoBe3yje MOUeTaK MyTa ;| ca IOYETKOM ITyTa 7; ¥ KOju
ceue 0D caMo y KpajiblIM TaukaMa. be3 TyOJberba OMIITOCTH, MOXKEMO 11a IPETIOCTABUMO
Jla ce TMYTEBH @1, . . . , ¢, HE CEKY jep ako u3 odmactu D ckiaoHuMO Tauke XKopmaHOBOT IyTa
KOjH MOBE3Yje KOMIIOHEHTE IMMOBE3aHOCTH T'PAaHUIIE, TOOUjaMO yTEeBUMA ITOBE3aHY 00JIaCT uMja
TpaHUIla UMa jeIHY Marbe KOMITOHCHTY TTOBE3aHOCTH.

O6mact D' = D\ {¢i(t) | t € [0,1],4 = 1,...,n} (D 6e3 myTteBa ¢;) je jeAHOCTPYKO
OBE3aHa a KPUBA:

F=7%UptUnUdpa Uy U U, Uy U(d, Ud, U---Ugy)

je mapamerpusanuja rpanuie 0D’ TaksBa ga meHUM 00MIackoM Tauke obnactu D' ocrajy ca
necHe crpane. Otyaa, ' je xomoTtonHa Hynu Ha G ma je mo Teopemu 4.3 U aJIUTUBHOCTH
KOMITJIEKCHOT MHTETpaia

Offdzz(fdz+!fdz+ffdz+---+Zfdz+ffdz+¢[fdz+---+¢1/fdz

:iffderiid[fdz—iiq[fdz:iiffdzzaszdz.

N3 noxaza IIPETXOAHE TCOPEME CC BUIH Od KOMIIOHCHTC ITOBE3dHOCTH I'PAHUIIC oD MOTYy

na Oyay U Tauke. O
Ipumep 4.4. Uspauynaimiu Ppenenose'’ unimezpane [ sinz*dr u [ cos r*dw.
0 0

Pememe: Hekaje D = {z € C | |z| < R,0 < argz < 7/4} jeqHocTpyKo moBe3aHa obact

. P2 . . .
npukazana Ha ['paduky 33. Dyakuuja f(2) = €*° je aHATUTHYKA HA TE0j KOMIUICKCHO]
PaBHHU TIa je TIO MPETXOTHO] TEOPEMH

0:7{eiz2dz@ /eizzdz+/eiz2dz—l— / ¢ dz.
oD [0,R] RA [A,0]

Hyx [0, R] Mmoxkemo jia mapameTpusyjemo ca z = x, z € [0, R] ma je

R R R

L(R) = / e dz = /edex = /Costdm—l—i/sinx2dx.
0 0

[0,4] 0

I Augustin-Jean Fresnel 1788-1827, dbpaHIycKH HHXemep 1 QH3HIAP
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I'padux 33: O6nact D u3 npumepa.

Tanma, TpaxxeHH HHTErpajIu ce 1o0ujajy moMohy rpaHHYHE BPEITHOCTU }%im I,(R). 360r Tora
—00

fieMo J1a M3pauyHAMO OCTaja JBa UHTErPAA jeHAYMHE (*) M TIOTPAKUMO IHXOBE TPAHUYHE
BPEHOCTH Kaja [? Texu OECKOHAYHOCTH.

Kpyxuu 1yk RA mapameTpu3yjeMo ca z = Re' rme ¢ € [0, 7/4]. Tanma

/4
L(R) = / ¢**dz = iR / e e,
A 0
ITo Teopemu 4.2 Baxku 11a je
/4 /4

0 < |I(R)| = ‘ /eizzdz

RA
w/4 /4

:R/|6iR2cos2go||e—R2sin2<p|dg0:R/e—RQSinmpd@.
0

0

S R/ ’eiRQGi%ei‘P‘d@ — R/ ’eiR2(CO52¢+iSin2¢)Heiﬂdgp
0 0

Kako je sint > %t 3at € [0,7/2] a pynkuuja e~* onamgajyha, mobujamo ma je

7'1'/4 7'r/4 1 _R2
0< |[2(R)| < R/G_R%inm’odg& < R/G_RZit2¢dg0 _ % %
0 0

[To TeopeMH O YKJBLITECEHY 3a TPaHUYHE BPEAHOCTU peanHux (yHKIMja nobujamo na je
P}im |I5(R)| = 0 mTo UMIITHIHPA 114 je Rlim L(R) =0.
— 00 — 00

Hyx [0, A] mapamerpusyjemo ca z = te's, t € [0, R]. Tama 2> = t?'2 = it udz = €'idt
y p pH3y]

ma je
R
I3(R) = / e dy = — / e’ dz = —eiz/e_tht.
[A,0] [0,4] 0
Ortyna je Rlim I3(R) = —€'% [e¥dt = —e’%‘g (Ojnep-IToacoHoB HHTErpan).
—00 0

3aMeHOM JTOOMjEeHUX TPAHUYHUX BPEIHOCTH Yy jeIHAUNHY (*) 100ujaMo

o0

/costdx +i/sinx2dx = \/—Ee’% = ﬁ ﬁ + zﬂ
2 2 2 2
0 0
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OMaKIIe CIIe[H 11a je
oo oo

/sin:chx = /cos r2dr = %

0 0

4.5 KommujeBa unrerpanana ¢gopmy.a

VY oBOM nornaBby MpeACTaB/baMO TEOPEMY Koja HaM oMmoryhasa j1a Bpe/JHOCT aHAIUTHUKE
(dbyHKIIMje Ha OoTpaHMYeHO] O0IACTH MU3Pa3UMO TTOMONhYy MHTerpalla Ha TPAHMITH Te O0IaCTH
mTo he na Oyae o BEMUKOT 3Havaja y ocTaTKy Kypca KomruiekcHe aHanmuse.

Teopema 4.13. (Kowwjeea unitiecpanna popmyna) Hexa je [ ananuitivuka na obnaciuiu G u Heka
Jje D obnaciu iwaxea ga 0D popmupa konauno mnoo 3aitieopenux kpusux u weka je D C G,

Taga, 3a ceako z € D easicu:
RWeG
F2) = g P L
oD

2ge cy kpuse cpanuye 0D opujeitiucane waKo ga ruxosum 00unackom waqxe oonaciu D ocitiajy
ca Jeee ciipare.

Hoka3s: Heka je z € D npoussoibHo. Kako je D otBopeH ckym, nocroju kpyr UP = {£ € C |

€ — 2| < p} Taxas ma je U? C D. Dynxumja @ je aHanmuTHuka Ha obmactu G' = G\ {z},

—z
jep fm g%z cy anamutuuke na G'. Oénact D' = D\ U? je Taxsa ja D’ C G a rpanuy 0D
($hopMHpa KOHAYHO MHOTO KPUBHX KOj€ Cy OPUjEHTHCAHE TAKO Aa Tauke obmactu D’ ocTajy ca
nese ctpane. [1pu ToM, OU? je HeraTUBHO OpHjeHTUCAHA jep cy Tauke obmactu D’ Ban UY kao
mITo je nmpukasano Ha I'paduky 34. Tana, mo Ommuroj Kommjesoj Teopemu 4.12 Baxu aa je

UL~ out

1 f€ .1 f(§)
szgg—zdf_mf{g—zdg‘
oD

out

IITO 3HAYM J1a j¢

[MpuMeTHMO Ja Y MPETXOIHO] KOHCTPYKIM]H p MOXKe Ja OyJIe MPOU3BOJGHO MaId MTO3UTUBAH
peaman 6poj. Kako gecHa cTpaHa NmpeTxojiHe jeTHAKOCTU HE 3aBUCH OJT p JToOUjaMo /1a je

RGN EG
Ei%%fgjdﬁ—%fg_—zdf-
oD

out

JIOKaXUMO J1a je JIeBa TPAHNYHA BPEIHOCT jenHaka f(z).

ITpucerumo ce ga je mo Ipumepy 4.1 f ;ng = 2mi. Tapga
out
1 [ .. fz) dg 1 f(&) | #) xomer. 1 f(z) = f(§)
f(z>_%7§§—zd£_2m'%5—2_%7{6—2@ N %]{ E—2z de.
out out out out

Kaxo je dyukmmja g(§) = f(2) — f(&) venpexumna va D u g(z) = 0, 3a mpousBosbHO € > 0
noctoju § > 0 tako ma3acee { € Cus [z —&| < dcnemu |f(2) — f(§)] < e
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I'paduk 34: OGmacT KOMIIAKTHO CaJIPKU KPYT OKO CBAKE CBOjE TAUKE.

Tana, 3a p < 0 ucBe z € U? Baxu |{ — z| < p. Kako 3a cBe z € OUY Baxu |§ — z| = p
To0HjaMo:
f2) - f(&)‘ = FOl _ ) = QI _ e
£—2 € — 2] p p
O6um kpyra U? jennak 27p na, no Ilocaenuuu 4.1, nodujamo aa je:

f(z) = ()
E—2

IN

| 27rz f— 2 ‘ |27
au

YUME CMO JIOKA3aJIU TpakeHy TPAHUYHY BPEHOCT. 0

KomujeBa naTerpaiHa hopMyia WIycTpyje 3aHUMIBUBY OCOOMHY aHATUTHYKUX (PYHKITH]a.
Haume, ako je mara aHanmutuyka (yHKIMja HA OKOJIMHU 3aTBOPEHE KPHUBE U JKEITUMO [11a
(hopMHpaMO HBEeHO aHATTMTUYKO MPOIYKeHhe Ha 00IacT KOjy Ta KprBa orpaHnuasa, Kormmjesa
UHTETpaTHA (OPMYIIa TBP/U Ja TO MOXKEMO JIa YPaIuMO Ha JeIMHCTBCH HAYHMH, OJTHOCHO Ha
00JIACTH TIOCTOjU JEIMHCTBEHA aHATUTHYKA (PYHKIIM]a KOja ce TokKjana ca (pyHKITHjoM JaTOM
HA TPAaHUIIU Kao IITO WIyCTpyje crnenehu mpumep.

IMpumep 4.5. Hexaje P = {z € C | 1 < |z| < 2}. Kouciupyucaitiu ananuiiuuko apogyicerve
gyuxyuje f - P — C gaigie ca f(2) = 2% na obnaci G = {2z € C | |z| < 2}.

Pememwe: O6nact D = {z € C | |z| < 1} xomnakTHo npunaga obnactu G = {z € C | 2| <
2}. Heka je g ananutuuka Ha G v Heka ce moknana ca ¢pyukuujom f Ha P. Taga D, G u g
3a710BoJbaBajy ycimore Kormmmjese nnterpaane hopmyde 4.13 ma je 3a cBako z € D:

" omi S—z " omi j{ £ — " omi 5
lgl=1 l§1=1 lgl=1
1 2 — 224 22 1 d¢
= 5= def_Q_m< (€ 4 2)dE + 22 f&TZ)
I£\ 1 lgl=1 lgl=1
—2 ) = 2%
5 2mi e
|§ z|=e

IIpu Tom, mo OcHosHoj KommmjeBoj Teopemu 4.9 Baxku 11a je

7{ fd—gz: éd—g

l¢1=1 |§—=|=¢
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3aT0 WITO ¢y KpykHutle [{| = 1 u | — z| = € xomotonne Ha obmactu D \ {z} Ha k0joj je
dbyukmja (&) = f%z AHAIIUTUYKA. O

ITo Kormmmjeroj MHTETpaTHO] GOPMYITH, BpeTHOCT aHATTUTHUKE (PYHKITH]E Y TAUKH je jeqHaKa
ICHO] APUTMETHYKO] CPCIUMHU HA KPYTY JTOBOJLHO MAJIOT TIONYIMPEUHUKA OKO T¢ TAUKE KAO
mTo unycrpyje crneache Tepheme.

Mocaenuna 4.4. Axo je pynrxyuja | anaruitiuuxa na obaaciwiu D waga, 3a céaxo z € D dociwioju
po > 0 dmako ga je 3a cee 0 < p < po

2

f(z) = %/f(ﬁpew)dso.

0

Hoxa3: Heka je z € D npousBospbHO. Kako je 00macT oTBOpEH CKyII, TIOCTOJU po TAKO /1a je
Ur ={£ e C| -2 < po} CD. Tana, f je ananuTuuka Ha CKyIy UL° KOjH je jeTHOCTPYKO
MIOBE3aH M 3a CBe p < po Kpyr U xommaxkTHO npunana oomnactu U°. Tama, no Kommujesoj
uHTerpaiHoj popmynu 4.13 je:

2
1 f(§) |, e=ztpere 1 f(z+ pe#) . 1 / ,
= S - _— d Wy — 1P d .
/) 271 j{ ¢ — ng omi | z+ peiv — 2 (2 + pe'?) o f(z + pe)dp
ou? 0

70



5 KommiekcHH peioBH

Kao 1 y pealtHoj aHalIM3H, pell KOMILIEKCHUX OpojeBa Y, z, je CyMa HU3a KOMIUIEKCHHX
6pojeBa (2, )nen. OCHOBHO MUTaE je 1 JTH je cyMa pella KOHAYaH KOMIUTEKCaH 6pOj OMHOCHO
Jla i pejl KoHBeprupa. Kao n 'y peanHoj ananusu, KOHBEPreHMjy KOMIUIEKCHOT pejia IIpoBe-
paBaMo noMohy KOHBEPreHIIUje HU3a HErOBUX MAPIUjaTHUX CyMa.

oo
Nebununnja 5.1. Peg Y z, konsepeupa axo nuz S, = Y z; Kongepeupa ka z 2ge je |z| < oo.
n=0 i=1

ExBuBaneHTHO, pejl KOMIUICKCHUX OpojeBa KOHBEPTHUpa aKKO HETOB HU3 OCTATaKa TEXKHU
nynmu. Cajla HaBOAUMO KJIaCUYaH TpUMEP KOHBEPTEHTHOT pejla KOMIUICKCHUX OpojeBa.

Tpumep 5.1. Hciauiniaitiu kongepZenyujy Zeomeiipujckoé pega Yy |, 2" 3a z € C.
n=0

Pememe: Hus mapuujamHux cyMa oBor pefa uma popmy:

n
= E =142+

i=0
CyMa reoMeTpHjCKOT HU3a PeaTHUX OpojeBa ce je mo3HaTa. MehyTtum, ucra popmymna Baxu u
3a TEOMETPH]CKHU HU3 KOMIUIEKCHUX OpojeBa jep je anrebpa ucra:

+1
) 2" —1
28, — Sy =2"""—1 maje S,= :

Z —

Hus 2" koHBeprupa KOHAYHOM KOMIUIEKCHOM 0pojy akko je |z| < 1 mnmm z = 1 (okasatn).
3a |z| < 0, Hu3 z TEXU HYJIK a 33 2z = 1 gobujamo O‘—II/II“J'IGILHO JIUBEPIEHTAH pel.

]

Haxke, pen Z 2" KOHBeprupa akko je |z| < 1 u Tama je Z "=

n=0 n=0
Teopuja peoBa KOMIUIEKCHUX OpoOjeBa HE JIOHOCH HUINTA MpeTepaHo 3HavyajHo. Kako
CC 3aXTeBa KOHBEPTCHIIMjAa HU3a TAPIUjaTHUX CyMa Ka KOHAYHOM KOMIUIEKCHOM Opojy, OHa
je CKBUBAJICHTHA KOHBCpFGHHI/IjI/I HBCTOBOT PCAJIHOT U KOHBCpFGHHI/IjI/I BCTOBOI! UMATMHAPHOT
nena.

o0 [e.e] oo
Teopema 5.1. Peg > z, konsepupa axxo peqosu »_, Re z, u Y Im z, konsepiupajy.
n=0 n=0 n=0
Jaxe, cBa TeopHja KOHBEPIEHIIUj€ PEAOBA pealHuX OpojeBa MMa CBOjy MPUMEHY Ha KOH-
BEPIEHITN]Y PEIOBA KOMIUICKCHUX OpojeBa. AMOUIIMO3HHA YUTAOIIM MOTY JIa UCTTUIITY KaKo OW,
Ha TIpUMep, U3rie1a0 AGEIIOB KPUTEPHjYM 3a KOHBEPTEHIIN]Y peloBa KOMIUICKCHUX OpojeBa.

Hawma he y mamp0j ananusu ga Oyj1y BUIIE 3HAUAJHH KOMIUICKCHU (DYHKITMOHATIHUA PE/IOBU
1 3aTO OBJIC HABOJAMMO HEKOJIMKO IbMXOBUX OCHOBHUX OCOOWHA.

Hexka je (fn)nen HU3 QyHEUHja f, : D — C (medunncanux Ha uctom ckymy D C C).

Tana, byskuujy:
= Z fa(2)
n=0

Ha3UBaMoO (YHKIIMOHAIHM pel Ha ckymy D). @®yHkiuja f je medHHHCaHA Y CBAKO] TAuKU
2o € D e 6pojuu pen Y fn(20) KoHBeprupa. Axo je f nedpunucana Ha ckymy D KaxeMmo
na QyHKuuoHanHu pex » -, fn(z) KoHBeprupa ,Tauka mo Tauka Ha ckymy D. Kao u
KOJI peaHuX (PyHKIMOHAJIHUX PEIOBA, 3d aHAJIN3Y KOMITIEKCHUX (DYHKIMOHAITHUX PEIOBA j&
MHOTO OMTHHja paBHOMEpPHA KOHBEPIEHIIH]a.

71



HMeduunuuja 5.2. @yuxyuonannu peg y - fn(2) pasnomeprno xonsepeupa na ckyiy D axro
DYHKYUOHATIHU HU3 FeZ08UX TapYUjanHux cyMd (S”(Z>)ne]1\1 pasHomepHo KoHeepeupa Ha D.

VY nocamammeM kypey KomruiekcHe aHammse ce HUCMO OaBWIM (PYHKIIMOHATHUM HHU-
30BUMA U BbUXOBOM PABHOMEPHOM KOHBEPTE€HIHjOM. YKPATKO, GYHKIIMOHATHU HU3 ( f),)nen
paBHOMEpPHO KOHBeprupa ka GyHKIUjU fo Ha ckymy D akko

(Ve > 0)(3Ing € N)(Vn > ng)(Vz € D)|fn(2) — fo(2)] <€

HIIA CKBUBAJICHTHO dKKO HU3 pCaIHHUX 6pojeBa
[ fallp = sup | fu(2) — fo(2)]
zeD

TeXU Hy W, Jlakiie, CBe je aHAJIOTHO Kao0 y CITy4ajy peallHuX (GYyHKIIMOHATHUX HU30Ba 1 Pe/IOBa
TE 3aTO OBJIC HABOJIUMO KOMIUICKCHE TTaHaHe TOOPO MO3HATUX TBphema a JOKa3M Cy CITUYHU
Kao M KoI oAroBapajyhux treopema u3 Ananuse 3.

Teopema 5.2. (Bajepwitipacoe'’ kpuitiepujym) Hexa je |f.(z)| < ¢, 3a cee n € N u cee
z € D. Ako Opojuupeg -, ¢, Kon6epeupa, maga gyukyuonaniu peg y o fn(2) aticoryimno
u pasromepho koneepupa na D.

Mocaeanua 5.1. Heka je ||f||p = sup{|f(z)| | = € D}. Axo peg Y .~ ||fnllp xoHgepzupa
maga’y o fn(2) adiconymino u pasnomepro konsepeupa na D.

Teopema5.3. Axo cy pyuryuje f,, - D — C neiipexugne na ckyity D 3aceen € Nouy o fn(2)
pasnomepno koneepeupa na D, waga je cyma pega f(z) = " [n(2) neapexugna na D.

Teopema 5.4. (Huitiepauuja cyme pega) Hexa cy gpynxyuje f, netipexugue ma geo o geo
cnawmrom wyay 7y : [o, ] = Cunexay ., fn(z) pasnomepno xonsepeupa na aymy . Taga,
peg Y2 fn(2) Moorce ga ce uniiezpanu unan o wian na dyimy vy wj.

/ifn@)dz:i/fn(z)dz.

5.1 Tejaopos pen

Kao u y peannoj ananusu, Haj3aHUMJBUBU]U KOMIUICKCHU (DYHKIIMOHATTHU PE/IOBH Cy CTEMICHU
penoBu obmuKa Y o ¢,(z—a)" tnecy ¢, € C komIutekcHe KoHcTanTe. [TocTaBiba ce MUTambe
Jla U OBU PEIOBU KOHBEPTUpajy M KoOje CBe (PyHKIHMje MOTY jJa Oyay TpeACTaBIbeHE Kao
CyMe KOHBepTreHTHHUX cTeneHuX penosa. [IpencraBbame GyHKIHje KOHBEPIEHTHUM CTEIIEHUM
perIoM MMa BPIIO LIUPOKY MPUMEHY jep oMoryhaBa JOBOJFHO HOOpY anpoKcUMAIUjy JaTe
(dbyHK1IMje TOMMHOMUMA IITO ajbe oMoryhasa mpaktuuan paj ca pynkuujama (Hymepuuka
MaTeMaTUKA).

I'maBHA TEXHUKA KOjOM ce peatHe QyHKImje TpanchopMumly y crenene peaose je Tejmopos!?

pen. 3a peamne ¢yHkimje f : R — R koje cy jemHake cymu cBojer TejmopoBor pema Ha
OKOJIMHHU TayKe & ce KaXke Ia cy aHajauThuke y Tauku x. Creneha Teopema maje oAroBop Ha
MUTambe 3allITO CMO KOMIUTIEKCHe dhyHKIHje koje cy C—audepeHiijabuinHe Ha HEKO] OKOJIUHU
TAYKe 2 HA3WBAIIU AHAJIUTUYKHM Y 2.

12 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass 1815-1897, HeMauku MaTeMaTHUap.
13 Brook Taylor 1685-1731, eHriecku MaTeMaTH4ap.
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Teopema 5.5. (Tejnoposa iwieopema) Axo je pyuxyuja f ananuitivuka na oonacitiv D, itiaga 3a
apouszeonio 2o € DukpyeU = {z € C | |z — 2| < r} C D docimioju konsepenitian ciieiienu
peg Y o cnlz — 29)" makas ga je 3a céaxo z € U

oo
E cn(z — 20)"

n=0

Hoxa3: Heka je zyp € D npousBosbHO. Kaxko je D OoTBOpeH CKyII, ITOCTOjU KPYr (OTBOpeHa
Kyrma) U ca IIEHTPOM Y 2o TonynpedHnka R koja je canpxkana y D. Tama, 3a mpou3BOJEHO
0<r<R,kpyrU" = {z € C | |z — 20| < r} KOMIaKTHO MIPUTAIA jeTHOCTPYKO TTOBE3AHO]
obmactu U. Tana, oonmactu U", U v pynkimja f 3aoBosbasajy yciaose KolmjeBe nHTerpagte
hopmyme 4.13 ma je 3a cBako z € U":

© L[ fE)
e
/

e je v kpyxkuuia OU". Kako je y moguHTerpamtoj GyHkumju | — 20| = ra |z — 29| < 7,
mobujamo na je |Z =0 ‘ < 1 ma no I'lpumepy 5.1 Baxku 11a je:

E—z2 E—ztxn—z E—z2l-F2 -z (E—2)

§—20

1 1 1 1 1 i(z—zo)"

3aMeHOM Y jeHAunHH (*) 100HjaMo:

() jng — n+1 d§.

OuurnenHo 1a HaAM OBJIE O/ITOBAPA Jla UHTErpall ¥ CyMa 3aMeHe MecTa alli Ja Ou TO ypaauiau
MopaMo Aa mpoBepumo yciose Teopeme 5.4. Kako ce cyma HHTerpanu no &, NpoMeHJbUBY 2
TPETUPAMO Ka0 KOHCTAHTY.

IpBo, pyHkIHje @, (&) = % Cy HelpeKuIHe Ha ¥ 3a cBe n € Ny (00pa3noxuTH).

Hpyro, Gyskimia f je HenpekuHa Ha U KOjU je KOMITAKTAH T1a je orpanuycHa ca M Ha
T z2—20 lz—20] _ |z=z0| _
U" a camuM THM ¥ Ha 7. Taxolje, Ha KPUBOj Y BaXH | ‘ =l = - —4< 1, mro
3HAYHU A je 3a CBaKy TauKy 2 KpUBE 7

'f §(z — )" ’: 1f(z)| |2 =2
o)t € — 20l [ €

Kako pen D oo Mgm = M3 ¢" xomseprupa, no BajepurpacoBoM kputepujymy 5.2
3aKJbYUYjEMO J1a Y ¢, () pABHOMEPHO KOHBEprupa Ha IyTy 7.

n Mn
< —q-
r

lon(2)

Jaxie, GyHKIHOHATHY Pe Y ¢ (&) MOXKE [1a ce MHTErPAIM WIAH [0 WIAH LITO 3HAYM
74 jeqHaunHa (%) TocTaje:

o0

N 27” Z]{ T — 2 ”*1 g: <2m f %df) (z=20)" = Y _ enlz—2)"

=0
5 n

ﬂ+1 df D

r;(ejecn—%ﬁ = ZO
)
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[MTpumeTMo 1a y JoKa3y MpeTXoaHe TeopeMe KoeHIIUjEHTH ¢,, He 3aBHCe OJ1 TOTYIIPEYHNKA
KPYXXHHIIE Y KOja je caapkaHa y CKymy U jep cy Kpy>KHHIIE pa3TUIUTHX TTOTYIIPpEeTHHKA XOMO-
tonue Ha U \ {2} ma no OcuoBroj Komujesoj Teopemu 4.9 MHTErPAITH MO BHUMA CY jeTHAKH.
Tako MOXeMO J1a 3aKJbYUYUMO j1a KOCHUIM]CHTH C,, TIPE/ICTABIha]y CBOJEBPCHY WHBAPH]jAHTY
aHAIUTHYKEe (QPYHKIIN]E KOja 3aBUCH UCKJBYUHBO OJ] TAYKE y KOjOj CE pauyHajy.

HMedunnnuja 5.3. Hexa je [ neipexugna @yukyuja na oxomunu imauxke zo € C. Cilietienu peg
Yoo Cnl® — x0)" wuju ce koeguyujenimiu pauynajy domohy gopmyne

1 f(§)
C”_Q_m' 7{ (f—Zg)”HdS

|E—z0|=r

2ge je v > 0 donyipeunux KpyZa na Kojem je ¢pyukyuja [ ananuitivuxa, nazusamo Tejiopos peg
Gyuxyuje [y wauxu zo.

OuurnenHo ga Ccy aHaIUTHYKe (PYHKIH]je jeTHAKe CBOjeM TejlmopoBOM pa3BoOjy Yy IMPOU3-
BOJHHO] TAUKH aJIM OBY OCOOMHY HEMa CBaKa KOMITJICKCHA (DyHKIIM]a Kao mTo heMo 1a BUAMMO

y HactaBky. Caja HaBOAMMO HEKOJIHMKO OCOOMHA aHAIMTHYKUX (YHKIHMjAa KOje KOje Cy
MOCIEIUIIe FbUXOBOT Pa3BOja y CTEMEHU PEl.

Teopema 5.6. Axo je ¢ynryuja [ ananuiivuxa na saitieopenoj kyeuld = {z € C | |z —z| <}
u Ha U ozpanuuena ca M, iwiaga 3a xoeghuyujeniiie ernos Tejnoposos pazeoja y mauKku 2y 6AHCU:

M
len| < . sacee nE INy.

Hoxka3: Axo moTpaxxuMo MOIyo KoedHUllMjeHaTa TaTUX Y MpeTXoaHo] aeuHuimju, mo IToc-

nequnn 4.1 mobujamo 1a je 3a cBe n € Ny:

1 f(§) 1 }{ f(§) L M M
_ _ IS el = = _ IS el < = ot = —
27 j{ (f _ Zo)n+1 d€ 2 (5 n+1 df rm

C =
x| — ) = 2 prtl rn
|E—zo|=r |€—z0|=r
jep 3a cBe £ 3a Koje je |§ — zo| = r Baxu ‘ (g_];(f)zlﬂ ’ = K_'éﬁl‘ﬂ < Tﬂl. O

Cana HaBOOMMO jeTHO JocTa U3HeHalyyjyhe TBpheme koje Baku y KoMITIekcHO] aHaIM3H.

Teopema 5.7. (Teopema Jluysuna'*) Axo je pynxyuja ananuitiuuka u 0Zpanuuena na yenoj Kom-
HWIEKCHOJ pasHu, aga je OHa jeqHaKka KOHCTUAHIIU.

Hoxka3s: TTo Tejmoposj TeopeMu 5.5, ¢pyHkuuja f je jegHaka cBojeM TejmopoBM pa3Bojy Ha
mpousBosbHOM Kpyry U = {z € C | |z| < R}. Kako BpemHOCTH KOehHUIjeHATA He 3aBUCE OJT
IynpeuHuka IR, kopuctehu mpeTxoHy TeopeMy 3aKJbydyjeMo 1a je 3a cBako R > (

len| < I 3acee n € INp.

Tana, 3a cee n > 0 Baku jgaje 0 < |¢,| < lim % =0majec, =0.
R—o0
3ameHoM y jemHakoctH f(z) = D~ ¢,2" mobujamo 1a je f(z) = co. O

Haxre, jenuHe orpaHudeHe QyHKIM]e Koje ¢y aHanmutuuke Ha C cy KOHCTaHTHE (pyHKIIM]jE
IITO UMIUTHITMpPA J1a ako (yHKIMja Koja je aHamuThuka Ha C HUje KOHCTAHTHA, OHA HHjC HU
orpannueHa Ha C! Jlenm nmpumep HeorpannueHNX Ha C KOMIUTEKCHHX (YHKITHja CY Sin 2 U cOos 2.
Teopema JInyBuina Mosxxe 1a ce UCKake U MaJIO jJeTHOCTaBHH]E.

14 Joseph Liouville 1809-1882. ¢paHIycku MaTeMaTHIap.
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Mocnemuna 5.2. Axo je pyuxyuja [ ananimivuxa na C, iwaga je f jeguaxa koucmanimu.

Hoxa3s: ITpucerumo ce nmo dedununuju 2.6 1a je pyHknmja f aHATUTHUIKA Y OECKOHAYHOCTU
akko je g(w) = f (i) aHATTUTUYKA y HYTH. TO UMIDTUIMpA Ja MOCTOjU OKOJIMHA Tayke w = ()
Ha K0joj je PYHKIMja g aHAMMTHYKA ITa caMuM TUM 1 3atBopeHa kyrmald = {w € C | |w| < R}
Ha K0joj je g Hempekuana. Kaxo je U kommaxTaH, ¢ je orparnucta Ha U 1j. mocroju M Taxo
na je 3a cee w € C Takse 1aje |w| < R

st = |1(5) ] <

3aMeHOM W = % y TIPETXO/IHO] HEjeTHAKOCTH 1001jaMo 1a je 3a cBe z € C takse na |z| > }%
|f(2)] < M.

Hake, f je orpanunuena na ckyny {z € C | |z| > %}. Kako je f orpanuuena u Ha {z € C |
2| < £} (jep je cKym KOMIAaKTaH a f HeIpeKUIHa), 3aKJbydyjeMo A je f orpaHnyeHa Ha C ma
je mo Teopemu JInyBumna 5.7 oHa jeqHaKa KOHCTAHTH. ]

Jou jenmHa 3aHUMIBMBA nociequia JInysunose TeopeMe je cienehe TBpheme.

Mocaenuna 5.3. (Ocnosnu citias anieope) Ceaxu iionunom citieiienan > 1 uma obap jeqarn kopen
Y CKYy KOMIlIeKCHUX Opojesa.

Joxa3s: Heka je p monmuHowm crerena n > 0. TIpermoctaBuMo cympoTHO, Heka je p(z) # 0 3a
ce z € C. Kaxo je momuaom aHamutnuka ¢yHkimja va C, 3akipyayjemo aa je f(z) = p(lz)
Takohe aHanuTHuka Ha C jep UMeHMIAIl HUKa HUje Hyna. Kako je

3akJbydyjeMo 1a je f aHamuTtuuka y OeckoHauHoctH. Jlakie, f je amanmutnuka Ha C ma je
IO MTETXO/IHO]j MOCIIEIUII KOHCTAHTHA IITO HUje CITy4a] jep TOTUHOM P IO TIPETIOCABIU HUje
KOHCTaHTHA (pyHKIIH]A. ]

o caga cMO BUJIENH J1a Cy aHAIMTHUKe (PyHKIIM]je JIOKATHO jeTHaKe CYMU CTEIEHOT pefa.
IMocraBipa ce MUTamEe KAKBE OCOOMHE UMA]y CyME CTEITHUX Pe0Ba, CIICIH]jalIHO, JIa JIU je cyMa
CTETICHOT pejla aHanuTHIKa QyHKIMja Ha CKYITy T/¢ pest Kopeprupa. Kao mro hemo ma Bujmmo
y HaCTaBKY, OJTOBOD j€ MO3UTHBAH.

Jema 5.1. Ako je nu3 omwiniux uianosa ciieiernos pega y - C,(z — )" oZpanuden y wauxu
— o0 = =

2o € C, magapeq "~ cn(z—a)" konsepupana kpyeyU = {z € C' | |z—a| < |z—al|}. Ipu

oM, peg KOHeep2upa atiCcOLyHHO U PABHOMEPHO HA C8AKOM Komiaximnom totickyily K C U.

Hoka3z: Heka je dynxnumonanuu uu3 f,(z) = ¢,(z — a)" orpanuuen y tauku zy € C. Tanma
noctoju M > ( Tako jaa je:

lcn(z0 —a)"| < M 3acBe n € N.

Mo3keMo J1a TIPETITOCTABIMO /14 j€ 2o # a jep 3a 2o = a pobujamo na je U = () ma TBpheme
Baxu. Heka je |20 — a| = p > 0. Heka je K mpou3Bo/baH KOMITAKTAaH TIOTCKYI CKyma U.
Tana, 3a cBako z € K Baxu:

|z — al |z —al
- —g<1
o—a  p
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IITO UMIUIAIMPA Ja je |c,(z — a)"| = |en(z0 — a) ||;0_—(ch|| < Mq". Kako pex » .-, Mq"
KOHBEPrupa, QYHKIMOHAIHY pell y .~ C,(2 — a)™ KOHBeprupa arcoilyTHO I pABHOMEPHO Ha

ckyny K mo BajepirpacoBoMm kputepujymy 5.2.
Kaxo ckyn U cagpxu KOMOAKTaH CKYIT OKO CBAKE CBOj¢ TAYKE (TOTOIONIKIUM PEYHUKOM,

JIOKAJTHO je KOMIIaKTaH), 3aKJby4yjeMO J1a TaTH CTETICHU pejl KOHBeprrupa Ha U. O]

Teopema 5.8. (A6enosa imeopema) Axo cimieiienu peg y -, cn(z — a)™ xonsepdupa y nexoj
wauxu zy € C, waga on konsepzupa na kpyéy U = {z € C | |z — a| < |20 — a|} a Ha céaxom

romiaxiinom ckyidy K C U kousepupa aiiconyimiHo u pagHoMepHO.

Moka3s: J[OBOJBHO je Ia MPUMETHMO Ja U3 KOHBepreHHIlje pera » ., ¢, (2 — )" y Tauku 2o
CITCAM KOHBEPI€HIINja HU3a (Cn (20— a)”) nel, & CAMHIM THM M HETOBA OF PAHHYEHOCT. Tephemwe
CIIC/TA HA OCHOBY MPETXOHE JIEME. L

Cama HaBOIMMO TeopeMy Koja OTTHCYje CKYTI Tauaka TJie CTeTIeHH pel KoHBeprupa. [Tpuce-
THUMO ce€ TIpe Tora Jia je JmMec cyreprop (y o3Hamu lim) peaaHor HM3a Beroba HajBeha Tauka
HATOMUJIABaMha.

Teopema 5.9. (Kowu-Agamaposa'® iwieopema) Hera 3a cimieiienu peg y - cn(z — a)" eaicu

— 1
lim {/|c,| = = 2geje 0< R < oo.

n—o00 R

Taga, peg Y -, cn(z — a)" kongep2upa na ckyiiy U = {z € C | |z — a| < R} a gusepzupa y
ceaxoj wauxu ckyia {z € C | |z]| > R}.

Joxka3: Heka je lim {/|c,| = % rae je 0 < R < oo. Tana, 3a cBako € > 0, mocroju ng € N
n—oo

TAKO 1 34 CBe 1 > ng Baxu aa je {/]c,| < £ + €. Tako mobujamo na je:
1 n
len(z —a)"| < (E + e) |z —al|™ s3acBe n > ny.

Tana, 3a z € C taxse 1a je |z — a| < R, MokeMO J1a 01a0epeMO JIOBOJBHO MAJIO € TAKO J1a je
(5+€e)lz—al=q<1Gep (5 +¢€)|z—a| = §]z—al + €|z —a| < R+ €|z — a). Tana,

00 o0
> _lenlz =)< D"
n=0 n=0

o

ITO 3HAYU Ja Z Cn(Z — a)” AIICONIYyTHO KOHBEPrupa ma caMmuM THUM U KOHBEpPrupa.
n=0

Heka je z € C tako naje |z —a| > R. [lo nedbuHUIMjU TUMeC CYTIEpHOPA, TOCTOjH [TOIHU3
( "%/ ¢n, | ken Koju KOHBeprupa ka . Taja, 3a mpoussosbHO € > 0 moctoju ko € IN Tako 12
3a cBe k > ko Baxu 1a je "{/|cp, | > % — € IITO UMIIIMIINPA [1a j&

1 Mt
oo = = (=) Jeal

Caja, 3a JTOBOJbHO MAJIo € 100ujaMo 1a je |¢,, (2 — a)™| > 13a k > ko mTO 3HAYM /14 OTIITH
uIIaH pefia » - o Cn(2 — @)™ He TeKN HyIM Ma OH AUBEPrUpA. O

15 Niels Henrik Abel 1802-1829, HopBeIIKU MaTeMaTHIap.
16 Jacques Salomon Hadamard 1865-1963, gpaHIycku MaTeMaTH4ap.
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Bunumo na Komm-Anamapoa TeopeMa oapehyje CKOpo cBe TauKe TJe CTeleHH pel KOH-
Beprupa. JeauHe Tauke Koje HHUCY oOyxBaheHe TeopeMoM cy Tauke kpyxkuuie {z € C |
|z —a| = R} u'y mwuma Tpeba I0AaTHO MPOBEPUTH KOHBEPreHImjy. Kako HAC yriaBHOM
3aHMMajy ocoOuHe (yHKIMja Ha OTBOPEHHUM CKYIMOBMMA, HajBehW OTBOPEH CKyN Ha KOjeM
CTETICHH PeJl » - ¢y (2 — @)™ KOHBeprupa je Kpyr ca [eHTPOM Y a MOJIyIpedHuKa R,

Hedununuja 5.4. Kowucitianiiy R = ( lim {/ \cn])_l Ha3ueamo HoayiupeuHux KoHeepeeHyuje a
n—oo
ckyi {z € C | |z — a|] < R} kpye unu obnacii konsepenyuje citieiieno pega y -, Cn(z — a)".

IMTomohy BajepmitpacoBor kpuTepujyma, 1ako MOXe Ja ce TTOKaxke Ja CTENeHu pell KOH-
BEPrupa arcoIyTHO U PABHOMEPHO HA CBAKOM KOMITAKTHOM IOTCKYITy Kpyra KOHBEPIEHIIH]E.
Caja HaBOAMMO TIPUMEDP KOJU WIYCTpYje MpakTuuny npumeny Koiu-Aamapose Teopeme.

Ipumep 5.2. Ogpeguiniu wauxe y Kojuma cilieiienu pegosu y n—:l’ > o2 o nz" Kongep2upajy.

Pememe: Ha ocHoBy Kommm-AnamapoBe Teopeme, 0b6a pena KOHBeprupajy Ha ckymy U =

{z € C||z| < 1} a muBeprupajy na {z € C | |z| > 1}. Ocraje I[d npOBepHMo 1ITA Ce JeIaBa
ca taukama z € C e je |z| = 1. 3amenom z = € pen > .

n=0 n+1
i ey Z cos ny + i sin ng
n+1 n+1 '
n=0 n=0
Kako peZ[OBI/I peanHux GpojeBa » -, Sl ch%o Sifff KOHBEPTUpajy 3a cBako ¢ (Jupux-
neoB'” KPUTEPHjyM), 3aK/bYUyjEMO Ja Pl Y~ =5

3aMeHOM z = €' pen y - nz" moctaje

Z nem? = Z(n cos ny + isinney).

n=0

Kako He HOCTOjU ¢ TaKO [a PeIOBH y - MCOSNY Uy nsinng obda KOHBEPrUpajy,
3aKJbYUyjEMO [1a pell » -, nz" He KOHBeprupa HH 3a jefHO z TaKBo Aa je |z| = 1. [

Teopema 5.10. CeaKu citietienu pegq ZZOZO cn (2 — @)™ uma na kpy2y Koneepzenyuje apuMuitUeHy
dynryujy Y7 T (z —a)™*,

Moka3s: Jlokaxxumo 1a 3a GyHkumjy f(z) = Y cn(z — a)™ Ha Kpyry KoHBepreHumje U =
{z € C| |z — a| < R} Baxe ycnou Jleme 4.1.
Ipro, ¢yuukuje f,(z) = c,(z — a)™ cy HempexuaHe 3a cBako n € INy. Kako crenenu

pel paBHOMEPHO KOHBEprupa Ha CBaKOM KOMIIAKTHOM MOTCKYIy ckyna U, mo Teopemu 5.3
¢dbyHKIMja f je HEeMpeKUIHA Ha CBAKOM KOMITAKHOM TIOTCKYITY cKyna [/ Tla caMUM THM U Ha U.

Hpyro, 3a cBaku Tpoyrao A\ KOju KOMITAKTHO MpUIaga odmactu U4, kaxko je f paBHOMEPHO
HemnpekuaHa Ha 0\, Baxke ycinoBH Teopeme 5.4 ma je

%fdz = %icn(z —a)"dz = i%cn(z —a)"dz=0
on on =0 =05

pu ToM, GyHKIHje f,,(2) = ¢,(z—a)™ cy ananutuuke Ha C 3a cee n € N ma cy mo Konujesoj

Teopemu o Tpoyray 4.4 UHTErpau f cn(z — a)"dz jerHaku HyIH.
BYN

17 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859, HeMauku MaTeMaTHIap.

77



Haxne, ucnymenu cy ycnoeu Jleme 4.1 ma ¢yHkigja f Ha Kpyry U UMa MPUMUTHBHY
HKIIM]Y ATy ca:
¢yHkuMjy naty

/f dg—/zcn —a”dgéi / —a)"dgzicn%.
[a,7]

n=0 n=0

[a,2] " [a,z]

V jemHakocTu (), 3a MPOU3BOJBHO 2 € U, CETMEHT [a, z| KOMIAKTHO MpUMaga ckymy U ma
pen Y -, ca(z — @)™ paBHOMEPHO KOHBEpPrupa Ha [a, z] IITO 3HAYM ja HA [a, 2] MOXKE 1A ce
HUHTEPrpalid WiaH 1O YJIaH. [

[MTpumerumo 112 je TpuMUTBHA (DYHKIIMja CTEICHOT peja Takohe CTEMEHH Pel IITO UMILTH-
Upa Jia MPeTXOAHU TPOIeC KOHCTPYKITHj¢ MPUMHUTHUBHE (PYHKIIMjE MOXKEMO Jla UTCPUPaMO
MMPOM3BOJbaH OpOj TyTAa.

Teopema 5.11. Cyma citietienoé pega je anamuiiuuka Qynkyuja na Kpyey Konsepzenyuje.

Hoka3s: [Jla 6u mokasamu ga je dynkumja f(z) = Y ¢,(z — a)" aHanmuTHUKa, HoKazaheMo
Jla OHA UMa M3BOJ] HA KPYT'y KOHBEPIeHIMje. YOounMo HhyHKIH]y

)= Z nep(z —a)" L.

ITo mperxomHoj Teopemu, oBa (PyHKIIMja HA CBOM KPYTy KOHBEPIEHIM]E MUMa MPUMHUTUBHY
dbyHk1IMjy 1aTy ca

o0

=Y T = Y e ) = ) e

n=1 n=1

Hakne, yuxiuja f(z) — co, ma camum TaM 1 f(2), ©Ma U3BOJT KOjH je jeaHak p(z) Ha KpyTy
KOHBepreHuuje pefa » o ne,(z — a)™ 1.

i /] = (i, 90 (J, VTl = g ]

n—o0

Kako je

penoBu Y .o ney(z —a)" P u > .2 ¢,(z — a)" nMajy ucTe KpyroBe KOHBEPTeHIMje U THMeE
j€ TeopeMa JioKas3aHa. ]

Hocaemuua 5.4. Citieiienu peg Ha KpyZy KoHEepZeHYUje Modice ga ce qughepeHyupa wiak o uian
ipoussoman Opoj iyia ij. Ha KpyZy KoHeepZeHyuje, CilieiieHu peq uma uzeoq apou3eobHos peqga.

Hoxka3: M3 qokasa nmpeTxogHe TeopeMe BUTUMO Ja je:

(Satemar) ~Sntem =5 ey

a pen U3BOAa MMa MCTU KPYT KOHBEPTeHIIMje Kao MOJIa3HU pel IITO IO MPETXOTHO] TeOpeMu
UMIUTUIMPA [1a U pell U3BOMIa MOXe JaJbe /1a ce nudepeHIpa Ha UCTOM CKYITY. [

Jaxie, kao M peajTHe aHATUTUYKE (QYHKIMje, aHAIUTUYKE KOMIUIEKCHE (YHKIHje CY
oeckoHauno C—mudepennujabmnne. CTyaeHTHMa 3a BexOy OCTaBIbaMoO Ja WHIYKITH]jOM

JIOKaXxy ja je:
= ® & n! i
(ch(z—a) ) :chm(z—a)

n=0 n=k

3d CBAKO 2 U3 Kpyra KOHBCpI‘eHI_[I/Ije HATOI CTCIICHOT PEaA.
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5.2 OcoOune anauTHYKUX QyHKUHUjA

Y 0BOM 0/IeJbKYy HABOAUMO OCOOUHE aHATUTHYKUX (PYHKIM]a KOje ¢y Mocneaniie MoryhHocTu
IbUXOBE JIOKalTHe TpaHcopMalrje y KOHBEPIeHTHH CTETIeHU Pell.

Teopema 5.12. Axo je ¢pyuxyuja f anamimiuvuxa na oonaciiu D waga, 3a aposusowsno n € NN,
dyuryuja f™ je marxohe ananuitivuka na o6naciu D.

Hoka3z: ITo TejmopoBoj Teopemu 5.5, 3a MPOU3BOIBHO 2y € D moctoju Kpyr U ca LIEHTPOM y
TaukM 2o Ha KojeM je ¢hyHKIMja f jemHaka cymu cBor Tejmoporor pena. Kako mo ITocnemuim
5.4 cTemeHU pe Ha KPYTY KOHBepTeHIHje UMa U3BOJI POU3BOJLHOT pefla, UCTOo hie 1a Baku U
3a pynknujy f. Haxne, 3a mpousBosbHO 1 € N, Hd oKoNuHU U Tauke 2y noctoju u3soy f 1)

dynkumje f mro mo Teopemu 2.8 3naun 1a je f) ananuriaka y 2. O]

Iocnenuna 5.5. Hexa je f nenpexugna na oonacimiu D. Axo ¢pyuxyuja f uma na ooraciou D
apumuiniueHy gyuryujy, waga je [ ananuiguura va D.

Hoka3z: Kako je mo mpermoctasim F'(z) = f(z) 3a cBe z € D, pyukimja F' uma u3Box Ha
obnmactu D ma je ananmutuuka Ha D. Tajga, mo NPeTXOAHO] TEOPEMH, U HheH U3BOJ] OJTHOCHO [
je anamutruka Qynkimja na D. [

Oga mocneaunia Takohe TBpaW Aa (PyHIKU]je KOje HUCY aHAJIUTHIKE Ha HEKO] o0IacTh
HeMajy IPUMUTUBHY QYHKIH]Y Ha TOj o61actu. Ha mpumep, f(2) = Z nema Ha C npuMUTHBHY
$byHKIM]Y. AHATUTHYHOCT (PYHKIM]A U BUXOBUX M3BOJIa HAM J1aje jOIIl jeJaH KPUTEPUJYM 3a
MpOBepy aHATUTUYHOCTU Heke (YHKIIHje.

Teopema 5.13. (Teopema Mopepa'®) Axo neiipexugna pynxyuja f na obnacimu D uma ocobumy
ga je men uitiecpan o Zpanuyu ceaxKos wpoyia Koju Komiakimmo ipuilaga oonacitiu D jeguax
Hyau, thaga je [ ananuiauuxa na D.

Joka3s: Heka je zop € D mpousBosbHo. [lo Jlemu 4.1, dpyukuuja f ua xpyry U = {z € C |
|z — 20| < R} C D uma npUMUTUBHY GYHKIIH]Y ATy ca

/ G
[20,2]

Ma Ha OCHOBY TIPETXO/IHE TIOCTIC/IUIIE, [ j& aHAIUTUYKA HA (A 1Ta CAMHUM THM U Y 2. [
Cana HaBoIMMO TeopemMy Koja HaM omoryhasa ja GpyHKIujy passujamo y TejmopoB pen

Kao IITO CMO HABUKIIN Y PEaTHOj aHAJIU3H.

Teopema 5.14. Hexa je ¢ynxyuja [ na kpyey U = {z € C | |z — 2| < R} jegnaxa cymu
KOHEEPZenilino2 Cilielienos peqga

oo
Z cn(z — 20)"
n=0
Taga, 3a ceée n € Ny, koepuyujenitiu c, Moy ga ce uspauynajy iomohy gopmyne:

f(n) (20) |

Cp — |
n:

18 Giacinto Morera 1856-1909, HTamMjaHCKU HHKEHEp U MaTeMaTHUAD.
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Joka3s: Kako je pyHKUMja [ jeqHaKa CyMH KOHBEPIEHTHOT CTEIIEHOT pefa » o o ¢, (2 — 2)"
Ha o6macTu U, o IMocneaum 5.4, 3a mpomssossHo k € INg Ha ckymy U moctoju f*) omrocHO
Ha CKymy U pern y - cn(z — 2p)" MOXKe a ce audepeHnpa wial no wia k myrta. Taza je:
o0
/ (k)(z) = Cn

n=~k

n! e
—k)'(z — z)"F

(n —
1a, 3aMEHOM z = 2( y NIPETXOIHO] jJeTHAKOCTH, TO0HjaMO
F®(20) = crk!
YHME j¢ TeOpeMa JIOKa3aHa. [
Ipumep 5.3. Pazsuitiu y citieiienu peq pynkyuje €, cos z, sin 2.

Pememe: CBe Tpu (yHKIM]e Cy aHATIUTHYKE HA II€JI0] KOMITICKCHO] PABHU A MOXEMO Ja
MMOTPaXXUMO HBHUXOB T€jIopoB pa3Boj y HYJIM ¢’TUM IITO heMo KoepHIIHjeHTe CTENEHOT peaa
Ja padyyHaMmo 1o GopMYIIH U3 IIPETXOTHE TeopeMeE Tj.

Kana u3zpauynamo n—Tu u3Boa 1aTux GyHKIHjA Y HYJIU JOOHjaMO:

z\(n) _ 0 _ a3 z _ ﬁ
(e)"™(0)=e"=1 mnaje 6_;71!’

0, n=0 mod4;
1 n=1 mod 4; - P
: (n) _ ) ’ . . _ I B Y
(sin 2)'™(0) 0. n=2 mod 4 maje sinz z%( 1) CES

—1, n=3 mod 4,

Kako je sin’ 2 = cos z a cTeneHu pex Moxe Ia ce TudepeHLrjpa uiad Mo 4laH Ha o0IacTu
KOHBEPTEHIH]€e, ToO0ujaMo J1a je:

0 2n
n 2
cos z = E (—1) @)
n=0

O]

OBzie HABOAMMO jeHY BPIO JICYy WIyCcTpanujy Koja he jgogaTHO jga HaM TOMOTHE J1a

pasymemo OjnepoBy popmyny. Ako m3pauayHamo e'*, anmu momohy cyme oaroeapajyher cre-
MIEHOT pefia, T00ujaMo:

) e P e QZ’ e 4n+1 > x4n+2 & 1,411—4—3
i — ~1 BN P E - -
‘ ; nz:% “; dn+1 ;(4n+2)! Z;(éln—l—?))!
i 4n i 4n+2 ) 4n+1 i I4n+3
= (S R
| |
— ( “—~ (4n+2) (4n+1)! “— (4n +3)!
e . xQn » . CBQn+1 o
:Z(—l) (2n)' +’LZ(—1> m = COST +18Inx.

n=0

Kao mro cmo Beh Buaenu, koehunmjeHTH TejiopoBoT pesia Npe/cTaBibajy CBOjeBPCHY UH-
BAPHJAHTY aHATUTUYKUX (PYHKIM]a HE3aBUCHY O] TTOJIYITPEUHUKA KPYyra Ha KOjeM Ce pauyHajy.
Vnopehupamem koeduimjeHaTa crerneHor peaa u3 Tejmopose Teopeme 5.5, n Teopeme 5.14,
T00HjaMO BPIIO IMMPAKTUIHO TBpHeme KOMIUIEKCHE HHTETpallHje.
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Teopema 5.15. (Youwitiena Kowwjesa uniieZparna gpopmyna) Hexa je [ ananuitivuxa na
obnaciiu G u nexa je D obnacii warxea ga 0D popmupa konauno mMHoZo 3ailieOpeHUX KPUBUX U
nexa je D C G. Taga, 3a céaxo z € D sascu:

n n! f(§)
fl )(Z):%%de
oD

ege cy kpuse cpanuye 0D opujettiucane wako ga uxosum odunackom iwauke ooaactiu D ocitajy
ca niege ciipamwe.

Hoxa3: Heka je z € D mpousBossHo uld C D kpyr ca ieHTpoM y 2. Tajaa, pyHKIHja %

je aHanuTHuKa Ha obmactu D \ U 1a je mo Ommroj Kommmjesoj Teopemu 4.12:

0= % (5_ n+15 j{ _ n+1f j{ n+1
a(D\U)
f e 7{ S

oD

MITO UMIUTHIIAPA /14 je

Kako je mo TejmopoBoj Teopemu 5.5, dyHknumja f Ha Kpyry U jemHaka cyMu cBor TejimopoBor
pena, \BEeroB n—TU KOeQHIHjEHT ¢, je jenHaK:
1
L 5O,
21 J (€ — 2)ntt
ou

a o Teopemu 5.14, ucTr 0Baj KOCPUITHJEHT je jeTHAK

YHME je TeOpeMa JOKa3aHa. []

COb z

I[pumep 5.4. Uspauynaitiu unitiezpan f dz sa apouszsowsno n € IN.

|2=1

Pememse: Oynkimja f(z) = cos z je anamutuuka Ha C a obnacr {z € C | |z| < 1} je jenno-
CTPYKO TMOBE3aHa TTa MOKEMO J1a TpuMeHnMo YormmuTeny Komujepy unTerpainy GopMmyny:

2rio =1 mod 4;

271 (n 1)!7
24, = O E o= T s = —2m . p =3 mod 4;
2" (z — ())n—1+1 (n _ 1)! (n—1)!
|2|=1 |2|=1 0, n=0 mod 2.

[l
Caz[a HAaBOJHNMO CBC 10 CaJad OITMCAaHC CKBUBAJICHTC AHAJIMTHYHOCTH KOMIIJICKCHEC (l)yHKI_[I/Ije.

Teopema 5.16. (Exeusanenitiu ananuiziuunocimiu) Hexa je [ geunucana na naxoj oxonuru
wauke z. Taga cy cnegehu ycnosu ekeusaieHItHU:

(R) f je C—gugpepenyujabuma na nexoj okonunu wauxe 2o,

(C) f Jje neipexugna na nexoj oxomunu U wwiauke 2y u reen uHimieZpan o Spanuyu céaKoZ
mipoyena Koju Komiaximino fdpuiaga oonacitiu U je jegnax Hymu;
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(W) @ynxyuja f moosice ga ce wipancghopmuwie y cilieiienu peg Ha HEKOj OKOIUHU TAUKe 2.
Hokas: Ipucetmo ce na je yciaos (R) nepunuimja ananutinyHoctd QyHKIH]E Y TAUKUA 2
(Jdedunummja 2.5).

(R)= (C) Kommujesa Teopema o Tpoyriy 4.4.

(C)= (W) Teopema Mopepa 5.13 u Tejnoposa Teopema 5.5.

(W)= (R) Teopema 5.11. O

burto koje om oBa Tpu TBphema MoXke 1a ce y3Me Kao JeUHUIMja aHATUTHYHOCTA KOM-
TUIeKcHe (BYHKIIMje U TaKO pa3BHje IEMOKYIHA [0 caia nmpukasaHa teopuja. Tspheme (R) ce
HA3MBA AHAJIMTUYHOCT y PumaHoBoM cmucity, TBphee (C) ananutuunoct y Kommumjesom a
tepheme (W) amamuruunoct y BajepiutpacoBoM cMuciy.

Kao mro cmo Beh Bumenu, cTermeHu peloBU Ha KPyry KOHBEPTEHIIUje MOTY aa ce jude-
PeHIIMpajy WwiaH Mo WiaH Mpou3BoskaH Opoj myTa. Ha kpajy oBor omerbka, mokazahemo ma
(byHKIIMOHATIHU PETOBH aHAIMTUYKUX (PYHKIIHMja UMa]y UCTY OCOOUHY.

Teopema 5.17. (Bajepwitipac) Hexa je (fy,)new HU3 ynxyuja koje ¢y anauitiuvuke Ha o6aaciiu
D. Axko ¢ynxyuonannu peq:
=2_h(2)
n=0

PABHOMEPHO KOHBEPSUPA HA C8AKOM KOMIAKITHOM Hotlickyily obnactau D iwiaga:

(a) cyma pega je ananuitivuxa (pynxyuja na ooaaciiu D,

(0) Pynxyuonanuu peg mosice na D ga ce qughepenyupa unan o unraw fipouszso.sar 6poj iya.

Z[oxa:v Heka je zp € D mpousBosbHA Tauka. Kako je 06IacT OTBOPEH CKYII, TIOCTOJH KPYT
= {z € C| |z — 20| < R} xoju xomnakTHo npumnaza o6nactu D. Tlo mpeTnocTaBiy pes
ano fn(2) paBHOMepHO KOHBeprypa Ha cKymy U a dyHKImje f, cy HempekumHe Ha U jep cy
1o TpernocTasiy aHanmutuake Ha D. Otyna, mo Teopemu 5.3, dynkimja f(z) = > o o fu(2)
je HerrpekuaHa Ha U.
Jasbe, HeKa je /\ POM3BOJBAH TPOYrao KOjU KOMITAKTHO Tpuiiana obiact U. Ilo mper-

MOCTaBLM pex » - fn(z) paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha A\, mto o Teopemu 5.4 UMILTHLIHPA
Jla OH MOJKe JTa ce MHTerpalld WiaH 1o wiaH Ha 0A. Ortyna:

Ipu ToM, cBr uHTerpamu § f,(z)dz cy Hyna no Koumjesoj Teopemu o Tpoyriy 4.4.
an

Hakne, pyHkuuja f 3amoBosbaBa yciaoBe TeopeMe Mopepa 5.13 Ha obmactu U ma je aHa-
JUTUYKA HAa U/ a caMUM TUM U Y 2.

Kaxo je f ananutuuka Ha obmactu D, oHa o Teopemu 5.12 uma Ha obnactu D U3BOJI
mpou3BOJbHOT pena. [lomTo je obnact U mpocto nmose3aHa, pyHkiuja f u cee hyHKUUjE [,
3aJI0BOJbaBAajy yclnoBe yommTeHe Komujepe uHTerpagHe popmyste 5.15 mITo 3HaUu 1a 3a CBAKO
2z € U 1ma caMuUM TUM H 3a Z( BaXH:

k! f(z
f(k)(zo) - %% (z — (Zo))”fJrl T omi fz (z — 20) k“ dz



ITpu ToM, pen » .-, % MOJKe [Ta € MHTETPAJIH WIaH 10 WiaH Ha OU jep je paBHOMEPHO

KOHBepreHTaH Ha OU (nokaszaTtu) a QyHKIH]je % Cy HempekuaHe Ha OU OJHOCHO HCITy-

HBECHU Cy ycioBu Teopeme 5.4. L

[MpuMeTHMO I1a ce MIPeTXOJHA TeopeMa JIoCTa pas3NMKyje o oArosapajyher kpurepujyma
mudepeHIpamba (GYHKITHOHATHUX peoBa peallHe aHaau3e. Y peajaHo] aHAJIU3U, Ja OU cyMa
pena ouna qudepeHnujaduTHa GyHKIH]a, 3aXTeBa Ce paBHOMEPHA KOHBEPICHITH]A Pe/la M3BOAa
Ha KOMITAKTHUM MOTCKymoBuMa. Takolje, ako xohemo ja oapeuMo n—TH U3BOJI peaTHOT
(hYHIIKHOHATHOT pejlia, TeopeMy O Au(epeHIMpamy MOpaMo Aa IpoBepaBaMo n—IyTa ITO Y
CITy4ajy KOMIUIEKCHUX pedoBa OUMIJIETHO HHje CITyua].

23"

Ipamep 5.5. HUspauynaimiu cymy pega’y - o n TR

Pememwe: [lonazumo o1 reoMeTpHjCKOT pema 1:2 =3 2" Tana:
1 oo
— n . .
TS = Z z (mudepeHmpamo);
n=0
1 oo
—_— = nz"t MHOHMO €a 2 );

z oo
(1—22 > _n2"  (urbepermmpanmo):
n=1

1 oo
% = g n?z""!  (MHOXHMO ca 2);
-z
n=1

22+z e 2 n
T
n=1

Kako reomerpujcku pen uma obnact kouseprenuuje Y = {z € C | |z] < 1} u moxe Ha
0061acTH KOHBEpPTeHIInje a ce AU(epeHIMpa WIAH 10 YWIAH IPOU3BOIbaH OpOj My Ta, MOCIeIHbH
pex Y. n*z" KoHBeprupa 3a cako z € U nausa z = 5. Taja:

125 125

5.3 Teopema o jenMHCTBEHOCTH aHAIUTHYKE QPYHKIIH|e

V ommrem cnydajy, TipoBepa jeIHAKOCTH JBe (YHKIMjE CE CBOAM HA MPOBEPY BPEIHOCTH
(dbyHKIIMja y cBakoj Tauku goMeHa. MehyTtum, moceOHe rpaHe mMaTeMaTHKe HMMajy CBOje
crierudruHe GYHKITHje Kao U CTIEIHjalTHe METO/Ie 3a IPOBEPY BbHUXOBE jeMHakocTH. Ha mpumep,
y JIuneapHoj anreGpH, 1a OU IPOBEPIITH jeTHAKOCT JBA XOMOMOopdu3Ma, mo OCHOBHOM CTaBY
Jluneapue anreOpe, JOBOJHHO je Ja TIPOBEPUMO Ja JIM CE OHU TIOKJanajy Ha Oa3HUM BEK-
TopuMa. AKO MPOBEPABAMO jETHAKOCT TOJIMHOMA CTETICHA N, JOBOJBHO je Jia TIOKAXEMO Ja
ce TIOJIMHOMU ToKJamnajy y n + 1 cnenuduyHux Tayaka (Ha IpuUMep y Hylama U JOIl JeIHO]
POU3BOJBHO]). Kako cy creneHu penosu

cn(z—a)"=cyt+ci(z—a)+e(z—a) 4+ +ep(z—a)" +---

n=0
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jeIHa reHpaIM3aluja MOJIMHOMA, POCTa MHTYHUIIN]a HAC HABOAM HA 3aKJbYUak: Aa OU mokazanu
JEIHAKOCT [1Ba CTeMeHa pela OJHOCHO jeTHAKOCT BUXOBUX KoeullMjeHaTa, JOBOJHHO je Aa
MOKAXEMO J1a CE PEOBU MOKIIanajy y mpedpojuBo MHOTO Tauaka. Ha kamoct, anrebapcku
MPUCTYT OBOM MPOOJEMY TMOJpa3yMeBa pelraBarbe JIMHEAPHOT CUCTEMa TTPeOpOjUBO MHOTO
jemHaunHa ca MpeOpOjuBO MHOTO HEMO3HATHUX INTO j¢ MAMYTCKU MaTeMaTHYKH TPOOIIEeM.
Ha cpehy, y ciyyajy KOMIUTEKCHUX CTENEHUX PEeqoBAa OQHOCHO AHAUTUYKUX KOMITIEKCHUX
¢dbyHKIIMja, TTpoOIEM je peImuB 300T jaKo JIENOr CBOjCTBa KOje€ MMajy HyJe aHATUTHUKHX
dbynkumja.

Teopema 5.18. Hexa je a € C nyna ¢pynxyuje [ xoja je ananuiiuuxa u Huje ugeHmu4Ky jegHaxa
Hyau Ha Hekoj oxoaunu U thauke a. Taga docttioju jequucitieeno n € N iiaxo ga je 3a cée z € U

f(z) = (z = a)"p(2)
2ge je p (hyHKyuja xoja je aHanuliuuKa u pa3iuduita og HyJje Ha HeKoj OKOIUHU THaqKe q.

Hoxka3s: ITo TejmopoBoj Teopemu 5.5, aHamuTHUKa GYHKIM]A f je jemHaKa CyMu cBOT TejimopoBor
pena Ha xpyryU = {z € C | |z — a| < R} T1j. Baxu 1a je:

f(z) = ch(z —a)" 3acBez€E€U.
n=0

U3 ycnosa f(a) = 0 mobujamo n1a je ¢g = 0. Kako mo mpermocraBiu f Huje jeqHaka HyJIn
y CBaKkoj Tauku ckyma U, G6ap jemaH KoeUUMjeHT pena » .-, C,(z — a)” je pasmuuut ox
HyJIe jep OM y cynmpoTHOM (yHKIMja f OWIa MOSHTUYKU jemqHaka Hynu Ha U. Jlakite, mocToju
no = min{n € N | ¢, # 0} uny > 1 mro 3Hauu 1a je 3a cBako z € U

J(R)=) calz—a)" = (2 =)™ Y Cugin(z — )" = (2 — )" p(2).

n=ng

ITpu Tom, dyHKIIMja  je cyma KOHBEPTEHTHOT CTENeHOT peja na je mo Teopemu 5.11 ana-
mutryka Ha U. Kako je ¢ w Henpekuana Ha U u p(a) = ¢,, # 0, mocroju okonrHa V Tauke a
Tako ma je p(z) #03acBe z € V. O

Crneneha mocnenuia jako JIero oJpakaBa CyIITUHY MPETXOIHE TeOpeME.

IMMocaenuna 5.6. Axo je ¢pynxyuja f anamisivuxa na U u nuje ugenitivuku jeguaxa nyau na U,
waga cy cee nyae Qyukyuje f na cxyiy U uzonosawme ij. dociioje OKPeHe OKOIUHE HYAd HA
Kojuma je pynkyuja f paznuquitia og nyse.

OBne yoyaBaMo joll jenHy ¢yHaaMeHTanaHy pas3nmuky m3mehy C—mudepeHiujabumHux
KOMIUIEKCHUX (PyHKIIHMja ¥ peaTHuX maudepeHnujadunHux dyHknuja. Ha mpumep, peanna
. - 2 1 . 1
dynxmmja f(r) = x°sin ; je nupepenuujabumrHa Ha ]R QI CKYIT BeHUX Hyna {= | k€

Z\ {0}} U {0} uma x = 0 xao Tauky HaroMunaBamwa 1j. © = 0 HUje H30J0BAHA HYIIA.

Teopema 5.19. (Teopema o jeguncitieenociiiu ananuiiiuuxe gyuxuyuje) Hexa cy dpynxyuje fi u
fo ananuitivuxe na oonaciiu D. Axo ce ¢pynuxyuje fi1 u fo toknaiiajy na cxyiry € koju uma d6ap
Jegny wauxy nacomunasarea y ooaactiu D, wwaga ce fi u fo doxknatajy na yerom ckyiay D iij.
fi1(z) = fa(z) 3a cee z € D.
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Hoka3: Heka je a € D Tauka HaroMWiIaBama ckyna €. Oynknuja f = fi; — fo je aHaIUTHUKA
Ha obmactit D ma camuM TuM 1 HeripekuaHa Ha D. Heka je F = {z € D | f(z) =0} C &
ckym cBux Hyna ¢pyukuuje f. Kako je D 0TBOpEH CKyII, IOCTOJU HU3 (2, )N TAUAKA CKYyIMa
D N & xoju KoHBeprupa Tauku a. M3 HempekugHocT GyHKIUje f Yy TAUKH a CIISIU Ja je

fla) = Jim f(z0) = lim (fi(z0) = folz0) = Jim 0=0.

Tana, a € D Huje u3oI0BaHa Hyna ¢pyHKIHMje f Koja je aHanmuTHuka Ha D. To 1o mpeTXoIHO)]
TOCTIEIUIN UMIUTAIIMpPaA fa TocToju okomuHa V' C D tauke a TakBa ma je f(z) = 0 3a cBe
z € V. Oryna V ND je HenpazaH MOTCKYM CKyma J MITO UMIUTAIIPA JIa YHYTPAIIHOCT CKYITa
F y pematuBHOj Tomonoruju obaactu D, y o3Hamu JF°, HUje TTpa3aH CKYIIL.

VHyTpammocT ckyna je 1o JehUHUIIjU OTBOpeH ckym. Ilokaxxumo ma je F° 3aTBOpeH
Tj. 1a F° caapKu CBe CBOje Tauke HaroMmiaBama. Heka je z € C Tauka HaroMuiaBama
ckyna JF°. To 3HauM ma MOCTOJU HU3 Tayaka CKymna J° KOJU KOHBEprupa Ka 2 IITO 300T
HempekuaHoctu pyHkuuje f ummmuimpa aa je f(z) = 0. To 3HauM Aa 2z HUje U30JI0BaHA HYIA
ananmutuuke Gynknuje f mrro o [Mocnenuiu 5.6 UMIUTUITMPA Ja TOCTOjU OKOJIMHA V), Ha KOjOj
je bynkmmja f jemnaka nymu. Jaxme, V, N'D C F mro 3Hauu Ja je z € F°.

Haxkne, F° je OTBOPEH M 3aTBOPeH TOTCKyn oonactu D. TlpuceTuMo ce TeopeMe Kojy CMO
JIOKa3au Ha YBOJHUM TipefaBamuMa, Tema Obnactu rpanuiie U kpBe: Axo je D moBeaszaH
cKyn U A Hempa3aH IMOTCKYII CKyIa [ KOjH je Y pellaTUBHO] TOIIOJIOTUjU IpocTopa [ oTBOpeH
u 3aTBOpEH, Taga je A = D. Kako je D noesaH ckym a J° Hellpa3aH, OTBOPEH U 3aTBOPEH Y
pEIIaTUBHO] TOMOJIOTUjU IpocTopa D, 3akibydyjeMo aa je F° = D. ]

Haxie, ma Ou ToKa3aIM jeTHAKOCT ABE aHAIUTHYKe (PYHKIIM]e Ha OOJIACTH TOBOJBHO je J1a
MTOKa)XKEMO J1a CC OHE TIOKJIanajy Ha mpeOpojuBOM CKYITy KOjU MMa 0ap je/lHy TauKy HarOMUIa-
Barba Koja mpurraga odmactu. OBO OUNTIICAHO HE MOPa J1a BaXKH 3a pealtHe TudepeHIIN]a0uiTHe
dynxumje. Ha npumep, dyrkuuje f1(x) = 2?sin 1 u fo(x) = 2°sin 1 cy nudeperuujabunne
Ha R 1 noxnanajy ce Ha cyny { ;- | k € Z \ {0}} anu cy ounrnenso pasnuunre.

Capa ce ¢pokycupaMo Ha HyJle aHATUTHUKUX pyHKOHja. [Ipumernmo ga ce mo Teopemu
5.18, Hynma aHaMUTHUYKe QYHKIMje TIOHAIIA Kao Hyma momuHoMa Tj. u3 f(a) = 0 cuemnu cBo-
jeBpcHa IepUBOCT QyHKIMjE [ MOMMHOMOM (2 — a)". MOTHUBUCAHU OBOM OIICEPBAIMjOM
yBeauMo cienchy pepunuimjy.

HMedunnunuja 5.5. Hexa je f ananuimivuka na nexoj oxkonunu wwiauxe a. Peq nyne z = a ¢pynuxyuje
f je peq najmareZ uzeoga pyuxyuje f xoju je paziunuiti og nye y wauxku a. Ipeyusnuje, a je
nyna pega k ¢pynxyuje f axro je

fla)=f'(a)=f"(a)=--=f*Da)=0 u [P(a)#0.

Axo je f aHanmMTMYKa HA HEKO] OKOJMHM Tayke a, Taga 1o TejaopoBoj Teopemu 5.5
MMOCTOJU OKONMHA {/ Tauke a Ha K0joj je pyHKkimja f jenHaka cBojeM TejmopoBoM pa3Bojy ma
je mo Teopemn 5.14

f(z)= i%(z— a)" 3acse z€U.

n=0

Tana, axo je a € C nyna pena k ¢yHkmmje f, mpBu koedpuijeHT TeropoBor pena Koju je
Pa3IUYUT OJT HYJIC j€ ¢k, MITO 3HAYM Ja GyHKIMja f HAa OKOJIMHU Tauke a uMa (hopMmy:

f(z) = Z cn(z —a)" = (z — a)* Z Chin(z —a)".
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Kako je dyHukuja ¢(z) mo Teopemu 5.11 anamutnuka Ha U u ¢(a) = ¢ # 0, moGwm cMO
npBH 1eo crneacher TBphema.

Teopema 5.20. Heka je pynyuja f ananuiiuuxa y wiauxku a. Taga, a € C je nyna pega k > 0
Qyuxyuje [ axxo doctwioju ¢pyuKkyuja p Koja je aHaMUiBUYKA u pa3iuduiia og Hyae y wavku o
waxea ga je

f(2) = (z = a)*p(2)

HA H€K0j OKOJUHU THAauKe Q.

Jloka3: Y cympoTHOM cMepy, ako je f(z) = (2 — a)¥¢(z) Ha Hekoj okonuuu U Tauke a Tae
je ¢ aHamutuuka U, no TejnopoBoj TeopeMu 5.5 Ha ckymy U (yHKLHja ¢ je jemHaKa CyMU
KOHBEPTEHTHOT CTETEeHOT pera 1a je

o(z) = ch(z —a)".

n=0

k

[pu ToMm, ¢y # 0 jep p(a) # 0. BameHom y jenHakoctu f(z) = (z — a)"¢(z) mobujamo na je

f(z) = Z cn(z —a)"t = Z Cnn(z —a)".

Kako cy koedurjenTn TejmopoBor pa3Boja aHaTUTUUKe (PYHKIIM]E Y OKOJIMHHU TaUKe ¢ JeIUH-

cTtBeHH U 110 Teopemu 5.14 ce pauynajy momohy dopmyre ¢, = ARG 3aKJbyUyjeMo J1a je:

n! 2

fla)=f'a)=f"(a)=---=f* D) =0 u fPa)=c#0.

Ipumep 5.6. Ogpequitiv peg nyne z = 0 gynxyuje f(z) = sinz — z.

Pememe: Kako je f/'(z) = cosz — 1, f’(z) = —sinz, f"(z) = — cosz mobujamo 1a je
f(0) = f'(0) = f"(0) =0wu f(0) # 0 ma je pex vyne z = 0 pyuxmje f jeanak 3. O

Ha xpajy oBor ozeipbka, aHanmu3upaheMmo ITa ce JeraBa Kaja je BpeAHOCT (QYHKIHjE Y
OecKOHaUYHOCTH jegHaka Hymu. Ilpucernmo ce na je mo Jdedununuju 2.6 ¢hyHKIMja f aHam-

UTHYKA Y 2 = 00 aKko je g(z) = f (%) aHaMUTUYKa y HyIu. Tama, 2 = oo je Hyna pyHKIHje

p — 1 _ ; p ; . p p p
Jf akko w = - = 0 je nyna dynkumje g. Otyna, cBa TB]lolje}M OBOT 0Oj/ieJbKa MOXEMO J1a
(bopmyHIIIEMO U 34 HyIly 2 = 00 /¢ (2 — a)” MemaMo ca - = 2~ .

Z"
Teopema 5.21. Hexa je ¢pynyuja [ ananuiiuuxa u jegnaxa muyau 3a z = 0o. Axo ¢pynxyuja nuje
UGEHTTIUYKU JegHaKa HYIU HA OKOIUHU THauKe 0o, Hocilioju jequucitieeno k > 0 u ¢hyuxyuja p xoja
Jje ananuiiuyKa U pa3iuyuiia og Hyne y HeKoj OKOJUHU flayke z = OO WIaKsd ga je

F(2) = 2%p(2).

5.4 Anpokcumaije KOMIUIEKCHUX (pyHKUHja

Kao u ca peanum ¢QyHkimjama, y cBUM IIpUMeHaMa BaH MaTeMaTHKe ITOCTOjH IoTpeba aa
ce paau ca NpUOJMKHUM BPEIHOCTHUMA KOMILIEKCHUX OpOjeBa OJTHOCHO ampoCKMMaldjaMa
koMmIutekcHUX pynknmja. Kako cBaka koMriekHa pyHKIIM]a ©Ma Kao KOOPJMHATHE (DYHIIKH]C
peanHe (pyHKIIMje ABE TTPOMEHIBUBE, CBE TEXHUKE alPOCKUMalIMja peaTHnX (yHKIHMja MOTY Aa
ce MPUMEHe Ha alpOKCUMallije KOMIUIEKCHUX (DYyHKITH]a.
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Y oBOM ofesbKy hemMo ma aHaTM3upaMo almpoKCUMaIlije KOMIUIEKCHUX (PyHKITH]a (CIeIu-
JalTHO, aHATUTUYKUX (DYHKIUja) pallMOHATHUM KOMIUIEKCHUM (hYHKIIMjaMa U MIOJIMHOMHUMA ca
KOMIUIEKCHUM KOS(hHIMjETUMA Ca IIUIHEM Ja JTOKAKEMO OCHOBHY TEOPEMY TEOPH]je alipOKCH-
MaIje KOMIUICKCHUX (yHKIUja, PyHreoBy Teopemy.

HMedunnunuja 5.6. Kaosicemo ga ¢pynxyuja f - D — C moonce ga ce pasnomepro aipokcumupa
payuonanom Qyuxyujom (onunomom) va cxkyily K C D axko 3a ceako € > 0 focitioju
payuonanna yukyuja (domunom) g - D — C wwaro ga je:

sup [f(2) —g(2)| = ||f — gllx <
zeEK
[MpumeTnMo na meduHUINja paBHOMEPHE allpokcuManuje pyHknuje f Ha ckymy X MHOTO
nmotceha Ha medUHUITH]Y paBHOMEPHE KOHBEpreHIHje ((YHKIMOHATIHUX HU30Ba Ha cKymy K.
. . 1

[TaBuiire, ako 3a mpousBosbHO n € IN ofpenumo GyHKIW]Y g, TakBy aa je ||f — gu||x < =
no6ujamMo pyHKIMOHATHU HU3 (g, )neN KOjU PABHOMEPHO KOHBEprupa GyHKIuju f Ha CKyIy
K mTo noka3syje cnenche TBpheme.

Jdema 5.2. @yuxyuja f mooce na ckyily K ga ce pasnomepno aipoxcumupd payuOHAIHUM
Gyuxyujama (domunomuma) akxko docimoju Hu3 (Gn)neN PAYUOHATHUX GYHKYUja (HoIUHOMA)
Koju pagnomepHo Kongepeupa ynkyuju f na ckyiy K.

Kako Ha ckynmy K u3 paBHOMEpHE KOHBEPTEHIMjE HU30BA (Dp)neN U (¢n)neN CIETH
paBHOMEpHA KOHBepreHIuja HIu30Ba (P q)nen U (AP, + B¢y )nen 3a mpousBobHe o, § € C
(Anamuza 3), nobujaMo BpJI0O MpaKTUYHA TBphema TeopHje alpoKCUMAaIlHje.

Jdema 5.3. Axo gpyuryuje f u g mosy na ckyiiy K ga ce pasnomepno aapoxcumupajy payuoHaHum
Gyuxyujama (orunomuma), waga gpyuxyuje fgu of + Bg 3a apoussonnue o, B € C moly ga ce
DABHOMEPHO ATPOKCUMUPA]Y PAYUOHATHUM DYHKYUJAMA (TOTUHOMUMA).

Jlema 5.4. Axo je (fn)nen HUz ynxyuja xoju pasnomepho konsepiupa Gyuxyuju f na cxyity K
u ako gyuxkyuje f, Mo2y ga ce pagHoMepHo AUPOCKUMUPA]Y PAYUOHATHUM DYyHKYujama (Ho.u-
nomuma) na K, waga u cpanuuna gyuxyuja f modice ga ce pagnomepno aupocKumupa payuona-
Hum @ynxyujama (forunomuma) na K.

Cana ce ocBphemMo Ha ampoKcHUMalldjy aHAMUTHUUKUX ¢yHKIHja. Kao u MHOTE ocoOuHe
KOMIUICKCHUX (PYHKIIM]ja, alPOKCUMAlIIMja TIPE CBETa 3aBUCH OJI CKyIa Ha Kojem ce Bpiu. Ha
npumep, byukmmja f(z) = %je anayutiuka Ha ckynmy D = {z € C | 0 < |z| < 1}. Ako 6u
Ha D nocrojana meHa paBHOMEpPHA alrpoKCcUMaliija moJInHOMUMa, Tajaa O 3a € = % MOCTOjao

monuHOM p Takas aa || f — pl|p < % wto 6u o IMocaequnu 4.1 UMIUTUIMPATIO A4 je

f e

lv=1]|

<.

MeljytimM, Kako je MOIMHOM aHanuTU4ka ¢yHkiMja Ha C, MHTErpan mMoMMHOMA TO CBAKOj
3aTBOPEHO] KPUBO] je jeTHAK HYJIU T1a je

]{ (f —p)dz = f %—F ]{ p(z)dz = 2mi
|2j=1

|z|=1 |z|=1

1 Ty J0Ja3UMO OO KOHTPAJIUKIIH]e.
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Teopema 5.22. Hexa je pynxyuja [ anamuimivuxa va kpyZy U u nexa je K komiiaxizian GomcKyi
kpyeaU. Taga, pynxyuja f na cxyiiy K moorce ga ce pagnomepro aiapokcumupa ioauHOMUmMA.

Joka3: C’ 003upoM Ha 10 caja JokazaHa TBphema, OBo je mocta ounriteqHo. [1o Tejmoposoj
TeopeMH 5.5 cBaka (byHKIIM]a KOja je aHaJTUTHUKa Ha KPYTy, jeTHaKa je cyMHu cBoT TejiaopoBor
pena Ha ToM Kpyry. To 3Hauu 1a je

f(z) = ch(z —a)" 3acBe z€U.
n=0

a7re oo n . .
Capna, crenenu pen ano ¢n(z — a)™ je pABHOMEPHO KOHBEPTEHTAH HA CBAKOM KOMITAKTHOM
nmotckymy K C U mTo mo aeMHUIMU paBHOMEPHE KOHBEPIeHITHje (PYHKITHOHATHUX PeIoBa
3HAYM Aa GYHKIMOHATHH HU3 MMapIHjaTHUX cCyMa:

Sn(z) = ch(z —a)'=ctc(z—a)+e(z—a)+-+eu(z—a)

paBHOMEpHO KOHBeprupa ka GyHkuuju f Ha ckymy K. ]

IMocTaBipa ce mMUTAaHE KAKO TTPOIIUPHUTH AMMPOKCUMAIIH]Y MTOJIMHOMHUMA Ha CKYIMOBE KOjH
HUCY KpyroBu. [IpuMeTrMo 1a ako je (PyHKIIMja aHaIMTHYKA Ha KpYyrOBUMa KOJH ce CeKy, Taqa
TejmopoBoM TeopeMOM CKOpO J1a HUje MOoTyhe KOHCTpYUCATH CTENeHH pell KOJU ce MOKIIara
ca GpyHKIMjOM Ha YHUJU TUX kpyrosa. [akmie, Teopemom 5.22 cy omucaHe cBe MoryhHOCTH
armpoKCcUMaIifje KoMIuiekcHux ¢pyHkimja momohy TejmopoBux pegosa. 3aTo ce caja Bpahamo
WU3BOPHO] TEOPHjH.

IMpucernmo ce n3 qokasza Kommjese unrerpante popmyse 4.13 1a ako KpyBa y mapamMeTpu-
3yje TpaHUIly OTpaHUYCHE, JeTHOCTPYKO oBe3aHe oomacTu D Tako na Tauke oonactu D ocrajy
ca ’beHe JIeBe CTpaHe, Taaa je Y XOMOTOITHA HYJIM Ha CBAKOj 0071acTH § KOja KOMIIAKTHO CalIPKU
obnmact D. To cMo 00pa3TOXKUIN YHEEHUIIOM Ja MOXKEMO Ja KOHCTPYUIIEMO 3aTBOPEHY
KpUBY 7 Koja mpumnaja obmactu D M Koja ce Hala3W Ha PACTOjalmy € JeBO O KpUBE 7y
(mornenajte ['paduk 4.4).

Heka je cama K xoMmaKTaH IMOTCKYIT OTpaHUYEHe JeTHOCTPYKO moBe3ane obmactu D. Kako
je D otBopeH ckym a K 3aTBOpEH, pacTojame ckyma K u 0D je MO3UTUBHO Tj.
d(K,0D) = inf d(z,w)=r>0.
2€K,wedD
To 3HAUM a4 MOXKEMO [1a KOHCTPYHIIEMO KPHUBY 7y KOja ce Hajlasu JieBo o1 0D Ha pacTojamy
€ < T TaKo Ja 7y OrpaHNYaBa jeJHOCYTPYKO MOBe3aHy o0nact V koja caapku ckyn K u koja
j& KOMIIaKTHO caapkaHa y obaactu D kao mTo je wiycTpoBaHo Ha ['paduxky 35.

Tana, obnactu V, D u ¢pyHkImja f 3a10BoJbaBajy yciaose Kolmjese nuTerpaine popmyie
ITO HaM oMoryhasa aa cripoBeneMo cienehy KOHCTPYKIIH]y.

Teopema 5.23. Hexa je ¢pynxyuja [ ananuifivuxa na o0Zpanudenoj, jegHoCpyKo H06e3aHoj
oonacimiu D. Taga, ¢pynxyuja f moorce ga ce pagnomepHo ampoKcuMupa payuoHAIHUM QyHKYU-
jama Ha c8axom Komuaximinom doiwickyiy ooaaciiu D.

Hoxka3: Heka je K C D xomnakrtaH. Tana, kao mrTo cMo Beh BHOENH, MOCTOJH jeMHOCTPYKO
moBe3aHa o0macT V Kojy orpaHu4aBa Kpua <y Tako aa je K C )V u )V KOMIakTHO mpunaia
obnactu D. Ilo KomujeBoj materpamnoj dopmynu 4.13 Baxu ja je:

f(z)@]{g(_—g)zdf 3acBe 2z € K.
v
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I'padux 35: KomnakTtaH ckym K y jeTHOCTPYKO ITOBe3aHO] oOmacTu D Moxke Ja ce OKpYXKH
KPHUBOM 7 KOja je XOMOTOITHAa HylTi Ha D.

Bpatumo ce caja Ha moveTak MHTETPATHOT payyHa KoMmruiekcHuX gynkimja. [pucerumo ce
Jla je KOMIUICKCHU UHTETPaN YBEICH KA0 TPAHUYHA BPEIHOCT

[ = tim DICEEE

Y

To no meduHUIMM 3HAYM [1a 3a ¢cBako € > 0 mocToju 6 > 0 Tako 1a 3a cBe mozese P Kpuse
unju je mapamerap A(P) Mambu 011 § BaKU

‘ [ =Y s(@na
y k=1

< €.

IMoxaxxumo aa pyHKIMja f MOKE pABHOMEPHO J1a CE AMMPOKCUMHUPA PAITMOHATTHUM (DyHKITH-
jama o medununuju. Heka je € > 0. 3a mpousBosbHO z € K, 360r HHTerpana (), mocToju
0, > 0 Tako ma 3a cBaKy nmojeiy P KpuBe Y qIHjaMeTpa Mamer OJ1 0, BaXH

f(&k
M%S—QM }:&__A§‘<e

O3HAYNMO jeHY UHTErPAHY CyMy MHTErpaia (x) y TAukd z Koja OJroBapa TMOJEIH YHjH je

napamMeTap Mamwu OJ1 0, ca:
= f(&)
)=

3a cBako z € K, panmroHaiaHa QyHKIHja 0, je HEMPEKUIHA jep HU jeHa Tauka & He IpuIiaaa
ckyny K (& cy Tauke KpHBE 7Y) M 3a 2 = W BaXH

|[f(w) = o.(w)] < e

Kako je ¢pyHknmja f — 0, HempeKuIHa 3a W = 2, IOCTOjU OKOJIMHA U, TauKe 2 TaKBa Ja je:

|f(w) — o, (w)| <e 3acBe weEU,.

Cana, bamunmja {U, | z € K} je OTBOpeHHU MOKPUBAY KOMITAKTHOT CKyma K ma uMa KoHauaH
notnokpusad {U,, | i = 1,...,m}. Taga 3a ceako w € K mocToju paroHanHa GyHKIHja
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0., TakBa a je | f(w) — o,,(w)| < €. MehyTum, ako o GpyHKIMja OMHOCHO HHTETPATTHUX CyMa
Oayy -+ 0,, OHabepeMo GYHKIM]Y 0, KOja OAroBapa MoJet HajMamer mapaMeTpa, Taaa Mo
JeUHUIIN]U UHTETpAJIa BAXKU /1A j€:

If(w) — 0. (w)|<e 3acee weK

mTo 3Haun ja je || f — o, ||k < e O

IMpumeTnMO y ToKa3y MPETXO/HE TCOPEME /1a aKO CKyM K HHje KOMITAKTAH aJTi KOMIAKTHO
npuraaa obaactu D, oMmiucaHOM TEXHUKOM OU MOTJIH J1a OAPEINMO PAllMOHATHY (GYHKIIU]Y O,
KOja JOBOJBHO TOOPO anpokcumupa GyHKIH]y f y cBakoj Tauku 2z € K. OUurienHo 1a ako o,
oIroBapa MoJENH YHjH je TapaMeTap Mambu Of apaMeTpa MojieNle UHTeTpaTHe CyMe 0, , TaJa
0, 100po arpokcumupa GYHKIM]y f y Taukama 21 U 2o. OTyna, ako o7 CBUX alpoKcuMaluja
0.,3acBe z € K omebepeMo oHY Koja oroBapa MoIelIN HajMameT mapaMeTpa, oHa he ga Oyse
alpoKcHUMaIuja Ha 1meioM ckyry K. Hasenenu m300p ce mpaKTUYHO CBOAHM HAa HaTAXKCHE
MUHMMYMa ckyma {J, | z € K} anmu HUIITA HAM He TapaHTYje 1a OH YOIIIITE MOCTOjU.

Bumenu cMo 1a aHanmuTHYKe (PYHKIIMje HA KOMIAKTHUM ITOTCKYITOBUMA JeTHOCTPYKO IT0-
Be3aHUX 00JIaCTH MMajy paBHOMEpPHE allpOKCUMAIIUje pallnoHATHUM pyHKIjama. IToctaBiba
Ce MUTAILE JIA TN OBAKBE (DYHKIM]E MOTY JIa C& PABHOMEPHO AIMMPOKCUMHUPA]y U MTOTMHOMUMA
jep Cy TIONMMHOMHU CBAaKaKO TPaKTUYHUJU 3a paja. 3arto hemo caja jma ce Goxycmpamo Ha
AImpOKCUMaIIje paruoHaTHNUX (PYHKIH]jA TOTMHOMUMA.

Teopema 5.24. Hexa je V oZpanuuen ckyii iakas ga je mwe2og komittekmenii C \ 'V ilyitie-
_ . 1

suma wosesan. Taga, 3a ceaxo o € C\'V, gynxyuja f(2) = — mosice ga ce pasnomepro

aupoOKCUMUPA HOIUHOMUMA HA CBAKOM KOUAKTHHOM HOHCKYHY cKyia V .

Hoka3: Heka je K C V kommaktaH. Heka je S cKyIl ¢cBUX KOMIUIEKCHUX OpojeBa o € C
TaKBHX Ja QYHKIHja —— MOXe Jia ce PABHOMEPHO allpOKCUMHUpA TTOJTMHOMIMA Ha CKyITy K.
IMokaxumo 1a je S # (. Kako je V orpanuuen, nocroju o € C tako na je |a| > |z| 3a cBe
z€ V. Tosnaun 1a je |Z| < 13a3acee z € Vmaje:

n

1 e >z
a—z (1—— _ago_”_nz:oanﬂ'

Oryna, K je kOMaKTaH TTOTCKYT Kpyra KOHBEPTeHIIN]e CTETICHOT pejia ZZOZO —— nmano Teo-

. 1 .
pemu 5.22, GpyHKIMja — MOXe PABHOMEPHO Ja C€ alpPOKCUMHpA MOJMHOMHMA Ha K Tj.
aeS.

Heka jecana o« € Su § € Crako naje | — a| < d(«, K). Tana, 3a ce z € K Baxu 1a

je |8 — o] < |a — z| onnocHO |‘ﬁ ‘| < 1 maje:

7L

Lo ! _ Lyl
5—2_(04—2)(1—0‘_5)_(1—22(04 Za_znﬂ

ITo npermocTaBIx

meHoM Jleme 5.3 (byHKuHJe ((aff ))n MOTY JIa C€ PABHOMEPHO alpOKCUMUPAjy MOJTMHOMMMA Ha

a—p)"

K 3acsen € IN((o— )" cy xoncranre). Kako pen ) -, (—)nJrl paBHOMepHo KOHBEpIrHupa

Ha ckymy K (BajepmirpacoB kpurepujm), no Jlemu 5.4 dynkuuja Kao IpaHUYHA BpEA-

ﬂ z?
o (a=B)"
HOCT PaBHOMEPHO KOHBEPTEHTHOT HM3a MaplUjaTHIX CyMa pena y Ta—z)nF1» MOKeE J1a ce

pPaBHOMEPHO alpoKcUMUpa nmojuHoMuMa Ha K 1j. f € S.
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Heka je cama § € C\ V mpoussosbro. Kako je o mpermocrasiu C \ V myTeBUMAa MOBE3aH,
a 3HaMo 1a je S HempasaH, moctoju myT 7y : [0,1] — C \ V koju mosesyje Tauky o € S ca
taukoM (3. TIyT je MmO AeUHMIM]H HEMPEKUIHO TPECIUKaBabe, a kKako je [0, 1] xommakran
ckyrm, merosa cimka ([0, 1]) je Takohe xommaxtan ckyn. To smaun na cy v([0,1]) u K
JTUC]YHKTHU KOMITAKTHH CKYITOBH T4 j¢ BbUXOBO pactojame 0 > 0. Taga, ako myT 7y MOJSTUMO

Taukama 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 tako ma je |y(¢t;) — v(ti-1)| < d3acBei =1,...,n
no0OujaMo HU3 Tayaka TakBuX Aa je |7 (t;) — v (ti—1)| < d(v(ti—1), K)3acBei = 1,...,n. Kako
v(to) = a € S, Mo MPeTXOAHOM 3aKIbYUKyY cienu jaa Y(t1) € S a camum M (o) € S Ut
Haxne, y(t,) = 6 € S. O

Caga uMaMo CBe HOTpG6HC APTYMCHTC J1d JOKAaXCMO I'JIaBHY TCCOPEMY OBOI' OJIC/bKA.

Teopema 5.25. (PynZeosa iwieopema) Hexa je ¢pynxyuja f anamuiivuka Ha 0Zpanuyenoj, jeq-
noctpyko fosesanoj oonacwiu D. Taga, ¢ynxyuja f modxce ga ce pasnomepno aipoxcumupa
HONUHOMUMA HA C8AKOM KOMUAKIHHOM HOMICK Yy obaactiu D

HMoxka3: Y Teopemu 5.23, pyHKIMjy f CMO MO UCTUM YCITIOBUMA ATTPOKCUMHUPAIHA PAIlIOHAIT-
HUM (pyHKITHjaMa OOITUKA.

 f(&) Ag
O'(Z) = ggk — Z%
f(©)

IIpu toMm, pyHKIHje 0 cMO moOunu moMohy ampokKcHMalyje UHTerpajga (yHKIHje e 110
KPHBOJ Y KOja orpaHnyaBa obiacT V a § cy Tauke kpuBe 7. [lomro obmact V caapxu ckyn
K ackyn C \ V je myTeBuMa MOBE3aH M0 KOHCTPYKIIUjU, TPETXOIHA TEOpeMa UMILTHITpA Ta
dbynkmmje &{%z MOTY JIa C¢ PABHOMEPHO aITPOKCUMUPAjy MOTMHOMUMA jep &k Cy Tauke CKyma
C\Vszacsek=1,...,n Kakocy f(&) u A&, u 2mi xoucranre, o Jlemu 5.3 ¢pyHkuuje o
MOTY [Ia c€ pPaBHOMEPHO alIPOKCUMUPAjy MoJuHOMUMA Ha ckynmy K a mo Jlemu 5.4, ucto he

Ia BaXU U 3a GyHKIUJy f. ]

OBa TeopeMy je JoKa3ao HeMauku MaTeMaTtuuap Kapm Pynre! 1885. romgune u cMatpa ce
JeIHOM 07 OCHOBHMX Teopema Hymepuuke aHammse.

5.5 Jlopanosu penosu

Hocanamma Teopuja KOMIUIEKCHUX (DYHKIIMOHATHUX peloBa je Omita 6a3upaHa Ha peqoBUMa
yije ¢y cyMe aHaIuTHukKe (yHKUUje HAa KpyroBuma. IlocTaBiba ce MUTame MOCTOJU U
TEXHUKA KOJOM (QYHKIIMje KOje HUCY aHAIUTUYKE MOTY J1a ce TpaHCHOPMUIITY Y KOHBEPTeHTHE
(byHKIIMOHATHE PEIOBE CTEMEHUX (PYHKIIMjA anu ca IeI00pojHuM u3noxkuouuma. Kao mro
hemo /1a BUIIMMO y OBOM OJIEJbKY, (PYHKITH]jE KOj€ Cy aHATUTUYKE HA OKPIHEHOM OKOJIMHAMA
HEKe TauKe MOTY [ ce TpaHC(OPMHUILY Y CIIEIMjaIH TUIl PeoBa Koje HazuBamo Jlopanosu™
PEIOBU.

Teopema 5.26. (Jlopanosa iwieopema) Herxa je ¢pyuxyuja | : C — C ananruitivuxa na apciteny
V={2e€C|r<|z—a| <R} Taga:

o0

f(z) = Z cn(z—a)" szacee z€EV.

n=—oo

19 Carl David Tolme Runge 1856-1927, Hemauku MaTeMaTH4ap.
20 Pierre Alphonse Laurent 1813-1854, ppaHIycku MaTeMaTH4ap, HEKebep U obULIp GppaHIycKe BOjCKe.

91



Ipu wwom, axo je r < p < R, xoepuyujenitie c,, pauynamo idomohy opmyne

1 f(§)
Cp = % \% de 3a cee n € 7.
|§—al=p
Hoka3s: Heka je z € V npoussossro. Tana,3ar’, R' > Ortaksenajer <1’ < |z—a|] < R' < R,
npcren V' = {£ € C | r' < |[€—a| < R'} canpxu z u xomnaxTho mpunaaa obmactu V (I'paduk
36). Tama, V, V' u f 3agoBobaBajy ycnose Kormjese I/IHTeraJ'IHe (l)opMyne 4.13 ma je:

Z:%Ygﬁ—zfzfm 5—25_2_7m f—z

oV’ |§—al=R' |§&—al=r

I'paduk 36: TIpcTeH KOMNAKTHO caapKU KOHIIETPUYAH ITPCTEH OKO CBAKE CBOje TauKe.

IMpu ToM, KpyKHUIIE CY MO3UTUBHO OpHUjeHTUCAHE Y o0Oa wHTerpana. Heka je £ ca mmpe
lz—a]

KpY)KHHIIE Tj. Heka je | — a| = R'. Tana o — ¢ <lmaje

[e.e] o0

1 1 1 z—a)" (z—a)"
i (=il S DI I et

{—a n=0 n=

. oo f(&) (z=a)"
ITpe Hero mTo JOOMjeHy CyMy 3aMEHHMO Y IPBU MHTETPAIl, MOKAXUMO Ja ) -, ) (e=a)

MOJKe J1a Ce UHTeTrpasIu wiaH 1o wia Ha kpyxuunu K' = {£ € C | | —a| = R'}. Kako je K’
KOMIIaKTaH ckyn a pynkimja [ Henpekuana Ha K’, mocroju M > 0 tako na je | f(§)| < M 3a
cee £ € K'. Tana, 3a cBako £ € K’
£ (:=a)"| _ 1£©)
€—a)E—a)"] [€—al|¢
J©) (z=a)™

a Kako pem y . R,q KOHBEpPrupa, 1Mo BajepurpacoBoM KpuTepujyMy » 0 (=) (=a)
paBHOMepHO KoHBeprupa Ha K’ mto o Teopemu 5.4 3HaUM ga MOKE 1A C€ HHTETPATH YiIaH

no wiaH. Cana:
1 > z — a
j{ g _ z - 2_7” j{ Z _ n+1

5 a|=R’ l—al=R/ "=

(@) f; (% % %dg) (z—a)".

je—al=R'

M

>~ ﬁq”

n
Z—a
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Jaxie, 3a caJia je cBe UCTO Kao y Tokasy Tejinopose TeopeMe.

Heka je € Tauka ca mame kpyxkuuie k' = {{ € C | |€ —a| =1'}. Tanma, | — a| < |z — al

ma je F ‘I < 1 mTo uMmuMIMpa aa je:

R 1 = (£—a _oo(é“—a)”*1
T L X e

n= n=1

_a\n—1
Kakopeny .~ f(§) (izfl)n MosKe Ha k' J1a ce MHTeprpalii YiaH 1o WiaH (JOKa3aTH), 3aMCHOM

y IPYTU MHTETrpal jeHaunte (*) 100ujamo:

¢ gﬂ_—gldazﬁ ¢ f(é)z—<fz__a2; e

€—al=r" l€—al=r" =t
oo n 1
B ; <2m£ 7{ Hees ldf) (z—a)
n=-—1
@) 1 f(€) n
-2 (ﬁ / <£—a)“+1d£><z_a) '
- l¢=al=r"

Kaxko cy dyuknumje = (;)L ==

K’ u k' xomoromue na V xpyxuumu {£ € C | | — a| = p} 3a npousBossHO p € (r, R), mo
OcnosHoj Kommjesoj Teopemu 4.9, 3a cBe n € 7 Baxu 11a je:

e . GE 1(©)
f € —am = f € —am® 7{ € oy

[{—al=R' |§—al=r’ |§—al=p

AHATMTUYKE HA TIPCTEHY V 3a TTPOU3BOJLHO N € 7., a KPYKHUIIE

3amenom jeqnaunHa (0) u (A) y jennauuny (*) qo6ujamo ja je:

n=0

[§—al=p |§—al=p
(1 f(©) N
= — —> d¢)(z—a)" = cnlz —a)”
> (o f @lapmie)i-o z =)
e |§—al=p e
r7ie KoedulujeHre c,, n € 7., padyHaMo Kao IITO je HaBeJIeHO Y MOCTABIN TeopeMe. ]

Pen Y 2 cn(z — a)™ u3 mperxoaHe TeopeMe HasuBamo JlopaHoB pen pyHKuMje f Ha
(0. 0]

npereny V. Pen 37 ¢, (2 —a)" nasusamo npasnimm ieo Jlopanosor penaa Y. c,(2—a)”
raasau aeo Jlopanosor pexa. IIpumeTumo a axko je raaBHH 1eo JIOPaHOBOT pela jeaqHaK
Hymu, JlopaHoB pen (gyHkuuje f mocraje crenenu pex a mo Teopemu 5.11 To he ma Gyme
cay4aj akko je ¢yukiumja f ananmutuuka Ha kpyry U = {z € C | |z — a| < R}. Ortyna,
TpaHchopmanuja GpyHukuje y JJopaHOB per Ma cMHCIa Kajaa (pyHKITHja HUje aHAIUTHIKA Ha
HEKOM OTpaHMYEHOM MOTCKymy ckymna C.

AHaTu3upajMo cajia CBOjCTBA IIPOU3BOJBHUX peaoBa KOJU UMajy hopMYy:

ot (zc__2a)2 + cha teotalz—a)te(z—a+- = Z ealz — )"

n=—0oo
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[paBuiHM €0 OBOT pefia je KIaCHYaH CTeNeHu pell Koju KoHBeprupa Ha kpyry {z € C |
|z — a| < R} u eBeHTyalHO y TaukaMa mheroBe rpanuiie. [Ipu ToMm, koHcTaHTa R ce paduyHa
o Komm-A jamaposoj Teopemu 5.9. I'maBHM J1e0 OBOT pejia je oOmmka:

n=-—1

o0
C—’!L

E Cn(z —a)" E
(z—a)"

o n=1

1 _ : 00 n . .
CmeHOM — = w 106MjaMO OMeT CTeNeH! pex » ,~, c_,w" Koju 1o Kormm-Angamaposoj
TEOpPEMH MMa IOJIYIPEUYHUK KOHBEPIEHIIMje I KOjU ce pauyHa momohy gopmyiie

%: lim {/|c_,| = EIEI Y enl.

—nN—00
Taxo mo6ujamo npBwu jieo crnenecher TBphema:

Teopema 5.27. Peg d > ¢u(z — a)" konsepupanaV = {z € C' | 1 < |z —a| < R} 2ge je:

7”L_—OO

n n

T e, L= Tm
R abee VIGO0 T AN

a e2osa cyma je ananuiiuika Qynkyuja na V.

Hoxkas3: 1o AGenoBoj Teopemu 5.8, pen > -, ¢,(z — a)" pABHOMEPHO KOHBEPIUpa Ha CBAKOM
KOMITAKTHOM moTckymy kpyra {z € C | |z —a| < R}. Takobe, pen » . -, ¢_,w" pABHOMEPHO
KOHBEPrHpa Ha CBAKOM KOMIAKTHOM moTckymy kpyra {w € C | |w| < r} mrTo uMrmmpa
-1
ma Y " cy(z — a)" pABHOMEPHO KOHBEPIHpA HA CBAKOM KOMIIAKTHOM MOTCKYITY CKyIIa
{z€C||z—al >1}. Oryna, pen >°° __c¢,(z — a)" paBHOMEPHO KOHBEPIUPA HA CBAKOM
p - VTYAA, PEI 2, o Cn p p prup
KOMITAKTHOM MOTCKYITy ckyma V mTo 1o Bajepiitpacosoj Teopemu (Teopema 5.17) moxasyje
Jla je IeroBa CyMa aHaIMTHYKa Ha V. ]

Haxse, aHanuTuikuM PyHKIMjaMa Ha MPCTEHY MOXKEMO J1a mpuapyxumo JlopaHos pern a
BaXH 1 OOPHYTO, PEIOBH » - C,(z —a)" cy GyHKUMje KOje Cy aHAIUTHYIKE Ha IPCTCHOBUMA.
. . . . : o0 n 3
IMocraBiba ce MUTamE /1 JIU je KOHBEPTEHTHU Pexl » -, ¢, (2 — a)™ JIopaHOB pen cBoje cyme
kao y cnyuajy TejnopoBux penosa. Kao mro hemo aa Bunumo y cinaehem TBphemwmy, 01oroBop
j€ TTO3UTHBAH.

Teopema 5.28. Axo ¢yuxyuja f moorce na ipcimeny V = {z € C' | r < |z —a| < R} ga ce
ipeqciiiasu KOH8ePEeHITIUM (DYHKYUOHATHUM PeqoM 00JIUKA:

o

f&) =Y elz—ay

n=—0o0

wmaga, 3a p € (r, R), koeuyujenitiu c,, ce pauynajy iomohy gopmyne:

1 SS
cn:% % (5_(a))n+1d€ 3acee n € 7.

|§—al=p

Hokasz: Hexkaje K = {z € C ||z — a| = p} 3aueko p € (r, R). Tana, no Teopemu 5.27, pen



paBHOMepHO KoHBeprupa Ha K. Kaxko je pyHkIiuja W orpaHnyeHa Ha K, 3aKJbydyjeMo
1a pem:

f(2) _ < el — q)Fn1
(z — a)n ! Z K )

paBHOMepHO KoHBeprupa Ha K mro mo Teopemu 5.4 ummnnuinupa 1a oBaj pen Ha K Moxe Aa
ce MHTerpalli 4laH o uiad. Tako gobujamo aa je:

k=—00

|z—al=p |z—a|=p F=7
@ch 7{ (z —a)fF " tdz
k=—o0
|z—al=p
Kaxko je mo ITpumepy 4.1

2w, k =n;

_ N\k—n—1 — ) >

j{ (z—a) dz {O, k+n,

lz—al=p

3aMeHOM Y () mobujamo fa je:

f(2) .
g4z = 2micn
Z—Zl{p (z=a)

YrMe je TeopeMa JoKa3aHa. O

3a pazauky ox TejimopoBor pema, He MOCTOjU Jiena ¢opMmylia KojoM ce momohy m3Boaa
pauyHajy koeduijeHTH JIopaHOBOT pefa mpousBoJbHe GyHKIIMje. Ha cpehy, Heke panmmoHaIHe
¢dbyHIIKHje MOoTy 0e3 MHTerpalije 1a ce TpaHchopmuiy y JlJopaHoB pea Kao MITO je ToKa3aHo
y BHUIIIC 33/1aTaka ypalheHux Ha BexxOama (mornieaatu matepujaia u3 JlopaHoBux pejoBa mo-
CTaBJbEH HA CajTy).

Ha xpajy, HaBoMMO Teopemy YMjH je JOoKa3 aHajoTaH jioka3y Teopeme 5.6 Te ra ocra-
BJbAMO UHTAOLINMA.

Teopema 5.29. (Kowwujesa nejegnarociui 3a koeguuujenisie JlopanosoZ pega) Hexa je ¢hynxyuja
f ananuimuura na apcigeny YV = {z € C | r < |z—a| < R}. Taga 3a koepuyujenitie Jloparnosos
pega pynxyuje f sasicu:
M
len| < —  3acee neZ
pn

2ge je p € (r, R) apouszsomno a M maxcumym ¢ynryuje | f| na kpyey {z € C | |z — a| = p}.

Jlopanosu pemoru he ma Oymy Bprmo 3HauajHu y cieneheM mornapspy Kajaa Oy/IeMo aH-
aTU3UpaIu CHHTYIapUTETe KOMIUIEKCHUX (DYHKIIHja.
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6 CunryjgapureTn KOMIUVIEKCHHX (PyHKIHja

LlenokymHa 10 caja MpUKa3aHa aHaIM3a KOMIUIEKCHUX (YHKIIH]ja je 6a3rupaHa Ha GyHKIIHMjaMa
Koje Cy aHaTUTUUYKe Ha HeKOj 00JacTu. Y OBOM TIOTIIaBJby, Mpuka3zahemo ocoOuHe (hyHKIM]a
KOj¢ HUCY aHAIUTUYKE, CTICHIUjAIHO, (DYHKIIM]a KOJ€ HUCY aHATUTHUYKE y TaukaMa Koje hemo
Jla HA3MBAMO CUHTYJIAPUTETH KOMITIEKCHE (PYHKITH]e.

IMpucetumo ce ga kommuiekcue ¢pyakuuje f : C — C mory ga umajy HEMPeKUIHE eKCTEH-
suje f : C — C (na npumep, GuanHeapHe QYHKIMMjE) MITO WIyCTPyje COOMHY J1a, 33 PA3IHKY
on peamHux QyHKIIMja, KOMITIEKCHE (YHKIM]jE MMajy 3HATHO Mamhe TTpodeMa y O6CKOHAYHO)]
taukd. OBa CYINITHHCKA pa3lIMKa ce BPJIO JIEMIO BUAM MPUIUKOM HHTErpalldje, JOK CHHIYIIap-
UTETH 3HAYaJHO KOMILTHUKY]Y UHTETPAIHjy pPeaTHUX (BpYHKIIHM]a, CHHTYJIAPUTETH KOMITIEKCHUX
(dbyHKIMja y CHIeIUjaTHUM CydajeBUMa 3HaYajHO TO0jeTHOCTABIbY]y BbMXOBY HHTETPAITH]y.

6.1 W 30/10BaHM CHHTYJIapUTETH

V peanHoj aHanmu3M, CHHTYIapPUTETH ITPEICTaBIbajy TAaUKe y KojuMa (DyHKITUja HUje HETTPEKUIHA.
Y KOMIUTIEKCHOj aHaJIM3M 3axTeBahieMO HEITO jauu YyCIIoB, Tj. 3axTeBaheMo ma ¢yHKIIMja HE
OyZe aHATUTHUKA Y CUHTYJIApUTETY. 3aTO Y OBOM OJIeJbKY, KaJa KakeMo 1a (pyHKLMja HeMa
CUHTyIaputeTa Ha D, mopa3yMeBa ce J1a je oHa aHanuTuuka Ha D. HapaBHo, aHATUTHYKE
(dbyHk1Mje cy HenpekuaHe MehyTrm, MocToje KOMITIEKCHE (PYHKITH]E KOJ€ CY HEMPEKUIHE aan
HUCY aHATTUTHYKE.

HMedunnnuja 6.1. Tauxa a € C ce nasusa uzonosanu cunZyrapuitieii pyukyuje f axo je pyurxyuja
f ananuitivuka na nexoj oxproenoj okoaunu wayxe a.

ITprceTMO ce 11a je OKpH-eHa OKOJTHHA Tauke a € C Tmonynpednnka p > () CKyI:

U ={zeCl|0<|z—a| <p}; omnocno U ={z€C]||z| >1/p}.
IMpakTH4HO, Tauka a € C je M30JI0BaHM CHHTYIapHTeT QYHKIMje [ aKo je a jeNHHa Tauka
HEKOT OTBOPEHOT CKYIa y K0joj GyHKIMja [ HUje aHATUTUYKA.

Cama hemo ka0 y peaTHOj aHAIM3U J1a U3BPIIUMO KIAcH(UKAIIN]Y CUHTYJIApUTETa Y 3aBU-
CHOCTH OJ1 TPAHUYHE BPETHOCTU (DYHKIIH]E.
JMeduanumja 6.2. Hzonosanu cuncyrapuitieim a € C gynxyuje f je:

e omknomwus, axo iocimoju lim f(z) = w 2ge je |w| < oo,
z—a

e iton, axo je lim f(z) = oo,
z—a

e ecenyujanan, axo lim f(2) ue ociwoju y apociopy (C, p).
z—a

Jaxie, ka0 y peajlHOj aHATU3U, aKO je CUHTYJIapuTeT a GyHKIUje f OTKIOmUB, GYHKIHja
MOJXKe Jia ce JoAcUHUIIE Y TAUKH a TaKo /1a jooujeHa GpyHkumja Oyae HenpekuHa. CIudHO,
aKo je a moj GhyHKIWMje f U By y Tauku a geduHuimemo ca f(a) = 0o, pe3yiTar je HePeKuIHa
dynkumja f : U, — C (npuceTMo ce GuMHEapHUX QYHKIM]a).

Hpumep 6.1. Kiacudurosaimiu cuneyrapuitieini = = 0 gynkyuja fi(z) = 222, fo(z) = =,

fa(z) = €%, fu(z) = Gz

Pememwe: [IpumeTrrmo 1a HU jeqHa o1 HaBedeHUX (YHKIIMja HUje aHATUTUYKa 3a 2z = (.
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e TejmopoB pa3Boj pyHKIIH]E Sin 2 je CTENeHH Pel:

> 2n+1

Sin 2 = nz:%(—l) m II1a j©

2n

2n+1)

&,
=
N
M8

:O

Ortyna, f1(2) je cyMa KOHBEPTEHTHOT CTEMEHOT Pea IITO 3HAYM JIa je fi aHaIUTHUKa, a
caMuMM TUM M Hempekuana y z = 0. Tako nobujamo aa je liH(l) fi(z) = 1 (cyma pena 3a
zZ—r

2z = 0) 1j. 2 = 0 je OTKIOWBUB CUHTYIapHUTeT QYHKIH]E f1.

e Kaxko 3an > 0 Baxwu 1a je lir% zl" = 00, cunrynaputeT 2z = 0 je mon GpyHKIHje fo.
zZ—r
. . 1 . .
e AHanmm3upajMo lnr(l) e>. @ukcupajmo z = 1y. Tana,
z—

R S B 1.1
limeiw = lime y:hm(cos——zsm—).
y—0 y—0 y—0 Y Yy

Kako mumecu lim cos ; u lim sin 1 , HE MOCTOj€, 3aKJbyUyjeMo J1a hm f3(2) He mocroju ma
y~>0 y—0

z = 0 je eceHIMjaIHU CUHTYIaApUTET QYHKIIH]E f3.

o dynxnumja fy(z) uma cunrynapurere y ceum taukama z € C e je sin T = 0 ogHOocHO
T = km 3a cBe k € Z mro 3HauM 1a je caka Tauka ckyma {7 | k € Z} U {0}
cunryigapureT gpyukuuje fy. Kako je z = 0 Tauka HaArOMHIaBarma CHHTYIAPUTETA,

3aKJbyUyjeMO Ja OHA HHje H30J0BaHU CHHTYIapuUTeT (HYHKIHje f4.

O

[Mpumerumo 1a je o JlopaHoBoj Teopemu 5.26 GpyHknMja f jeqHaka cymu cBor JlopaHOBOT

pena Ha OKpHEHO] OKOMMHM cuHrynapuTeTa. Cama hemo momohy keduijeHaTa OBOT pena
Jla U3BPILIMMO KJIaCU(UKALIM]y CUHTYJIapUTETA.

Teopema 6.1. Uzonosanu cunéynapuitieini a € C ¢hynxyuje f je omixnorus axkko Jlopanos peg
Qyuryuje f vy okprenoj oxonunu mavke a uma opmy:

= ch(z —a)"

. ; _ 0o n o .
Hokaz: (<) Axo je f(z) = > _,cu(2 —a)" Tj. f jenHaka cyMHM KOHBEPTEHTHOT CTENEHOT
pena, OHA je aHAIUTHYKA 1A CAMUM THM U HEIIPEKUIHA Ha KPYTy KOHBEPIeHIIMje TOT pela ma
je lim f(z) = co.

z—a

(=) Heka je 2 = a OTKIOWBMB CUHTYJIapuTeT GyHKnuje [ M HeKa je Y . ¢,(2 — a)™ men

n=—0oo

JlopaHOB pell Ha OKPIEHO] OKOJIMHU Tauke a. Kako je mo mpeTnocTaBIu:

lim f(z) =w rtHeje |w| < o0,
zZ—a

nocroju R > 0 Tako na je f orpannueHa Ha ckyny U° = {z € C | 0 < |z — a| < R} omHOCHO,
3a cBe z € U° Baxu n1a je |f(z)| < M. Tana, nmo KommjeBoj HejeAHAKOCTH 32 KOeDUIMjeHTe
JlopaHosor peja 5.29, 3a mpousBosbHo 0 < p < R Baxwu jaa je

M
lcn] < —  sacBe n€Z.
p
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Crienmjanso, 3an < 0 Baxu maje —n > Omaje|c,| < Mp " axkakoje p € (0, R) mpousBoJbHO,
3aKkJbyuyjeMo aa je ¢, = 0. ]

Kao mro BUIUMO, Y M30JTOBAHOM CHHTYIApUTETY JIOpaHOB pelt je KOHBEPTeHTaH CTEeTIeHH
pel ITO MITYCTPYje 0COOUHY 1a, ako PpyHKIMja [ UMa OTKIOHmHMB M30J0BAHU CUHTYJIATUTET
y Ta4KU a, OHa MOXe Jia ce MoJeUHUIIC He caMO JIO HEMpeKuaHe, Beh M 10 aHaTUTHIKe
dbyakmuje y Tauku a (Teopema 5.11). Ilpu tom, TejnopoB pex nobujeHe GpyHKIH]jE jeqHAK je
Jlopa"HoBOM peny norazHe GyHKIHjE.

[MpumeTnMo y AOKa3y MpeTXOqHE TeopeMe Aa ako je ¢pyHKIHja f orpaHHUYeHA Ha HEKOj
OKpPHEHO] OkonuHu U° Tauke a, Taga JlIopaHos pen dpyHkiuje f Ha U° HeMa TIIABHU JICO LITO
OTET UMILTUILIMPA JIa j¢ a OTKIOWHUB U30JI0OBAHM CHHTYyIapuTeT pynkimje f. Tako mobujamo
JOIII jeTlaH KPUTEPH]yM OTKJIOHUBOCTH U30JI0BAHOT CUHTYJIAPUTETA.

Teopema 6.2. Uszonosanu cunynapuiteii a € C ¢ynukyuje f je otwixnorus axxo je ¢pyuxyuja f
0EPAHUYECHA HA HEKO] OKPIEHOJ OKOUHU THAYKe Q.

Cana hemo ma onuieMo kKako ce momohy JlopaHoBoTr pefa AETEKTY]y TOJI0BH (PyHKITH]E.

Teopema 6.3. U3zonosanu cunzyrapuitieii a € C ¢ynxyuje f je ion axko wociwioju ny > 0 iwaxo
ga Jlopanos peq ¢hynxyuje [ na okpreHoj okonunu mauke a uma popmy:

_ - o\ — C—ng Conp+1 . C-1 . A
f(z)= Z cn(z —a) G a)m + (e a)nt tod o ZO cn(z —a)".
n=—ng n=

Jokas: (<) Ako je pyukimja f na U jenqHaka

[e.9]

— C—TL() C_n0+1 [N C_1 — n
f(z) = EEr T e e i > ez —a)

n=0

OHa je 30up parmonanne Gpyukuuje r : U, — C u ananutnuke pynkmmje ¢ : U, — C e je:

Comg +Cmppa(z2—0a) +---Fca(z—a)™
(z —a)m

r(z) = u o p(z) = Z cn(z —a)"™.

Tana je
lim f(z) = limr(2) 4+ lim p(z) = lim r(z) + ¢y = oc.
zZ—ra zZ—ra zZ—a zZ—ra

(=) Heka je z = a mon dynkuuje f. Tama mocToju OKprbeHa OKONMUHA UL TauKe a TAKO 14 je
g(z) = ﬁ PasmIuTa OJL HyJIE 32 CBE 2 € U;. Taxohe, pynkuuja g je ananuTuuka Ha U, jep
je TaxBa u pynknmja f. Kako je

1
lim g(z) = lim =0,

z—a z—a f(z)

3aKJbYUyjeMO /14 j€ 2 = @ OTKJIOILUB CHHTYJIApUTET (PYHIIH]E g IITO UMILTAIINPA Ja je hyHKIH]a
¢ aHATTUTUYKA Y TAYKHU @ a TUME U Ha 1elT0] oKonuHu U,. [akie, z = a je Hyla aHATUTUYKe
¢dynkuyje g ma o Teopemu 5.18 nmoctoju jenuHcTBeHO 1y € IN Tako aa je

9(2) = (z = a)"¢(2)
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r1e je ¢(z) byHKIHja Koja je AHATUTHYKA U Pa3IHUUTa O[f HyJle HA HEKOj OKOJMHM V, Tauke
a. Taga jeu i aHATTMTUYKA Ha OKOJNUHU V, 1a je 1o TejnopoBoj TeopeMu 5.5 jemHaka CBOjeM
TejnopoBoM pa3Bojy y Tauku a. Tako godujamo ja je 3a cBe z € Vgt

1 1 1 1 n
JO = G " g o) o =

nn
—E Cn(z—a)" " = E Crang (2 — )™,

n=-—ng

Kako cy o Teopemu 5.28 KoecbnunjeHTI/I JlopanoBor pena GyHKIMje [ Ha MPCTEHY 4 TUME U
Ha OKPH-EHO] OKOJIMHM TAaUKe @ JeIMHCTBEHU, TeOpeMa je JJoKa3aHa. 0

I'maBHU apryMeHT IPETXOIHE TEOPEME j¢ YMEH-CHUIIA /1A je TIONT 2 = a (YHKIMje [ U30JI0BaH
mTo HaM oMoryhasa f1a KOHCTpyuieMo QpyHKIU]y g = % KOja je aHaJIUTHUYKa Yy TA4YKH a TIe
j& 2 = a WmeHa u3ojoBaHa Hyna. OTyma, IIOCTOJU BPJIO jeMHOCTaBaH KPUTEPHjYM ACTEKIIH]jE
rmosna (pyHKIHje.

Teopema 6.4. Uszonosanu cuncyrapuiteiri a € C je don ¢pyuxyuje [ axxo je nyaa ¢pynxyuje %
Koja je ananuiiuuka u Huje ugqeHiliuuKy jegHaxkd HyJiu Ha HeKOj OKOAUHU TadKe Q.

Hokas:(=) HpeTxouHa TeopeMa.

(<) Heka je g =  aHANTMTHYKA U HUje NIEHTHYKY jeIHAKA HYTH HA OKOJIMHH Ta4Ke a U HEeKa
jeg(a) = 0. Tana, q)yHKL[I/IJa g uctiymasa ycinose Teopeme 5.18 ma je g(z) = (z — a)™p(2) e
je ¢(z) # 0 3a cBe z u3 Heke okosuHe V Tauke a. Tana je

1 1
f(z) = —— 3acBe z €V
(z—a)" ¢(2)
To uMILTHIMpa Ja je lim f(z) = oo jep je é AHAJIUTUYKA HA V. ]
z—a

Kako ce moia ¢yHkuuje f meTekTyje Kao HyjJda aHATUTHUYKe (PYHKIMje, ©Ma CMHCIA Ja
IeUHUIIIEMO HBeTOB pell.

HMedunnunuja 6.3. Peg iona z = a ¢yuxyuje | je peg nyne z = a ¢yuxyuje %

Ocum ipeno3HaBama nona, JlIopanos pea pyHKIMje HaM oMoTyhaBa v 1a OIPeAUMO BETOB
pen kao mTo wiycrpyje cneache TBpheme.

Teopema 6.5. Peg iiona =z = a ¢ynxyuje [ je jegnax —min{n € Z. | ¢, # 0} 2ge cy ¢, n € Z
koeuyujenitiu Jlopanosoé paseoja pynxyuje [ na okproenoj okonunu wauke a.

Hoxka3s: Axo je z = a non pena k dyuknmje f, Taga je mo Teopemu 5.18 dynkimja % 00MKa

ﬁ = (z — a)¥¢(z) omnocno f(z) = (zf—la)” ﬁ rJie je hyHkimja é AHAJIUTHYKA U PA3IHIUTA
OJ1 HyJIe Ha HeKOoj oKoiauHU Tauke a. 1o TejmopoBoj Teopemu 5.5, ﬁ = ZZOZO Cn(z—a)"u

BaXH 11a je ¢o 7 0 jep ] A 7é 0. Otyna,

o0

f(z):ﬁicnz—a :icnz—a :Zcm_k(z—a)"
n=0 n=0

n=—

je JTopaHoB pa3Boj pyHKkIHje f y Taun a Te je KOePHUIHjEHT KOjH OArOoBapa HajMarheM CTETICHY
on (z — a) omHOCHO cTenieHy n = —k ympaBo ¢y # 0. O]
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_1 n
IMpucetumo ce ma y. _ _ c,(z — a)" HasuBamo IiaBHM neo JlopaHoBOr pena

> (2 —a)". Otyna, Ha OCHOBY 1O caga TOKa3aHHUX TBpherma, KIacupUKALH]y H30710-

BaHOT CHHyJIapuTeTa QyHKIUje [ MOXKEMO JIa U3BPIIUMO TPOCTUM ITpeOpojaBambeM cabupaka
. —1
KOjHU Cy pasIUuKMTH O/ HyJIE peia » cn(z —a)™.

n=—oo

Teopema 6.6. (Knacugpuxauuja uzonosanux cunZynapuitieivia) Hzonosanu cuncyaapuitiein z € C
Qyuryuje | je ottiknorous, Woa unu ecenyujaian akko Znastu geo Jloparnosoé pega gpyuxyuje | na
OKDIbeHO] OKOMUHU THAYKE Q4 UMA PEGoM, HU jegaH, KOHAUHO MOS0, OECKOHAYHO MHOZ0 cabupaxka
Pa3IudUiiux og Hye.

Moxa3: Axo rnasuu jeo JIopaHOBOT pejla y TAaUKK @ ©Ma OECKOHAYHO MHOTO YWJIaHOBA, Ta/1a
o Teopemu 6.3 z = a Huje mox a mo Teopemu 6.1 z = a HUje OTKIIOLUB IIITO 3HAYU /1A 2 = @
Mopa aa Oyne eceHIMjalaH CUHTYJIAPUTET jep APYyTrux HeMa. [

3aHuMIbMBaA je pa3nuka u3Mely CHHTyJapuTeTa KOMIUIEKCHE M CHHTYJIApHUTETa peajiHe
dynkmuje. Ha mpumep, peanna dgynikuja sin % uMa y Tauku ¢ = () eCeHIIN]aTHU CUHTYIapUTET
3aTO IITO 34 MPOU3BOJEHO = € [—1, 1] MOCTOjM HU3 KOjU TEXKU HYJIH 4 YKja CIIMKA TEKHU TAUKU
2. HapaBHo, 1ITO je MHOTO yemihu ciydaj, AeTeKIMja eCeHLUUjaTHOT CUHTYIapUTeTa pealiHe
(byHKIIMje ce CBOAM Ha HalTaKeHhe ABAa HHU3a KOJU KOHBEPTHUPAjy Ka UCTO] TAUKH alTH YHje CITUKE
TeXe ABEMa pasTuIUTUM Taukama. Kao mto hemo na sunumo y cnenehem tBphemy, cutyarmja

j€ 3HaUajHO Apyrauuja y ciydajy KOMIUICKCHUX (DYHKITH]a.

Teopema 6.7. (Teopema CoxouxoZ*') Axo je a € C ecenyujannu cunzynapuisieii pynxyuje f,
waga 3a fipousgosto w € C, docimoju nuz Kominexcnux 6pojesa (2, )new HaKas ga je:

lim z,=a u lim f(z,) = w.

n—oo n—oo
Joka3s: Heka je w = oo. Kako je 2 = a U30710BaHU CUHTYIAPUTET, QYHKIM]jA f j€ aHATUTHUKA
ma U = {z € C | 0 < |z —a| < R}. Kako je CHHTYJIapUTET z = @ eCCHIMjANaH, IO
Teopemu 6.2, ¢hyHKIMja [ HUje OTpaHWUYEHA HA CBAKO] OKPHCHO] OKOJIMHU TAYKe @ Ta, 3a
cako n € N, moctoju z, € {z € C | 0 < |z — a| < £} taxo ma je |f(z,)| > n (jep n Huje
majopanTa ¢pyrkuyje | f|). Taxa, HU3 (2, ),cN TEXN Ka @ a Berosa ciuka 1j. (f (Z”))n oy TEXN
OECKOHAYHOCTH.

Heka je caga w € C mpoussossro n eka je [~ ({w}) = {z € C | f(z) = w}.

AKo je z = a Tauka HarommnaBama ckyna f* ({w}), Taxa nocroju HU3 (2, ), Tadaka
ckyna ! ({w}) xoju xouseprupa ka a Taxas na je (f(2,)) = (W)peN KOHCTAHTAH HU3
KOjU KOHBEPTUPA Ka W.

nelN

AKO 7 = a HHUje TauKa HATOMWIaBama cKyna f ! ({w}), MIOCTOJU OKPH-€HAa OKONMHA U,
Tauke a TakBa Aa je f(z) # w 3a cee z € U,. To 3HAUU ma MOXKeMO Aa IeUHUIIIEMO
aHanuTHUKy QyHkuujy ¢ : U :— C ca:

1 1
A s e}

Taga, Tauka z = a Mopa Ja Oyle eCeHUMjalHH CHUHTYIApUTET (YHKIHJE © jep Y CyIpo-
THOM He O GHJIa eceHIHja Hu cUHTyaapuTeT pyHkuuje f. OTyna, Kao IITO CMO BHAEIH HA
TIOYETKY J0Ka3a, MOCTOJU HU3 (2, ) ey KOJM TEKH Ka @ a IeroBa CIIMKa Tj. (gp(zn))n o TOKH
Oeckonaunoctu. Jlaxie, HU3 (2, )eN j€ TAKAB Ja:

omHocHo  f(z) = w +

limz,=a u lim f(z,)=w+ lim —— =w
n— oo n—oo n—oo @(Zn)

21 Jynujan BacurseBuu Coxornkyj 1842-1927 pycKo-IIOJBCKH MaTeMaTHIap
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YuMe je TeopeMa JoKa3aHa. ]

[IpeTxomHa TeopeMa WIyCTpyje 1a, aKO TMOCTOje ABa HU3a KOju KoHBeprupajy kaa € C a
yMje CIIMKE KOHBEPTUPAjy Pa3IMuUTUM BPEIHOCTUMA, Tajla 3a MPOou3BobHO w € C MoKeMO
Jla OJIPEIMMO HU3 KOJU KOHBEPTrUpa Ka a TaKaB Jia IeroBa CIMKa KOHBEPTUpa Ka w.

VY 110 caja npukazaHuM TBphemuMa aHATU3Upaiy CMO CUHTYIapuTeTe KOjU Cy KOHAuHe
tauke. Cana heMo 1a ce mo3a0aBUMO CUHTYJIAPUTETOM 2 = OO.

OBre je cuTyalyja MPWIMYHO jeTHOCTaBHA MMajyhu y BUAY 1@ 3a MPOU3BOJbHY (PYHKITH]Y
f, rpannuHa Bpennoct lim f(z) moctoju akko lim f (l) TIOCTOJH U 1A je Taaa
2—00 w—0" W

i - (1),

Otyna, z = 00 je OTKIIOWUB, MO WK eCeHIUjalTHi CHHTYIapuTeT QyHKuHje f(z) akko je
w = 0 pe1oM OTKIIOHUB, TTOJ UIIH SCCHITUjaTHNA CHHTYIApUTET PyHKIHje f (%) Axo je

> C_ C_
f(z) = Z cnz":---+Z—22+71+co+clz+cgz2+---

n=—0o0

JTopanoB pasBoj dyukumje f Ha npcreny U, = {z € C | |z| > R} (OKpmeHO] OKOIHHU
6ECKOHAYHOCTH), 3AMEHOM 2 = - J0OHjaMO

o0

1 - 1\" ) 1 1 .
f(@) = Z c"(@) = +cow +C_1w+00+615+czﬁ+'“: Z C_pW

n=—oo n=—oo

1j. JlopaHos paseoj dynkumje f(1) Ha oxpmeroj okomuun Uy = {w € C | 0 < |w| <
1/R} tauke w = 0. ITpuMeTuMO Ha IpU OBOj TpaHcHOPMALUH MPABHIHU J€0 » . Cp 2"
Jlopanosor pena dyukimje f(z) mocraje raasuu jieo Jlopanosor pena yHkimje f (i) Ty C
KOHCTaHTa ¢o. AKo caja mpuMeHuMo Teopemy 6.6 Ha kmacuukaimjy cuaryaaputera w = 0
dynkumje f (=), nobnjamo cresehe TBpherbe.

Teopema 6.8. H30108anu cunZynapuitieiti z = o0 ghynxyuje [ je owiKI0RUG, TOM UIU eCCHYUJANAH
axxo dpasunnu geo Jlopanosol peqa (hyurxyuje f 6e3 Koucitianie co Ha OKPHeHoj OKOIUNHY THAYKe
2 = 00 UMA peqom, HU jegaH, KOHAYHO MOZ0, OECKOHAYHO MHOZO0 CaDUPAKA pA3IUdUITiuUX 0g HYJe.

o N o s 1
ITpumep 6.2. Knacuguxosaitiu cunlynapuitieini z = 00 ¢ynkyuja sin 2, €%, sin —.

Pememe: dDyHKIM]aA Sin 2 je aHATUTUYKA Ha IIEIIOM CKYMy KOMIUICKCHUX OpojeBa Ima ce mheH
JlopaHOB pa3BoOj HA OPHEHO] OKOJIMHU O€CKOHAYHOCTH ITOKara ca TejmopoBUM pa3BojeM y
Hyu (Doka3aTu!):

> 22n+1
Sin 2 = nZ:O<—1) m

Haxe, mpaBuiHu 1eo JIopaHOBOT pa3Boja CMHyca Ha OKOJIMHU OECKOHAYHOCTH MMa OeCKOHAY-
HO MHOTO WJIaHOBA PAa3MTUYUTUX OJ HYIE Ma sin z UMa eCeHIIMjalIHU CHHTYJIApUTET y Tauku
z = 00. Can4yHO BaXXu U 3a QyHKLH]Y €7,

3amMeHOM 2z = % y JlopanoB pa3Boj pyHkIHje sin z, qooujamo Jlopanos pasBoj pyHKMje
sin % Ha OKPIGEHO] OKOJIMHU TAYKE 2 = OO

0
! (- 1
sm; = n:Z_OO (2n + 1)| Z2n+1
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YMjU MPABUIHU [€0 je jeAHAK HYJIU IITO UMIHIHUpA Ja jeé 2 = OO OTKJIOHUB CHUHTYJIApUTET
dbyHKIIHjE Sin % ]

Cana hemo n1a onuiemMo noceOHe kaace PyHKIMja y OHOCY HA TIPUPOJLY IbUXOBUX CUHTY-
naputera. [Ipumerumo ma 3aHuMIBMBE (PYHKITHjE MOPAjy Ja UMajy CHHTYIApUTETE HA CKYITY
C jep y cynpoTHOM 6u 6uite 6ite aHanuTHuke Ha C mto 61 o Teopemu JInyBuna 5.2 UMIUIH-
IUpPaJIo 1a Cy KOHCTAHTHE.

HMedununuja 6.4. @ynryuje koje Hemajy KOHAYHUX CUHEYIAPHUX THAYAKA HA3UBAMO Hee hyHKYuje.

Haxrne, riene pyHkmje cy anamutuake Ha ckyny C u mMajy CUHTYJIapuUTeT caMo 3a 2 = OQ.
AKO je z = 00 OTKJIOIUB CUHTYIAPHUTET Iiene hyHKIHje f, OHa MOXKe y OECKOHAUYHOCTH 1A
ce goneduHMIIe 10 GYHKIHUjE KOja je aHATUTHYKA Ha menoM ckyrmy C a TakBa dyHKIHja je
Teopemu JInyBUIIa KOHCTaHTHA 1ma he camuM TUM U ¢yHKIMja f ga Oyne koHctaHTHa. Llemne
(byHK1IMje KOjUMa je 2 = 0O IOJI CY BPJIO JeTHOCTABHE.

Teopema 6.9. Axo yena ¢pyuxyuja [ uma ion y 6eckonaunociiiu, waga je f ionurom.

Hoka3: Heka je z = oo mon ¢pynkuuje f. Tana, mo Teopemu 6.8, JlopaHoB pa3Boj GhyHKIHje
f na ckyny C \ {0} (xoju je oxpieHa OKOMMHA GECKOHAYHOCTH) MMa MPABUIHK €0 KOjer
¢dbopmupa KoHaYHO MHOTO cabupaka. OTyna,

o

f(Z):ZC;—:+Co+clz+---+cnz” zacBe z¢€ C)\ {0}

n=1

Koedunujentu c_,,, 3a cee n € IN ce mo Teopemu 5.26 pauyHajy nomohy popmyie

]{ F(2)2de.

|z|=p

1
C_p, = —
" omi
Kaxo je pynkumja f(2)2"! ananuruuxa na C, mo IMocaemuum 4.3 Baxku 1a je ¢, = 0 3a cBe
n € IN. Jlakne, pyHkumja f je MOJTHHOM. [

Kao mro cmo mokazanu, ere ¢pyHKIHje KOje HUCY TIOTMHOMHU, Ha TIPUMEp COS 2z, Sin z,
e*, Mopajy y OeCKOHAYHOCTH Ja UMajy eceHIMjamHu cuHryidaputeT. OBe (yHKIMje ce y
JTUTEPATYyPH HA3WBA]y TPAHCIEH/ICHTHE Ielie (DyHKITH]C.

z

HMedunnunuja 6.5. 3a pynxyujy xoja na oonaciwiu D nema gpyzux cunZyrapuiiieitia 0cum ioaosa
Kadcemo ga je mepomopua na D. Axo je ¢pyuxyuja mepomopprna na C rxasicemo camo ga je
Mepomoppua.

[TonoBu cy nmo jaeduHULIMN U30JIOBAHM CUHTYJIAPUTETH. 1O 3HAYM JIa OKO CBAKOT IOJa
MMOCTOJU OKPIbCHA OKOJIMHA Ha KO0joj je (yHKIMja aHAJUTHYKA OJHOCHO KOja Ha HO] HeMa
Apyrux cuHryitaputera. ITokaxumo aa 3a mpousBosbHo n € IN kpyr K, = {2 € C | |2| < n}
MO3Ke J1a caJIp KM caMO KOHA4YHO MHOTO IoJioBa MepoMopdHe dyHkuuje f. IlpeTrnocraBumo
CYIIPOTHO Tj. 1a K,, canpxu 6eckoHauHO MHOTO TosioBa. Kaxko je K, orpaHudeH, 300T IpHH-
{4 KOMIIAKTHOCTH, (hamuiiija rnoosa pyHkuuje f O Mopasa ja uMa TauKy HAarOMUJTaBaba
z = a Ha ckyny K,, a camum Tum u Ha C. To name ummmmmpa 1a je f(a) = oo amu a Huje
M30JI0BAHU CUHTYJIAPUTET j€p Y CBAKO] CBOjO] OKOJIMHU MOpa Ja uMa 0ap joI jeIaH Mol U Ty
Toa3uMo 10 KoHTpanukimje. Kako je:

C:UKn

nelN
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a cBakM cKkyn K, campu KOHAYHO I10JI0Ba, 3aKJbyUuyjeMo 1a MepoMopdHa pyHKIMja [ MOKe
Jla IMa HajBuIle npedbpojuBo MHOTO TonoBa. Ilpumepu MepoMopdHHUX (YHKIH]a KOje UMajy
npedpPOjUBO MONOBA Cy tg 2 U ctg 2.

AHAITOTHOM apTryMeTaIiijoM MOXKe /1a ce JIoOKaxe u cieache TBpheme.

Jema 6.1. Axo ¢pynkyuja f uma na ovraciwiu D camo uzonosane cunZyrapuitieitie, iaga c6aKu
oZpaHuuen HOWCKYH Koju KOMUAKimHo fipuiiaga oonaciiu D mooce ga cagpacu camo KOHAUHO
MHOZ0 cunZynapuitieitia ynxyuje f.

Kao u xox nenux ¢pyHkIHja, ocoOuHe GpyHKIHja Koje ¢y MepoMopdHe Ha ckymy C 3aBHce
OJl CHHTYJIApUTETA 2 = OO.

Teopema 6.10. Axo mepomopgpna pynxyuja |y beckonaunocitiv uma omKIOWUS CUHEYIAPUITCIT
unu ton, waga je [ payuonanna ¢hynxyuja.

Hoxa3z: ITo mpeTnocTaBIiM, 2 = 0O j¢ U30JI0BAHU CHHIYIApUTET (QyHKIMjE f IITO 3HAYM Ja
MOCTOJU OKPHbeHA OKOJMHA GeckonauHoctu Tj. ckyn U2 = {z € C | |z| > R} na xojem
¢yHkumja f HeMa cuHTymaputeTa. 1o UMIUTMIIMpA J1a jeAMHU TIPEOCTATH CHHTYJIAPUTETU
dbyukumje f npunanajy ckymy C \ U koju je orpaHUYeH U KOMITAKTHO mpumaaa mpocropy C.
ITo MpeTXO/HO]j IeMH, 3aKJbyuyjeMo Aa GYHKIMja f MMa KOHAYHO CHHTynapuTeTa Ha C.

Hexka cy aq, a9, - - - , a, koHaunu noyioBu pyukimje f. ITo Teopemu 6.6, rmaBuu jaco Jlo-
paHoBOT pefia GyHKIMje [ Ha OKPH-EHOj OKOTMHU U, Ta4Ke a; MMa KOHAYHO MHOTO cabMpaka

ma je oonuka:

C—nqj C—nﬁ—l . + C—l
z—a) (2 —a;)m! z—q

IITO 3HAYM Ja 33 CBAKO z € Ug Baxu f(z) = gi(2) + pi(2) Tae je ¢; cymMa NpaBUIHOT Jena
Jlopanosor pena ¢ynkuuje f Ha U, 1a je aHamuTHYKa Ha U,,. IIpumetnmo na je g; C—-C
panyoHanaHa (pyHKITHja YHjH je JeTUHU CHHTYJIapUTeT Tauka 2 = a;.

Hedunuinmmo nonunom g : C — C ca:
® aKO je 2 = 0O OTKJIOWUB CUHTYJIApUTeT PyHKIMje f, HeKa je g = 0;

® aKo je z = oo noia QyHKIMje f, HeKa je ¢ MPaBUIHU Jeo JIopaHOBOT pa3Boja (hyHKIIHje
f Ha OKPHEHO] OKOIMHN OECKOHAYHOCTU OJTHOCHO Ha CKymy U, .

ITo Teopemu 6.8, hyHKIHMja ¢ je TOMUHOM a 3a cBako z € U Baxu 1a je f(z) = r(z) + g(2)
rje je 7(z) cyma rmasHor jerna JlopaHoBor pena dyuknuje f Ha U Koju je y OECKOHAYHOCTH
JjeaHaK Hyau. AHAIU3UpajMo caaa GyHKIH]Y:

®(2) = f(2) —g(2) — Zgi(Z)-

IMpBo, cunrynapuretu pyuknuje ¢ ¢y ay, a, . .., a, U 2 = 00. JIpyro 3a cBako z € U, Baxu:

(=) = gi(2) +¢i(2) = 9(2) = D_05(2) = @i(2) = 9(2) = D _g5(2)

J#

HITO UMIUIUIMPA J1a Je 2 = a; OTKIOWHUB cuHrynaputeT pynkuuje . Tpehe, 3a cBako 2z € U,
O(z) =r(2) +9(2) —g(z) = Y _gi(z) =r(2) = Y _gi(2)
j=1 j=1
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IIITO 3HAYM Ja je 2 = 0O TakKohe OTKIOWHUB cuHTyIapuTeTr ¢pyHkuuje P. dakme, dyHKIM]a
® mma Ha C caMo OTKIOMBE CHHTYIapUTeTe IITO 3HAYH Ja MOKe Ja ce JojedHHHMIIE 0
dynkumje koja je ananmuruuka Ha C. Kako cy o teopemu JInyBuna 5.7 aHanmutuuke GpyHKIMje
na C KOHCTAHTHe, 3aKJbyuyjeMo ja je 1 ® koHcTaHTHA oHOCHO 1a je P(2) = c. Otyna

f(2)=g(2) + Zgj(Z) +c

a OBO je palroHaHa (QyHKIIH]a. ]

OBy TeopeMy CMO MOTIIH JeJTHOCTABHH]E Ja UCKaXkeMo ca: (pyHKIHja Koja je MepoMopdHa
Ha C je pammonanna. Kao mto hemo ma Buaumo y caenehem olie/bKy, MOceOHO ¢y MHTEpe-
CAaHTHH UHTET PN MepoMOopPHUX DyHKIH]a.

6.2 OcraTak KoMILUIeKCHe (PYHKIIHje

VY BehuHu yibeHMKa, HAcJIOB OBOT IOTJIaBJba O IJIACHO: PE3UAyYMU. TepMHUH Pe3UIyyM ce
BaH MaTeMaTHKE U TTap HAyKa BEpOBATHO HMTJIC BUille He KopucTu. Hacrao je o matuHCKe
peun reziduum uimM cIMyHEe eHrecke residue Koje y OYKBaHOM TPEBOJIy 3HAYE OCTATAK.
Pasnor 3ammro ce y iutepaTypH He KOpUCTH boroM JaHu TEPMUH je IITO y MaTeMaTUITA TePMUH
ocTaTak Beh MMa BpJIO BEJIHKY MPUMEHY: OCTaTaK KOHBEPIeHTHOT pefla, OCTaTaK JIeJberba U
cmuu"o. KoHkpeTaH ,,octaTak Koju heMo OBze [a aHAIM3UPaMO je BpIIO crenudpuyan u
TUYE Ce OCOOMHE Jla MPHIIMKOM HWHTErpalyje KOMIUICKCHE (DYHKIHMje TIO TPAHMUIIM KOHAUHE
00JIaCTH, MOXKEMO JIa 3aHEMApUMO JICIOBE O0JACTU y KojuMma je (PyHKIMja aHATUTHYKA U
HBHX 0J10aLIMMO JIOK HE OCTAHE ,,0CTaTaK WM ,,BUIIAK WM ,,PECTO Y NW30J0BAHOM CHUHTYJIA-
putety. IIpBOOMTHU NMPEeBOIUOLIM MaTeMAaTHKE Ha CPIICKH je3UK MOJKIIa HICY UMaJId pas3jiora
Jla OBaj IpeIeny KOHIENT KOMIUTEKCHEe aHaInu3e KPCcTe JaTUHCKUM TEPMUHOM alTu MM heMo
OBJI€ CBAKAKO Ja KOPUCTUMO MHTYUTHUBHH CPIICKH TEPMUH.

HNedununuja 6.6. Ociwatiak (pesugyym) ananuitivuxe ¢yuxyuje f : U, — C y kounaunom
uzonosanom cunéynapuitieiiy a € C je komiinexkcan 6poj

Res(f,a) = %j{fdz

2ge je vy HO3UIUBHO OPUJEHIIUCAHA KPYHCHUYA Ca YEHIUpOM Y WayKu a Koja je cagpacana y
OKpreHoj okonunu U,

[Tpumetumo ga octatak QyHKLMjE HE 3aBUCH O[] MOMYNPEUHUKA KPYKHUIIE 7y 3aTO LITO
CY KPY>XKHHIIE PAa3IUYUTHX MOTYNPEUHUKA XOMOTOIIHe Ha U, ma cy mo OcHoBHO] Komnjesoj
TeopeMu 4.9 UHTETpalld aHATTUTUYKE PYHKIMje TTo BbUMa jeqHaku. Caja HaBOIUMO MOXIa
HAJJICTIITY TEOPEMY KOMIUICKCHE MHTErpaluje.

Teopema 6.11. (Kowujeea iicopema o ociwiaiticy) Hexa je ¢pynxyuja | ananuitivuxa na oonraciiu
D ocum y uzonosanum cunZyrapuitieitiuma. Hexa je vy geo o geo Znaiika Kpusa Koja 02panuiaed
obnacii V koja komiiakimino dpuiaga ooaacitiu D u neka je [ ananuimivuxa gysic kpuse . Taga:

]{fdz = 2mi Z Res(f, a;)

~ a; €V
2ge ¢y a; U30/108anHu CunSyaapuilieiiv pyukyuje | uz ooaaciu V.
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Hoxa3: OuurienHo aa je obmact V orpaHuueHa ma 36or Jleme 6.1 campu KOHAYHO MHOTO
CUHTYIIApDHUTETA a1, ds, . - .,d, GyHKIUje f. Caga, OKO CBAaKOT CHHTYIApUTETA a; IOCTOJU
okommuna U; = {z € C | |z — a;| < p;} orpannueHa Kpy HHUIIOM y; KOja KOMITAKTHO MTpUTIA/Ia
obmactu V. Tana, byukuuja f je amamuruuka wHa obmactu V' = V \ Uy Ul U--- UU,.
Kaxko rpanuiy obmactu V' mapamMeTpusyjy KpUBE 7Y, V1, - - -, Vn (TOE CY V1, - - - , Vn HETATUBHO
opujetucane), oobmact V' u ¢pyukumja f 3agoBosbasajy ycrnose Ommite Koiujese Teopeme 4.12

ma je
O:j{fdz:ffdz—y{fdz—-~—j{fdz,

(2% 0%

ITO 10 TeUHUITNU ocTaTKa (HYHKIM]e UMILTUIIMpA A4 je

n 1 n
dz =27 Y — dz=2m Y R i)
ff z m;2mj{f z m; es(f,a;)
v i

O

Yurao1u ce y OBOM TPEHYTKY BEPOBATHO IMUTA]y UeMy 271 y TepUHUITH]U ocTaTKa QyHKIIH]C.

Paszor je Bpio jemHocTaBaH, o JlIopaHoBoj TeopeMu 5.26, ocTaTak GyHKIHU]E f y H30JIOBAaHOM

cunryiapurety a € C je HMIITa APyro Ko KoepunujeHT c_; JlopaHoBor paszBoja pyHkHje f
Ha OKPHEHO] OKOIMHU CHHTYIapuTeTa a!

Teopema 6.12. Axo je a uznonosanu cunZynapuitieii pynxyuje f, waga Res(f,a) = c_1 2ge je
f(z) =500 en(z — a)™ Jopanos passoj rynryuje | na oxkproenoj okonunu maure a.

Hoxka3: [1lo neduHUIMjU N30I0BAHOT CHHTYIapuTeTa, GyHKIMja f Mopa 1a Oy/ae aHATUTHIKA
Hal = {z € C| 0 < |z — a| < p} a 0BO je cBOjeBpCTaH MPCTEH ca HMEHTPOM Y TAYKH G HA
KojeM 1o JIopaHOBO]j Teopemu 5.26 GpyHKIMja [ UMa pa3Boj y pex » - c¢,(z —a)™ rae ce
Koe(DUIIUjeHTH ¢,,, N € 7, pauyHajy nomohy dopmyie
o LB
2mi J (2 —a)"t!
Tr

a 7, je KpyXHHIIa ca LEHTpOM y a momnymnpeynnka 0 < r < p. 3ameHoM n = —1, ca JgecHe
CTpaHe 100ujaMo o JePUHUIN]H OcTaTaK QYHKIMje [ y TAUKHU a ]

Haxre, paju padyHama WHTETrpaia QyHKIM]je Koja iMa N30JI0BaHE CHHTYIAPUTETE, MOKEMO
Ja U3padyyHAMO KOC(UIIMJEHT C_; HeHOT JIOpaHOBOT pa3Boja Ha OKPHCHUM OKOJIMHAMA
W30JIOBAHNX CHUHTYJIapUTeTa KOJU Ce M CaMH pauyHajy moMohy mHTerpama? IlperxomHa
peunuiia Tpeba ma ce mpouuTa capkactuuHo. Ha cpehy, mocToju mpakTHUHUJU HAYMH 32
pauyHame KoeHuIlMjeHTa ¢_ U IipeAcTaBuheMo ra y HactaBky. KpeheMo on HajjemHOCTaBHU-
jer ciy4Jaja.

Tocenuua 6.1. Axo je a omiknurue cunZyrapuinieii pynxyuje f, wmaga je Res(f,a) = 0.

Hoxka3s: Teopema 6.6. ]

Heka je caga z = a mon pena k. Ilo Teopemu 6.5, JlopaHoB pen ¢pyHKIHje f Ha OKPHEHO]
OKOJIMHH TauvKe @ je OOJTHKa:

o C_p C_k+1 o C_2 C-1 - EPAY
f(z>_(z—a)’“%_(z—a)kfl+ +(z—a)2+z—a+§%cn(z a)"



AKO ITpeTX0/IHy jeTHAUNHY TIOMHOKUMO ca (2 — a)¥ mo6ujamo:

(z—a)f(z) =cptcpm(z—a)+ - Fcolz—a)f +e (z—a) ™+ Z cn(z —a)" .
n=0

Capa, ako mudepeHIIIpamo JIeBy U JeCHY CTpaHy Ao0ujeHe jenHaunHe k& — 1 myTa, kopuctehn

0COOMHY Jla CTETICHU PEOBU MOTY Ja ce Au(epeHIUpajy YIaH MO WIaH MPOU3BOJbAH OPO]

myTa Ha 00J1aCTH KOHBEPTEHIIH]jE, T00UjaMo:

(f(z)(z_a)k)(k—l) = c_ 1 |_|_Z Zj:lf Z_a)n+1.

n=

Ha xpajy, He MOXkeMO OMax Ja 3aMEHHMO 2z = a Y TIPETXOIHO] jJeTHAUNHHU jep 2 = a je IO
OJIHOCHO CUHTYJIapuTeT (QyHKIM]Ee f amu, OBaj ce mMpoOIeM JTaKo peliaBa moMohy rpaHuyHe
BPETHOCTH.

Teopema 6.13. Axo je z = a ion pega k ¢pyuxyuje f waga je
1

Res(f,a) = (=] ll_rg ((z— a)kf(z))(k—ﬂ'

Jakne, ymecTo ga pauyHamMo UHTeTpai GyHKITH]E MO TPaHUIIN 00IaCTH Ha K0]0j je (hyHKIHja
MepoMopdHa, MOKEMO [1a U3PAUYyHAMO HbeHe OCTATKE Y MOJIOBUMA MOMOhY IpaHUUYHE Bpel-
HOCTH IIITO je BHUIINECTPYKO jegHocTaBHHje. OBO je BPJIO JIEMO CBOJCTBO KOMIUIEKCHE HH-
Terpaldje, yMeCcTo J1a KOMIIMKY]Y MHTeTpaTHH pauyH, CHHTYJIAPUTETH Ta HeKajla 3HadyajHO
MTOje/THOCABIBY]Y.

ITpe Hero mTo HaBeEMO TTPUMeEpe UHTETpalinje moMohy ocTtataka, aHATU3UPAjMO OCTATAK
(dyHKIMje KOja UMa z = 00 KO U30JIOBAHU CHHTYJIaAPUTET.

Hedunummja 6.7. Ociwiaiwiax ananuiiuuxe gyuxyuje | = US, — Cy uzonosarnom cundynapuitieiiry
2 = 00 je KomilieKcan opoj

Res(f, o) j{fdz

2ge je vy~ necailiusHo opujenitiucana kpysicnuya ca yenitapom y z = 0 xoja oepanuuaga U3,.

V npeTxonHoj neuHULIjI GUpaMo 1a v OyIe HETATHBHO OPHjEeHTHCAaHA 1a OU Ce ca IheHe
JIeBe CTpaHe HaJA3UITe TAUKe OKpEbeHe okoniHe 6eckonaunoctu Uy, = {z € C | |z| > R}. Ha
ckymy U3 dyHkimmja f je jeanaka cymu cBojer JIopaHOBOT pefia KOjH ce pauyHa IO CTENeHnMa
on (z — 0) jep z = 0 je nienrap npcrena U, . Jlakie,

[e.e]

f(z) = Z 2" 3acBe z € UL

a KoeHUIMjeHTH OBOT pela ce pauyHajy Mo CTaHIapaIHO] (hOPMYIIH:
1o,

2w | zntl
Fr

32 begZ.

JemHoctaBHuM ymopehuBameM, qobujamo 1a je Res(f, 00) = —c_;. Kako je xmacudukarja
OCCKOHAYHOT M30JI0BAHOT CUHTYyJaputeTa mo Teopemu 6.8 Be3aHa 3a mpaBwIHU 1c0 Jlo-
PaHOBOT pella, OJT MHTErpalla He MOCTOJH jeTHOCTaBHUja (popMylia 3a padyHame OCTaTKa Y
OeckoHauHOCTU. MeljyyTuM, 0Baj HEAOCTATAK MOXKE /Ia C& HAJOMECTH Y JeTHOM CIEIIjaTHOM
ciydJajy.
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Teopema 6.14. Axo ¢pynxyuja f uma na C xonauno cundynapuitieinia a,, as, . . . , Gy, Waga je:
Res(f,00) + > Res(f,a;) =0
i=1

Moka3: JacHo je ma ako (yHKIMja UMa KOHAYHO CHHTYJIapUTETa, CBU OHU Cy W30JOBAHU
CHUHTYJIAPUTETH U 2 = OO j€ TaKohe IeH M30JI0BAHU CUHTYIapuTeT (oka3zatu). Heka cy
ai, as, . .., a, KOHAYHU U30JI0OBAHU CUHTYIApUTeTH ByHKIMje [ 1 Heka je R = 1 + max{|a,| |
i=1,...,n}. Tana, obmactUd = {z € C | |z| < R} canpxu cBe KOHAYHE CHHTYIAPUTETE
¢dbyHkygje f 1j. dyHKIMja [ je aHATUTUYKA Ha FbeHOM KOMIUTEMEHTY IITO 3HAYM J]a OCTaTaK y
OECKOHAUYHOCTH MOKEMO [1a pauyHaMo moMohy WHTerpana:

1 1
Res(f,00) = 57 7{ fdz = —%ffdz.
ou

ou-

Kako obnact U u ¢yHkumja f 3amoBosbaBajy ycmoBe Kommjese Teopeme o ocratky 6.11,
n00ujaMo 11a je

Res(f, 00) = —% (27rz' i Res( f, ai)) = — iRes(f, a;)
i=1 i=1

YuMe je TeopeMa JoKa3aHa. ]

IIpumep 6.3. H3paquawu f (28 +1)

Pememwe: Oynkimja f(2) = s IMa 0caM ToJI0Ba IPYroT pefa U CBU CY OHHU IO MOIYIY

S_Fl
MAarbH Of 2 Tj. PUIIAIA]y 06J'[(aCTI; KOjy orpannyasa kpyxkHuiia {z € C' | |z| = 2}. [la He 6u
padyyHaJId OCTaTKE y CBHX OCaM IOJIOBA, IO MPETXOHO] TEOPEMH, JIAKIIE je 1a U3PauyHaMO
ocTtaTak y OeckoHauHoctu. Kako je Tauka 2z = 00 Hyna IIeCHeCTOT pena ¢yHKImje f, KO-
eUIUjeHTH ¢, IbeHoT JlopaHoBor pa3Boja 3a n > —16 cy jemHaku HYJIU IITO 3HAYM A j& U

c_1 = 0. Otyna:

d
7{ — _on ZRes f, T /BHT/E)Y — _omi Res(f, 00) = 0.

(28 +1)?
|2|=2
[
i itx
o et o
Ipumep 6.4. Uspauynaitiv unitiezpan f zdr 2gejet € R.
—0o

it 0
Pemmeme: /laTi MHTETpaT KOHBEPrUpa 3aTo IITO j& } T ‘ = ﬁ v BaXu 1a je [ 1i§, 5 = T.

—0o0

eltz

Pasmukyjemo jiBa cyuajat > Out < 0. Heka je f(2) = 1.

Heka je t > 0. Iocmatpajmo obnact D = {z € C | |z| < R,Im z > 0}. theny rpanumy
umrHe ToMy-KpyxHuna Yr(¢) = Re?, ¢ € [0, 7| u cerment [— R, R]. Tana je

Jq{fdz— 7{ fdz+j{fdz

ODg [—R,R)
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Kako dynknmja f Ha obmactu D MMa caMo jefaH IOoJI 2 = ¢ Y KOJeM je OcTaTak:

eztz Git

Res(f,) = lim(= i) /() = lim(z i) -y = 57

mo0ujaMo 11a je
j{ fdz + 7{ fdz ® omi Res(f,4) = me".
[-R,R] TR

AKO MOTPaXUMO TPAHUYHY BPEIHOCT JIEBE M JIECHE CTPAHE jeHAKOCTH () Kama R Texu
OECKOHAUYHOCTH, IPBU UHTErpall IOCcTaje MHTerpall Koju xoheMo na u3pauyHamo. 3a Ipyru

MHTEpTA, KOPHCTUMO OCOOUHY 114 3a CBAKO 2 € Dp Baxu |¢'?| = |e@H+W)| = |eite| |e=| < 1
mTo uMrutanmpa aaje | f(z)| < ﬁ Takobe, KaKo 3a TauKe KPY>KHHUIIE Y, BaXU 14 je |2| = R

nobujamo na je |22 + 1| > R? — 1 (MoskeMo 1a NpeTHocTaBuMo jia je 2 > 1) mrto 3Hauu 1a je
|f(2)| < =2 ma no Mocneaumm 4.1 o6ujamo na je

R2—1
/fdz
R

[To Teopemu 0 yKIBEIITERY 3a pealiHe HU30BE, 3aKIbYUyjeMo 1A je

| [ 10
TR

IITO 3aMEHOM Y jeJHAYNHHU (*) UMIUTHIMPA 14 je

Rm
R2—1

0< <

=0 maje lim/fdz:(]
R—o00
YR

ell‘ _
sdx = me ¢
1+z
— 00

Cama, 3a t < 0. IlpuMeTHMO 1a je jeAMHO MECTO U3 MPETXOJHOT pauyHa e UMaMo
mpobmem ca t < 0 orpanmueme |¢'?| = [e?(*TW)| = |e=%| < 1 jep je ¢ HeraTuBHO ma je —ty
MO3UTHBAH 3a y = Im 2z > 0. 360T Tora, y OBOM CIy4ajy HHTErpalHjy pagiuMo IO FPaHUIH
obnmactu D = {z € C | |z| < R,Im z < 0} jep je Tana npousBo/ —ly HETATUBAH 114 MOKEMO
1a pOPMHUPAMO MCTO OrpaHmucte. OCTaTaK je aHAIOTaH KA0 y TIPETXOMHOM PauyHy ¢ TUM
IITO je MHTETPpal jeTHaK:

oo
eit:r
sdx = 2miRes(f, —i) = me'
1+z
—0o0
3aTO LITO TION z = —i caja npumnajaa obnacti Dp.

Ha kpajy, TpakeHH HHTETpall je:

w eitac
/ = de =ne M sacpe teR.
z
— 00
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cos nx

1422

Ipumep 6.5. Uspauynaimu uniwiezpane [ dx 3a dpoussomno n € IN.

Pemewe: Ha ocHOBY mpeTxo/1HOT MpuMepa, 3a Mpou3BosbHO ¢ € R Baxu

< itx < .. o 0
1t _ T = cost:c+181nta:d _ / costxd / smtxd
" /1+$2 ! / 1+ a2 v 2T T et

Kaxo je me™ !l peanan 6poj, 3akspydyjemo 1a je
ol / costz
1+ a2
3a mpousBosbHO ¢ € R. [

AKO aHATU3UPAMO pelliehe Y MPETXOAHA IBa IpUMepa, TPUMETUMO Ja UMEeHUIAIl QyHKIH]e
f Moxe na Gyne OMIIO KOjU TIOJTMHOM CTeTleHa 1 > 2 KOjU HeMa HyJla Ha PeaTHOj OCH a pelllekhe
HMHTETpaja Ou OUITO TOTITYHO aHAJIOTHO. 3aTO OBJIE HABOJIMMO jeHY ITPAKTHUHY TEOPEMY Koja
he 1a Ham 3HaYajHO yOp3a pauyH KOJ[ OBAKBUX WHTEIpaa.
Teopema 6.15. Hexa ¢ynxyuja f na oproj dony-pasnu {z € C | Imz > 0} uma camo

uzonoeane cunZynapuitie. Axo je (Rn)nem HU3 KOju iliedcu OecKOHAYHOCTU aKas ¢a Hu3
M(R,) = max{|f(2)| | z = vr,(¢) = R.e",p € (0,7)} wWemcu nyu, waga 3a GpouseosHo

t > 0 nuz unitiezpana
/ f(2)e"*dz
YRn,

tuesicu Hyu Kaga Rn weHcu OecKkOHAYHOCITIU.

Joka3: V TeopeMH He y3UMaMO MONY-KPYKHULIE Y TPOU3BOJBHOT MOTYIIPEUHUKA 3aTO IITO
TaJ1a MOXKE J1a CE JIECH J1a YR MPOJIA3U KPO3 HEKU CUHTYJIAPUTET Ma HE OU MOCTOja0 MAKCUMYM

dbyukiwmje | f| Ha moj (TaBUIE, MAKCUMYM 01 OUO OECKOHAYHO, PA3MUCITUTE 3AIIITO).
IMpernocraBumo mpBo 1a ¢ € (0, ) Tj. TocMaTpPajMo JECHY TIOTIOBHHY Y, TIOIY-KPY/KHHITE
p p T no a el 2 i o i
Yr,- Kako 3a ¢ € [0, 7] Baxwu 1a je sinp > Z¢ nobujamo 1a je:
. . Z<p . . . _ . 7%
itz itRnpe ’ — |eztRn(cos<p+zs1n<p)| —e tRy, sin ¢ <e w ¢

%] = e

3ameHoM z = R,e" u dz = R,ie’*dy nobujamo na je

' / F(2)etdz

/
TRy,

us

< M(R,) / ¢ Rydp = M(R,) (1 — e )

a OBaj HHU3 TCXKH HYJIHN KaJa Rn TeXXU OECKOHAYHOCTH.

3a ¢ € (§,m) KopucTuMO 0cobuHy na je sin(¢) = sin(m — ) mro Ham omoryhasa fa
mocne cMeHe ¢ = m — ' Tiie ' € (0, §) 100ujeMOo HCTO OTPAHHYEH-E U Y MHTETPAITY TIO JIEBO]
MOJTy-KPYKHUILIH. O

Kopucrehu oBy Teopemy, 3a cBako t > () MOXe J1a ce u3padyHa MHTepTal
o0
/ f(x)e™dz
—0o0

rae je f(z) KoMmIiekcHa (yHKIMja KOja UMa caMO U30JI0BAHE CHHTYJIAPUTETE KOjU HUCY HA
PeaTHoj OCH U Koja y 6eCKOHAYHOCTU UMA OTKIIOKBHB cHHrymaputeT f(oco) = 0.
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7 Bume3dHauHe KOMILUIEKCHE (DYHKIHjE

V oBoM nornasiby heMo 1a aHAIM3UPaMO CBOJCTBA CIElM(UUHUX KOMIIIEKCHUX ,,(pyHKIMja
MOMYT KOpPeHa U KOMILIEKCHOT JIoTapuTMa Koje Ha Kpajy KpajeBa U He Mory J1a oyay aeduH-
HcaHe Kao (PyHKIHjE y KITACUYHOM CMUCTY. Y3MUMO Ha MPUMEP KOMILUIEKCAH KOPEH. 3HAMO
na jenquaunna f(z) = 2" UMa y CKyImy KOMIUICKCHUX OPOjeBa 1 pa3IMIUTHX PCIICHHA:

n j(argz | 2km .

wp = V2T meje k=0,1,...,n— 1.
ITocraBma ce muTame HA KOJU HAYUH Ja JIeHUHUIIIEMO KOMIUICKCHU KOpeH? AKO Ha mpuMmep
KOPEH JIehUHHUIIIEMO ca:
n -arg z
7= Tl

pe3yaTaT KopeHa he ma 3aBucu o u3dopa apryMeHTa KOMIUIEKCHOT Opoja z Tj. aKO Ha UCTU
KOMILIEKCHH 6poj 2 = € u z = €™ npuMeHumo oBako AeMHHCAHH KODEH, J00HjaMo
JBe paznuuuTe BpeqHocTr. OBaj MpoOiieM HAMBIJIET MOXKE JIa CE PEIlld aKo 3aXTEeBaMO Ja
aprymMeHT 6poja z mpummaaa uaTepBany (—m, 7). MehyTum, mra 1a paaumMo 3a KOMITICKCHE
opojese z € C 3a koje je arg z = 7? Kaxko je pynkumja f(z) = 2" ,Ha”, npupoaHo je aa
n—TH KOMIUIEKCaH KopeH Oyne medunucan 3a ceako 2 € C. Mehyrum, kako ron aedpus-

arg

HcaTd n—TU KOPEeH Ha HETaTUBHOM eIy pealiHe oce, (hyHKHIJja \/7\ ¢"n wuehe ma Gyme
HenpekuiHa. Ca npyre cTpaHe, akO 3aXTE€BaMO Ja apTyMEHT KOMIUIEKCHOT Opoja mpumajaa
untepsany (0, 27), Gyukuuja |z]eiarnj he ma Oye HEMpEeKW/IHA CBY/Ta OCUM Ha TTO3UTHBHOM
Jleny pealtHe oce. 300r Tora, Aa O JoOpo AeduHUCATN KOMIUICKCHH KOpPEH, puMeHnheMo
MaJlo KOMIUTHKOBAaHU]Y MaTEMATHUKy KOHCTPYKITH]Y Oa3upaHy Ha €KCTEH3HJU KOMIUIEKCHHUX
dbyHKIH]A.

7.1 T'ao6anHa anaauTHuka GyHKIUja

Kao mto cmo Beh mokasanm, KOMIUIEKCaH KopeH Moxkemo 0e3 Behux moTtemkoha aa geduHu-
eMo Ha ojpeleHMM MOTCKYMOBHMa KOMIUIEKCHUX OpojeBa. 3aTo, NMPUPOJHA UHTYHUIHja
HAaBOOM Ha 3aKJbyUak Ja (pyHKIH]Y KOja je aHATUTUUYKA Ha 11eJ10] KOMIUIEKCHO] PAaBHH MOXEMO
Ja TOOHjeMO TIPOCTUM IPOAYKeHmeM (eKCTeH3HjoM) (PYHKIIM]a Ha TTOTCKYITOBHMA.

HMedmnunuja 7.1. Hexa je fo : D — C anamiauuxa na D C C u nexa je D C V. Ananuitiuvuxa
gyuxyuja f 'V — C je ananuimivuxo apogyscerse pyuxyuje fo axo je

f(z) = folz) 3acéee z€D

Ipumep 7.1. Kowmiinexcne ¢pynxyuje 2", e*,sin z : C — C, apegciiasmajy jequucitieena anaiu-
wuuka dpogystcerva peannux gyukyuja x”,e* sinx : R — R Ha cxyii komiinexkcrux opojesa.

Pememe: 3aucra, ako je f(z) 6uio xoja o HaBeneHUX (PyHKIMja, OHA CE€ MO JeHUHUII]H
nmokJana ca oarosapajyhom peaaHom gpyHkiujom Ha ckyny R. HapaBHo, cBaka o1 HABeJJeHUX
(byHKIIMja je aHATUTUYKA Ha IIeJIOM CKYITy KOMIUIEKCHUX OpojeBa.

IIITo ce TMUe jemUHCTBEHOCTH, TpeTnocTaBuMo 1a je g : C — C aHanutuuka ¢$pyHKIMja
KOja Ce Ha CKYITy peaJIHMX OpojeBa Mokiamna, Ha mpumep, ca e”. Tana,

g(z) =€ 3acBe z€R
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o 3Hauu ga ckyn {z € C | g(z) = e’} = R uma HerpeGpojuBO MHOTO Tauaka HATOMMIIA-
Bamba Ha ckyIry C mto o TeopeMu 0 jeTHHCTBEHOCTH aHATMTHYKe QyHKIH]je 5.19 uMrutnimpa
naje g(z) =e*3acme z € C. O

Canma hemo 1a onuIneMo HajjeTHOCTABHHU]Y CUTyalll]y KaJila MOKEMO J1a U3BPIITMMO €KCTEH-
3Ujy aHAIUTHYKE (QyHKIIH]C.

Hebununnja 7.2. Vpehenuiap (Uy, fa), 2ge je U, kpyé ca yeniapom y iiauu z = a a f, ynxyuja
Koja je ananuitivuka Ha U,, HA3U8aMo KAHOHCKU AHAUTAUYKY eNeMEHTT WU KPATIKO eleMeHIT.
Enemenitiu (U, fo) u (Up, f) cy neiiocpegro exeusaneniminu, iuwemo (Uy, fo) ~ (U, fp) axxo

UNU,#D u  f1(2) = folz) 3acee =z €U NUs.

OuurienHo aa ako cy eneMeHTd (Ui, f1) u (Us, fo) HETIOCPEMHO €KBUBATIEHTHH, MOXEMO
na AeUHUIIIEeMO aHAMUTHUKY GYHKIWM)Y f : Uy UlUy — Cca

| (), zel;
f(z) —{ fo(2), z e\ Uy

KOja je JeIMHCTBEHO aHAJIMTUYKO Mpoayxkeme GyHkIMja f; U fo Ha ckym Uy U Us. Ako Ha
OBa] HAUMH XETUMO J1a HACTABUMO TIpOlIieC MPOAYKeha aHaAMUTHUKe (QYHKIM]je, HANTA3UuMO
Ha CIIMYHE TIOTEMKONE Ka0 MPUINKOM KOHCTPYKIIU]E MPUMUTUBHE DyHKITH]Ee (TTOTCETUMO Ce
nornassba 4.2). Mehytum, mpobrem hemo 1a permmMo Ha CTMYaH HAYHH.

Hedununnja 7.3. Eneveniau (U,, f,) u (Uy, fp) cy 2nobammo exsusanenitinu, duwemo (U, fo) ~
(Up, fp), axko Gocimioju iy v : o, B] — C koju dosesyje Wauxe a u b u amuuja eremenainia

F =AU fr) | =to <ty <+ <t = B}

waxeux ga je Uy, 1), fyii 1)) ~ Uy, fyw) 3acsei =1, ... .nu Uy frio) = Ua, fa)
a (Z/{W(tn,)’ f’Y(tn)) = (Z/{b, fb)

[MpakTUYHO, IPUIMKOM IIPOBEPE II100AIHE CKBUBATCHTHOCTH efieMeHaTa (Uy, fo) u (Uy, fp),
KOHCTPYMIIIEMO TYT KOjU TIOBE3Yje TAYKEe ¢ U b M HEroB OTBOPEHH TOKPUBAY KPYrOBUMA
TAKBUM [1d HA YHUJU CYCEIHMX KPYroBa MOXeE Ja Ce U3BPIIN aHAIIMTUYKO MPOIYKEHE OAr0-
Bapajyhux ¢hyHKIIMja Kao MITO j€ MIYCTPOBAHO Ha IPadUKy UCITO.

B =t51
ty 1

ts 4

I'padux 37: [mobanHa eKBUBATEHIIN]A KAHOHCKUX enemeHata (Uy, fo) u (Uy, fp), TpuMeTuMO
na f,) 1 fo He MOpajy na ce moknanajy Ha Uy ;,) N U,.

111



Teopema 7.1. Penayuja ~ je perayuja exeusanieHyuje Ha amunuju ceux KAHOHCKUX AHA-
JUTHUYKUX eNleMeHatld.

Z[OKaB: O‘{I/II‘J'[CILHO Oa U3 HETIOCPETHEC CKBUBAJICHTHOCTH CJIICMCHATA CIICAN IbUXOBdA riobanHa
CKBHUBAJICHTHOCT ITd je 3aTO CBAKU KaHOHCKH €JIEMEHT I100aJITHO eKBUBAJIEHTAH CAMOM CeOH.

JIOKa)kNMO CUMETPHYHOCT penanuje . Heka myt v : [0, 1] — C u ¢pamunuja enemenara
F= {(U'Y(ti)7f'7(ti)) ‘ 0= o<ty <---<t,= 1}

06e36ehyjy penanujy (U, fo) = (U, f). Tamamyr vy~ : [0,1] — C matca vy (t) = (1 —t)
(cympoTaH myT myTy ) ¥ paMuiidja eaemMeHaTa

F = {<U’Y(1_ti)7f“/(1_ti)) | O=to<ti <---<t, = 0}

00e36ehyjy penaunjy (Us, fr) & Ua, fa)-

JIOKaXHUMO jOIIl TpaH3UTUBHOCT penaimje ~. Heka je (U, fo) = (Up, f) 1 (Up, ) =
(U,, f.). To 3naum na nocroje mytesu vy : [0, 1] = Cu s : [1,2] — C taxsu na je 71(0) = a,
11(1) = b =(1), 12(2) = ¢ u pamunmje enemeHara:

‘Fl = {(u%(ti)vf’yl(ti)) | 0= tO < tl << tnl = 1}7

fl = {(Z/{’YZ(S'L)7-]C’Y2(37L)) | 1= Sp <81 << Sy, = 2}.

KOjUMa Cy CyCeIHH elleMeHTH y perauuju ~. Tana, myt v : [1,2] — C mat ca

1<t>a 13 € [07 1)3
() :{ oty te Ll

MOBE3yje TAUKE a U ¢ a paMuiidja eIeMeHaTa

Ji1= {(u"/(ri)7f’7(7'i)) | O=ro<ri<-+ <Tpjtny = 2}7

raejer; =1; akojei < my ar; = S;_n, aKo je i > ni 0be36ehyje penaunjy (Us, fo) = U, f.)
(ucrcatu aeTane). O

Haxe, penanyja ~ pa3ouja cBe KAHOHCKE aHATTUTUUKE €JIEMEHTE Ha KJIACE CKBUBAJICHITH]C.
LITaBuine, GyHKIH]y KOja je aHAMUTHIKA Ha o0acTd D MOKeMo Ja ITocMaTpaMo Kao KI1acy
ekBuBaneHimje enementa F = (U,, f,) y oaHocy Ha penauujy ~ (mmiremo [F|.) raoe je
U, € Du f,(2) = f(2) 3a cBe z € U,. To je 36or Tora mro GUIO KOjU APYTH IAPYrH
aHAJUTHYKK eieMeHT (U, fj) KOju UMa ucTe 0COOKMHE MOpa Ja Oy/ie rT00ATHO EKBUBAJICHTAH
enementy (U,, f,) 3aTo0 ITO je OOIACT MyTeBUMA MTOBE3aH M OTBOPEH CKYII 1A JIAKO MOKE JTa CE
KOHCTPYHIIE OAToBapajyhu myT u HU3 KaHOHCKHX eJIeMeHaTa Koju ux mosesyjy. Kako je cBaka
00JacT yHHja KPyroBa, yMeCTO KAHOHCKOT aHAJIUTUYKOT eJIeMeHTa MOKEMO Jla TOCMaTPaMo
T3B. KIIACHYHU AHAJTUTHYKH efleMeHT oHocHO miap (D, f) rae je D obnact a f dbyHkuuja Koja
j€ aHAIUTUYKA HA 0],

HpCTXOI[HI/I MNPpUCTYII HAM OMOFyhaB‘d Jda MOUCTOBCTUMO KAHOHCKE CIICMCHTC Hd HUCTUM
obnacTrMa KOju OJITOBapajy pasIuauTUM (yHKIHjaMa.

Ipumep 7.2. Hexa jely = {z = pe¥ € C | [p— 1| < 1,-5 < ¢ < 5}. Hokasamu ga cy
xanoncku enementiiu (U, \/pe's ), (Uy, \/pe's ™) znobano exeusarendinu
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Pememe: Younmo myT 7 : [0, 27| — C nat ca y; = €' Koju IMOYMmb-e W 3aBpIIaBa ce y Ta9Ku
z = 1. Taga, aHAMUTUYKU elIEMEHTH

(¢, 11). U ={z=pe* €C| |p—-1<1,-F<p<3} filpe®) = pe's;
(Ui, fi), U ={z=pe? € C| [p—il <1,0<p <}, fi(pe') = \/pe't;
Uor, fr), U ={z=p? €C| |p+ 1| <15 <p< T} ffl(pefw)z\/ﬁeff;
Uiy [-i), Ui={z=pe? €C| |p+i|<lm<p<2r}, fa(pe?)=/pe'?;
(U, 91), Uy={z=p?eC| |p=-1<1L,T <p<T}  qlpe?) = pe's;

I'paduk 38: AHATUTHUKO MTPOAYKee eiaemenTa (U, f1) ayx xpyxkuune |z| = 1.

MTOKPHUBAjy YT Y ¥ CYCeTHU €JIEMEHTH Cy HETIOCPEIHO €KBUBAJICHTHH jep je pyHKIMja aeduH-
McaHa Ha MCTU HAYMH Ha IpeceKy cycenHux Kpyroma (I'pacdux 38). CmeHOM ¢ = ¢ + 2m,
nobujamo n1a je g (pe'?) = \/ﬁe’%”” 3a¢€(—5,5). O

Jaxie, y cCUTyallju Kajaa He MOokeMo Ja AeUHHIIeMO (YHKIIH]je TTI00ATHO aldl MOKEMO
Ja UX JepHHUIIEMO JOKATHO Tj. Ha KPyroBUMa JOBOJHHO MAJIOT IOJIYIIPEUHHKA, pelaluja
rino0allHe CKBUBAJICHIIM]¢ KAHOHCKUX elleMeHaTa HaM omoryhaBa /1a JIOKalTHO Je)UHUCAHE
(byHKIIM]E TTOMCTOBETUMO U TAKO U3BPIITUMO JTaby aHAIU3y robatHe pyHKIH]e.

HNedbunnunuja 7.4, [ nobanna ananuiiuuka ¢pyHKyuja je Kiaca ekeusaieHyuje KaHoHcKoZ aHa-
uitiuuroz enemeniia F = (U, fo) v ognocy na perayujy ~. Knacy [F|~ nasusamo ananuitiuuxo
apogysicerve kanonckoZ enemenitia F = (U, fo).

I'mo6aaHy aHAMUTUYKY (YHKITH]Y MOXKEMO Ja TTOCMATPaMO U Ka0 aHAJTUTHIKO TTPOJTYIKEHHE
aHamuTUakor enementa (D, f) mpenusHuje, Ka0 KIIaCy CKBUBAJICHIIH]C [(L[a, f )L rae je U,
MPOM3BOJbaH KPYT KOJU je cajpxkaH y obmactu D jep cMO MOKa3ald J1a Cy 3a MPOU3BOJHHE
Kpyrose U, u U, caapxane y D, KaHOHCKU aHATUTHUKH erneMeHTH (U, f) u (Uy, f) Tio-
0aJlHO eKBHBaJeHTHH. To 3HAuUW Na, ako ycmeMo na aeduHuIeMo GyHKIUjy f Ha OWIo
KO0jo] 00JIaCTH, HEHUM AHATUTUYKUM TPOAYKEHEM J00MjaMo, MOXKAa (PyHKIHM]y, MOXaa
BuIe3HauHy (GyHkIujy koja he ja Oyae medpunucana Ha MakcuMmanaHoj obdmactu (y OgHOCY
Ha penanujy OuTH TOTCKYT) Koja caapxu oomact D.

Hocrta Tpyna je ymokeHO y aHalu3y II00aTHUX aHATUTHYUX (YHKIM]jA, CHEUHjaTHO 3a
onpehuBame yciaosa moq kojuM [F|. oapehyje jemuHCTBeHY (He BuUIlle3HAUHY) QYHKIU]Y Ha
obnactu (TeopeMa 0 MoHoIpoMmHju). 300r omtyke MHCcTHTYTA O ckpahuBamy rpaauBa 300T
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BaHPEIHOT CTama, OBJIE 3aBPIIABAMO Ca TEOPHjOM aHATUTUYKUX MPOIYKEHmha a 3aMHTEePeco-
BaHU CTYIEHTH MOTY Ja ce YIIO3Ha]y ca MaTepHjOM U3 IIperopyyeHe JIUTepatype. Y HaCTaBKY
hemo y kpaTKuM HpTama ja MPeru3Ho J1eUHUIIEMO IEMEHTapHE BUIIC3HAUHE (QYHKIIH]E.

7.2 EaeMeHTapHe BHIlle3HAYHe (DYHKIIMje KOMILIEKCHE MPOMEH/bIBE

Dynximja fo(pe'?) = {/p e'n na obmactu D = {pe'¥ | —-1 < p <7} =C\{z € R |z < 0}
1Ma MHBep3HY GYHKIMY ¢(2) = 2". Kako je g aHamuTnuka QyHKIMja a ¢’ pasmuuut o Hyjie
3acee 2 € D) = fo(D) = {pe' | —2 < < I}, M0 TeOpeMH O H3BOAY cllokeHe QyHKIMje U3
g o fr = 1 nobujamo ja je:

1
fo2) = ———=

Oryna, nap (D, f) npeacTaBba aHATUTHYKK CJICMEHT.

3acee z¢€D.

Hedunnnnja 7.5. Anamitiuuko ipogyacerve enemenitia (D, fo) nasusamo n-imiu kopen komitnex-
cHoZ bpoja z u obenewasamo ca Yz

Jaxne, kajga yOymayhe y autepatypu BUAMIUTE {/z, 3HajTE Ja je OBO HUINTA BHIIE IO
O3HaKe 3a CBE KaHOHCKE aHAJUTUUKE €JIeMEHTE KOJU Cy IJ100aTHO €KBUBAJICHTHH €IIEMEHTY
(D, f). Texuukama u3z [pumepa 7.2 Moxe 1a ce MOKaxe Ia 3a Kpyr U KOju He caapiu
KOOPIMHATHY MOYeTaK, KAHOHCKH eleMeHTH JFj, = (Us, /P e"(%*%Tﬁ)), k=201....n—1
Cy TTTo0ATHO €KBHUBAJIEHTHH OIHOCHO Ja MPEICTaBJba]y JeAUHCTBEHY II100aTHy aHATUTHUKY
(YHKIH]y OJIHOCHO Yy OBOM CIlyuajy, n—TH KOMILIeKcaH kopeH. Tlocebre pynxkiuje fi(pe¥) =
/P R 30 | = 0,1,...,n — 1 Ha3uUBaMO rpaHe KOMIUIEKCHOT KOpeHa U OHe cy 3a N = 3
WJIyCTPOBAaHE 3a Ha TpaduKy UCIIOJ.

=
vz :
-3
D
/
/
/
Dy |/ D
D, J S — > < >
N\
D; \

I'padux 39: Tpu rpane BUNIE3HAUHE KOMITIEKCHE (DYHKIME /2.

AHanmusMpajMo caja KOMIUIEKCHH Joraputam. IlocmaTpajmo mMcTy obmact D = {pe’? |
—7 < ¢ < 7} ¥ Ha Boj nedpuHucany GyHkunjy lo(pe’?) = In p +ip. Oynkumja ly GUjeKTHBHO
npeciukaBa oonact D Ha obmact D = {z | —7 < Imz < 7} a mena uHBep3Ha GyHKIMja
g : D§ — D je ynpaso g(z) = e*. Kako je ¢'(z) = €* paznuuuT ox Hyne Ha Djj, 3aK/byuyjeMo
7a je

1 1

/ — — —
lo(2) = o) — , Jacse =z eD

o umrutuipa aa je (D, ly) aHATUTHYKH eTTeMEHT.
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Hedununuja 7.6. Komiinexcuu nocapuitiam, y oznayu Ln 2, ipeqgcifiassa aHATUTUYKO Tpogyicerse
anamimiuuroZ enemenita (D, ly).

[MpuMeTHMO [a y IPETXOAHO] KOHCTPYKIHMjU, GyHKunjy lo(pe'?) = In p + i Moxemo na
3aMeHnMO GyHKIHjoM [, (pe'?) = In p+i(p+ 2k7) 3a mpousBobHO k € Z koja Takolhe uma e”
Ka0 UHBEP3HY (PYHKITH]Y Ha CBOM KojloMeHy. Takolbe, Tako Moke Jla ce MOKake 1a ¢y 3a KpyT
U, KOju He caipiKi KOOP/IMHATHH ITOYETAK, KAHOHCKU AHATUTHYKH eleMeHTH (Uy, ;) 11 (U, ;)
r1o0aTHO €KBUBAJICHTHU 34 TIPOU3BOJBHO 7, ] € 7 (kpuBa u3 Hedbununmje 7.3 je KpyKHUIA
{z | |2| = |a|} mrTo UMIUTHIIIpPA a4 KOMIUTEKCHU JIOTapUTaM MMa peGpOjuBO MHOTO TpaHa
lk, k € 7 xao mTo MoXxe na ce Buau Ha I'paduky 23.

Ha xpajy, aHanu3upajMo HHBEp3HEe TpPUTOHOMeTpHjcke ¢pyHKIMje. Kako je 1o qeuHUuLIMju
eiz + e—iz
cosz = ——

2

3aMCHOM COS Z = w J00HjaMo Ja je
e — 2we* +1 =0 wmm ekBUBANEHTHO €% = w + Vw? — 1.

MpU TOM, OBJIC BOJUMO padyHa Ja je KOMIUIGKCHM KOpPEH BUIe3HauHa ¢yHKIHMja. Tako
3aKJbyUyjeMO J1a je MHBep3Ha (DYHKIMja KOMITIEKCHOT KOCHHYCA BUITIe3HAUHA (hyHKIIM]a KOja
uMa popmy:

Arccos z =iLn(z + V22 — 1).

Ha cnuuan Haums ce mooujajy Gpopmye:

14z
1—1iz

Arcsin z = —iLn(iz + V1 — 22), Arctg z = —% Ln
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8 I'eoMeTpHjCKH NPUHIMITH

Y oBOM nocieqmeM Moriasby kypca KommnekcHe aHannse ynozHahemo ce ca join HeKOJIHKO
JeTUX 0OCOOMHA AaHATTUTUYKUX (PYHKIIM]A.

8.1 [IlpuHuum aprymenra

Kao mro cmo Bumenu y Teopemu 4.13, ako mo3HajeMO CBOjcTBa (hyHKIIMje HA OKOJIMHHU
rpaHUYHE KpUBE, MO oApeheHrM yclToBMMa MOXEMO [1a 3HaMoO IITa Ce JeliaBa Ha IIeJo]
obOmacTtu kojy Ta kpuBa orpannyaBa (ITpumep 4.5). YV oBoMm ofesbKy aHamu3npaheMo kKakBe
cBe nHhOpMalHje O aHATMTUYKO] (PYHKIIM]U OTKPHUBA]jY CIIMKE JIEO IO JIEO TIIaTKUX, 3aTBOPEHUX
KPHBUX.

Hedununuja 8.1. Hexa je ¢pynxyuja ananuitivuka u paziuduifia og Hyae Ha OKPReHOj OKOIUHU
U ={z € C|0<|z—al < p}mauxea € C. Jlozapuitiavcku ocuaimiax (pe3ugyym) Qynxyuje
f y @wauku a je octmattiak uzeoga ¢ynxyuje Ln f y fwiauxku a ogrnocno

/
/ f
Res(Ln' f,a) = Res (T,a).
Ja 6u u3bernu Hepmoymulle ca neduHUcCAHOIThY KOMIUIEKCHOT JOTapuUTMa, 3a JOTapu-
TaMCKH ocTaTak KopuctuheMo ¢opmyny ca aecHe ctpaHe. Omuimmmo Kakse uHpopMmaiuje o
(dbyHKIUjU f y Tauu @ OTKPUBA JTOTAPUTAMCKHU OCTATAK.

Hexka je 2 = a Hyna pena k dynakuje f. Tama MoxkeMo J1a TPETIOCTABUMO J1a je (hyHKIHja
f aHanmuTHuka Ha 1en0j okonuuau U, Tauke a. [To Teopemu 5.18, pynknuja f Ha okomunu U,
MOJKe J1a ce TIPEACTABU ca

f(2) = (2 — a)*¢(2)

rJ1e je PYHKIMja (0 aHAIMTUYKA U Pa3IudnTa O] HyJie 3a cBako z € U,. Tana, 3a cBako z € U,
BaXW /1A je:
f'(z) _ k(z—a)*to(2) + (2 — a)*¢'(2) 1 kp(2) + (2 —a)¢'(2) 1

f) ~ (z — oo (2) ~ i a 20 = — 4(2).

Kako je ¢(z) # 0 3a ce z € U, hyHkimja ¢ je aHamuTHUKa Ha CKyIy U, 11a, 10 TejiopoBoj
TeopeMu 5.5, pyHKIMja ¢ je Ha cKymy U, jeqHaKa CyMH KOHBEPTECHTHOT CTETICHOT pejia
Y o cnlz — a)" unju je koeduumjeHT ¢y o Teopemu 5.14 jenHax

co = ¢(a) = = k.

Oryna,

LJ;,((ZZ)) B zia(kJrnf:lcn(z_a)") = Zfaqtnio;cn(z_a)n—l

je JlopanoB pa3Boj ¢GyHKIH]E fT/ Ha npcteHy U, mrto mo Teopemu 6.12 mmmmunupa na je

JIOrapuTaMcKy ocTaTak GyHKIMje f y Hynu pena k jenHak koeduuujeHty y3 (z — a) b 1j.

Res (f?/, a) = k.
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JlakIe, TOTApUTAMCKU OCTaTaK y W30JIOBAHO] HYJIW aHAIUTUUYKE (YHKIIM]jEe je jeoHAaK pemy
Te Hyne. [lpuceTmo ce 1a je jemMHa aHAIMTHYKA (PYyHKIIM]a KOja MMa He-U30J0BaHy HYIY
KOHCTaHTHA (hyHKIM]ja KOja je jeTHaKa HyJIH.

Hexka je z = a mon peaa k dynkmuje f. To mo Hebununuju 6.3 3Ha4M 14 je 2 = a Hyja
pena k dyHKImje % IITO HA OCHOBY MPETXOTHOT pavyHa UMILTUIUpPA A je JTOTAPUTAMCKU
ocTaTak GpyHKIHMje %:

! _r /
k‘:Res( ) ,a) = Res <Tf2,a) = — Res (L,a>
i f

Tj. JTOOWJTH CMO JIOTapUTAMCKU OCTaTak QyHKIMje f y Tauku a. Jlakie, 1TorapuTaMCcKH OCTaTaK
dbysaknuje f y mony pena k, jenHax je —k.

—~
= |

OcuMm mto omoryhasajy oapehuBame pena Hyma OJHOCHO pefa MojioBa (pYHKIHja KO
KOjUX TO HHje HOBOJbHO OYMITIEAHO (Ha Mpumep, koa ¢yHKIHja sin z, tan z U ci.), Jora-
PUTAMCKH OCTaTak HaM oMoTyhaBa Na OIHINEMO jeTHO IPENENo CBOJCTBO MepOMOP(HUX
dbynkuuja. I[MpuceTnmo ce ga cy MmepomopdHe pyHKIIHMje OHE KOje OCUM TT0JI0BA HEMA]y JPYTHUX
CUHTYITAPUTCTA.

Teopema 8.1. Hexka je pynxyuja [ mepomopghna na oonaciiiu G u nexa je D C G ozpanuqena
obnact twarea ga je OD geo o geo craitika Kpusa Koja He cagpicu Hu Hyje HU o106e yHKyuje
f. Axo je N opoj nyna a P 6poj iionosa ¢yurxyuje f roju tpuiiagajy oonractiu D pauynajvhu
suwecipyKociliy, maga je:

f'(z

L1,
N P‘Qﬂff(z)d
oD

dpu oM, uHilieZpayuja ce epuiu 'y cmepy waxko ga wauxke ovaacttiu D ociaiajy ca nese ciapane
kpuge OD.

Hoka3: Ilo Jlemu 6.1, pynknuja f Ha obmactu D ¥MMa KOHAYHO IIOJIOBA D1, .. ., Pm. Kako
¢yHkMja f Ha OD HeMa HU jemHy HyJIy, OHAa HHUje KOHCTAHTHA W je[HaKa HYJIH Ia Cy IO
[Mocnenuuu 5.6, cBe HEHE HYJIE M30JI0BAHE IITO 3HAYM J1a HA OrpaHUYCHO] oonactu D oHa
UMa KOHa4yaH Opoj Hyna a4, . . . , a,. Hexka je k; peq Hyne a; a [; pen nona p; dyHkiuje f 3a cBe
1=1,...,n,7=1,..., m OJHOCHO HEKA je

N=ki+-4ky P=lL++1n

Kako cy monoBu u Hyne GpyHknuje f cuHTyTaputeTu (QyHKIHjE f?’ 3aKJbyuyjeMo J1a 7 uMa
Ha D KOHAYHO CHUHTYJIapuUTeTa U 11a je HempekuaHa Ha 0D. Otyna, 3aI0BOJbEHU Cy YCIOBU

Kormmujese TeopeMe o ocratky 6.11 ma je:
1 [ f(z) - <f’ > S (f’ )
— ¢ ——dz = Res | —,a; | + Res | =, p,
27r28D f(z) ; f ; o

Calbupuu ca JeCHe CTpaHe JeIHAKOCTH ¢y MO JehUHUIIM]H JIOTAPUTAMCKH ocTaly GyHKIuje f
y HyJIaMa OJTHOCHO TIOJIOBMMA 3a KOje CMO TTOKa3aju j1a je

Res (f7,ai> =k, Res <f7apj) = —l;
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IIITO UMILTUIINPA 1A je

1[5, ~ S
%}[ﬂz)dz‘;“;lj_wp'

oD

[

Kao mro wmycTpyje mpeTxogaHa TeopeMa, aa OM OJpe Ui UHTETpajl fw fT/dz, JIOBOJHHO

je 1a 3HaMO peJIoBe HyJla M IoJioBa MepoMopdHe pyHKIMje f KOjU MpuUIanajy odoIacTu Kojy
KpuBa y orpaHnyaBa. [IpeTxomHa TeopeMa UMa jako JIely TeOMETPH]CKY HHTEPIIPETAIIH]Y.

[Mpucetumo ce ma ako je 7y : [a, f] — C mapamerpusanmja kpuse 0D, o Teopemu 4.8
BaXKH J1a je:

f'()
oD
raeje @ : [«, ] — C npumuTusHa QyHKIMja GyHKIM]E fTI nyxk myta 7y (Hdedununmja 4.3). Axo
ApryMEHT KOMITJICKCHOT Opoja AeuHUINEMO TaKo J1a KOMITO3UIja arg o f Oyie HempeKuIHA
dbyHKIIMja OyX MyTa 7y, Taaa
In|f|+iarg f=Lnf

je jeliHa rpaHa KOMIUTEKCHOT JorapuTMa Taksa ja je (Ln f) oy HempekuaHa GyHKIH]a U BaXn
Ja je

(@nony = (Lo}

mrto umrutuimpa jaa je (Ln f) oy jenmna npumutusHa GyHkiuja GpyHkimje f?/ nyx myta vy. Tako
mo0ujaMo 11a je

f{ §<(>) dz=Ln f((8)) = Ln f (v(e)) = i(arg £ (+(8)) — arg f (v(a))).

[MpumeTrMo @ pasauka z( arg f (7(6)) —arg f (7(04))) HE 3aBHCH O] TApaMETPU3AIIH]C 7Y
rpanuiie 0D mMTO 3HAYM J1a TIPEACTABIba CBOJEBPCHY MHBAPHjaHTY MepomopdHue dyHkumje f
Ha rpaHuiy 0D xojy heMo ma o3Ha4YMMO ca:

Aarg f(0D).

Bemunna A arg f(y) mpencraBiba MpOMeHY apryMeHTa BekTopa w = f(z) Kamga BEKTOp
obube kpuBy f(7). AKO je vy 3aTBOpeHa KpuBa, U f(7) je Takohe 3aTBOpeHA KpHBA a 11e0
6poj 5-Aarg f(7) unycrpyje konuko myta kpusa f(7y) oOuhe OKO KOOPAMHATHOT MOYETKA
Kao mTo je umyctpoBaHo Ha I'paduky 40. V mutepatypu, 6poj oOunazaka 3aTBOPEHE KPUBE
7Y OKO KOOPAMHATHOT MOYETKA CC HA3WUBA W WHJICKC KpUBE 7y y o3Hamu ind . AKo yBescHe
BeNTMYMHe 3aMeHNMO y Teopemu 8.1, mo6HjamMo TITaBHO TBphEHme OBOT O/IeJbKa.

Teopema 8.2. (Ilpunyuii apéymenitia) Hexa oonaciiv G, D u gpynxyuja | 3agosomasajy ycioge
Teopeme 8.1. Axo je N opoj nyna a P 6poj donosa ¢pynxyuje f koju apuiiagajy odraciwu D
pauynajvhu suwiecitipyxkociiiuy, waga je:

N—P= %Aarg £(OD) = ind f(ID).
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I'paduk 40: Cnuka KpyXKHHI@A €A HEHTPOM y KOOPAUHATHOM TOUETKY MOJYIIPEUHUKA 5, 5, o
. z3+22
T (2420)(2—37)

1 b mpecnukaBambeM f(z)

I'padux 40 nemo waycTyje CYIITHHY IPHHIIMIIA apryMeHTa MepoMopdHUX (yHKIHja,
nmoBehaBameM TONYIPEUHUKA KPYKHUIE, HbUXOBE CIMKe O0WIaze KOOPAWHATHU TOUYETAK
tauno N — P-niyra e je N — P-pasnuka 6poja Hyna u 6poja moitoBa ¢pyHkimje [ (pauynajyhu
BUINICCTPYKOCTH ) KOJU TIPUTTIA/Iajy ojroBapajyhem kpyry.

Ha kpajy, nokazahemo jenHy KkopucHy nocienuiry IlpuHiuna aprymeHra.

Teopema 8.3. (Teopema Pywea®®) Hexa cy ¢pynxyuje f u g ananuiuuxe na D u nexa je 0D geo
ilo geo Znaimixa, 3aifisopena kpued. Axo je 3a ceaxo z € 0D

1f ()] > lg(2)],
waga pynxkyuje f u f + g umajy na obnaciiu D ucitiv 6poj nya.

Jokas: Kaxo dyukuuje f u f + g Hemajy monose Ha obiactu D, nokazahemo na kpuse f(0D)
u (f + g)(0D) obunaze 0kO KOOPAUHATHOT MTOYETKA UCTH OpOj MyTa.

IpBo, Ha rpanunm 0D, 3uamo ja je f # 0 u f + g # 0 jep Mo MPETMOCTABIN 34 CBAKO
z € 0D Baxu |f(z)| > |g(2)| > 0 wrro 3uaum na je u |f(2) + g(z)| > |f| — |g| > 0. Tana,
¢dhyHKIIHja % je HempeKuaHa Ha obnactu D 1ITo 3Ha4H 1a je

Aarg(f +g)(0D) = Aarg f(1 + %)(ap) Y Aarg £(OD) + Aarg (1 + %)(ap).

[Ipu ToM, y KOpaky (*) cMO KOPHCTUIN OCOOHHY 1A je apryMeHT TPOU3BO/IA jeHAK 30Upy

aprymenara. Caja, Kako 3a cBako 2z € 0D Baxu 1a je :?8% < 1, cnuka kpuse 0D mpecauka-

BALEM % npunajga kpyry {w € C | |w| < 1} mTo 3Ha4M 14 WHeHa TpAaHCIAIMja 38 BEKTOP

22 Eugene Rouché 1832-1910, dhpaHIycKks MaTeMaTHUAap.
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z = 1, ogHOCHO clMKa MpeciaraBameM 1 + 4, He Moxe ma o6ule KOOPIUHATHH MOYETAK.
Otyna

Aarg (1+ %)(82?) =0

YUME CMO JIOKA3aliv J1a je
Aarg(f + 9)(0D) = Aarg f(ID)

IITO TI0 MIPUHIIMITY apryMeHTa uMIuinmpa aa f u f + g umajy Ha D uctu 6poj Hyna. [

Crneneha Teopema je nemna nocienuia Pyieose Teopeme.

Teopema 8.4. llomnom p, : C — C cileiena n uma @Wauno n KOMIAIEKCHUX KOPEHO8A
pauynajyhu suweciapykociu.

Hoxka3s: Hexka je p,(2) = c,2" + Cn12" N 4+ 4+ 12 + ¢o TOTHHOM ca KOMILUTEKCHUM Koedu-
mujeHTuMa rae jen > 1 u ¢, # 0. Kaxko je

. . —1 (*)
lim p,(2) = lim (2" + cu 12" 4+ crz + ) 2 oo,
Z—00 Z—00

Tauka z = OO je MoJ MOMUMHOMa. To MMIUIMIMpA A je CKYI Hyja IIOITHHOMA P, OTPaHUYEH
jep ako 6u 3a cBako m > 0 mocTojaia Hyna z, TAKBa A4 je |2,| > m, Tama 6u HU3 (2, )men
TEKHO GECKOHAYHOCTH 4 HeroBa CIMKA (pn(zm)), _ OM OO KOHCTAHTAH HyIa-HHU3 KOjH
TEXU HYJIM IITO je y CympOTHOCTU ca (*). Jlakie, Hylde MONMHOMA P, TPUNAIAJY CKYITY
U={z€C]|z| <R}

Heka je f(2) = c,2" n g(2) = ¢, 12" 1 + -+ + ¢12 + ¢. Ilpumernmo na 3a cse z € C

TakBe 1a je |z| = R omHocHO z € OU Baxu |f(2)| = |c,2"| = |c,|R" mTo ummuimpa na je

19(2)| = len12" P+t azt o] < e | R4 4 || R+ ol

(¥)
< (lenal + - +ler] + )R

‘C‘IL71|+"'+|61‘+|CO|

Moskemo ja mpernoctasumMo gaje R > 1 ma penanmja (x*) Baxku. Otyna,3a R > o]

Baxu 1a je | f(z)| > |g(z)] 3a cBe z € AU miro mo Teopemu Pyiea ummuimpa ja GpyHxmiuje
fuf+ g=p,umajy Ha ckymy U uctu O6poj Hyna. O]

8.2 OTBOpEHOCT AaHATUTHYKHUX NPEC/IMKABAKA

W3 peanne ananmse CMO HAy4dWiIM Jla j¢ MHBEP3HA CIIMKAa OTBOPEHOT CKYyMa HEMPEKUTHUM
MPECIMKABAKBEM YBEK OTBOPEH CKyml. McTa je cuTyarmja ako mocMaTpaMoO WHBEP3HE CITUKE
OTBOPEHHUX CKYITOBA peaHuX AudepeHInjabunnmx pyukiuja. Y cayuajy C—andepenimjadu-
HUX OJHOCHO aHAIUTHYKHMX (PYHKHja, HHBEP3HE CIUKE alld U CIIMKE OTBOPEHHUX CKYIOBa CY
OTBOPEHH CKYIIOBU IIITO HapaBHO He MoOpa Ja BakKM y peallHOj aHalu3h. TOIOJIOIIKUM
PEUYHMKOM, aHAJMTHUUYKA IIPECKUIaBakha KOMILICKCHE PABHHU Cy OTBOpEHA 1ITO hieMo ja Jjoka-
xemo y creaehoj Teopemm.

Teopema 8.5. (Ilpunuuii uysamwa oonaciwiu) Axo je pynxkyuja [ anamifiuvuka u paziuquiba og
koucimianiie na oonaciiu D, iwaga je f(D) = D* waxohe obaacia.

Hokas: {okaxumo ja je D* = {f(z) | z € D} nyreBuma moBe3aH U OTBOPEH CKYIL.

Hexka cy wy,wy € D* mpousBosbhn. Tana, 3a 21,22 € D Ttakse na je f(z1) = wy u
f(22) = wy, mocroju iyt 7y : [0, 1] — D takas gaje v(0) = z; uy(1) = 25 (jep, D je nyreBuma
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noBe3aH ckym). Tama, v = f o~y : [0,1] — D* je HENPEKUIHO MPECTUKABABE OJHOCHO ITYT

Fojn nosesyje 77(0) = f(7(0)) = f(z1) = wy ny(1) = f(¥(1)) = f(22) = ws. Otyma, D*
je myTeBUMa MOBE3aH.

IMokaxxumo 11a je D* 0TBOPEH OHOCHO A CaJp KU OTBOPEHY KYTITy OKO CBAaKe CBOj€ TAUKE.
Hexa je wy € D* mpoussomsno. Younmo ckyn f~'({wo}) = {z € D | f(z) = we}. Cryn
f7*({wo}) He cMe ma MMa TauKy HaroMuIaBama y ckymy D jep. 3amcra, ako 61 f ' ({wp})
UMao TauKy HaroMuiaBama Ha D, o TeopeMH 0 jeAMHCTBEHOCTH aHATUTHYKe QyHKIHje 5.19,
dyukimja f 6u ce Ha ckymy D TOKTAmana ca KOHCTAHTOM QYHKIHjoM ¢(2) = wy a 6u caMum
M U f Ousta koucranTHa Ha D, Otyna, moctoju 2o € Duokomunald = {z € C | |z—z| < p}
KOja KOMIAKTHO Tipumaga obmactu D taxksa aa je f(20) = wo u f(2) # wo 3a cBe 2z € U°.
TTpu ToM, MOKEMO 1 TIPETIIOCTaBUMO 11a je f(2) # wp 3a cBe z € JU.

Tana, HenpexuaHa dpyukmmja |f — wo| : D — R uma munumym |f(z,) — wo| = p Ha
KoMIakTHOM ckymy OU. Ilpu tom, i > 0 jep y cympoTHoM u3 |f(2,) — we| = 0 cienu
f(zm) = wo U 2z, € OU ITO CMO Ce TPYAUTH 1a u3berHemo. JlOKaKuUMO 1a je Kpyr Uy, =
{w € C | |w—wy| < p} canpxany D*. Heka je wy € U, npousBosbho. Tana, 3a cee z € OU
Baxu jia je | f(2) —wo| > p > |wg —wq| o mo Teopemu Pyinea 8.3 ummumunupa 1a GpyHxmuje
f—wou f—wy+ (wy —wy) = f — wy umajy va U uctu 6poj uyna. Kako f — wy uma Ha
U Gap jemHy HYIY 2o, 3aKJbydyjeMo Aa U f — w; uMa Oap jemHy HyIy z; Ha ckymy U. [laxie,
noctoju z; € U C D tako ma je f(z1) = wp mTo UMIUTHIMpa 1a w, € D*.

Otyna, oTBOpeHa Kyria U, je caapxkaHa y D*. ]

Haxne, anaauTuuke (YHKIMje CY HEMPEeKUIHA U OTBOPEHa IpecinKkaBama. Jlokazahemo
JOIII jeJTHO 3HAYajHO CBOjCTBO KOHGOopMHUX pyHKIMja. [Ipe Tora, tokaxumo jeqHy moMmohHy
Jaemy.

Jema 8.1. Axo je [ ananuimuuxa y wauxu 2y € C, waga je:

lim f(Zl) - f(22)

(21,22)—(20,20) 21— %9

= ['(20).

Moka3: Kako je mo Jledpunurmju 2.5 ¢yHKIMja f aHATUTHYKA Ha OKOJMMHU U Tauke zg, TO
Teopemu 5.12 ¢pynkimja [ je Takohe aHanuTHIKa, A CAMUM THM M HETTPEKH/THA HA U.

Heka je € > 0 mpoussomno. Tana, 36or nenpexuanoctu ¢pyuknuje f’, mocroju o > 0 Tako
aa w3 |z — zo| < 6 cemm | f'(2) — f'(20)| < e. Tlpu TOM, § je TOBOIBHO Mao Tako 1a je f
anamutiuka Ha U = {z € C | |z — 29| < 0}. Taza, 3a IPOM3BOJBHO 21, 23 € UL, cerMeHT
(21, 20] = {tzo + (1 — )z | t € [0,1]} npunama U2 u Baxu:

f(z1) = f(=)

21 — 22

- 1| = | 2 () = ) - P - = )|

S i R

[21722] [21722]

| e - s

[21,22]

1

N |2’1 - Zz’

(%) 1

< €z — 2| =€

|21 — 2o

IMpu TomMm, HejeHakoct (x) cneau w3 [Mocneaune 4.1 v YUbEHUIE A je My’KMHA CETMEHTA
[21, 2] yipaBo |21 — 2. O
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Teopema 8.6. Hexa je [ ananuitivuxa y wauxu zo. Taga, dociwioju okonuna U auke 2 fiakea
ga je ipecnuxasarve f - U — U* oujexyuja axxo je f'(zy) # 0.

Hokas:(=) I[IpermocraBumo na je f : U — U* 6ujexnuja u C—mudepenimjabunta y zo € U.
Tana, f~! je 6ujeximja u C—mudepentmjadbuina y wy = f(2p) ¥ BaXH:

1
f'(z0)

Kaxo je |(f 1) (wo)| < 0 3axmyuyjemo na je f'(z0) # 0.

(f ) (wo) =

(<) Heka je f'(z9) # 0. TlpermocTaBumMo CympoTHO Tj. Heka f Huje ,,1-1” Hu Ha jenHOj
OKOIMHU TauKe Zg. To 3Ha1M 14, 3a cBako n € IN, mocroje 21, 20, € {z € C | |z — 2| < 2}
TaKBH 14 j€ 21, 7 Zon U f(21n) = f(22,). Tana:

hm (Zln; Z2n) = (Z(b ZO) anu hm f(zln) - f(ZQn)
n—00 n—oo Z1in — Zon,

=0

mto Huje Moryhe jep mo Jlemu 8.1 mocema TpaHUYHA BpemHOCT je jeqHaka f'(zg) # 0. [

Haxrne, axo je pynkmuja f : D — D* aHaTUTUYKA ¥ TAKBA Ja j& BbCH U3BO PA3TUIUT O]
Hyne Ha D, Taja je f nmpecIuKaBame KOje ¢ y TOMOMOTH]H Ha3UBA JIOKATHH XOMEOMOP(HU3am,
OJTHOCHO TIPECTMKaBarhe KOje UyBa JIOKaJHA CBOjCTBA TTPOCTOPA.

8.3 IlpuHuun makcumyma moay.ia, IlIsapuosa jema

3aHUMJBMBO CBOJCTBO AHAJIMTUUYKUX (DYHKIMja je Ja OHE HA 00jacTUMa He MOTY jJa UMajy
JTOKAaTHE MACKUMYME MO/1ya Beh ce MAKCUMYMH MOJTyJIa aHATUTUYKUX (PYHKITH]a YBEK JJOCTIKY
Ha pyOy obmacTu ka mTo heMo j1a ToKakeMo y OBOM OJICIbKY.

Teopema 8.7. (Ilpunyuii maxcumyma mogyaa) Jequre QyHxyuje Koje umajy MaKcumym mogyia Ha
yuytmpawrociiu ooracttiu D cy kouctianiine pynkyuje. Exeusaneniiino, anaiuiiuuke gpyuxyuje
KOje HUCY KOHCTHAHIIHe HeM]Y JOKAIHU MAKCUMYM MOGYia Ha 001aCiuMA.

Hoxa3s: Heka ¢yukuuja f : D — C Huje konctantHa. Tajga, mo ITpuHiuny yyBama 001acTh
8.5, cuka obmactu D je Takohe obmact D*. Heka je:

max | £(2)] = |f (z0)| = .

Kako je D* o6nact, mocroju kpyr (oTBopena kyria) U, = {w € C | |w — wo| < p} Tako na
je Uy, C D*. To 3Hauu Aa 3a TAUKy Wy = (1 + m)wo KOja Tpumnaja Kpyry U, Baxu:

P P
1+ ——)wo| = |wo| + = > |wo|.
}< 2‘w0’> 0‘ |wol 9 |wol
Kako wy € D* omHOCHO, w; je CIMKa HeKe Tauyke obnactu D, mobujaMo nma je MakCUMyM
oyukiwje | f| Ha obmactu D Behu of |wy| U Ty 10Ta3UMO 10 KOHTPATHUKIIH]E. O
OB/le HATTOMHEMO 114 | f | yBek rMa cyripeMyM (YKIbyuyjyhin 6ecKOHATHOCT) HA GUITO KOjeM
CKyTy.

Teopema 8.8. Axo je pynxyuja [ anamdiuuxa na oonacimiu D u nefipexugna na D (saimsoperve
ce pauyna y apocimopy (C, p)) waga | f| gociuusce maxcumym na 9D.
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Jlokas: TIpuMeTnmo 1a HempekumHa GyHKIHja f : D — C ¥MMa MaKCHUMyM Ha 3aTBOPEHOM
ckymy D. Axo je ¢yHKIMja f KOHCTAaHTHA, Tafa je cBaka TauKa 3aTBOPEeHa D MaKCHMyM
dbyukumje |f|. Axko f Huje KOHCTAHTHA, MO MPETXOMHO] TEOPEMU MAKCHMYM HEHOT MOIY-
A He MOXKE Jd ¢e JOCTIDKE HAa YHYTPAIIILCTH CKymd D OJHOCHO Ha obmactu D ma jemunu
TTOTEHIU]ATHY MaKCUMYMH ¢y Tauke ckyma D \ D = 9D. O]

OuurnenHo aa GyHKIHa | f| ZOCTHKE CBO] MUHHMYM Y CBUM HyTaMa dyHkimje f. Meby-
TUM, IPYTUX MUHUMYMa MOJYO aHAJIUTUYKe (PYHKITH]e U He MOXKe J1a UMa Kao IITO UITyCTpyje
crenehe TBpheme.

Teopema 8.9. Jequne ananuitivuxe gpynxyuje xoje Ha obnaciiuma umajy J10KAIHU MUHUMYM gehu
04 HYJle ¢y KOHCTHaniiHe (hyHKyuje.

Joka3s: Heka je f : D — C ananuTnuka QpyHKIHja TAKBA J1a je m%l lf(2)| = |f(z0)| > 0.
ze

Tana, f(z) # 03a cBe z € D MITO UMILTHIUPA JIa je % (dbyHKIIM]a KOja je aHaIUTHYKa Ha D
TaKBa Jla ce MAKCUMYM HbeHOT MOJyJa JOCTHXe y Tauku 2y € D. ITo Teopemu 8.7, dyHKIHja
%, ra caMUM TUM U f je KoHCTaHTHA Ha D. L

Ha T'paduky 41 cy rpadmuku npukaszane gpynkmuje |f| : R? — R Hekux eneMeHTapHUX
KOMIUTEKCHUX (PpyHKIHja. Kao mTo cMo TeopHjcKu Mmokasand, | f| Moke a mMa caMo JIOKaJTHA
MUHHUMYM U TO Y HyJaMa yHkuje f.

I'padux 41: IlpencraBbame MoAylda KOMIUIEKCHE (BYHKIMje Kao peanHe (QYHKIHje IBE
MIPOMEHJBUBE.
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Ha kpajy HaBoAMMO jeTHO 3aHUMJBMBO CBOJCTBO AHAJIMTUUKHUX ITPECTMKABAa KPYTOBa.

Teopema 8.10. (Illsapuosa™ nema) Hexa je f ananuimura na kpyey U = {z € C | |z| < 1}
waxea gaje f(0) =0u |f(2)| < 13aceezecU (f(U) CU). Taga je 3a ceaxo z € U

1f(2)] <zl

Axoje | f(20)] = |20| 6ap 3ajegno zy € U\ {0}, wmaga je |f(2)| = |z| 3a ceaxo z € U a pynryuja
f je poiwiayuja 3a yzao p.

Hoxka3s: Kaxko je f ananutuuka Ha Kpyry U, oHa je mo Teopemu 5.5 jennaka cojem TejnopoBom
pa3Bojy Ha . Tlpu ToMm, koedunmjeHT ¢y TejmopoBor pa3poja je mo Teopemu 5.14 jegHak
f(0) = 0. Hakme, f(z) = D07 c,2" 3acBe z € U ma je g(z) = @ = 3 et
3a ¢cBe z € U mro ummunupa ma je g : U — C rtakohe aHamutnuka Ha U. Heka je
U ={z € C| |z| <r}rmejer <1 (I'papux 42). Ha ocHoBy Teopeme 8.7, pyHkumja g
noctmwke Mmakcumym Ha OU™ = {z € C | |z| = r}. Kaxo je mo npermocrasuu |f(2)] < 1 3a
CBE 2z € U, 3akbyuyjeMo 14 je 3a cBe 2 € OU"
f(2)] 1
)= —F < -
|9(2)] R
IUTO 3HAa4M Ja je MakcuMyM GyHKIwje g Ha U" Mamby WM jenHak oi + ma je [g(z)] < 1 3a
cBe z € U". Kaxko cBako z € U mpumnama HekoMm U”, ako pukcupamMo z € U 1 IycTUMO Ja
MOJYTPEYHUK 7 TEXKU JEAUHUIIA JOOUjaMo J1a je

l9(2)] <1

IIITO UMIDTUIIAPA J1a je 3a 3a CBaKo 2 € U

1f(2)] <zl

I'paduxk 42: IpecnukaBame jJeIMHUYHOT KPYra y jeIUHUYHU KPYT.

Axo nocroju Tauka 2y € U taksa 1a je |f(20)| = |20| Tama,

|f(Zo)|
b="7 0 Smax l9(z)] <1

23 Karl Hermann Amandus Schwarz 1843-1921, HeMa4ky MaTeMaTHIap
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IIITO 3HAYM [1a je 2) MAKCUMYM GyHKH]e || Ha ob6mactuld. 1o [IpuHIHITy MAKCHMyMa MOTYIIa
8.7, To MMILTHIHPA 14 je QYHKINja g KOHCTaHTHA Ha U 1 obnuka g(z) = €' ma je caMuM TuM
dynkuuja f obnuxa f(z) = ze'? 3a ce 2 € U. O

[IBaprioBa nema je 3HavajHa 300T CBOjE MHOTO MO3HATH]E MOCIE/IUIIC T3B. PUManoBe Teo-
peMe O TpecIrKaBambuMa KOja TBPJM JIa TOCTOJU aHATUTUIKA XoMeoMopdu3aM KOju mpec-
JUKaBa CBaKy MPOCTO IMOBE3aHy (jeIHOCTPYKO MOBE3aHy) OOJIACT KOMIUIEKCHE PaBHU y je-
TUHUYHH KPYT.

ot |1 VAl [Inv/H /Cﬂl\/ﬂllm A\AD1I-

V) CHf CHm VYNV, MAVI\|R TR []S)h.

Vi
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