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Predgovor

Ova skripta je nastala kao rezultat napora da se u vreme vanrednog stawa studentima
{to vi{e olak{a usvajawe gradiva iz predmeta Kompleksna analiza. Skriptu treba
koristiti uporedo sa prezentacijama i video zapisima koji }e tokom slede}ih meseci
da budu objavqivani na sajtu Instituta.

Zbog ograni~enog vremena, skripta je nastala brzo. Autor moli ~itaoce da imaju
razumevawa prema gre{kama u tekstu, i da svaku uo~enu gre{ku jave mejlom na

timotijevicmarinko@yahoo.com.
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1 Osnovni koncepti kompleksne analize

Kompleksni brojevi su pre svega nastali kao potreba da se konstrui{e najmawe alge-
barski zatvoreno poqe koje sadr`i podpoqe izomorfno poqu realnih brojeva. Naj-
jednostavnija konstrukcija kopleksnih brojeva podrazumeva dodavawe tzv. �komplek-
sne jedinice� poqu realnih brojeva odnosno elementa i ∈ C uz uslov da je i2 = −1 i
izvr{iti tzv. algebarsko zatvorewe nad dobijenim elementima. Na taj na~in, poqe
kompleksnih brojeva mo`e da se predstavi u formi:

C = {x+ iy | x, y ∈ R, i2 = −1}.

Iako najoptimalnija po zapisu, ova forma predstavqawa kompleksnih brojeva nije
pogodna za matemati~ku analizu zato {to nam ne omogu}ava da iskoristimo ve} ste~ena
znawa iz Analize, Topologije i ostalih matemati~kih disciplina ve} celu konstruk-
ciju moramo da radimo iz po~etka.

Otuda, da bi ubrzali proces strukturirawa znawa kompleksne analize, poqe kom-
pleksnih brojeva defini{emo malo druga~ije.

1.1 Poqe kompleksnih brojeva

Kako se na skupu kompleksnih brojeva ve} na po~etku naslu}uje struktura dvovimen-
zionalnog Euklidskog prostora, polazimo od slede}e definicije.

Definicija 1.1. Neka je (C,+, ·) algebra gde je C = {(x, y) | x, y ∈ R} skup kompleksnih
brojeva a + i · su binarne operacije koje su za proizvoqne (x, z), (y, t) ∈ C definisane sa:

(x, y) + (z, t)
Def.
= (x+ z, y + t);

(x, y) · (z, t) Def.
= (xz − yt, xt+ yz).

Kao {to vidimo, ovako definisan skup kompleksnih brojeva je ni{ta drugo do
klasi~na Euklidska ravan {to nam omogu}ava da poznate osobine Euklidske ravni
prenesemo na skup kompleksnih brojeva.

Teorema 1.1. Algebarska struktura (C,+, ·) je poqe koje nazivamo poqe kompleksnih

brojeva koje sadr`i potpoqe CR = {(x, 0) | x ∈ R} izomorfno poqu realnih brojeva.

Dokaz: Aksiome poqa se vrlo jednostavno proferavaju i dokaz ostavqamo ~itaocima.
Napomiwemo da je neutralni element za sabirawe u Abelovoj gupi (C,+) element
0 = (0, 0) dok je neutralni element za mno`ewe u Abelovoj grupi (C \ {0}, ·) element
1 = (1, 0). Tako|e, svaki element Abelove grupe (x, y) ∈ C \ {0} ima inverzni element
(x, y)−1 = 1

x2+y2
(x,−y).

Preslikavawe ϕ : R→ CR dato sa ϕ(x) = (x, 0) je izomorfizam poqa.

Ovakavforma kompleksnih brojeva namomogu}ava da sabirawe kompleksnih brojeva
vizuelizujemo kao sabirawe ravanskih vektora i tako iskoristimo svu raspolo`ivu
geometrijsku intuiciju.

Da bi proverili da li smo na ovaj na~in dobiili poqe kompleksnih brojeva na
koje smo navikli, u novoformiranom poqu re{imo jedna~inu z2 = −1 gde je z = (x, y),
1 = (1, 0). Navedena jedna~ina sada ima formu:

(x, y) · (x, y) = −(1, 0);

(x2 − y2, 2xy) = −(1, 0);
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Za y = 0 dobijamo jedna~inu x2 = −1 koja nema re{ewa u poqu realnih brojeva dok, za
x = 0 dobijamo y2 = 1 tj. y = 1 ili y = −1. Dakle, jedna~ina z2 = −1 u poqu C ima dva
re{ewa i to:

(0, 1), (0,−1).

Ako sa i = (0, 1) ozna~imo prvo re{ewe jedna~ine, dobijamo slede}u teoremu.

Teorema 1.2. Poqe kompleksnih brojeva je izomorfno poqu (CA,+, ·) gde je CA = {x+ iy |
x, y ∈ R} a operacije + i · predstavqaju standardno mno`ewe binoma sa realnim

koeficijentima uz uslov i2 = −1.

Dokaz: Preslikavawe ϕ : C→ CA dato sa ϕ(x, y) = x+ iy je izomorfizam.

Dakle, kompleksne brojeve mo`emo da posmatramo ili kao vektore Euklidske ravni
ili kao binome sa realim koeficijentima uz uslov za kompleksnu jedinicu. Da bi
izbegli komplikacije sa oznakama, poqe CA tako|e ozna~avamo sa C. Ako uvedemo
funkcije Re, Im : C → R koje nazivamo redom realni i imaginarni deo kompleksnog
broja, proizvoqan kompleksan broj z ∈ C mo`emo da zapi{emo na dva na~ina:

z = Re z + i Im z, algebarski oblik;

z = (Re z, Im z), vektorski oblik.

Kompleksne brojeve interpretirane u algebarskoj formi nazivamo poqe kompleksnih
brojeva a kompleksne brojeve interpretirane u vidu vektora nazivamo kompleksna
ravan.

Iako je algebarska forma kompleksnog broja svakako jednostavnija, vektoraska
forma nam, pored jednostavnije analize u koju }emo da se uverimo ne{to kasnije,
omogu}ava i vrlo lepu geometrijsku interpretaciju operacije mno`ewa kompleksnih
brojeva. Ure|eni par z = (x, y) ∈ R2 mo`emo u tzv. polarnim koordinatama da pred-
stavimo sa

z = ρ(cosϕ, sinϕ) = ρ(cosϕ+ i sinϕ), trigonometrijski oblik;

gde je ρ =
√
x2 + y2 = |z| takozvani moduo kompleksnog broja a ϕ je ugao koji za-

Grafik 1: Vektorska forma kompleksnog broja.

klapa pozitivni do x−ose Euklidske ravni i vektor (x, y) koji se naziva argument
kompleksnog broja u oznaci arg z. Pri tom, ugao ϕ = arg z se ra~una tako da vektori
(1, 0) i (x, y) budu pozitivno orijetisani (smer od vektora (1, 0) do (x, y) je suprotan
kretawu kazaqke na satu). Za daqu analizu, bi}e zna~ajan i kowugovani kompleksni
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broj kompleksnom broju z = x + iy koji je oblika z = x − iy. Svi uvedeni koncepti
su ilustrovani na Grafiku 1, primetimo da mno`ewe kompleksnog broja pozitivnim
realnim brojem ne uti~e na argument.

Sada navodimo nekoliko osobina navedenih karakteristika kompleksnih brojeva.

Teorema 1.3. U poqu kompleksnih brojeva, za proizvoqne z, z1, z2 ∈ C va`i:

(1) Re(z1 + z2) = Re z1 + Re z2, Im(z1 + z2) = Im z1 + Im z2;

(2) z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2, |z|2 = zz;

(3) |z| = |z|, arg z = − arg z;

(4) z−1 = 1
|z|2 z pa je |z

−1| = 1
|z| , arg z−1 = − arg z za sve z 6= 0;

(5) |z1z2| = |z1||z2|, arg z1z2 = arg z1 + arg z2;

(6)
∣∣ z1
z2

∣∣ = |z1|
|z2| ; arg z1

z2
= arg z1 − arg z2 gde je z2 6= 0.

Dokaz: Dokaz osobina (1)− (4) ostavqamo ~itaocima.

Neka kompleksni brojevi z1, z2 ∈ C imaju trigonometrijske forme

z1 = ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1),

z2 = ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2).

tada, korisite}i adicione formule za kosinus i sinus zbira uglova dobijamo

z1z2 = ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1)ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2) = ρ1ρ2

(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
odakle odmah sledi osobina (5) a osobina (6) sledi iz osobine (4).

Dakle, ako kompleksan broj z ∈ C pomno`imo kompleksnim brojem a ∈ C vr{imo
rotaciju broja z za ugao arg a u pozitivnom smeru oko koordinatnog po~etka kao i
homotetiju (u odnosu na koordinatni po~etak) sa koeficijentom |a|.

Posledica Teoreme 1.3 (osobina (5)) je poznata Moavrova1 formula po kojoj je za
proizvoqno n ∈ N

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ.

Sada se osvr}emo na korenovawe u skupu kompelsknih brojeva. Znamo da u skupu
reanih brojeva jedna~ina x2 = a za pozitivno a ima dva re{ewa x =

√
a i x = −

√
a.

Da bi kvadratni koren opisali kao funkciju, po dogovoru, pretpostavqamo da je u
skupu realnih brojeva

√
a pozitivna veli~ina. Me|utim, u skupu kompelsknih brojeva,

zbog nedostatka ure|ewa me|u kompleksnim brojevima, problem definisawa korena kao
funkcije je znatno slo`eniji. [tavi{e u Poglavqu 7 }emo da doka`emo da n−ti koren
ne mo`e ni da bude definisan kao funkcija na celom skupu kompleksnih brojeva ve}
uvodimo jedan potpuno novi matemati~ki koncept tzv. �vi{ezna~nih funkcija�.

Slede}a teorema dobro ilustruje problemati~nost kompleksnog korena.

Teorema 1.4. Neka je a ∈ C i a 6= 0. Za proizvoqno n ∈ N, jedna~ina zn = a ima u skupu
kompleksnih brojeva ta~no n razli~itih re{ewa i to:

zk = n
√
|a|
(

cos
arg a+ 2kπ

n
+ i sin

arg a+ 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

1 Abraham de Moivre 1667-1754, francuski matemati~ar.
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Dokaz: Lako se dokazuje da su kompleksni brojevi z1 i z2 u trigonometrijskom obliku
jednaki akko je |z1| = |z2| i arg z1 = arg z2 + 2kπ za neko k ∈ Z. Tada, jednakost zn = a
po osobini (5) Teoreme 1.3 postaje:

|zn| = |a|, arg zn = arg a+ 2kπ, k ∈ Z,
|z|n = |a|, n arg z = arg a+ 2kπ, k ∈ Z,

|z| = n
√
a, arg z =

arg a+ 2kπ

n
, k ∈ Z,

Kako u kompleksnoj ravni postoji ta~no n razli~itih kompleksnih brojeva oblika
zk = n

√
|a|
(

cos arg a+2kπ
n

+ i sin arg a+2kπ
n

)
i to za k = 0, 1, . . . , n− 1, ovi brojevi su re{ewa

tra`ene jedna~ine.

Primetimo da zbog geometrije mno`ewa kompleksnih brojeva, sva re{ewa jedna~ine
zn = a se dobijaju rotacijom jednog re{ewa oko koordinatnog po~etka za uglove 2kπ

n
,

k = 1, . . . , n − 1. To zna~i da sva re{ewa jedna~ine zn = a u kompelsknoj ravni
formiraju pravilni n−tougao sa centrom u koordinatnom po~etku kao {to ilustruje
grafik ispod.

Grafik 2: Re{ewa jedna~ine z5 = a formiraju pravilan petougao.

Na kraju ovog odeqka, navodimo mo`da najprakti~niju tzv. eksponencijalnu formu
kompleksnog broja. U Poglavqu 3.4 }e da bude dokazana Ojlerova formula

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ

koja omogu}ava da se svaki broj u kompleksnoj ravni predstavi sa z = |z|ei arg z.

1.2 Kompaktifikacija kompleksne ravni

U ovom odeqku analiziramo problem beskona~nosti u kompleksnoj ravni. Kako na
realnoj pravoj postoje dve beskona~nosti i to jedna koja je �pozitivna� i druga koja
je �negativna�, prosta intuicija navodi na zakqu~ak da u kompleksnoj ravni postoji
neprebrojivomnogo beskona~nosti gde je svaka odre|ena vektorom datog pravca i smera.
Me|utim, kao {to }emo uskoro da vidimo, nedostatak ure|ewa na skupu kompleksnih
brojeva implicira i nedostatak ure|enosti me|u beskona~nostima {to posledi~no
zna~i da u kompleksnoj ravni mo`emo da radimo samo sa jednom beskona~no{}u.
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U tu svrhu, opisa}emo jednu topolo{ku konstrukciju, tzv. kompaktifikaciju Alek-
sandrova2 kompleksne ravni zajedno sa odgovaraju}om metrikom na skupu kompleksnih
brojeva koja }e da nam omogu}i prakti~an rad sa kompleksnom beskona~no{}u.

Posmatrajmo kompleksnu ravan u vektorskom obliku ali sada kao potskup trodi-
menzionalnog Euklidskog prostora R3 odnosno neka je C = {z = (x, y, 0) | x, y ∈ R}
(prakti~no, x0y ravan). Unutar prostora R3 uo~imo jedini~nu sferu sa centrom u
koordinatnom po~etku S2 = {(a, b, c) ∈ R3 | ||(a, b, c)|| = 1} i na woj �severni pol�
odnosno ta~ku N = (0, 0, 1). Sada defini{emo preslikavawe

p : C→ S2

na slede}i na~in, neka je slika ta~ke z = (x, y, 0) ∈ C, ta~ka z̃ = (a, b, c) ∈ S2 koja
predstavqa ta~ku preseka poluprave Nz i sfere S2 kao {to je ilustrovano na grafiku
ispod.

Grafik 3: Stereografska projekcija Euklidske ravni na sferu.

Koordinate ta~ke z̃ nalazimo re{avawem sistema jedna~ina

(1.1) a = tx, b = ty, c = 1− t, a2 + b2 + c2 = 1

odakle dobijamo da je t = 2
1+x2+y2

= 2
1+|z|2 {to implicira da je

p(z) = z̃ =

(
2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2
,
|z|2 − 1

1 + |z|2

)
.

Primetimo da ovako definisano preslikavawe jeste �1-1� ali da nije �na� jer ni
jedna ta~ka x0y ravni ne}e da se preslika u severni pol. Re{avawem sistema (1.1) po
nepoznatim x i y dobijamo inverzno preslikavawe p−1 : S2 \ {N} → C koje ima formu:

p−1(z̃) = p−1(a, b, c) =

(
a

1− c
,

b

1− c
, 0

)
.

Na ovaj na~in, kompleksnoj ravni C mo`emo da dodamo beskona~no daleku ta~ku kao
inverznu sliku severnog pola N stereografskom projekcijom p. Preciznije, neka je
po definiciji∞ = p−1(N). Tako dobijamo jednota~kastu kompaktifikaciju Aleksan-
dorva kompleksne ravni C = C ∪ {∞} koja predstavqa topolo{ki prostor homeomor-
fan sferi S2 (p je odgovaraju}i homeomorfizam).

2 Pavel Sergejevi~ Aleksandrov 1896-1982, ruski matemati~ar.
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Da bi izbegli topolo{ku terminologiju, na prostoru C uvodimo metriku koja je
saglasna sa topologijom sfereS2. Kako je kompleksna ravan u su{tiniEuklidska ravan
sa dodatnom strukturom mno`ewa, najprirodnija metrika kompleksne ravni, takva da
su sabiraweimno`ewekompleksnihbrojeva neprekidnefunkcije, je Euklidskametrika
koja se za proizvoqne kompleksne brojeve z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ra~una sa:

d(z1, z2) = d
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 = |z2 − z1|.

Sada, {to se ti~e metrike na prostoru C, da bi ona bila saglasna sa topologi-
jom odnosno metrikom na sferi S2, najprirodnije bi bilo da iskoristimo rastojawe
na sferi izme|u stereografskih projekcija ta~aka. Me|utim, rastojawe na sferi bi
podrazumevalo nala`ewe du`ine luka dela kru`nice odre|ene ta~kama z̃1, z̃2 i koor-
dinatnim po~etkom. Da bi izbegli preveliki ra~un, iskoristi}emo topolo{ki ekvi-
valentnu metriku na sferi a to je standardna Euklidska metrika izme|u prostornih
ta~aka jer je topologija na sferi relativna u odnosu na Euklidsku topologiju prostora
R3 (Definicija 1.13).

Dakle, kompaktifikaciju Aleksandrova kompleksne ravni mo`emo da posmatramo
kao metri~ki prostor (C, ρ) gde se rastojawe izme|u kona~nih ta~aka z1, z2 ∈ C ra~una
na slede}i na~in:

ρ(z1, z2)
Def.
= d(z̃1, z̃2) =

2|z2 − z1|√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

dok se rastojawe kona~ne ta~ke z ∈ C i beskona~ne ta~ke ∞ ∈ C dobija tako {to
se u definiciji metrike ρ potra`i grani~na vrednost kada z2 te`i beskona~nosti i
dobijamo da je

ρ(z,∞) =
2

1 + |z|2
.

Pri tom, metrika ρ, kao Euklidsko rastojawe ta~aka jedini~ne sfere je ograni~ena i
uvek mawa ili jednaka od 2 kao {to se vidi na Grafiku 3.

Iako na prvi pogled vrlo interesantna, metrika ρ }e da nam bude od koristi u
jednom vrlo specifi~nom slu~aju.

Teorema 1.5. Metrike d i ρ su ekvivalentne na svakom ograni~enom potskupu skupa C.

Dokaz: Zaista, ako je D ograni~en potskup skupa C, tada postoji R > 0 tako da za
sve z ∈ C va`i |z| < R. To sa druge strane implicira da za proizvoqne z1, z2 ∈ C u
razlomku

ρ(z1, z2) =
2|z2 − z1|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2

najmawa mogu}a vrednost imenioca je 1 (za z1, z2 = 0). Tako|e, vrednost imenioca,
zbog ograni~enosti skupa D, ne mo`e da bude ve}a od

√
1 +R2

√
1 +R2 = 1 + R2. Tako

dobijamo da je
2

1 +R2
|z2 − z1| ≤ ρ(z1, z2) ≤ 2|z2 − z1|

~ime je teorema dokazana.

Dakle, na ograni~enim skupovima, potpuno je svejedno da li koristimo metriku d
ili metriku ρ
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1.3 Topologija kompleksne ravni

U ovom odeqku opisa}emo posebne familije skupova, saglasne uvedenim metrikama,
koje }e da nam budu od zna~aja u nastavku kursa. Dota}i}emo se i par jednostavnih
koncepata skupovne topologije koji }e kasnije da nam omogu}e vrlo zna~ajne rezultate.

Prvo, u metri~kom prostoru (C, d) defini{emo bazne otvorene skupove odnosno
otvorene i zatvorene kugle kugle sa centrom u ta~ki z0 ∈ C polupre~nika ε:

U εz0 = {z ∈ C | |z − z0| < ε}, otvorena kugla;
U εz0 = {z ∈ C | |z − z0| ≤ ε}, zatvorena kugla.

Otvorene kugle sa centrom u ta~ki z0 }emo nadaqe da nazivamo prosto okoline ta~ke
z0. Uvodimo i koncept okrwene okoline ta~ke z0 ∈ C polupre~nika ε:

U ε◦z0 = {z ∈ C | 0 < |z − z0| ≤ ε} = U εz0 \ {z0}.

Kako je metrika ρ korisna iskqu~ivo kao mera rastojawa do beskona~nosti, okolinu
beskona~nosti saglasnu metrici ρ defini{emo sa:

U ε∞ =

{
z ∈ C | |z| > 1

ε

}
.

Definisane okoline ta~aka prostora C su ilustrovane na grafiku ispod.

Grafik 4: Okoline ta~aka prostora C.

Sada defini{emo koncept otvorenog skupa na uobi~ajan na~in.

Definicija 1.2. Potskup D ⊆ C je otvoren akko

(∀z ∈ D)(∃ε > 0)U εz ⊆ D.

Dakle, skup je otvoren ako sadr`i bar jednu okolinu oko svake svoje ta~ke. ^itaoci
lako mogu da doka`u da su okolina ta~ke i okrwena okolina ta~ke otvoreni skupovi.

Definicija 1.3. Ta~ka z ∈ C je ta~ka nagomilavawa skupa A ⊆ C akko

(∀ε > 0)U ε◦z ∩ A 6= ∅.
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Prakti~no, ta~ka z ∈ C je ta~ka nagomilavawa skupaA akko skupA sadr`i bar jednu
ta~ku na proizvoqno malom rastojawu od ta~ke z, razli~itu od ta~ke z. Na primer,
ta~ka z0 je ta~ka nagomilavawa okrwene okoline U◦z0 .

Definicija 1.4. Uniju skupa A ⊆ C i skupa wegovih ta~aka nagomilavawa nazivamo

zatvorewe skupa A i ozna~avamo sa A. Skup je zatvoren ako je jednak svojem zatvorewu.

Definicija 1.5. Ta~ka z ∈ C je rubna ta~ka skupa A ⊆ C (pi{emo z ∈ ∂A) akko

(∀ε > 0)U εz ∩ A 6= ∅ ∧ U εz ∩ Ac 6= ∅.

Skup svih rubnih ta~aka skupa A nazivamo granica skupa i obele`avamo je sa
∂A. Sada, ilustsracije radi, dokaza}emo nekoliko topolo{kih osobina definisanih
skupova.

Teorema 1.6. Skup je zatvoren akko je wegov komplement otvoren. Granica skupa je

zatvoren skup.

Dokaz: Neka jeA ⊆ C zatvoren skup. Tada, proizvoqno z ∈ Ac nije ta~ka nagomilavawa
skupa A {to po Definiciji 1.3 implicira da postoji okrwena okolina U◦z koja ne se~e
A {to implicira da je {z} ∪ U◦z = Uz ⊂ Ac. Dakle, Ac je otvoren skup.

Neka je Ac je otvoren skup. Neka je z ∈ C ta~ka nagomilavawa skupa A. Ako z 6∈ A
odnosno ako bi z pripadalo skupu Ac koji je otvoren, postojala bi okolina Uz koja je
potskup od Ac a to bi zna~ilo da okrwena okolina Uz \ {z} = U◦z ne se~e skup A {to
je suprotno pretpostavci da je z ta~ka nagomilavawa skupa A. Otuda z ∈ A ~ime smo
dokazali da A sadr`i sve svoje ta~ke nagomilavawa odnosno da je zatvoren.

Doka`imo da je (∂A)c otvoren skup. Neka z 6∈ ∂A. To po definiciji grani~nih
ta~aka implicira da postoji okolina Uz takva da je Uz ∩ A = ∅ ili Uz ∩ Ac = ∅. To
zna~i da je Uz ⊆ Ac ili Uz ⊆ A. Ako je, na primer, Uz ⊆ A, tada svaka druga ta~ka
w ∈ Uz ne mo`e da bude grani~na ta~ka skupa A jer oko w mo`e da se uo~i okolina Uw
koja je cela sadr`ana u Uz a to zna~i da Uw ne mo`e da se~e Ac. Otuda, Uz ⊂ (∂A)c ~ime
smo dokazali da je (∂A)c otvoren skup.

Radi ilustracije, zatvorewe okoline Uz0 ili okrwene okoline U◦z0 ta~ke z0 je

zatvorena kugla Uz0 . Daqe, okolina U∞ je otvoren skup jer je komplement zatvorene
kugle U0.

Sve navedene definicije mogu da se pro{ire na metri~ki prostor (C, ρ) gde metriku
ρ koristimo iskqu~ivo za okoline beskona~nosti.

Teorema 1.7. Svaki beskona~an potskup prostora C ima bar jednu ta~ku nagomilavawa.

Dokaz: Neka je A ⊆ C beskona~an skup. Pretpostavimo prvo da je A ograni~en u
prostoru (C, d) odnosno da je A potskup neke zatvorene kugle Uz dovoqno velikog
polupre~nika. Kako je Uz zatvoren i ograni~en skup, on je kompaktan {to impli-
cira da wegov proizvoqan beskona~an potskup, a samim tim i A, mora da ima ta~ku
nagomilavawa.

Ako skupAnije ograni~en u (C, d), tada za proizvoqnuokrwenuokolinubeskona~no-
sti odnosno skup U∞ va`i da A nije potskup od (U∞)c = U0 (jer bi u suprotnom A bio
ograni~en) {to zna~i da A ∩ U∞ 6= ∅. Dakle,∞ je u ovom slu~aju ta~ka nagomilavawa
skupa A u prostoru (C, ρ).
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Definicija 1.6. Ka`emo da skup A ⊆ C kompaktno pripada skupu D ako je zatvorewe A
(koji se ra~una u prostoru (C, ρ)) potskup skupa D.

Na primer, proizvoqan zatvoren i ograni~en potskup skupa D kompaktno pripada
skupu D. Tako|e, ograni~en potskup A zatvorenog skupa F mu uvek kompaktno pripada
jer bilo koja ta~ka nagomilavawa skupa A je tako|e ta~ka nagomilavawa skupa F koji
sadr`i sve svoje ta~ke nagomilavawa jer je zatvoren. Daqe, skup prirodnih brojeva N
(posmatran kao potskup od C) ne pripada kompaktno skupu R ⊂ C jer zatvorewe skupa
N u prostoru C je N ∪ {∞} koji nije potskup od R.

Sada navodimo koncept puta odnosno krive u skupu kompleksnih brojeva. Putevi
u kompleksnoj ravni su vrlo bitni zbog kompleksne integracije i konceptualno se ne
razlikuju od puteva Euklidske ravni.

Definicija 1.7. Put γ je neprekidno preslikavawe γ : [a, b] → C (ili γ : [a, b] → C) gde

je [a, b] ⊆ R klasi~an zatvoreni interval u skupu realnih brojeva.

Grafik 5: Putevi kompleksne ravni.

Neprekidnost preslikavawa γ : [a, b] → C se proverava pomo}u neprekidnosti
vektorske funkcije γ : [a, b] → R2 oblika γ(t) =

(
γ1(t), γ2(t)

)
koja je ekvivalentna

neprekidnosti wenih koordinatnih funkcija γ1, γ2 : R→ R. Neprekidnost preslika-
vawa γ : [a, b] → C se proverava pomo}u neprekidnosti funkcije γ : [a, b] → S2 ali
ovakvi putevi ne}e da budu od preteranog teorijskog zna~aja a samim tim ni wihova
neprekidnost.

Definicija 1.8. Ka`emo da su putevi γ1 : [a1, b1] → C i γ2 : [a2, b2] → C ekvivalentni

(pi{emo γ1 ∼ γ2) ako postoji neprekidna rastu}a i �na� funkcija τ : [a1, b1] → [a2, b2]
takva da je γ1 = γ2 ◦ τ.

Ako put γ[a, b] → C kompleksne ravni interpretiramo kao kretawe materijalne
ta~ke kroz vreme t ∈ [a, b], tada transformacija τ koja obezbe|uje ekvivalentnost puteva
mo`e da se shvati kao transformacija vremena odnosno, kod ekvivalentnih puteva se
ignori{e brzina kretawa ve} nam je od interesa samo putawa materijalne ta~ke. Na
primer, putevi:

γ1 : [0, π]→ C, γ1(t) = cos t+ i sin t

γ2 : [0,
√
π]→ C, γ2(t) = cos t2 + i sin t2

su ekvivalentni gde jer je γ2 = γ1◦τ gde je τ(t) = t2 neprekidna, rastu}a i �na� funkcija.
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Primetimoda ekvivalentniputevimoraju da imaju iste slike tj. u skupovnom smislu
je γ1

(
[a1, b1]

)
= γ2

(
[a2, b2]

)
, obratno ne mora da va`i jer, na primer, γ(t) i γ(−t) ne mogu

da budu ekvivalentni ako γ povezuje dve razli~ite ta~ke. Lako se pokazuje da je ∼
relacija ekvivalencije na skupu svih puteva {to nam omogu}ava da uvedemo slede}u
definiciju.

Definicija 1.9. Kriva u kompleksnoj ravni je klasa ekvivalencije puta γ u odnosu na

relaciju ∼.

Da bi izbegli oznaku [γ]∼, krivu odre|enu putem γ tako|e ozna~avamo sa γ.

Definicija 1.10. Put γ : [a, b]→ C (a samim tim i kriva γ) je:

• @ordanov ako je γ �1-1�;

• neprekidno-diferencijabilan ako je γ neprekidno-diferencijabilna funkcija;

• gladak ako je neprekidno-diferencijabilan i ako je γ′(t) 6= 0 za sve t ∈ [a, b];

• deo po deo gladak ako je γ deo po deo neprekidno-diferencijabilna funkcija a γ′

mo`e da bude jednak nuli samo u ta~kama prekida;

• retificibilan ako du`ina krive γ mo`e da se izra~una krivolinijskim inte-

gralom prve vrste odnosno ako postoji i kona~an je:

b∫
a

|γ′(t)|dt =

b∫
a

√
γ′21(t) + γ′22(t)dt.

Na primer, na Figuri 5, krive γ2 i γ3 su @ordanove dok γ1 nije, kriva γ3 je glatka a
γ3 deo-po deo glatka. Zanimqivo je da putawa γ1 mo`e da predstavqa glatku ali i deo
po deo glatku krivu. Krive koje nisu retificibilne ne}e da budu od zna~aja na ovom
kursu.

Definicija 1.11. Skup D ⊆ C je putevima povezan akko za svake z1, z2 ∈ D postoji put

γ : [a, b]→ D takav da je γ(a) = z1 i γ(b) = z2.

Intuitivno, skup D je putevima povezan ako od bilo koje ta~ke skupa D mo`e da
se do|e do bilo koje druge wegove ta~ke bez izlaska iz skupa D. Putevima povezani u
ravni su, na primer, slova A, E dok slova Č, Ć nisu.

Sada imenujemo najzna~ajniju klasu skupova kursa Kompleksne analize.

Definicija 1.12. PotskupD ⊆ C nazivamo oblast ako jeD otvoren i putevima povezan.

Oblasti su zna~ajni skupovi iz dva razloga, prvi je {to oko svake ta~ke z oblastiD
mo`emo da uo~imo okolinu Uz sadr`anu u D, a drugi je {to svake dve ta~ke oblasti D
mo`emo da pove`emo putem ~ija slika kompaktno pripada oblasti D {to posledi~no
zna~i da svaki put oblasti D mo`e da se pokrije sa kona~no mnogo okolina koje su
tako|e sadr`ane u oblasti D.

Na kraju, opisa}emo jedno topolo{ko svojstvo oblasti koje }e da nam omogu}i da
doka`emo najzna~ajniju teoremu Kompleksne analize, Teoremu u jedinstvenosti ana-
liti~ke funkcije 5.19.
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Definicija 1.13. Skup svih otvorenih potskupova kompleksne ravni obele`avamo sa T
i nazivamo topologija. Ako je D ⊂ C, relativnu topologiju na skupu D defini{emo sa

TD = {O ∩ D | O ∈ T }.

Otvorene skupove na oblasti ma mogli smo da defini{emo i na klasi~an na~in
pomo}u odgovaraju}ih baznih otvorenih skupova topologije TD. Naime, skup A ⊆ D je
otvoren u relativnoj topologiji na skupu D akko

(∀z ∈ A)(∃ε > 0)U εz ∩ D ⊆ A.

Tako|e, z ∈ D je ta~ka nagomilavawa skupa A ⊆ D u relativnoj topologiji skupa D
akko

(∀ε > 0)(U ε◦z ∩ D) ∩ A 6= ∅.
Analogno, skup F je zatvoren u relativnoj topologiji na prostoru D akko sadr`i sve
svoje ta~ke nagomilavawa u odnosu na TD.
Definicija 1.14. Skup D je povezan akko ne postoje neprazni skupovi A,B ∈ TD takvi

da je A ∩ B = ∅ i
D = A ∪ B.

Prakti~no, ako prenebregnemo definiciju relativne topologije na D, skup D je
povezan akko ne postoje otvoreni skupovi kompleksne ravni O1 i O2 takvi da je:

D ⊆ O1 ∪ O2, O1 ∩ D 6= ∅,O2 ∩ D 6= ∅, O1 ∩ O2 ∩ D = ∅

kao {to je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 6: Ne-povezanost skupa D (A,B ∈ TD).

Sada navodimo vezu izme|u povezanosti i povezanosti putevima.

Teorema 1.8. Svaki putevima povezan skup je povezan.

Dokaz: Neka je D putevima povezan. Pretpostavimo da nije povezan tj. neka postoje
A,B ∈ TD koji su neprazni, diskunktni i neka je D = A ∪ B. Tada, postoje z1 ∈ A i
z2 ∈ B a, kako je D putevima povezan, postoji put γ : [a, b] → D takav da je γ(a) = z1 i
γ(b) = z2. To zna~i da je γ

(
[a, b]

)
∩A 6= ∅ i γ

(
[a, b]

)
∩B 6= ∅ ali, po{to su skupoviA i B

disjunktni, zakqu~ujemo da put γ nije povezan{to protivure~iwegovoj neprekidnosti.
Dakle, D je povezan.

Kao {to ikustruje Grafik 6, u relativnoj topologiji specifi~nih skupova, postoje
potskupovi koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni konkretno, skupovi A i B su
otvoreni i zatvoreni u relativnoj topologiji skupa D. Me|utim, kao {to ilustruje
slede}a teorema, povezani skupovi imaju samo jedan neprazan, otvoren i zatvoren skup
u svojoj relativnoj topologiji.
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Teorema 1.9. Neka je A ⊆ D neprazan, otvoren i zatvoren skup u relativnoj topologiji

skupa D. Ako je D povezan, tada je A = D.

Dokaz: Lako se pokazuje da je u relativnoj topologiji skupa D komplement otvorenog
skupa zatvoren skup i obrnuto.

Neka je D povezan. Pretpostavimo da je A pravi potskup skupa D koji je neprazan,
otvoren i zatvoren u odnosu na TD. Tada,D\A = B je tako|e neprazan i otvoren uD jer
je komplement skupaA koji je po pretpostavci zatvoren u D. Otuda,A i B su neprazni,
otvoreni skupovi topologije TD za koje va`i:

A ∩ B = ∅, A ∪ B

{to protivure~i pretpostavci da je D povezan. Otuda, A = D.

1.4 Nizovi kompleksnih brojeva

U ovom odeqku }emo kratko da se osvrnemo na pojam nizova specijalno, nizova komplek-
snih brojeva i wihove konvergencije. ^itaoci koji su dobro upoznati sa konceptom
konvergencije nizova metri~kih prostora mogu da pre|u na slede}e poglavqe.

Definicija 1.15. Niz kompleksnih brojeva je svako preslikavawe Z : N → C. Ako je

Z(n) = zn, za sve n ∈ N, niz kompleksnih brojeva ozna~avamo sa (zn)n∈N.

Kao{to vidimo, nizovi kompleksnih brojeva su ni{ta drugo do generalizacija vek-
tora kompleksnih brojeva. Ovde nema potrebe da defini{emo niz elemenata prostora
C jer u tom slu~aju se podrazumeva da za neko n0 ∈ N va`i zn0 =∞{to nema preteranog
matemati~kog smisla.

Definicija 1.16. Ta~ka z0 ∈ C je ta~ka nagomilavawa niza (zn)n∈N ∈ CN akko

(∀ε > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)|zn − z0| < ε.

Ta~ka z =∞ je ta~ka nagomilavawa niza (zn)n∈N ∈ CN akko

(∀M > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)|zn| > M.

Definicija 1.17. Neka je (zn)n∈N niz kompleksnih brojeva. Tada, za z0 ∈ C (z0 je kona~an

kompleksan broj) ka`emo da (zn)n∈N konvergira ka z0 odnosno

lim
n→∞

zn = z0 ⇔ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)|zn − z0| < ε.

Analogno, niz (zn)n∈N konvergira ka beskona~nosti odnosno

lim
n→∞

zn =∞⇔ (∀M > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)|zn| > M.

Topolo{kimre~nikom, ta~ka z0 ∈ C je ta~ka nagomilavawa (ili grani~na vrendost)
niza (zn)n∈N ∈ CN akko svaka okolina ta~ke z0 (u prostoru (C, ρ)) sadr`i beskona~no
mnogo (ili skoro sve tj. sve osim kona~no mnogo) ~lanova niza. Pri tom, zbog ekvi-
valentnosti metrika ρ i d na ograni~enim skupovima, bez gubqewa op{tosti mo`emo
da se opredelimo za metriku ρ jer konvergencija niza u prostoru (C, ρ) ka kona~nom
kompleksnom broju implicira konvergenciju istog niza u prostoru (C, d).

Kako se metri~ki prostor (C, d) geometrijski interpretira kao Euklidska ravan
sa Euklidskom metrikom, konvergencija niza ka kona~nom kompleksnom broju je ekvi-
valentna konvergenciji niza wegovih prvih i drugih koordinata kao {to ilustruje
slede}a teorema.

13



Teorema 1.10. Niz kompleksnih brojeva (zn)n∈N = (xn+iyn)n∈N gde (xn)n∈N , (yn)n∈N ∈ RN
konvergira kona~nom kompleksnom broju z0 = x0 + iy0 akko u skupu realnih brojeva va`i:

lim
n→∞

xn = x0, lim
n→∞

yn = y0.

Dokaz: Dokaz tvr|ewa sledi na osnovu nejednakosti:

max{|xn − x0|, |yn − y0|} ≤
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 ≤ |xn − x0|+ |yn − y0|.

koja je jednostavna posledica osobina kvadratnog korena realnih brojeva

[to se ti~e metrike ρ, ona je zanimqiva samo u slu~aju kada niz (zn)n∈N konvergira
ka beskona~nosti. Me|utim, po definiciji konvergencije, mnogo je lak{e je da isko-
ristimo konvergenciju niza modula (|zn|)n∈N i osobine konvergencije nizova realnih
brojeva.

Teorema 1.11. Neka je (zn)n∈N niz kompleksnih brojeva. Tada

• lim
n→∞

zn =∞⇔ lim
n→∞

|zn| =∞;

• lim
n→∞

zn = 0⇔ lim
n→∞

|zn| = 0.

Dakle, na osnovu prethodne teoreme, da bi dokazali da niz kompleksnih brojeva
(zn)n∈N konvergira ka z0 ∈ C, dovoqno je da doka`emo da niz (zn − z0)n∈N te`i nuli a
to je ekvivalentno uslovu da niz realnih brojeva (|zn − z0|)n∈N te`i nuli.

Primetimo da konvergencija ka beskona~nosti odnosno ka nuli ne zavisi od niza
argumenata. Me|utim, ako niz kompleksnih brojeva konvergira ka nekom kona~nom
kompleksnom broju, wegova konvergencija mo`e da se proveri pomo}u niza modula i
niza argumenata kao {to ilustruje slede}a teorema.

Teorema 1.12. Niz kompleksnih brojeva (zn)n∈N konvergira kona~nom kompleksnom broju

z0 akko konvergiraju realni nizovi (|zn|)n∈N i (arg zn)n∈N i za neko k0 ∈ Z va`i:

lim
n→∞

|zn| = |z0|, lim
n→∞

arg zn = arg z0 + 2k0π.

1.5 Neprekidnost funkcija kompleksne promenqive

U ovom odeqku }emo kratko da se osvrnemo na pojam funkcije kompleksne promenqive
i wenu neprekidnost. Kao i do sada definisani pojmovi, koncept neprekidnosti
kompleksne funkcije je usko vezan za neprekdinost preslikavawa metri~kih prostora.

Definicija 1.18. Neka jeD ⊆ C. Funkcija f : D → C je svaka relacija takva da za svako

z ∈ D postoji ta~no jedno w ∈ C takvo da je w = f(z).

Prethodno definisani pojam se odnosi na jednozna~nefunkcije. U situacijama kada
jednom elementu domena odgovara vi{e od jednog elementa kodomena, takve funkcije
}emo da nazivamo �vi{ezna~nim�. Analogno kao u realnim analizama se defini{e
pojam funkcija koje su �1-1� ili �na�.

Posmatrajmo sada funkcije ~iji domen i kodomen formiraju kona~ni kompeksni
brojevi. Najop{tije funkcije ovog tipa imaju formu f : C → C koja zbog vektorske
interpretacije kompleksnih brojeva i Euklidske metrike mo`e da se analizira kao
vektorska funkcija f : R2 → R2. Ako je Re ◦f = u i Im ◦f = v, funkcije u, v : R2 → R
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nazivamo redom realni i imaginarni deo funkcije f koju tada mo`emo da predstavimo
u algebarskom obliku sa:

f(z) = f(x+ iy) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y).

Analogno, ako za funkciju f : C → C postoje kompozicije |f | = ρ i arg f = ϕ,
funkciju f mo`emo u trigonometrijskom odnosno eksponencijalnom obliku da pred-
stavimo sa:

f(z) = ρ(z)
(

cosϕ(z) + i sinϕ(z)
)

= ρ(z)eiϕ(z).

U zavisnosti od konkretnih okolnosti, funkcije }emo da predstavqamo u odgo-
varaju}em obliku.

Sada navodimo koncept grani~ne vrednosti funkcije koji je potpuno analogan
odgovaraju}em konceptu realne analize.

Definicija 1.19. Neka je funkcija f definisana na okrwenoj okolini ta~ke a ∈ C.
Ka`emo da je w ∈ C grani~na vrednost funkcije f kada z te`i broju a i pi{emo

lim
z→a

f(z) = w

akko za svaku okolinu Uw ta~ke w postoji okrwena okolina U◦a ta~ke a takva da je

f(U◦a ) ⊂ Uw.

Prethodna definicija je formulisana topolo{kimre~nikom gde se okolineformi-
raju u zavisnosti od toga da li su ta~ke a ili w kona~ne ili beskona~ne. Analiti~kim
re~nikom, definicija grani~ne vrednosti funkcije se formuli{e na slede}i na~in:

lim
z→a

f(z) = w ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ C)|z − a| < δ ⇒ |f(z)− w| < ε;

lim
z→a

f(z) =∞⇔ (∀M > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ C)|z − a| < δ ⇒ |f(z)| > M ;

lim
z→∞

f(z) = w ⇔ (∀ε > 0)(∃N > 0)(∀z ∈ C)|z| > N ⇒ |f(z)− w| < ε;

lim
z→∞

f(z) =∞⇔ (∀M > 0)(∃N > 0)(∀z ∈ C)|z| > N ⇒ |f(z)| > M.

Kao i kod nizova kompleksnih brojeva, konvergencija funkcije f : C → C ka
kona~nim vrednostima se jednostavno proverava pomo}u koordinatnih funkcija.

Teorema 1.13. Neka je |a| <∞ i f : Ua → C funkcija. Tada, funkcija f te`i kona~nom

kompleksnom broju kada z te`i ka a akko Re f, Im f : Ua → C te`e kona~nim realnim

brojevima i va`i:

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

(
Re f(z) + i Im f(z)

)
= lim

z→a
Re f(z) + i lim

z→a
Im f(z).

Za razliku od algebarskog oblika, konvergencija funkcija u eksponencijalnom ob-
liku je malo problemati~nija zbog argumenta kompleksne funkcije koji nekada ne mo`e
dobro da se defini{e na celom domenu funkcije. Ono {to sa sigurno{}u mo`emo
da tvrdimo je da ako je f(z) = ρ(z)eiϕ(z) eksponencijalni oblik funkcije i ako je
lim
z→a

ρ(z) = ρ0 a lim
z→a

ϕ(z) = ϕ0, tada je lim
z→a

f(z) = ρ0e
ϕ0 .

Postoji varijanta konvergencije funkcije ka ta~ki koja nema okrwenu okolinu na
kojoj je funkcija definisana ali, kako }emo na ovom kursu da ispitujemo konvergenciju
funkcije na oblastima, nema potrebe da je eksplicitno navodimo.
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2 Diferencijalni ra~un funkcija kompleksne promenqive

Umatemati~koj analizi, najjednostavnije funkcije su linearna preslikavawa kona~no-
dimenzionalnih vektorskih prostora. Naravno, linearna preslikavawa su predmet
algebre me|utim, jedna posebna klasa preslikavawa se lokalno pona{aju kao linearne
funkcje tj. male promene argumenta indukuju skoro linearne promene funkcije. Pre-
ciznije, ako dovoqno malo mewamo arument funkcije f : Rn → Rm, rezultat je pri-
bli`no jednak promeni jedne linearne funkcije L : Rn → Rm. Matemati~ki zapis ove
osobine ima formu:

f(x0 + h)− f(x0) = L(h) + o(h) kada h→ 0.

Linearnu funkciju L koja zadovoqava gorwu jedna~inu nazivamo diferencijal
funkcije f u ta~ki x0. Otuda, ako `elimo da izvr{imo lokalnu analizu diferen-
cijabilnih funkcija, dovoqno je da znamo formu i osobine wenog diferencijala koji
je linearna funkcija pa samim tim mnogo jednostavnija za analizu.

Da bi boqe razumeli koncepte diferencijalnog ra~una kompleksnih funkcija,
opi{imo najpre linearne funkcije kompleksne promenqive.

2.1 Linearne funkcije kompleksne promenqive

Definicija 2.1. Preslikavawe L : V → W vektorskih prostora V i W nad (istim)

poqem F je linearno akko:

(∀x, y ∈ V)(∀α, β ∈ F)L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y).

Prakti~no, preslikavawe je linearno ako je slika linearne kombinacije dva vek-
tora linearna kombinacija wihovih slika sa istim skalarima. Ovde navodimo fun-
damentalnu teoremu koja upotpunosti opisuje linearna preslikavawa kona~no-dimen-
zionalnih vektorskih prostora.

Teorema 2.1. (Osnovni stav linearne algebre). Neka kona~no-dimenzionalni vektorski

prostorV nad poqem F ima bazu {e1, . . . , en} i neka jeW proizvoqan vektorski prostor

nad poqemF. Ako jeL : V→W linearno preslikavawe, tada postoje jednstveni vektori

w1, . . . , wn ∈W takvi da je L(ei) = w1, i = 1, . . . , n.

Dakle, svako linearno preslikavawe je potpuno odre|eno slikama baznih vektora
domena. Ako su domen i kodomen kona~no-dimenzionalni, linearna preslikavawa se
svode na mno`ewe matrica.

Poqe kompleksnih brojeva je uvedeno pomo}u vektorskog prostora (R2,+, ·,R) gde
smo iskoristili sabirawe vektora prostora R2 zajedno sa operacijom mno`ewa koju
smo definisali sa:

(2.1) (x1, y1) · (x2, y2)
def.
= (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1), (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

Otuda, poqe kompleksnih brojeva mo`emo da analiziramo u kontekstu dva vektorska
prostora:

(R2,+, ·,R) i (C,+, ·,C).

Ove dve algebarske strukture imaju zna~ajno razli~ite osobine:

R2 = {(x, y) | x, y ∈ R} = {x(1, 0) + y(0, 1) | x, y ∈ R} = L{(1, 0), (0, 1)};
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C = {z | z ∈ C} = {z · 1 | z ∈ C} = L{1}.
Dakle, vektorski prostor (R2,+, ·,R) nad poqem R je dvodimenzionalan sa bazom

{(1, 0), (0, 1)} dok je vektorski prostor (C,+, ·,C) nad poqem C jednodimenzionalan sa
bazom {1}.

U zavisnosti od toga da li preslikavawe ~uva strukturu vektorskog prostora nad
poqem realnih ili poqem kompleksnih brojeva, razlikova}emo dva tipa linearnih
preslikavawa.

Definicija 2.2. Preslikavawe L : C→ C je:

• R-linearno ako je preslikavawe L : (R2,+, ·,R)→ (R2,+, ·,R) linearno;

• C-linearno ako je preslikavawe L : (C,+, ·,C)→ (C,+, ·,C) linearno.

Kako je R pod-poqe poqa C, zakqu~ujemo da su sva C-linearna preslikavawa i
R-linearna. Me|utim, kao {to }emo da vidimo u nastavku, obrnuto ne mora da va`i.

Teorema 2.2. Svaka R-linearna funkcija L : C → C je oblika L(z) = az + bz za jedin-
stvene a, b ∈ C gde je

a =
L(1)− iL(i)

2
, b =

L(1) + iL(i)

2
.

Dokaz: Za proizvoqno z ∈ C i R-linearnu funkciju L va`i:

L(z) = L(x · 1 + i · y) = xL(1) + yL(i) =
z + z

2
L(1) +

z − z
2i

L(i)

=
L(1)− iL(i)

2
z +

L(1) + iL(i)

2
z.

Dakle, R-linearno preslikavawe ima navedenu formu. Teorema 2.1 implicira da je
R-linearno preslikavawe L odre|eno slikama vektora 1 i i. Kako sistem jedna~ina

a =
L(1)− iL(i)

2

b =
L(1) + iL(i)

2

ima jedinstveno re{ewe po nepoznatim L(1) i L(i), zakqu~ujemo da brojevi a, b ∈ C
odgovaraju jedinstvenom R-linearnom preslikavawu.

Kao{to vidimo, svakoR-linearno preslikavawe se svodi na linearnu kombinaciju
kompleksnog broja z i wemu konjugovanog kompleksnog broja z sa dva jedinstvena kom-
pleksna skalara a, b.

Teorema 2.3. Svaka C-linearna funkcija L : C→ C je oblika L(z) = az gde je a = L(1).

Dokaz: Za proizvoqno z ∈ C i C-linearnu funkciju L va`i:

L(z) = L(z · 1) = zL(1).

Kao {to vidimo, C-linearna funkcija je upotpunosti odre|ena svojevrsnim kom-
pleksnim koeficijentom pravca.

Sada }emo da analiziramo vezu izme|u R-linearnih i C-linearnih preslikavawa.

17



Posledica 2.1. Neka je L : C → C jedna R-linearna funkcija. Tada su slede}i uslovi

ekvivalentni:

(a) L je C-linearna;

(b) L(iz) = iL(z) za sve z ∈ C;

(v) L(1) + iL(i) = 0.

Dokaz: Koristimo osobinu da su kompleksni brojevi skalari u prostoru (C,+, ·,C).

(a)⇒(b) Po definiciji C−linearnog preslikavawa, i ∈ C je skalar.

(b)⇒(v) L(1) + iL(i)
(b)
= L(1) + L(i · i) = L(1) + L(−1)

R-lin.
= L(1)− L(1) = 0.

(v)⇒(a) Po Teoremi 2.2, preslikavawe L je oblika L(z) = L(1)−iL(i)
2

z + L(1)+iL(i)
2

z.
Uslov L(1) + iL(i) = 0 implicira da je L(z) = az a ovo je C-linearna funkcija.

Analizirajmo geometrijske osobine R odnosno C linearnih preslikavawa.

Kako svakoR-linearno preslikavawe geometrijski predstavqa linearno preslika-
vawe Euklidske ravni, ono je poOsnovnom stavuLinearne algebre 2.1 odre|eno slikama
vektora (1, 0) i (0, 1). Jedno R−linearno preslikavawe je ilustrovano na slici ispod.

Grafik 7: R−linearno preslikavawe kompleksne ravni.

Neka je sada L(z) = az + bz za neke a, b ∈ C. Ako je a = a1 + ia2 i b = b1 + ib2 tada je:

L(z) = L(x+ iy) = (a1 + ia2)(x+ iy) + (b1 + ib2)(x− iy)

= (a1 + b1)x− (a2 − b2)y + i
[
(a2 + b2)x+ (a1 − b1)y

]
Dakle, realni i imaginarni deo R-linearnog preslikavawa su funkcije:

u(x, y) = (a1 + b1)x− (a2 − b2)y,

v(x, y) = (a2 + b2)x+ (a1 − b1)y,

{to implicira da preslikavawe L, posmatrano kao preslikavawe L : R2 → R2 ima
formu

L(x, y) =
(
(a1 + b1)x− (a2 − b2)y, (a2 + b2)x+ (a1 − b1)y

)
.
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Jakobijan ovog linearnog preslivawa je

J =
D(u, v)

D(x, y)
=

∣∣∣∣ u′x u′y
v′x v′y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a1 + b1 −a2 + b2

a2 + b2 a1 − b1

∣∣∣∣ = |a|2 − |b|2.

Otuda, ako je |a| > |b|, preslikavawe L ~uva orijentaciju vektora a ako je |a| < |b|,
preslikavaweLmewaorijentaciju vektora a ako je |a| = |b|preslikavawe nije bijekcija.

Neka je sada L jedno C-linearno preslikavawe odnosno neka je L(z) = az za neko
a ∈ C. Ako je a = a1 + ia2 preslikavawe L je oblika:

L(z) = L(x+ iy) = (a1 + ia2)(x+ iy) = (a1x− a2y) + i(a2x+ a1y)

{to zna~i da, posmatrano kao linearno preslikavawe Eukidske ravni, C−linearno
preslikavawe ima Jakobijan:

J =
D(u, v)

D(x, y)
=

∣∣∣∣ u′x u′y
v′x v′y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a1 −a2

a2 a1

∣∣∣∣ = |a|2.

Otuda, svako C−linearno preslikavawe ~uva orijentaciju vektora.

Grafik 8: C−linearno preslikavawe kompleksne ravni.

Analizirajmo sada C-linearno preslikavawe L kao specijalan slu~aj linearnog
preslikavawa Euklidske ravni. Neka je L(1, 0) = (a, b) ∈ R2. Tada, uslov L(1) +
iL(i) = 0 Posledice 2.1, mno`ewem sa i postaje L(i) = iL(1). Ako kompleksne brojeve
interpretiramo kao ure|ene parove realnih brojeva, uslov L(i) = iL(1) postaje:

L(0, 1) = (0, 1) · L(1, 0) = (0, 1) · (a, b) (2.1)
= (−b, a).

Dakle, ako je L(1, 0) = (a, b) i L je C-linearno, tada je L(0, 1) = (−b, a) a to im-
plicira da je skalarni proizvod 〈L(1, 0), L(0, 1)〉 = 0. Otuda, slike baznih vektora su
ortogonalni vektori jednake norme a to je dovoqan uslov da zakqu~imo da C-linearna
preslikavawa ~uvaju uglove izme|u vektora.

Kako je po Teoremi 2.3 svako C-linearno preslikavawe oblika L(z) = az za neko
a ∈ C, ako iskoristimo eksponencijalni oblik kompleksnog broja dobijamo da je

L(z) = az = |a|ei arg a|z|ei arg z = |a||z|ei(arg a+arg z).

Dakle,C-linearno preslikavawe predstavqa kompoziciu rotacije Euklidske ravni
za ugao arg a i homotetije sa koeficijentom |a| kao {to ilustruje Grafik 9.

U literaturi se ~esto pomiwu i afina preslikavawa kompleksne ravni koja imaju
formu L(z) = b + az za neke konstante a, b ∈ C. Geometrijski, afina preslikavawa
predstavqaju kompoziciju C-linearnog preslikavawa i translacije za vektor b.
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2.2 Diferencijabilnost kompleksnih funkcija

Neka je kompleksna funkcija f definisana na nekoj okolini Uz ta~ke z ∈ C.

Definicija 2.3. Funkcija f : Uz → C je R-diferencijabilna (C-diferencijabilna) u

ta~ki z ako postoji R-linearna (C-linearna) funkcija L : C→ C takva da je

f(z + h)− f(z) = L(h) + o(h) kada h→ 0

odnosno lim
h→0

o(h)
h

= 0.

Funkciju L nazivamo R odnosno C diferencijal funkcije f i obele`avamo sa df .
Dakle, ako se funkcija lokalno pona{a kao R odnosno C linarna funkcija, re}i }emo
da je ona R odnosno C diferencijabilna ili diferencijabilna u reanom odnosno
kompleksnom smislu.

Opi{imo diferencijal R-diferencijabilne funkcije. Neka je

(2.2) f(z + h)− f(z) = L(h) + o(h) kada h→ 0

gde je L jedna R−linearna funkcija.
Ako je h = h1 + ih2 tada je zbogR-linearnosti L(h) = L(h1 + ih2) = h1L(1) +h2L(i).

Za h2 = 0, zamenom u (2.2) dobijamo

f(z + h1)− f(z) = h1L(1) + o(h1) kada h1 → 0;

L(1) = lim
h1→0

f(z + h1)− f(z)

h1

− lim
h1→0

o(h1)

h1

= lim
h1→0

f(z + h1)− f(z)

h1

.

Ako kompleksne brojeve interpretiramo kao ure|ene parove realnih brojeva a
funkciju f kao preslikavawe f : R2 → R2 dato sa f(x, y) =

(
u(x, y), v(x, y)

)
, prethodna

grani~na vrednost je definicija parcijalnog izvoda funkcije f po promenqivoj x:

lim
h1→0

f
(
(x, y) + (h1, 0)

)
− f(x, y)

h1

=
∂f

∂x
= (u′x, v

′
x).

Dakle, L(1) = ∂f
∂x

a algebarska forma ovog parcijalnog izvoda je ∂f
∂x

= u′x + iv′x.

Sli~no, zamenom h1 = 0 u (2.2) dobijamo

f(z + ih2)− f(z) = h2L(i) + o(h2) kada h2 → 0;

L(i) = lim
h2→0

f(z + ih2)− f(z)

h2

− lim
h2→0

o(h2)

h2

= lim
h1→0

f(z + ih2)− f(z)

h2

=
∂f

∂y
.

Otuda, odredili smo L(1) iL(i) pa, na osnovu Teoreme 2.2, preslikavaweL je oblika

L(h) =
1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
h+

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
h.

Ako komponente R-linearnog diferencijala funkcije f ozna~imo sa:

∂f

∂z

def.
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z

def.
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
,

po Teoremi 2.2, dobijamo slede}e tvr|ewe.

20



Teorema 2.4. Diferencijal R-diferencijabilne funkcije f u ta~ki z ∈ C na jedinstven

na~in mo`e da se predstavi sa:

df(h) =
∂f

∂z
h+

∂f

∂z
h.

Prethodna teorema, zajedno sa Posledicom 2.1 uslov (v), dokazuje i slede}e tvr|ewe.

Teorema 2.5. U ta~ki z ∈ C,R-diferencijabilna funkcija je C-diferencijabilna akko je

∂f

∂z
= 0.

Analizirajmo sada R-diferencijabilnu funkciju f : C → C kao preslikavawe
f : R2 → R2 dato sa f(x, y) =

(
u(x, y), v(x, y)

)
. Jedna~ina (2.2) tada ima formu:

f
(
(x, y) + (h1, h2)

)
− f(x, y) = L(h1, h2) + o(||(h1, h2)||) kada ||h|| → 0.

Kako je preslikavawe L linearno kao preslikavawe L : R2 → R2, prethodna jednakost
je upravo definicija diferencijabilnosti vektorske funkcije f : R2 → R2 koja je
diferencijabilna akko su wene koordinatne funkcije u, v : R2 → R diferencijabilne.
Tako dobijamo prvi deo slede}eg tvr|ewa.

Teorema 2.6. Neka je kompleksna funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) definisana na nekoj
okolini ta~ke z0 = x0 + iy0. Tada, f je R-diferencijabilna u ta~ki z0 akko su funkcije

u i v diferencijabilne na nekoj okolini ta~ke (x0, y0). Ako je pri tom u ta~ki (x0, y0)
ispuweno

u′x = v′y i u′y = −v′x,

tada, f je C-diferencijabilna u ta~ki z0 i va`i ∂f
∂z

= ∂f
∂x

= u′x + iv′x.

Dokaz: Po Teoremi 2.5, dovoqno je da poka`emo da iz uslova u′x = v′y i u
′
y = −v′x sledi

∂f
∂z

= 0. Zaista,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
=

1

2

(
(u′x + iv′x) + i(u′y + iv′y)

)
=

1

2

(
(u′x − v′y) + i(u′y + v′x)

)
= 0.

Uslovi u′x = v′y i u
′
y = −v′x se nazivaju Ko{i3-Rimanovi4 uslovi. Po prethodnoj

teoremi oni su dovoqni za C−diferencijabilnost ali, kao {to }emo da vidimo u
slede}oj teoremi, oni su i potrebni.

Teorema 2.7. Funkcija f = u(x, y)+ iv(x, y) jeC−diferencijabilna u ta~ki z0 = x0 + iy0

akko su funkcije u i v diferencijabilne na nekoj okolini ta~ke (x0, y0) i ako u (x0, y0)
zadovoqavaju Ko{i-Rimanove uslove.

Dokaz: (⇐) Prethodna teorema.

(⇒) Kako je po Definiciji 2.3 svaka C−diferencijabilna funkcija i R-diferenci-
jabilna, funkcije u i v su diferencijabilne na nekoj okolini ta~ke (x0, y0). Otuda,
f je R-diferencijabilna na okolini ta~ke z0 a iz wene C-diferencijabilnosti, po
Posledici 2.1, sledi ∂f

∂z
= 0 a ovaj uslov je ekvivalentan Ko{i-Rimanovim uslovima za

funkcije u i v.

3 Baron Augustin-Louis Cauchy 1783-1857, francuski matemati~ar, in`ewer i fizi~ar.
4 Georg Friedrich Bernhard Riemann 1826-1866, nema~ki matemati~ar.
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Primer 2.1. Funkcija f(z) = z nije C-diferencijabilna ni u jednoj ta~ki supa C.

Zaista, kako je f(x + iy) = x+ iy = x − iy, koordinatne funkcije funkcije f
u(x, y) = x i v(x, y) = −y su diferencijabilne. Me|utim, u′x = 1 6= −1 = v′y.

Sada uvodimo prvi izvod kompleksne funkcije na klasi~an na~in.

Definicija 2.4. Izvod kompleksne funkcije f u ta~ki z ∈ C je grani~na vrednost

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
.

Teorema 2.8. Neka je Uz okolina ta~ke z. Tada, izvod funkcije f : Uz → C u ta~ki z
postoji akko je ona C−diferencijabilna u ta~ki z.

Dokaz: (⇒) Neka postoji f ′(z) = lim
h→0

f(z+h)−f(z)
h

. Tada je

f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z) + α(h) gde je lim

h→0
α(h) = 0.

To zna~i da je
f(z + h)− f(z) = f ′(z)h+ α(h)h

a funkcija L(h) = f ′(z)h je C-linearna (f ′(z) ∈ C je konstanta) i lim
h→0

α(h)h
h

= 0 odnosno

α(h)h ∈ o(h) kadah→ 0. Dakle, poDefiniciji 2.3, funkcija f jeC−diferencijabilna.

(⇐) Neka je f jedna C−diferencijabilna funkcija odnosno neka je

f(z + h)− f(z) = L(h) + o(h)

gde je L jedna C-linearna funkcija. Po Teoremi 2.3, L(h) = ah pa, kada prethodnu
jednakost podelimo sa h, dobijamo:

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= a

odnosno, f ′(z) dato Definicijom 2.4 postoji i jednak je a.

Prethodna teorema ukazuje da je C−diferencijabilnost ekvivalentna egzistenciji
izvoda kompleksne funkcije. Otuda, izvod kompleksne funkcije mo`emo da izra~unamo
i metodama realne analize.

Posledica 2.2. Ako postoji izvod kompleksne funkcije f : Uz → C u ta~ki z. tada je:

f ′(z) =
∂f

∂z
= u′x+ iv′x.

Dokaz: Kako postoji f ′(z), po prethodnoj teoremi f je C−diferencijabilna, a samim
tim i R-diferencijabilna u ta~ki z. Tada, po Teoremi 2.4, wen R−diferencijal je
oblika L(h) = ∂f

∂z
h + ∂f

∂z
h. Kako je zbog C-diferencijabilnosti ∂f

∂z
= 0 (Teorema 2.5),

zamenom u jednakosti (2.2) dobijamo

f(z + h)− f(z) =
∂f

∂z
h+ o(h) kada h→ 0.
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Ako levu i desnu stranu prethodne jednakosti podelimo sa h, dobijamo da je

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
=
∂f

∂z
.

Na osnovu do sada dokazanih tvr|ewa, zakqu~ujemo da izvod kompleksne funkcije
mo`emo da izra~unamo ili pomo}u grani~ne vrednosti ili pomo}u parcilajnih izvoda
koordinatnih funkcija. To nam omogu}ava da doka`emo da za izvod kompleksne
funkcije va`e sva pravila diferencirawa.

Teorema 2.9. Neka su f : Uz → C i g : Vz → C diferencijabilne u kompleksnom smislu u

ta~ki z. Tada je u ta~ki z:

• (αf + βg)′ = αf ′ + βg′ za sve α, β ∈ C;

• (f · g)′ = f ′g + fg′;

•
(
f
g

)′
= f ′g−fg′

g2
, pri tom, g(w) 6= 0 na nekoj okolini ta~ke z.

Ako je f : Uz → C diferencijabilna u kompleksnom smislu u ta~ki z a g : Vf(z) → C

diferencijabilna u kompleksnom smislu u f(z), tada je:

(g ◦ f)′(z) = g′
(
f(z)

)
f ′(z).

Dokaz tvr|ewa ostavqamo ~itaocima.

Sada }emo da se fokusiramo na jednu specijalnu klasu kompleksnih funkcija fun-
damentalnih za daqu analizu.

Definicija 2.5. Ka`emo da je funkcija f analiti~ka (ili holomorfna ili regularna) u
ta~ki z ako je ona C-diferencijabilna na nekoj okolini ta~ke z.

Ovaj kurs kompleksne analize jefundametalnovezan za koncept analiti~kihfunkcija.
Otuda, ~itaocima se preporu~uje da se dobro upoznaju sa navedenim konceptom.

Primer 2.2. Funkcija f(z) = |z|2 = zz jeR−diferencijabilna naC,C−diferencijabilna
samo za z = 0 i nije analiti~ka ni u jednoj ta~ki.

Zaista, f(x + iy) = x2 + y2 ima diferencijabilne koordinatne funkcije (u(x, y) =
x2 + y2, v(x, y) = 0) a Ko{i-Rimanovi uslovi va`e samo za (x, y) = (0, 0).

Ako je funkcija f analiti~ka u svakoj ta~ki otvorenog skupa D ka`emo da je ona
analiti~ka na D.

Poglavqe do sada je bazirano na metri~kom prostoru (C, d) sa standarnom Euklid-
skom metrikom. Postavqa se pitawe {ta se de{ava u beskona~nosti odnosno, kako
bi na pro{irenom skupu C proverili analiti~nost neke funkcije. Tehnike opisane
u ovom poglavqu nisu pogodne za analizu prostora C zato {to on ne mo`e da bude
vektorski prostor. Zbog toga, analiti~nost u beskona~nosti proveravamo na slede}i
na~in.

Definicija 2.6. Ka`emo da funkcija f analiti~ka u beskona~noj ta~ki ako je funkcija
g(z) = f

(
1
z

)
analiti~ka u nuli.

Ovde se oslawamo na osobinu da funkcija w(z) = 1
z
okolinu beskona~nosti bijek-

tivno preskilava u okolinu nule.
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2.3 Geometrijska interpretacija izvoda

Kao {to smo ve} videli, diferencijal R−diferencijabilne funkcije je R−linearna
funkcija oblika df(h) = ∂f

∂z
h+ ∂f

∂z
h a u slu~aju C−diferencijabilne funkcije df(h) =

∂f
∂z
h = f ′(z)h. Kako h u su{tini predstavqa prira{taj funkcije, ozna~imo ga sa dz

kao u ostalim analizama. Tada, diferencijalR odnosno C diferencijabilne funkcije
mo`e da se zapi{e u obliku;

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz odnosno df =

∂f

∂z
dz = f ′(z)dz.

Analizirajmo sada Jakobijane ovih diferencijala. Prisetimo se (Analiza 4) da
ako je Jakobijan realne funkcije f : R2 → R2 razli~it od nule u ta~ki (x, y), tada
postoji okolina U(x,y) takva da je f : U(x,y) → f

(
U(x,y)

)
bijekcija (pogledajte teoremu o

monotonosti diferencijabilnih funkcija preko prvog izvoda, Analiza 2). Kako smo
u Poglavqu 2.1 ve} ra~unali Jakobijane linearnih fukcija kompleksne promenqive,
zakqu~ujemo da je Jakobijan R−diferencijabilne funkcije u ta~ki z:

Jf (z) =

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂f∂z

∣∣∣∣2
dok je Jakobijan C−diferencijabilne funkcije u ta~ki z:

Jf (z) =

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣2 = |f ′(z)|2.

Definicija 2.7. Ta~ka z ∈ C je kriti~na ta~ka preslikavawa f ako je Jf (z) = 0.

Geometrijski posmatrano, ako je JakobijanR-diferencijabilnog preslikavawa jed-
nak nuli u ta~ki z, tada df(z) ima netrivijalno jezgro tj. nije �1-1� (dokazati). To daqe
implicira da slika neke okoline ta~ke z ne}e da ima �glatku mre`u�. Grafik ispod
ilustruje da je ta~ka z = 0 kriti~na ta~ka funkcije f(z) = z2.

Grafik 9: Slika Euklidske mre`e preslikavawem f(z) = z2.

Sada uvodimo specijalnu klasu preslikavawa koja glatko preslikavaju Euklidsku
mre`u.

Definicija 2.8. Ka`emo da je R−diferencijabilno preslikavawe f konformno u ta~ki
z ako je diferencijal df u ta~ki z kompozicija homotetije i rotacije i ta~ka z nije
kriti~na ta~ka preslikavawa f .
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Prakti~no, preslikavawe f je konformno u z ako je diferencijal df u ta~ki z
bijekcija i svodi se na homotetiju sa rotacijom {to daqe implicira da df ~uva uglove
pa sli~ne figure preslikava u sli~ne figure.

Ako je f konformno u svakoj ta~ki oblasti D, tada ka`emo da je f konformno na D.

Teorema 2.10. Neka z nije kriti~na ta~ka R−diferencijabilnog preslikavawa f . Tada,
fukncija f je konformna u z akko je C−diferencijabilna u z.

Dokaz:(⇒) Neka se df = ∂f
∂z

dz + ∂f
∂z

dz u ta~ki z svodi na istezawe sa rotacijom tj. neka
df ~uva uglove. Kako je ugao izme|u vektora 1 i i prav, sledi da ugao izme|u vektora

df(1) =
∂f

∂z
+
∂f

∂z
i df(i) =

∂f

∂z
i− ∂f

∂z
i

mora da bude prav. Znamo da df(1) i df(i) imaju jednaku normu (dobijeni su jednakim
istezawem jedini~nih vektora) i pozitivno su orijentisani (dobijeni su rotacijom
vektora sa pozitivnom orijentacijom). Tako zakqu~ujemo da se df(i) dobija od df(1)
rotacijom za ugao π

2
koja se u komplesnoj analizi svodi na mno`ewe sa i. Dakle:

df(i) = idf(1) =
∂f

∂z
i+

∂f

∂z
i.

Upore|ivawem sa gorwom jedna~inom, zakqu~ujemo da je ∂f
∂z

= 0 {to po Teoremi 2.5
implicira C-diferencijabilnost funkcije f .

(⇐) Po Teoremi 2.3, diferencijal df je oblika df = adz = |a|ei arg adz a ovo je kom-
pozicija homotetije sa koeficijentom |a| i rotacije za ugao arg a.

Dakle, ako je funkcija f analiti~ka i nema kriti~nih ta~aka na D, tada je f
konformna na D.

Opi{imo geometrijske osobine konformnog preslikavawa analizom krivih i wi-
hovih slika. Neka je f konformno na nekoj okolini U ta~ke z i neka je f ′ nekrekidna
na U . Posmatrajmo gladak put γ : [0, 1]→ U koji po~iwe u ta~ki z. Tada, slika puta γ
je put γf = f ◦ γ. Kako je

γ′f (t) = f ′
[
γ(t)

]
γ′(t) za sve t ∈ [0, 1],

zakqu~ujemo da je γf tako|e gladak put jer je f ′ neprekidna funkcija koja je zbog kon-
formnosti preslikavawa f razli~ita od nule u svakoj ta~ki skupa U .

Uporedimo du`ine lukova puta γ i wegove slike. Ako posmatramo dovoqno mali
segment puta γ od γ(0) do γ(ε), du`ina luka ovog segmenta je pribli`no jednaka normi
tangentnog vektora u ta~ki γ(0) odnosno |γ′(0)| = |u′(0) + iv′(0)| =

√
u′2(0) + v′2(0)

pomno`enoj sa ε tj. ε|γ′(0)| (prisetimo se krivolinijskog integrala prve vrste, Ana-
liza 4). Tada, odnos du`ine ε−segmenta puta γ i wegove slike se kada ε ta`i nuli
pribli`ava:

|γ′f (0)|
|γ′(0)|

=
|f ′
(
γ(0)

)
γ′(0)|

|γ′(0)|
= |f ′

(
γ(0)

)
| = |f ′(z)|.

Kako leva strana gorwe jednakosti ne zavisi od puta γ, zakqu~ujemo da se svi lukovi
koji prolaze kroz z iste`u podjednako. Tako zakqu~ujemo da preslikavawe koje je
konformno u ta~ki z preslikava disk polupre~nika ε u �skoro disk� polupre~nika
|f ′(z)|ε kao {to ilustruje Grafik 10.
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Grafik 10: Konformnost preslikavawa f(z) = z2.

Analizirajmo sada argument tangentnog vektora puta γ i wegove slike. Iz uslova
γ′f (0) = f ′(z)γ′(0) zakqu~ujemo da je

arg γ′f (0) = arg f ′(z) + arg γ′(0)

{to implicira da se tangentni vektor proizvoqne krive u ta~ki z rotira za ugao
arg f ′(z). Dakle, slika ε-diska oko ta~ke z, je �skoro disk� polupre~nika |f ′(z)|ε oko
ta~ke f(z) rotiran za ugao arg f ′(z) {to se tako|e vidi na Grafiku 10.

Na kraju, ako posmatramo dva glatka puta α, β u ta~ki z, tangentni vektori wihovih
slika αf , βf }e da budu rotirani za isti ugao arg f ′(z), {to implicira da }e ugao
izme|u tangentnih vektora α′f , β

′
f da bude isti. Otuda, ako preslikamo Euklidsku

mre`u konformnim preslikavawem, rezultat je mre`a krivih koje se seku pod pravim
uglovima kao {to se vidi na grafiku ispod.

Grafik 11: Slika Euklidske mre`e konformnom funkcijom.
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3 Elementarne funkcije kompleksne promenqive

U ovom poglavqu analizira}emo zna~ajne funkcije kompleksne promenqive. Najjed-
nostavnije funkcije kompleksne promenqive su pre svega polinomi

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 gde a0, a1, . . . , an ∈ C.

Polinomi su analiti~ke funkcije na celom skupuC, u skupu kompleksnih brojeva svaki
polinom stepena n ima ta~no n nula ra~unaju}i vi{estrukosti. Sve navedene osobine
mogu lako da se doka`u uvedenim tehnikama.

Slede}i tip elementarnih funkcija su racionalne funkcije oblika r(z) = pn(z)
qm(z)

gde su pn i qm (m > 1) polinomi sa kompleksnim koeficijentima. Kako je poqe
kompleksnih brojeva algebarski zatvoreno, svaki polinom stepena n > 0 mo`e da se
faktori{e kao proizvod p(z) = a(z − z1) · · · (z − zn). Otuda, racionalna funkcija
kompleksne promenqive mo`e da se predstavi u vidu proizvoda:

r(z) =
pn(z)

qm(z)
=
a1z + b1

c1z + d1

a2z + b2

c2z + d2

· · · an0z + bn0

cn0z + dn0

gde je n0 = max{m,n}.

Zbog toga, da bi razumeli svojstva racionalih funkcija kompleksne promenqive,
dovoqno je da analiziramo funkcije oblika w(z) = az+b

cz+d
.

3.1 Bilinearne funkcije

Definicija 3.1. Neka su a, b, c, d ∈ C takvi da je ad− bc 6= 0. Funkciju w : C→ C

w(z) =
az + b

cz + d

nazivamo bilinearna funkcija.

Daw ne bi bila konstantnafunkcija, brojilac az+bne sme da bude deqivimeniocem
cz + d tj. α(cz + d) 6= az + b za sve α ∈ C. Prethodno je ekvivalentno uslovu da sistem
jedna~ina αc = a i αd = b nema re{ewa po promenqivoj α tj. α = a

c
, a
c
d = b. Dakle,

za ad 6= bc, brojilac i imenilac bilinearne funkcije su uzajamno prosti polinomi.
Nama }e u ovom poglavqu da budu zanimqive bilinearne funkcije za c 6= 0 jer za c = 0
dobijamo afinu funkciju w(z) = a

d
z + b

d
a kao {to smo videli u Poglavqu 2.1, ovo je

kompozicija homotetije, rotacije i translacije.

Bilinearna funkcija je preslikavawe prostora C. Lako se pokazuje da je w(∞) =
lim
z→∞

az+b
cz+d

= a
c
i w
(
− d

c

)
=∞. Otuda, ako w : C → C defini{emo sa:

w(z) =


az+b
cz+d

, z ∈ C \ {− c
d
};

∞, z = −d
c
;

a
c
, z =∞,

dobijamo preslikavawe koje je neprekidno na C.

Teorema 3.1. Bilinearna funkcija w : C → C je bijekcija. Wena inverzna funkcija je

tako|e bilinearna.
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Dokaz: Da bi dokazali da je preslikavawe w bijekcija, dovoqno je da doka`emo da
postoji wemu inverzno preslikavawe. Re{avawem jedna~ine w = az+b

cz+d
po promenqivoj

z dobijamo z = dw−b
a−cw . Dakle, w

−1(z) = dz−b
a−cz je bilinearna funkcija i va`i w ◦w

−1(z) =
w−1 ◦ w(z) = z za sve z ∈ C tj. w−1 je inverzna funkcija funkcije w.

Obele`imo familiju bilinearnih funkcija na skupu C sa B(C). Primetimo da
struktura (B(C), ◦) ima slede}e osobine:

• identi~ko preslikavawe 1C(z) = z je bilinearno;

• kompozicija bilinearnih preslikavawa je bilinearno preslikavawe (dokazati);

• za svako w ∈ B(C) postoji w−1 ∈ B(C) tako da je w ◦ w−1 = 1C (Teorema 3.1).

Kako je kompozicija preslikavawa asocijativna operacija, dobijamo slede}e tvr|ewe.

Teorema 3.2. Struktura (B(C), ◦) je grupa.

Pri tom, grupa (B(C), ◦) nije Abelova. Na primer, ako je w1(z) = 1
z
a w2(z) = z + 1,

tada je w1 ◦ w2(z) = 1
z+1

dok je w2 ◦ w1(z) = 1
z

+ 1.

Analizirajmo analiti~nost odnosnokonformnostbilinearnogpreslikavawa. Kako
je izvod bilinearne funkcije

w′(z) =
∂w

∂z
=

ad− bc
(cz + d)2

6= 0,

zakqu~ujemo da je w analiti~ka na C \ {−d
c
}. Tako|e, w je analiti~ka i za z = ∞ jer

je w
(

1
z

)
analiti~ka u z = 0 (Definicija 2.6). [to se ti~e konformnosti bilinearnog

preslikavawa, po Teoremi 2.10, dovoqno je da proverimo konformnost u ta~kama z =
−d
c
i z = ∞. U oba slu~aja, potrebno je da odredimo uglove izme|u dva vektora na

Kompleksnoj sferi u ta~ki z =∞. Zato koristimo slede}u definiciju.

Definicija 3.2. Ugao izme|u puteva γ1 : [a, b] → C i γ2 : [a, b] → C u ta~ki z = ∞ je

ugao izme|u krivih 1
γ1
i 1
γ2
u ta~ki w = 0.

Ova definicija je opravdana i geometrijski. Kada se stereografskom projekcijom
putevi γ1 i γ2 preslikaju na kompleksnu sferu, ugao dobijenih krivih u ta~ki (0, 0, 1) je
jednak uglovima izme|u krivih 1

γ1
i 1
γ2
u ta~ki w = 0 {to mo`e da se doka`e tehnikama

diferencijalne geometrije.

Ako funkcija f : C → C ~uva uglove krivih u beskona~nosti kao u prethodnoj
definiciji, tada ka`emo da je f konformna u beskona~nosti. Tako dobijamo slede}i
kriterijum konformnosti na C.

Lema 3.1. Neka f : C→ C.

• Ako je f(z0) =∞ za z0 ∈ C tada, f je konformno u z0 ako je
1
f
konformno u z0.

• Preslikavawe f je konformno za z =∞ akko je f−1 konformno za w = f(∞).

Dokaz: Neka je f(z0) = ∞ i neka funkcija 1
f
~uva uglove u ta~ki z0 i neka su γ1 i γ2

glatke krive koje se seku u z0. Tada, ugao izme|u wihovih slika γ1f = f ◦γ1 i γ2f = f ◦γ2

se po Definiciji 3.2 svodi na ugao krivih 1
γ1f

= γ1 1
f
i 1
γ2f

= γ2 1
f
u ta~ki z0 koji je zbog

konformnosti preslikavawa 1
f
jednak uglu izme|u krivih γ1 i γ2.
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Drugi deo tvr|ewa sledi iz ~iwenice da ako funkcija f ima inverznu funkciju na
okolini ta~ke z0, tada f je konformno u z0 akko je f

−1 konformno u f(z0).

Obratite pa`wu da ako je f konformna u ta~ki z ∈ C, zbog Teoreme 2.10, postoji
okolina U ta~ke z na kojoj je funkcija f bijekcija te konformnost u beskona~nosti ima
smisla proveravati pomo}u funkcije f−1.

Teorema 3.3. Bilinearno preslikavawe w(z) = az+b
cz+d

je konformno na C.

Dokaz: Proverimo konformnost za z = −d
c
i z =∞. Kako jew

(
− d

c

)
=∞, po prethodnoj

lemi, dovoqno je da proverimo konformnost funkcije 1
w

= cz+d
az+b

u ta~ki z = −d
c
a ona

sledi iz ~iwenice da je(
1

w

)′
(z) =

bc− ad
(az + b)2

6= 0 za z = − c
d
.

U dokazu Teoreme 3.1 smo videli da je w−1(z) = dz−b
a−cz . Kako je izvod prethodne

funkcije razli~it od nule za z = a
c
, zakqu~ujemo da je w konformna za z =∞.

Otuda, bilinearno preslikavawe, zato{to je konformno preslikavawe, ~uva uglove
izme|u vektora {to implicira da }e Euklidsku mre`u da slika u mre`u krivih koje se
seku pod pravim uglovima kao {to ilustruje grafik ispod.

Grafik 12: Slika Euklidske mre`e preslikavawem f(z) = 1
z
.

Na Grafiku 12 tako|e vidimo da preslikavawe w(z) = 1
z
Euklidske prave pres-

likava u kru`nice koje se seku u koordinatnom po~etku. Pokaza}emo da sva bilinearna
preslikavawa imaju analognu osobinu.

Definicija 3.3. Kru`nice u prostoru C su kru`nice kompleksne ravni C kao i prave

ravni C kojima je dodata ta~ka z =∞.

Objasnimo motivaciju za prethodnu definiciju. Prisetimo se stereografske pro-
jekcije koja Euklidsku ravan preslikava na jedini~nu sferu. Tada, slika prave l euk-
lidske ravni }e da bude presek sfere i ravni koja prolazi kroz ta~ku (0, 0, 1) i sadr`i
pravu l. Otuda, slika prave l je kru`nica koja sadr`i ta~ku (0, 0, 1) kao {to ilustruje
Grafik 13.
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Grafik 13: Prava p i wena stereografska projekcija p̃.

Teorema 3.4. Bilinearno preslikavawe kru`nicu prostora C preslikava u kru`nicu

prostora C.

Dokaz: Doka`imo da tvr|ewe va`i za funkcijuw(z) = 1
z
. Kru`nica Euklidske ravni sa

centrom u (x0, y0) polupre~nikaR predstavqa skup ta~aka (x, y) ∈ R2 koje zadovoqavaju
jedna~inu:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2;

x2 + y2 − 2xx0 − 2yy0 + x2
0 + y2

0 −R2 = 0.

Ako prethodnu jedna~inu pomno`imo konstantom A, zakqu~ujemo da proizvoqnim
A,B,C,D ∈ R odgovara jedinstvena kru`nica odre|ena jedna~inom:

A(x2 + y2) +Bx+ Cy +D
(∗)
= 0.

Pri tom, za A = 0 jedna~ina (∗) odre|uje jedinstvenu pravu Euklidske ravni.

U kompleksnoj ravni, jedna~ina (∗) ima formu

Azz +B
z + z

2
+ C

z − z
2i

+D = 0

ili ekvivalentno:

Azz + Ez + Ez +D
(∗∗)
= 0

gde je E = 1
2
(B − iC). Tako zakqu~ujemo da jedna~ina (∗∗) za odgovaraju}e A,D ∈ R i

E ∈ C odre|uje svaku kru`nicu (Definicija 3.3) prostora C.

Da bi odredili sliku kru`nice date jedna~inom (∗∗) preslikavawem w(z) = 1
z
,

dovoqno je da u jedna~ini (∗∗) promenqivu z zamenimo sa 1
w
. Otuda, slika kru`nice

(∗∗) je odre|ena jedna~inom

A+ Ew + Ew +Dww = 0

a ovo ima formu jedna~ine (∗∗) pa je tako|e kru`nica prostora C.

Neka je sada w(z) = az+b
cz+d

proizvoqna bilinearna funkcija. Tada w mo`emo da
predstavimo sa:

w(z) =
az + b

cz + d
=
a

c
− ad− bc

c2

1

z + d
c

= α +
β

z + γ
.
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Dakle, proizvoqna bilinearna funkcija je kompozicija translacije za vektor γ,
funkcije 1

z
, linearne funkcije sa koeficijentom β (dakle, kompozicija rotacije i

homotetije) i translacije za vektor α. Kako svaka od navedenih funkcija kru`nice
prostora C slika u kru`nice prostora C, zakqu~ujemo da to svojstvo ima i w kao
wihova kompozicija.

Bilinearna preslikavawa ~uvaju i simetriju ta~ke u odnosu na kru`nicu.

Definicija 3.4. Ka`emo da je ta~ka z simetri~na ta~ki z′ u odnosu na kru`nicu

K = {z ∈ C | |z − z0| = R} ako su ta~ke z0, z, z
′ kolinearne i ako va`i:

|z′ − z0| |z − z0| = R2.

Geometrijski, da bi konstruisali ta~ku z′ simetri~nu ta~ki z u odnosu na kru`nicu
K = {z ∈ C | |z − z0| = R}, prvo konstrui{emo ta~ku T na kru`nici K tako da ugao
]Tzz0 bude prav. Tada, ta~ka z′ je presek tangente na krug K u ta~ki T i prave
zz0. Uslov definicije va`i zato {to su trouglovi 4zoz′T i 4z0zT sli~ni pa je
d(z0, z) : R = R : d(z0, z

′) kao {to je ilustrovano na slici ispod.

Grafik 14: Konstrukcija ta~ke z′ simetri~ne ta~ki z u odnosu na krug K.

Postoji kriterijum simetri~nosti u odnosu na kru`nicu koji ne koristi metriku.
Prisetimo se iz geometrije da su dve kru`nice normalne akko su im tanente u za-
jedni~koj ta~ki normalne ili elvivalentno ako wihove tangente u zajedni~koj ta~ki
sadr`e centre kru`nica.

Teorema 3.5. Ta~ke z i z′ su simetri~ne u odnosu na kru`nicu K akko je svaki krug koji

sadr`i ta~ke z i z′ normalan na kru`nicuK.

Dokaz: (⇒) Neka su z i z′ simetri~ne u odnosu na kru`nicu K sa centrom O. Neka je
K ′ proizvoqna kru`nica sa centrom u O′ koja sadr`i z i z′. Neka je T dodirna ta~ka
tangente iz ta~ke O na kru`nicu K ′ kao {to je prikazano na Grafiku 15.

Znamo iz Elementarne geometrije da je kvadrat du`ine tangente na krug jednak
proizvodu du`ina odse~aka koje formira prava iz iste ta~ke. Tako, zakqu~ujemo da je:

d(O, T )2 = d(O, z)d(O, z′),

Zbog simetri~nosti u odnosu na kru`nicu K va`i da je d(O, z)d(O, z′) = R2, za-
kqu~ujemo da je d(O, T ) = R. Kako je]OTO′ = π

2
, pravaO′T je tangenta na kru`nicuK

{to daqe implicira da je ugao tangenti na kru`nice K i K ′ u zajedni~koj ta~ki prav
odnosno, kru`nice K i K ′ su normalne.
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Grafik 15: Prava OT je tangenta na krug K ′ pa je ]OTO′ prav.

(⇐) Neka je svaka kru`nica koja sadr`i ta~ke z i z′ normalna na K.

Ako z, z′ i O nisu kolinearne, tada postoji jedinstvena kru`nica K ′ opisana oko
trougla 4zOz′ koja je po pretpostavci normalna na K. Neka je T prese~na ta~ka
kru`nica K i K ′. Tada, prava OT je tangenta na kru`nicu K ′ (jer ]OTO′ = π

2
) {to

nije mogu}e jer i O i T pripadaju kru`nici K ′. Dakle, O, z i z′ su kolinearne.

Neka je sada T proizvoqna ta~ka kru`nice K koja ne pripada pravoj zz′. Tada,
zbog uslova normalnosti, prava OT je tangenta na kru`nicu K ′ odre|enu ta~kama z, z′

i T . Kako je kvadrat du`ine tangente na krug jednak proizvodu du`ina odse~aka iz iste
ta~ke, dobijamo da je:

d(O, z)d(O, z′) = d(0, T )2 = R2

gde je R polupre~nik kru`nice K.

Prethodnu teoremu mo`emo da iskoristimo i defini{emo simetri~nost u odnosu
na sve kru`nice (Definicija 3.3) prostora C.

Definicija 3.5. Ka`emo da suta~ke z i z′ simetri~ne u odnosu na kru`nicuK prostora

C ako je svaka kru`nica koja sadr`i ta~ke z i z′ normalna naK.

Teorema 3.6. Ako su ta~ke z i z′ simetri~ne u odnosu na kru`nicu K prostora C,

tada su w(z) i w(z′) simetri~ne u odnosu na kru`nicu w(K) za proizvoqno bilinearno
preslikavawe w : C→ C.

Dokaz: Neka su z i z′ simetri~ne u odnosu na kru`nicu K. Po Teoremi 3.4 znamo da je
w(K) kru`nica uC. Doka`imo da jew(z) simetri~no ta~kiw(z′) u odnosu na kru`nicu
w(K). Neka je K ′ proizvoqna kru`nica koja sadr`i w(z) i w(z′). Tada, w−1(K ′) je
kru`nica (w−1 je bilinearno, Teorema 3.1) koja sadr`i ta~ke z i z′ pa mora da bude
normalna na K. Kako je bilinearno preslikavawe konformno (Teorema 3.3), ugao
izme|u krivih K i w−1(K ′) jednak je uglu izme|u wihovih slika w(K) i w

(
w−1(K ′)

)
.

Otuda, kru`nice w(K) i K ′ su normalne.

Kao{to smodo sada videli, svakobilinearnopreslikavawe je bijektivno, obostrano
neprekidno te predstavqa svojevrsni homeomorfizam prostora C na samog sebe. Me|u-
tim, zbog osobine ~uvawa kru`nica kompleksne ravni, pomo}u bilinearnih preslika-
vawa mo`emo da doka`emo homeomorfnost specifi~nih oblasti prostora C.

Teorema 3.7. Postoji jedinstveno bilinearno preslikavawe koje razli~iteta~ke z1, z2, z3

prostora C preslikava u razli~ite ta~ke w1, w2, w3 prostora C.
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Dokaz: Neka su z1, z2, z3 proizvoqne razli~ite ta~ke prostora C. Tada, preslikavawe
w{z1,z2,z3} : C→ C dato sa:

w{z1,z2,z3}(z) =
z − z1

z − z2

· z3 − z2

z3 − z1

je bilinearno i slika z1, z2, z3 redom u 0,∞, 1.

Tada, za razli~ite w1, w2, w3 ∈ C, preslikavawe w−1
{w1,w2,w3} je bilinerno i 0,∞, 1

slika redom u w1, w2, w3 {to zna~i da preslikavawe w = w−1
{w1,w2,w3} ◦ w{z1,z2,z3}, koje je

bilinearno na osnovu Teoreme 3.2, slika z1, z2, z3 redom u w1, w2, w3.

Doka`imo sada jedinstvenost preslikavawa w. Neka je w′ neko drugo bilnearno
preslikavawe takvo da je w′(zi) = wi za i = 1, 2, 3. Tada, za bilinearno preslikavawe
W = w{w1,w2,w3} ◦ w′ ◦ w−1

{z1,z2,z3} va`i:

W (0) = w{w1,w2,w3}

(
w′
(
w−1
{z1,z2,z3}(0)

))
= w{w1,w2,w3}

(
w′
(
z1

))
= w{w1,w2,w3}(w1) = 0;

W (∞) = w{w1,w2,w3}

(
w′
(
w−1
{z1,z2,z3}(∞)

))
= w{w1,w2,w3}

(
w′
(
z2

))
= w{w1,w2,w3}(w2) =∞;

W (1) = w{w1,w2,w3}

(
w′
(
w−1
{z1,z2,z3}(1)

))
= w{w1,w2,w3})

(
w′
(
z3

))
= w{w1,w2,w3}(w3) = 1..

Kako jeW (z) = az+c
cz+d

, iz uslovaW (∞) =∞ odnosno lim
z→∞

az+c
cz+d

= a
c

=∞ dobijamo c = 0

tj. funkcijaW (z) je oblikaW = αz + β. UslovW (0) = 0 implicira da je β = 0 a ako
iskoristimo i uslov da je W (1) = 1 dobijamo α = 1. Dakle, funkcija W je identi~ko
preslikavaweW (z) = z tj.W = 1C. Otuda:

w{w1,w2,w3} ◦ w′ ◦ w−1
{z1,z2,z3} = 1C ili ekvivalentno w′ = w−1

{w1,w2,w3} ◦ w{z1,z2,z3}

a ovo je upravo funkcija w iz prvog dela dokaza.

Primetimo da u definiciji preslikavawa w{z1,z2,z3}, bilo koja od ta~aka zi mo`e da
bude 0 ili ∞ {to nam omogu}ava da defini{emo bilinearno preslikavawe

w : {z1, z2, z3}
�na�→ {w1, w2, w3} za proizvoqan izbor razli~itih ta~aka zi, wi, i = 1, 2, 3

prostora C.

Definicija 3.6. Ako postoji bilinearno preslikavawe w : D → D′, tada ka`emo da su

oblasti D i D′ bilinearno izomorfne.

Teorema 3.8. Bilo koja dva kruga prostora C su bilinearno izomorfni.

Dokaz: Neka su D1 i D2 proizvoqni krugovi prostora C (oblasti ~ija je granica
kru`nica po Definiciji 3.3). Tada, ∂D1 = K1 i ∂D2 = K2 su kru`nice. Pret-
postavimo da su kru`nice Ki orijentisane tako da wihovim obilaskom ta~ke oblasti
Di ostaju sa leve strane (kao {to je ilustrovano na Grafiku 16).

Neka su z1, z2, z3 ∈ K1 i w1, w2, w3 ∈ K2 razli~ite ta~ke odabrane saglasno ori-
jentaciji krivih K1 i K2. Tada, po Teoremi 3.7, postoji jedinstveno bilinearno
preslikavawe koje ta~ke z1, z2, z3 slika redom u w1, w2, w3. Tada, K1 je jedinstvena
kru`nica koja prolazi kroz ta~ke z1, z2, z3 a K2 jedinstvena kru`nica koja prolazi
kroz ta~ke w(z1), w(z2), w(z3). Kako je po Teoremi 3.4 w(K1) kru`nica koja prolazi
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Grafik 16: Bilinearno preslikavawe krugova D1 i D2.

kroz w(z1), w(z2), w(z3), zakqu~ujemo da je w(K1) = K2. Pri tom, preslikavawe w ~uva
odabranu orijentaciju kru`nica.

Doka`imo jo{ da je w(D1) = D2. Za proizvoqno z ∈ D1, postoji deo polupre~nika
odnosno put γ : [0, 1]→ C koji ne se~e kru`nicuK1 i povezuje ta~ku γ(0) sa kru`nice i
ta~ku z = γ(1) (Grafik 16). Tada, γw = w◦γ je gladak put koji ne se~eK2 i povezuje ta~ku
γw(0) ∈ K2 i ta~ku γw(1) = w(z). Neka je t1 tangentni vektor na kru`nicu K1 u ta~ki
γ(0) a t2 tangentni vektor slike kru`nice w(K1) = K2 u ta~ki γf (0). Pri tom, neka
je vektor t1 saglasan sa odabranom orijentacijom kru`nice K1. Zbog konformnosti
preslikavawa w, vektori γ′w(0) i t2 su ortogonalni i imaju istu orijetaciju kao i
vektori γ′(0) i t1. Kako je γ

′(0) levo od t1 zakqu~ujemo da je γ
′
w(0) levo od t2 {to daqe

dokazuje da je ta~ka w(z) sa leve strane kru`nice K2 tj. w(z) ∈ D2.

Primer 3.1. Opisati sva bilinearna preslikavawa koja gorwu poluravan P = {z ∈ C |
Im z > 0} preslikavaju na jedini~ni krug D = {z ∈ C | |z| < 1}.

Grafik 17: Bilinearno preslikavawe gorwe polu-ravni u jedini~ni krug.

Re{ewe: Koristimo osobinu da bilinearno preslikavawe ~uva simetriju u odnosu na
kru`nicu. Neka je w : P → D proizvoqno bilinearno preslikavawe. Tada, postoji
a ∈ P tako da je w(a) = 0. Kako je a simetri~na ta~ki a u odnosu na kru`nicuK1 = ∂P
a ta~ka z =∞ simetri~na ta~ki z = 0 u odnosu na kru`nicuK2 = ∂D, zakqu~ujemo da
je w(a) =∞. To zna~i da preslikavawe w ima formu:

w(z) = α
z − a
z − a

za neko α ∈ C.
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Opi{imo jo{ konstantu α. Kako se ∂P slika u ∂D, za proizvoqno z = x ∈ R va`i
da je w(x) ∈ ∂D odnosno

1 = |w(x)| =
∣∣∣∣αx− ax− a

∣∣∣∣ = |α| |x− a|
|x− a|

= |α|.

Dakle |α| = 1 pa je α = eiϕ za neko ϕ ∈ [0, 2π] {to implicira da je preslika-
vawe w oblika w(z) = eiϕ z−a

z−a . Grafik 17 ilustruje sliku Euklidske mre`e dobijenim
preslikavawem.

Primer 3.2. Opisati sva bilinearna preslikavawa kruga D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} u samog
sebe.

Re{ewe: Neka je kao u prethodnom primeru w : D → D bilinearno i neka je w(a) = 0.
Kako je ta~ka z = 1

a
simetri~na ta~ki z = a odnosu na kru`nicu ∂D (dokazati) aw =∞

simetri~na ta~ki w = 0, zakqu~ujemo da je w
(

1
a

)
=∞ {to implicira da je w oblika:

w(z) = α
z − a
z − 1

a

=
α

a

z − a
za− 1

= β
z − a
za− 1

za neko β ∈ C.

Da bi bli`e odredili β, koristimo uslov da w(1) ∈ ∂D jer 1 ∈ ∂D a bilinearno
preslikavawe kru`nice slika u kru`nice. Otuda:

1 = |w(1)| = |β| |1− a|
|a− 1|

= |β|.

Dakle, β = eiϕ za neko ϕ ∈ [0, 2π] pa je w(z) = eiϕ z−a
za−1

. Preslikavawe w je ilu-
strovano na grafiku ispod.

Grafik 18: Bilinearno preslikavawe jedini~nog kruga u jedini~ni krug.

3.2 Stepena funkcija kompleksne promenqive

U realnoj analizi, poseban tip elementarnih funkcija predstavqaju stepene funkcije
oblika f(z) = xα gde α ∈ R i α > 0. Me|utim, u poqu kompleksnih brojeva, n−ti
koren ne mo`e da bude definisan kao funkcija. Zbog toga, stepene funkcije koje (u
ovom trenutku) mo`emo da defini{emo na skupu kompleksnih brojeva su oblika

w(z) = zn = zz · · · z gde n ∈ N.

Osobine stepenih funkcija su date u slede}em tvr|ewu.
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Teorema 3.9. Za proizvoqno n ∈ N va`i:

• stepena funkcija w(z) = zn je, analiti~ka na C;

• (zn)′ = nzn−1;

• za n > 1, funkija w(z) = zn je konformna na C \ {0}.

Prvi i drugi deo teoreme se lako dokazuju indukcijom po n ∈ N. Kako je izvod
stepene funkcije w(z) = zn za n > 1 jednak nuli za z = 0, sledi da je Jakobijan stepene
funkcije jednak nuli za z = 0 {to implicira da je z = 0 kriti~na ta~ka stepene
funkcije.

Ako posmatramo moduo i argument kompleksnog broja z, pomo}u osobine |zn| = |z|n
i arg zn = n arg z, zakqu~ujemo da stepena funkcija u eksponencijalnom obliku ima
formu:

w(ρeiϕ) = (ρeiϕ)n = ρneinϕ.

Eksponencijalna forma ilustruje da stepena funkcija nije konformna u nuli. Naime,
ako posmatramo tangentne vektore na dve krive u nuli, wihove slike }e da budu vektori
n−puta uve}anog argumenta {to daqe implicira da ugao izme|u slika dva vektora ne}e
da bude isti kao ugao izme|u wih.

Za razliku od stepenih funkcija realne promenqive, ni jedna kompleksna funkcija
w = zn, n > 1nije bijekcija na domenu. To je posledica osobine da jedna~inawn = z ima
u skupu C ta~no n−razli~itih re{ewa {to zna~i da postoji n−kompleksnih brojeva
koji imaju isti n−ti stepen odnosno funkcijaw = zn nije �1-1�. Neka ta~ke z1 = ρ1e

iϕ1

i z2 = ρ2e
iϕ2 imaju isti n−ti stepen. Tada je:

zn1 = zn2 ⇔ ρn1e
inϕ1 = ρn2e

inϕ2 ⇔ ρ1 = ρ2 ∧ nϕ1 = nϕ2 + 2kπ ⇔ ρ1 = ρ2 ∧ ϕ1 = ϕ2 +
2kπ

n
.

Tako zakqu~ujemo da }e preslikavawe w = zn da bude �1-1� na oblasti D akko D ne
sadr`i ta~ke z1 i z2 istog modula takve da arg z1 = arg z2 + 2kπ

n
za k = 0, 1, . . . , n− 1.

Primer 3.3. Stepenom funkcijom f(z) = zn preslikati oblast D = {z ∈ C | 0 <
arg z < 2π

n
}.

Grafik 19: Preslikavawe f(z) = z4 unutra{wosti prvog kvadranta.

Re{ewe: Primetimo da je f(z) = zn �1-1� na oblasti D. Ako iskoristimo eksponen-
cijalni oblik stepene funkcije, lako zakqu~ujemo da se poluprave {z ∈ C | arg z = α}
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slikaju u poluprave {w ∈ C | argw = nα} dok se kru`nice {z ∈ C | |z| = ρ} slikaju
u kru`nice {w ∈ C | |w| = ρn} kao {to je ilustrovano na Grafiku 19. Otuda, slika
oblasti D = {z ∈ C | 0 < arg z < 2π

n
} je oblast {w ∈ C | 0 < argw < 2π} a ovo je skup

C bez pozitivnog dela realne ose.

Kako je stepena funkcija �na� na C a �1-1� na skupu D = {z ∈ C | 0 < arg z < 2π
n
},

ona je bijekcija posmatrana kao funkcija f : D → C \ {x ∈ R | x ≥ 0}. Analizirajmo
wenu inverznu funkciju f−1 : C \ {x ∈ R | x ≥ 0} → D. Ova funkcija je konformna na
domenu, preslikajmo wome Euklidsku mre`u. Kako je

f(ρeiϕ) = ρneinϕ = ρn cosnϕ+ iρn sinnϕ,

skup f−1
(
{w ∈ C | Rew = u0}

)
~ine sve ta~ke z = ρeiϕ za koje je ρn cosnϕ = u0 ili

ekvivalentno ρ = n

√
u0

cosnϕ
. Sli~no, inverzna slika prave {w ∈ C | Imw = v0} je skup

ta~aka z = ρeiϕ za koje je ρ = n

√
v0

sinnϕ
kao {to je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 20: Funkcija f−1 za f(z) = z4 na skupu C \ {x ∈ R | x ≥ 0}.

3.3 Funkcija @ukovskog

U Kompleksnoj analizi, broj z i wegova racipro~na vrednost 1
z
imaju zanimqiva svo-

jstva. Na primer, znamo da je |z| > 1 akko je
∣∣1
z

∣∣ < 1. Postavqa se pitawe {ta se de{ava
sa sredwom vredno{}u brojeva z i 1

z
tj. ima li ona zna~aja za analizu kompleksnih

brojeva. U tu svrhu, uvodimo tzv. funkciju @ukovskog5:

f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
.

Ova funkcija ima istaknutu primenu u aerodinamici i dinami~kim sistemima, a kao
{to }emo uskoro da vidimo, vrlo je zna~ajna za trigonometrijske funkcije kompleksne
promenqive.

Teorema 3.10. Funkcija @ukovskog je analiti~ka na C \ {0} i konformna na C \ {−1, 1}.
5 Nikolay Egorovi~ @ukovskiy 1847-1921, ruski matemati~ar, fizi~ar i in`ewer.
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Dokaz: Prvo, funkcija f(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
je linearna kombinacija identi~ke funkcije

koja je analiti~ka u svakoj ta~ki i bilinearne funkcije koja nije analiti~ka u nuli.
Otuda, f je analiti~ka na C \ {0}.

Izvod funkcije @ukovskog je oblika:

f ′(z) =
∂f

∂z
=

1

2

(
1− 1

z2

)
i razli~it je od nule za sve z 6= ±1. Tako zakqu~ujemo (Teorema 2.10) da je f konformna
za svako z ∈ C \ {0,−1, 1}. Kako je f(0) =∞, koriste}i Lemu 3.1, funkcija f }e da bude
konformna u z = 0 ako je 1

f
konformna za z = 0. Kako je(

1

f

)′
(z) = 2

1− z2

(1 + z2)2

i va`i da je
(

1
f

)′
(0) 6= 0, zakqu~ujemo da je f konformna u z = 0. Za konformnost u

beskona~nosti, primetimo da je f(1
z
) = 1

2

(
1
z

+ z
)

= f(z) {to daqe implicira da se
funkcija f na okolini beskona~nosti pona{a isto kao na okolini nule a upravo smo
pokazali da je f konformna u nuli.

Ispitajmo sada konformnost funkcije @ukovskog za z = ±1. Polazimo od jed-
nakosti

f(z)− 1

f(z) + 1
=

1
2

(
z + 1

z

)
− 1

1
2

(
z + 1

z

)
+ 1

=
z2 − 2z + 1

z2 + 2z + 1
=

(
z − 1

z + 1

)2

.

Ako je w1(z) = z−1
z+1

, re{avawem gorwe jedna~ine po f(z) dobijamo da je

f(z) =
1 + w2

1(z)

1− w2
1(z)

.

Dakle, funkciju f mo`emo da predstavimo kao kompoziciju w2 ◦ g ◦w1 gde je g(z) = z2 i
w2(z) = 1+z

1−z . Kako suw1 iw2 bilinearne funkcije, one su konformne naC (Teorema 3.3),
a funkcija g kao stepena funkcija nije konformna za z = 0 i z =∞. Tako zakqu~ujemo
da f nije konformna ako je w1(z) = 0 tj. z = 1 i w1(z) =∞ tj. z = −1.

U dokazu prethodne teoreme smo videdli da je f(z) = f
(

1
z

)
{to odmah implicira da

funkcija @ukovskog nije �1-1�. Opi{imo oblasti na kojima }e funkcija @ukovskog
da bude �1-1�. Neka je f(z1) = f(z2) ili ekvivalentno f(z1)− f(z2) = 0. Tada,

0 =
1

2

(
z1 +

1

z1

)
− 1

2

(
z2 +

1

z2

)
=
z2

1z2 + z2 − z2
2z1 − z1

2z1z2

=
z1 − z2

2z1z2

(z1z2 − 1).

Dakle, razli~ite ta~ke z1 i z2 }e da imaju iste slike akko je z1z2 = 1 odnosno akko je z1

recipro~na vrednost od z2.

Primer 3.4. Funkcijom @ukovskog preslikati oblast D = {z ∈ C | |z| > 1}.

Re{ewe: Odmah vidimo da je f �1-1� na D jer recipro~na vrednost kompleksnog broja
modula ve}eg od 1 ima moduo mawi od 1. Ako iskoristimo eksponencijalni oblik
kompleksnog broja dobijamo:

f(ρeiϕ) =
1

2

(
ρeiϕ +

(
ρeiϕ

)−1
)

=
1

2

(
ρeiϕ + ρ−1ei(−ϕ)

)
=

1

2

(
ρ(cosϕ+ i sinϕ) + ρ−1(cosϕ− i sinϕ)

)
.
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Dakle, realni i imaginarni deo funkcije @ukovskog su oblika

u(ρ, ϕ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
cosϕ, v(ρ, ϕ) =

1

2

(
ρ− 1

ρ

)
sinϕ.

Tada, slika kruga {z ∈ C | |z| = ρ0} je kriva odre|ena jedna~inama:

u =
1

2

(
ρ0 +

1

ρ0

)
cosϕ

v =
1

2

(
ρ0 −

1

ρ0

)
sinϕ

a ovo su parametarske jedna~ine elipse (Analiza 4):

u2

1
4

(
ρ0 + 1

ρ0

)2 +
v2

1
4

(
ρ0 − 1

ρ0

)2 = 1.

Primetimo da ove elipse imaju `i`e u ta~kama 1 i −1 i da kada se ρ pribli`ava
jedinici vertikalna visina elipse te`i nuli kao {to se vidi na grafiku ispod.

Grafik 21: Slika oblasti D = {z ∈ C | |z| > 1} funkcijom @ukovskog.

Analogno, slika polu-prave {z ∈ C | |z| > 1, arg z = ϕ} je odre|ena jedna~inama

u =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
cosϕ0

v =
1

2

(
ρ− 1

ρ

)
sinϕ0

a ovo su parametarske jedna~ine hiperbole:

u2

cos2 ϕ0

− v2

cos2 ϕ0

= 1,

koja tako|e ima `i`e u −1, 1. Primetimo da se svaka od ovih hiperbola pribli`ava
realnoj osi na intervalu {x ∈ R | −1 < x < 1} ali da ni jedna ne se~e realnu osu jer se
iz parametarskih jedna~ina vidi da je v = 0 samo za ρ = 1. Otuda, slika oblasti D je
skup C \ {x ∈ R | x ∈ [−1, 1]}. Zbog konformnosti funkcije @ukovskog naD, familija
elipsi je ortogonalna na familiju hiperbola kao {to ilustruje Grafik 21.

Zanimqivo je videti {ta se dobija kada funkcijom @ukovskog preslikamo skup
{z ∈ C | |z| < 1} i analognu mre`u polu-pravih i koncentri~nih krugova. Ambiciozni
~itaoci mogu da sprovedu analizu kao u prethodnom primeru. Na kraju, prikaza}emo
jo{ jedan grafik, ne toliko iz teoretskih ve} iz ~isto estetskih razloga.
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Grafik 22: Preslikavawe Euklidske mre`e funkcijom @ukovskog.

3.4 Eksponencijalna funkcija f(z) = ez

Eksponencijalna funkcija realne promenqive f(x) = ax mo`e da se defini{e za svako
a > 0. Pri tom, za m

n
∈ Q, vrednost amn se ra~una kao n

√
am dok se vrednost aα zaα ∈ R\Q

ra~una pomo}u grani~ne vrednosti lim
k→∞

nk
√
amk gde je

(
mk
nk

)
k∈N niz racionalnih brojeva

koji konvergira ka α. O~igledno da ovu metodu ne mo`emo da koristimo za definisawe
eksponencijalne funkcije na skupu kompleksnih brojeva zbog upotrebe korena, zato
ovde koristimo ne{to druga~iji pristup.

Ojlerova6 konstanta e ∈ R je uvedena kao grani~na vrednost niza lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Tada, za proizvoqno x ∈ R va`i:

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1
n
x

)n
x
x

= ex.

Dakle, eksponencijalnu funkciju realne promenqive mo`emo da uvedemo pomo}u gra-
ni~ne ne vrednosti f(x) = lim

n→∞

(
1+ x

n

)n
{to nas navodi na zakqu~ak da eksponencijalnu

funkciju kompleksne promenqive, koja treba da bude ekstenzija realne eksponencijalne
funkcije, mo`emo da uvedemo pomo}u analogne grani~ne vrednosti.

Da bi na opisani na~in definisali eksponencijalnu funkciju, poka`imo prvo da
niz kompleksnih brojeva

(
(1 + z

n
)n
)
n∈N konvergira za svako z ∈ C. Koristimo Teoremu

1.12 odnosno osobinu da ako je lim
n→∞

|zn| = ρ0 i lim
n→∞

arg zn = ϕ0, tada je lim
n→∞

zn = ρ0e
iϕ0 .

lim
n→∞

∣∣∣∣(1 +
z

n

)n∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(1 +
x+ iy

n

)∣∣∣∣n = lim
n→∞

((
1 +

x

n

)2

+

(
y

n

)2)n
2

= lim
n→∞

(
1 +

2nx+ x2 + y2

n2

)n
2

= lim
n→∞

(
1 +

2nx+ x2 + y2

n2

) n2

2nx+x2+y2
2nx+x2+y2

n2
n
2

= e
lim
n→∞

2nx+x2+y2

n2
n
2 = ex

6 Leonhard Euler 1707-1783, {vajcarski matemati~ar, fizi~ar, astronom, geograf, logi~ar i

in`ewer.
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Pre nego {to izra~unamo grani~nu vrednost niza argumenata, pretpostavi}emo da
je realni deo kompleksnog broja 1 + 1

z
razli~it od nule. Tada:

lim
n→∞

arg

((
1 +

z

n

)n)
= lim

n→∞
n arg

(
1 +

z

n

)
= lim

n→∞
n arg

(
1 +

x

n
+ i

y

n

)
= lim

n→∞
n arctg

y
n

1 + x
n

= lim
n→∞

arctg y
n+x

1
n

( 0
0

)
= lim

n→∞

y

1+
(

y
n+x

)2 −1
(n+x)2

−1
n2

= y

Ako je realni deo kompleksnog broja 1 + 1
z
jednak nuli, mo`emo da pretpostavimo da

je wegov imaginarni deo razli~it od nule (jer niz
(
(1 + z

n
)n
)
n∈N svakako konvergira

za z = 0) {to nam omogu}ava da argument kompleksnog broja 1 + 1
z
ra~unamo pomo}u

funkcije arcctg i opet izbegnemo deqewe nulom.

Dakle, moduo i argument niza
(
(1 + z

n
)n
)
n∈N konvergiraju {to implicra da on

konvergira ka eRe z
(

cos(Im z) + i sin(Im z)
)
pa mo`emo da uvedemo slede}u definiciju.

Definicija 3.7. Neka je e ∈ R Ojlerova konstanta. U skupu kompleksnih brojeva

funkciju

ez = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
nazivamo eksponencijalna funkcija kompleksne promenqive.

Pomo}u goreizra~unatih grani~nih vrednosti, eksponencijalnufunkciju u trigonome-
trijskom obliku mo`emo da defini{emo sa:

ex+iy = ex(cos y + i sin y).

Tada, zamenom x = 0 i y = ϕ u prethodnoj jedna~ini, dobijamo Ojlerovu formulu:

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ za sve ϕ ∈ R.

Zbog asocijativnosti operacije mno`ewa kompleksnih brojeva, za m,n ∈ N i
proizvoqno z ∈ C va`i zm+n = zmzn. Analogna osobina va`i i za proizvoqne
stepenove Ojlerove konstante. Za z1, z2 ∈ C, gde je z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 va`i:

ez1ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1) ex2(cos y2 + i sin y2)

= ex1+x2
(

cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2 + i(cos y1 sin y2 + sin y2 cos y1)
)

= ex1+x2
(

cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)
)

= ex1+x2+i(y1+y2) = ez1+z2 .

Sada navodimo osnovne osobine eksponencijalne funkcije.

Teorema 3.11. Eksponencijalna funkcija f(z) = ez je:

(a) analiti~ka na C;

(b) konformna na C;

(v) periodi~na sa osnovnim periodom 2πi.
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Dokaz: (a) Kako je ex+iy = excosy + iex sin y, realni i imaginarni deo eksponencijalne
funkcije su:

u(x, y) = ex cos y i v(x, y) = ex sin y.

Kako su obe funkcije diferencijabilne na R2 i za svako (x, y) ∈ R2 va`i:

u′x = ex cos y = v′y i u′y = −ex sin y = −v′x,

na osnovu Teoreme 2.6 zakqu~ujemo da je f diferencijabilna u kompleksnom smislu za
svako z ∈ C odnosno da je f analiti~ka na C.

(b) Kako je eksponencijalna funkcija analiti~ka na C, wen izvod

(ez)′ = u′x + iv′x = ex cos y + iex sin y = ez

je razli~it od nule za svako z ∈ C (jer ex 6= 0 i ne postoji y tako da je sin y = cos y = 0).
Otuda, na osnovu Teoreme 2.10, funkcija f je konformna na C.

(v) Ako iskoristimo trigonometrijski oblik kompleksnog broja, va`i da je ez = ew

akko je |ez| = |ew| i arg ez = arg ew+2kπ za neko k ∈ Z. Kako je |ez| = eRe z a arg ez = Im z,
zakqu~ujemo da je ez = ew akko je eRe z = eRew i Im z = Imw + 2kπ ili ekvivalentno
Re z = Rew i Im z = Imw + 2kπ za k ∈ Z. Dakle, ez = ew akko je z − w = 2kπi za neko
k ∈ Z.

Kao{to vidimoiz prethodne teoreme, funkcija f(z) = ez }e da bude �1-1� na oblasti
D akko ne postoje z, w ∈ D takvi da je z − w = 2kπi za neko k ∈ Z \ {0}.

Primer 3.5. Funkcijom f(z) = ez preslikati oblast D = {z ∈ C | 0 < Im z < 2π}.

Grafik 23: Slika Euklidske mre`e eksponencijalnom funkcijom.

Re{ewe: Eksponencijalni oblik kompleksne funkcije f(z) = ez ima formu f(x+ iy) =
ρ(x, y) eiϕ(x,y) gde je:

ρ(x, y) = ex a ϕ(x, y) = y.

Otuda, slika pravih {z ∈ C | 0 < Im z < 2π,Re z = α0} je kru`nica {w ∈ C | |w| =
α0, 0 < argw < 2π} dok je slika prave {z ∈ C | Im z = β0} polu-prava {w ∈ C | argw =
β0, |w| > 0}. Otuda, slika oblasti D je C \ {x ∈ R | x ≥ 0} kao {to je ilustrovano na
Grafiku 23.
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Prethodni primer pokazuje da je eksponencijalna funkcija f : C → C �na�.
Postavqa se pitawe kako u skupu kompleksnih brojeva definisati eksponencijalnu
funkciju sa proizvoqnom osnovom. U slu~aju realnih brojeva, za proizvoqne a, x ∈ R,
gde je a > 0, va`i da je ax = ex ln a. Otuda, u skupu kompleksnih brojeva, eksponencijalnu
funkciju sa osnovom a ∈ C mo`emo da uvedemo sa az = ezw gde je w kompleksan broj
takav da je ez = w. Broj w li~i na kompleksni logaritam broja a me|utim, po Teoremi
3.11, kompleksan broj w + 2kπi tako|e mo`e da bude logaritam broja a za proizvoqno
k ∈ Z odnosno, kompleksni logaritam je vi{ezna~na funkcija kao i kompleksni koren.

3.5 Trigonometrijske funkije

Koristr}iOjlerovu formulu, pomo}u jedna~ina eix = cosx+i sinx, e−ix = cosx−i sinx
realne trigonometrijske funkcije mo`emo da dobijemo od kompleksne eksponencijalne
funkcije:

cosx =
eix + e−ix

2
odnosno sinx =

eix − e−ix

2i
.

Otuda, da bi dobili analiti~ke funkcije koje predstavqaju ekstenzije realnih trigo-
nometrijskih funkcija, najprirodnije je da kompleksni sinus i kompleksni kosinus
defini{emo na slede}i na~in.

Definicija 3.8. Kompleksni sinus i kompleksni kosinus su funkcije date sa:

cos z =
eiz + e−iz

2
i sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Sada navodimo nekoliko elementarnih osobina kompleksnog sinusa i komple-
ksnog kosinusa koje predstavqaju posledice Teoreme 3.11. Dokaz teoreme ostavqamo
~itaocima.

Teorema 3.12. Kompleksni sinus i kompleksni kosinus imaju slede}e osobine:

(a) obe funkcije su analiti~ke na C i va`i (sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z;

(b) obe funkcije su periodi~ne sa osnovnim periodom 2π.

(v) funkcija cos z je parna a sin z je neparna.

Korste}i Definiciju 3.8 kosinusa i sinusa, kao i osobinu da u poqu kompleksnih
brojeva va`i ez1+z2 = ez1 ez2 , lako mo`e da se se doka`e da za kompleksni sinus i
kompleksni kosinus va`e sve adicione formule.

Teorema 3.13. U skupu kompleksnih brojeva, za sve z, w va`i:

• cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw;

• sin2 z + cos2 z = 1;

• sin
(
z + π

2

)
= cos z.

Ostale adicione formule mogu da se izvedu od navedenih.

Primetimo da definisane trigonometrijske funkcije dosta potse}aju na hiper-
boli~kefunkcije realne promenqive. Hiperboli~kefunkcije kompleksne promenqive
se uvode na ekvivalentan na~in.
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Definicija 3.9. Hiperboli~ke funkcije kompleksne promenqive su funkcije:

ch z =
ez + e−z

2
i sh z =

ez − e−z

2
.

Iz definicija trigonometrijskih i hiperboli~kih funkcija vidimo da je:

ch z = cos iz, sh z = −i sin iz.

Primer 3.6. Oblast D = {z ∈ C | −π/2 < Re z < π/2, Im z > 0} preslikati funkcijom
f(z) = sin z.

Grafik 24: Slika oblasti D = {z ∈ C | −π/2 < Re z < π/2, Im z > 0} funkcijom
f(z) = sin z.

Re{ewe: Odredimo prvo realni i imaginarni deo funkcije f(z) = sin z.

sin(x+ iy) =
ei(x+iy) − e−i(x+iy)

2i
=
−i
2

(
e−y(cosx+ i sinx)− ey(cosx− i sinx)

)
=
ey + e−y

2
sinx+ i

ey − e−y

2
cosx.

Tada, slika prave {z ∈ C | Re z = x0, 0 < Im z <∞} je odre|ena jedna~inama

u =
ey + e−y

2
sinx0

v =
ey − e−y

2
cosx0

a ovo su parametarske jedna~ine hiperbole u2

sin2 x0
− v2

cos2 x0
= 1 gde je v > 0 (jer za y > 0

va`i da je ey > e−y).

Sli~no, slikaprave {z ∈ C | Im z = y0,−π/2 < Re z < π/2} je odre|ena jedna~inama:

u =
ey0 + e−y0

2
sinx

v =
ey0 − e−y0

2
cosx
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a ovo su parametarske jedna~ine elipse u2(
ey0+e−y0

2

)2 + v2(
ey0−e−y0

2

)2 = 1 gde je opet v > 0 jer

cosx > 0 za x ∈ (π/2, π/2).

Dakle, slika Euklidske mre`e oblasti D je familija hiperbola i familija elipsi
iz gorwe polu-ravni (v > 0) kao {to se vidi na Grafiku 24. Otuda, slika oblasti D je
skup {w ∈ C | Imw > 0}.

Zadatak smo mogli da re{imo jednostavnije koriste}i poznate funkcije. Kako je

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1

2

(
eiz

i
+

1
eiz

i

)
,

zakqu~ujemo da je sin z =
(
h ◦ L2 ◦ g ◦ L1

)
(z) gde je L1(z) = iz linearna funkcija

(rotacija za π/2), g(z) = ez eksponencijalna funkcija, L2(z) = z
i

= −iz linearna
funkcija (rotacija za −π/2) i h(z) = 1

2

(
z + 1

z

)
funkcija @ukovskog.

Definicija 3.10. Tangens i kotangens kompleksnog broja z su funkcije:

tg z =
sin z

cos z
i ctg z =

cos z

sin z
.

Ove funkcije nisu analiti~ke u ta~kama gde je imenilac jednak nuli. Za funkciju
tg z to su ta~ke z ∈ C za koje je:

cos z = 0⇔ eiz + e−iz = 0⇔ e2iz = −1⇔ e2iz = eiπ ⇔ 2iz = iπ + i2kπ, k ∈ Z.

Dakle, funkcija tg z nije analiti~ka u ta~kama z = π
2

+kπ gde k ∈ Z. Sli~no se dokazuje
da ctg z nije analiti~ka za z = kπ, k ∈ Z.

U ta~kama gde su funkcije tg z odnosno ctg z analiti~ke, zbog dokazanih osobina za
izvod koli~nika kompleksnih funkcija i trigonometrijskih identiteta za funkcije
sin z i cos z, va`i:

(tgz)′ =
1

cos2 z
i (ctg z)′ =

−1

sin2 z
.

Primetimo da zbog jednakosti sin z = − sin(z+π) i cos z = − cos(z+π) va`i tg(z+π) =
cos(z+π)
sin(z+π)

= − cos z
− sin z

= tg z. Otuda, π je period kompleksnog tangensa a ova funkcija ne mo`e
da ima mawi period jer je ekstenzija realnog tangensa. Dakle, π je osnovni period
funkcije tg z a samim tim i za ctg z jer je ctg z = 1

tg z
.

Zanimqivo je da su funkcije tg z i ctg z tako|e kompozicije poznatih funkcija. Na
primer, tg z mo`emo da predstavimo sa:

tg(z) =
sin z

cos z
=

1

i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
= −ie

2iz − 1

e2iz + 1
.

Otuda tg z =
(
w◦g◦L

)
(z) gde jeL(z) = 2iz linearnafunkcija, g(z) = ez eksponencijalna

funkcija i w(z) = −i z−1
z+1

bilinearna funkcija.

Na Grafiku 25. je predstavqena slika oblasti D = {z ∈ C | −π/4 < Re z < π/4}
i odgovaraju}e Euklidske mre`e. Ambiciozni ~itaoci mogu da doka`u da je slika
oblasti D unutra{wost jedini~nog kruga i da se horizontalne i vertikalne prave
slikaju u delove kru`nica.

Na kraju, kao {to smo videli iz ovog poglavqa, najbitnije elementarne funkcije su
bilinearne funkcije, funkcija @ukovskog i eksponencijalna funkcija jer sve ostale
funkcije opisane u ovom poglavqu mogu da se dobiju wihovim kompozicijama.
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Grafik 25: Slika oblasti D = {z ∈ C] | −π/4 < Re z < π/4} funkcijom f(z) = tg z.

4 Integralni ra~un funkcija kompleksne promenqive

Kao i kod realnih funkcija, glavni ciq kompleksnog integrala treba da bude odre-
|ivawe mere promene funkcije f od ta~ke a ∈ C do ta~ke b ∈ C. Me|utim, za razliku
od realne prave, u kompleksnoj ravni postoji neprebrojivo mnogo krivih koje povezuju
dva razli~ita kompleksna broja. Otuda, u kompleksnoj ravni, pored podintegralne
funkcije i grani~nih ta~aka, jako bitnu ulogu igra i put koji povezuje grani~ne ta~ke.
U ovom poglavqu }emo da odgovorimo na pitawe egzistencije kompleksnog integrala
kao i pod kojim uslovima vrednost integrala ne zavisi od puta koji povezuje grani~ne
ta~ke.

Neka je f : C → C kompleksna funkcija i neka a, b ∈ C. Neka je γ : [α, β] → C

put koji povezuje ta~ke a i b. Motivisani klasi~nim integralom funkcije realne
promenqive, integral funkcije kompleksne promenqive uvodimo na slede}i na~in.

Neka je P = {ti | i = 0, . . . , n}, gde je α = t0 < t1 < · · · < tn = β, podela intevala
[α, β] i neka je E = {ei | ti−1 ≤ ei ≤ ti, i = 1, . . . , n} familija istaknutih ta~aka. Na
ovaj na~in smo izabrali ta~ke P = {zi = γ(ti) | i = 0, . . . , n} na krivoj γ kao i ta~ke
E = {ξi = γ(ei) | i = 1, . . . , n} koje se nalaze na segmentima krive γ izme|u ta~aka zi kao
{to je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 26: Podela intervala [α, β] i indukovana podela na krivoj γ.
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Integral kompleksne funkcije f po krivoj γ defini{emo sa:∫
γ

fdz
def.
= lim

λ(P)→0

n∑
i=1

f(ξi)∆zi

gde je λ(P) = max
i=1,...,n

|zi− zi−1| klasi~an parametar podele P a ∆zi = zi− zi−1. Integral

funkcije f po putu γ postoji akko desna grani~na vrednost postoji i kona~na je.

Sada }emo da demistifikujemo ovako definisani integral. Neka je f(z) = u(z) +
iv(z), i neka je Re zi = xi, Im zi = yi i = 0, . . . , n. Tada,

∆zi = zi − zi−1 = xi + iyi − xi−1 − iyi−1 = (xi − xi−1) + i(yi − yi−1) = ∆xi + i∆yi

Kako je γ put, on je po definiciji neprekidna funkcija γ : [α, β] → C. Otuda, para-
metar podele λ(P) = max

i=1,...,n
|zi − zi−1| = max

i=1,...,n
|γ(ti) − γ(ti−1)| }e da te`i nuli akko

parametar podele P intervala [α, β] tj. λ(P ) = max
i=1,...,n

|ti − ti−1| te`i nuli. Tada,

integral kompleksne funkcije f po krivoj γ postaje:∫
γ

fdz = lim
λ(P )→0

n∑
i=1

(
u(ξi) + iv(ξi)

)
(∆xi + i∆yi)

(∗)
= lim

λ(P )→0

n∑
i=1

(
u(ξi)∆xi − v(ξi)∆yi

)
+ i lim

λ(P )→0

n∑
i=1

(
v(ξi)∆xi + u(ξi)∆yi

)
.

pri tom, u koraku (∗) smo koristili osobinu da w te`i kona~nom kompesknom broju
akko Rew i Imw te`e kona~nim realnim brojevima.

Studenti koji se se}aju Analize 4 bi trebalo da prepoznaju posledwe dve integralne
sume. Za studente koji se ne se}aju, prva integralna suma je ni{ta drugo do krivolin-
ijski integral druge vrste vektorskog poqa (u,−v) : R2 → R2 po krivoj γ dok je druga
integralna suma, krivolinijski integral druge vrste vektorskog poqa (v, u) po krivoj
γ. Otuda, realni i imaginarni deo kompleksnog integrala funkcije f = u+ iv su:

Re

(∫
γ

fdz

)
=

∫
γ

udx− vdy, Im

(∫
γ

fdz

)
=

∫
γ

vdx+ udy,

{to implicira da kompleksni integral postoji akko postoje oba krivolinijska inte-
grala druge vrste.

Sve osobine koje va`e za krivolinijski integral druge vrste imaju svoje pandane u
kompleksnoj integraciji i mnoge od wih }emo ponovo da doka`emo. Ako ste se ikada
zapitali za{to se uop{te u~i krivolinijski integral druge vrste, sada imate odgovor.

4.1 Definicija i osobine integrala po putu

Dosada{wa teorija ovog poglavqa je bila samo radi ilustracije. Da bi izbegli da
u nastavku dokaze teorema svodimo na integralne sume, kompleksni integral }emo da
defini{emo malo druga~ije. Neka je f : C→ C gde je f = u+ iv. Neka je γ : [α, β]→ C
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put oblika γ = γ1 + iγ2 sa tangentnim vektorom γ′ = γ′1 + iγ′2. Tada, tehnikama Analize
4, kompleksni integral

∫
γ

fdz se ra~una na slede}i na~in:

∫
γ

fdz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy

=

β∫
α

(
u(γ1, γ2)γ′1 − v(γ1, γ2)γ′2

)
dt+ i

β∫
α

(
v(γ1, γ2)γ′1 + u(γ1, γ2)γ′2

)
dt

=

β∫
α

(
u(γ1, γ2) + iv(γ1, γ2)

)
(γ1 + iγ2)′dt =

β∫
α

f
(
γ
)
γ′dt.

Posledwu formulu }emo da iskoristimo za definiciju kompleksnog integrala kao
zgodnu oznaku za Rimanove integrale koji se dobijaju kada se funkcija f i put γ pred-
stave pomo}u svojih koordinatnih funkcija.

Definicija 4.1. Neka je γ : [α, β] → C deo po deo gladak put i f kompleksna funkcija

takva da je kompozicija f ◦ γ neprekidna na [α, β]. Integral funkcije f po putu γ
defini{emo sa: ∫

γ

fdz =

β∫
α

f [γ(t)]γ′(t)dt.

Primetimo da uslovi definicije obezbe|uju egzistenciju kompleksnog integrala
jer iz neprekidnosti funkcije f ◦ γ sledi neprekidnost funkcija u ◦ γ i v ◦ γ a γ′1 i γ′1
su deo po deo neprekidne funkcije {to garantuje da postoje integrali:

β∫
α

(
u(γ1, γ2)γ′1 − v(γ1, γ2)γ′2

)
dt i

β∫
α

(
v(γ1, γ2)γ′1 + u(γ1, γ2)γ′2

)
dt.

Sada navodimo nekoliko osnovnih osobina kompleksnog integrala.

Teorema 4.1. (Osnovne osobine kompleksnog integrala)

(1) Neka su f i g neprekidne na deo po deo glatkom putu γ i neka α, β ∈ C. Tada:∫
γ

(αf + βg)dz = α

∫
γ

fdz + β

∫
γ

gdz.

(2) (Aditivnost) Neka je f neprekidna na deo po deo glatkom putu γ[α, β] → C. Tada,

za proizvoqno δ ∈ (α, β) i puteve γ1 : [α, δ] → C, γ2 : [δ, β] → C date sa γ1(t) =
γ(t), t ∈ [α, δ] i γ2(t) = γ(t), t ∈ [δ, β], va`i:∫

γ

fdz =

∫
γ1

fdz +

∫
γ2

fdz.
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(3) (Invarijantnost) Ako su γ1 i γ2 ekvivalentni putevi a f neprekidna du` puta γ1

va`i da je: ∫
γ1

fdz =

∫
γ2

fdz.

(4) (Orijentacija) Neka je γ : [α, β] → C deo po deo gladak put. Neka je γ− : [α, β] → C

put dat sa γ−(t) = γ(α + β − t). Ako je f neprekidna funkcija du` puta γ tada:∫
γ−

fdz = −
∫
γ

fdz.

Dokaz: Sve navedene osobine su posledice osobina Rimanovih integrala.

(1) Va`i zbog linearnosti Rimanovih integrala.

(2)
∫
γ

fdz =
β∫
α

f [γ(t)]γ′(t)dt =
δ∫
α

f [γ(t)]γ′(t)dt +
β∫
δ

f [γ(t)]γ′(t)dt =
δ∫
α

f [γ1(t)]γ′1(t)dt +

β∫
δ

f [γ2(t)]γ′2(t)dt =
∫
γ1

fdz +
∫
γ2

fdz.

(3) Neka su putevi γ1 : [a, b] → C i γ2 : [α, β] → C ekvivalentni tj. neka postoji
neprekidna, rastu}a i �na� funkcija τ : [α, β]→ [a, b] takva da je γ2 = γ1 ◦ τ. Tada,

∫
γ1

fdz =

b∫
a

f [γ1(t)]γ′1(t)dt
(∗)
=

τ−1(b)∫
τ−1(a)

f
[
γ1

(
τ(s)

)]
γ′1
(
τ(s)

)
τ ′(s)ds

=

β∫
α

f
[
γ2(s)]γ′2(s)ds =

∫
γ2

fdz.

Pri tom, u koraku (∗) smo koristili smenu t = τ(s).

(4)
∫
γ

fdz =
β∫
α

f [γ(s)]γ′(s)ds
s=α+β−t

=
α∫
β

f [γ(α + β − t)]γ′(α + β − t)(−1)dt =

=
α∫
β

f [γ−(t)]γ−
′
(t)dt = −

β∫
α

f [γ−(t)]γ−
′
(t)dt = −

∫
γ−
fdz.

Iskaz (3) prethodne teoreme ukazuje na osobinu da vrednost kompleksnog integrala
ne zavisi od puta kojim smo parametrizovali datu krivu. Otuda, nadaqe mo`emo da
koristimo i termin integral po krivoj. Osobina (4) prethodne teoreme je prakti~no
posledica svojstva krivolinijskog integrala druge vrste kojem se mewa znak kada se
promeni smer integracije. Zato kada radimo kompleksni integral po nekoj zatvorenoj
krivoj, ako nije naveden smer integracije, biramo pozitivan smer odnosno smer supro-
tan kretawu kazaqke na satu.

Linearnost kompleksnog integrala nam obezbe|uje jo{ jedan na~in kako da komplek-
sni integral svodimo na dva Rimanova. Naime, ako je f [γ(t)]γ′(t) = g1(t) + ig2(t) gde su
g1 i g2 realne funkcije, tada:∫

γ

fdz =

β∫
α

f [γ(t)]γ′(t)dt =

β∫
α

(
g1(t) + ig2(t)

)
dt

(1)
=

β∫
α

g1(t)dt+ i

β∫
α

g2(t)dt
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{to tako|e implicira da je:

Re

(∫
γ

fdz

)
=

β∫
α

Re
(
f [γ(t)]γ′(t)

)
dt,

Im

(∫
γ

fdz

)
=

β∫
α

Im
(
f [γ(t)]γ′(t)

)
dt.

Teorema 4.2. Ako je funkcija f neprekidna na deo po deo glatkom putu γ : [α, β] → C,

tada je: ∣∣∣∣ ∫
γ

fdz

∣∣∣∣ ≤
β∫
α

∣∣f [γ(t)]
∣∣ |γ′(t)|dt.

Dokaz: Neka je
∫
γ

fdz = J gde je J = |J |eiϕ. Iz Je−iϕ = |J |eiϕe−iϕ = |J | dobijamo:

|J | = e−iϕJ = e−iϕ
∫
γ

fdz
(∗)
=

∫
γ

e−iϕfdz.

U koraku (∗), konstanta e−iϕ mo`e da u|e pod integral zbog linearnosti integrala.
Kako je |J | ∈ R, dobijamo da je:

|J | = Re |J | = Re

(∫
γ

e−iϕfdz

)
=

β∫
α

Re
(
e−iϕf [γ(t)]γ′(t)

)
dt

(∗∗)
≤

β∫
α

∣∣f [γ(t)]
∣∣ |γ′(t)|dt

pri tom, u koraku (∗∗) smo koristili osobine da je Re z ≤ |z|, |e−iϕ| = 1 i monotonost
Rimanovog integrala funkcije realne promenqive.

Posledica 4.1. Ako je funkcija f neprekidna i ograni~ena na deo po deo glatkom putu

γ : [α, β]→ C tj. ako je |f(z)| < M za sve z = γ(t), t ∈ [α, β], tada je∣∣∣∣ ∫
γ

fdz

∣∣∣∣ ≤M |γ|

gde je |γ| du`ina krive odre|ene putem γ.

Dokaz: Neka je γ(t) = γ1(t) + iγ2(t) gde su γ1 i γ2 realne funkcije. Tada, na osnovu
prethodne teoreme

∣∣∣∣ ∫
γ

fdz

∣∣∣∣ ≤
β∫
α

∣∣f [γ(t)]
∣∣ |γ′(t)|dt ≤ β∫

α

M |γ′(t)|dt = M

β∫
α

√
γ
′2
1 (t) + γ

′2
2 (t)dt.

Posledwi integral predstavqa du`inu luka krive γ (krivolinijski integral prve
vrste, Analiza 4).

Imaju}i u vidu dokazana tvr|ewa, izra~unajmo par kompleksnih integrala.
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Primer 4.1. Za proizvoqno k ∈ Z, izra~unati integral
∫

|z−a|=r
(z − a)kdz.

Re{ewe: Jedna parametrizacija kru`nice {z ∈ C | |z − a| = r} je z = a + reiϕ gde
ϕ ∈ [0, 2π]. Zamenom u postavqeni integral dobijamo:∫

γ

(z − a)kdz =

2π∫
0

(a+ reiϕ − a)kd(a+ reiϕ) = irk+1

2π∫
0

ei(k+1)ϕdϕ.

Ako je k 6= −1, smenom i(k + 1)ϕ = t dobijamo

∫
γ

(z − a)kdz =
irk+1

i(k + 1)

i2(k+1)π∫
0

etdt =
irk+1

i(k + 1)
(ei2(k+1)π − 1) = 0.

Za k = −1 vrednost integrala je∫
γ

dz

z − a
= i

2π∫
0

dt = 2πi.

Primetimo da u prethodnom primeru vrednost integrala ne zavisi od polupre~nika
kru`nice. Pokaza}e se da je prethodni primer od izuzetnog teorijskog zna~aja.

Primer 4.2. Neka je k ∈ Z \ {−1} i γ : [α, β]→ C proizvoqan deo po deo gladak put koji

povezuje ta~ke a i b. Pri tom, ako je k < 0, put γ ne prolazi kroz nulu tj. γ(t) 6= 0 za sve
t ∈ [α, β]. Izra~unati integral

∫
γ

zkdz.

Re{ewe: Za k 6= −1 znamo da je vrednost Rimanovog integrala
∫
xkdz = xk+1

k+1
. Tada, na

krivoj z = γ(t) va`i:

∫
γ

zkdz =

β∫
α

γk(t)d
(
γ(t)

)
=

β∫
α

γk(t)γ′(t)dt
(∗)
=

b∫
a

skds =
bk+1 − ak+1

k + 1

pri tom, u koraku (∗) smo uveli smenu γ(t) = s i va`i da je γ(α) = a i γ(β) = b.
Specijalno, ako je γ(a) = γ(b) odnosno ako je γ zatvorena kriva, integral je jednak
nuli.

Prethodni primer ilustruje osobinu da pod odre|enim uslovima integral komplek-
sne funkcije ne zavisi od krive koja povezuje dve razli~ite ta~ke. Tako|e, kako re{ewe
integrala ima formu ∫

γ

zkdz =
zk+1

k + 1

∣∣∣b
a

gde sa desne strane ra~unamo vrednost primitivne funkcije podintegralne funkcije u
po~etnoj i krajwoj ta~ki, naslu}ujemo da pod odre|enim uslovima integrali komplek-
snih funkcija zadovoqavaju Wutn7-Lajbnicovu8 formulu.

7 Sir Isaac Newton 1642-1726, engleski matemati~ar, fizi~ar, astronom, alhemi~ar i filozof.
8 Gotfrid Vilhelm Frajher (baron) fon Lajbnic 1646-1716, nema~ki matemati~ar, filozof, pronalaza~

pravnik, istori~ar, doplomata i politi~ki savetnik lu`ni~ko-srpskog porekla.
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4.2 Wutn-Lajbnicova formula

Postavqa se pitawe da li postoji veza izme|u kompleksnog integrala i kompleksnog
diferencijala kao {to je slu~aj kod funkcija realne promenqive. Kao {to }emo da
poka`emo u ovom poglavqu, odgovor se svodi na egzistenciju primitivne funkcije.

Definicija 4.2. Funkcija F je primitivna funkcija funkcije f na oblasti D ako je

analiti~ka na D i ako va`i:

F ′(z) = f(z) za sve z ∈ D.

Teorema 4.3. Ako je F jedna primitivna funkcija funkcije f na oblasti D, tada sve

primitivne funkcije funkcije f na oblasti D su oblika F + c gde c ∈ C.

Dokaz: Neka su F1 i F2 primitivne funkcije funkcije f na oblasti D. Tada, za
analiti~ku funkciju G = F1 − F2 va`i G

′(z) = F ′1(z) − F ′2(z) = f(z) − f(z) = 0 za
sve z ∈ D. Ako je G = u + iv tada, po Teoremi 2.6, izvod funkcije G u ta~ki z je zbog
Ko{i-Rimanovih uslova jednak:

G′ = u′x + iv′x = v′y − iu′y = 0.

Otuda, u′x = u′y = 0 i v′x = v′y = 0 {to implicira da su funkcije u i v konstantne.
Dakle, i G je konstantna funkcija tj. postoji c ∈ C tako da je G(z) = F1(z)− F2(z) = c
pa va`i da je F1(z) = F2(z) + c.

Sada navodimo fundamentalnu teoremu ovog poglavqa.

Teorema 4.4. (Ko{ijeva teorema o trouglu) Neka je funkcija f analiti~ka na oblasti

D. Ako trougao4 kompaktno pripada oblasti D (4ρ ⊆ D) tada je:∮
∂4

fdz = 0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka postoji trougao 4 koji kompaktno pripada
oblasti D takav da je: ∣∣∣∣ ∮

∂4

fdz

∣∣∣∣ = M > 0.

Podelimo trougao 4 sredwim linijama na ~etiri trougla 4I , 4II , 4III , 4IV i ori-
jenti{imo wihove granice suprotno kretawu kazaqke na satu kao {to je prikazano na
grafiku ispod.

Grafik 27: Podela trougla4 sredwim linijama.
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Kako su sredwe linije zajedni~ke stranice dva trougla i suprotno su orijentisane
u susednim trouglovima, zakqu~ujemo da je∮

∂4

fdz =

∮
∂4I

fdz +

∮
∂4II

fdz +

∮
∂4III

fdz +

∮
∂4IV

fdz

zato {to se na sredwim linijama integrali poni{tavaju. Tada,

M =

∣∣∣∣ ∮
∂4

fdz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∮
∂4I

fdz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∮
∂4II

fdz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∮
∂4III

fdz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∮
∂4IV

fdz

∣∣∣∣
{to implicira da me|u trouglovima4I ,4II ,4III ,4IV postoji bar jedan, ozna~imo ga
sa41, takav da je: ∣∣∣∣ ∮

∂41

fdz

∣∣∣∣ > M

4

jer bi u suprotnom
∣∣ ∮
∂41

fdz
∣∣ < M {to nije mogu}e.

Ako sada sredwim linijama podelimo 41 na ~etiri trougla sa analognom ori-
jentacijama stranica, zakqu~ujemo da me|u podeonim trouglovima postoji trougao42

takav da je ∣∣∣∣ ∮
∂42

fdz

∣∣∣∣ > M

42
.

Iteracijom ovog procesa, dolazimo do niza trouglova {4n | n ∈ N} takvih da je
4n ⊂ 4n−1. Pri tom, stranice trougla 4n su dva puta mawe od stranica trougla
4n−1 {to implicira da dijametar trouglova4n te`i nuli kada n te`i beskona~nosti.
Tako|e, za sve n ∈ N va`i da je ∣∣∣∣ ∮

∂4n

fdz

∣∣∣∣ > M

4n
.

Iz uslova 4n ⊂ 4n−1 zakqu~ujemo da je
∞⋂
n=1

4n 6= ∅ {to zna~i da postoji ta~ka z0 ∈ C

takva da z0 ∈ 4n za sve n ∈ N. Kako je z0 ta~ka nagomilavawa trougla 4, iz 4 ⊆ D
sledi z0 ∈ D. Otuda, funkcija f je C−diferencijabilna u ta~ki z0 pa je

f(z)
(∗)
= f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + α(z)(z − z0) gde lim

z→z0
α(z) = 0.

Jednakost (∗) }e da bude dodatno obja{wena ispod.

Neka je ε > 0 proizvoqno. Po definiciji prehodne grani~ne vrednosti, postoji
δ > 0 tako da za sve z ∈ U δz0 = {z ∈ C | |z − z0| < δ} va`i da je |α(z)| < ε.

Kako dijametar trouglova4n te`i nuli kada n te`i beskona~nosti i svaki od wih
sadr`i ta~ku z0, postoji n0 ∈ N takav da je diam4n0 < δ {to zna~i da je 4n0 ⊂ U δz0 .
Ako integralimo levu i desnu stranu jednakosti (∗) po ∂4n0 dobijamo:∮

∂4n0

f(z)dz
(∗∗)
= f(z0)

∮
∂4n0

dz + f ′(z0)

∮
∂4n0

(z − z0)dz +

∮
∂4n0

α(z)(z − z0)dz.
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Po Primeru 4.2, va`i da je ∮
∂4n0

dz =

∮
∂4n0

(z − z0)dz = 0.

Ta~ke z i z0 pripadaju trouglu 4n0 , ako sa |4n0| ozna~imo wegov obim, va`i da je
|z − z0| < |4n0|. Otuda, za svako z ∈ 4n0 va`i |α(z)(z − z0)| = |α(z)| |z − z0| < ε|4n0 |
{to po Posledici 4.1 implicira da je:∣∣∣∣ ∮

∂4n0

α(z)(z − z0)dz

∣∣∣∣ ≤ ε|4n0 |2.

Obim trougla 4n0 jednak je |4|/2n0 gde je |4| obim trougla 4. Otuda, ako potra`imo
moduo leve i desne strane jednakosti (∗∗) zakqu~ujemo da je:

M

4n0
≤
∣∣∣∣ ∮
4n0

fdz

∣∣∣∣ ≤ ε|4n0|2 = ε
|4|2

4n0
.

Dakle,M ≤ ε|4|2 a kako ε mo`e da bude proizvoqno, prethodno }e da va`i samo za
M = 0 {to je suprotno pretpostavci da jeM > 0.

Jednakost (∗) iz dokaza je dobijena na slede}i na~in: po Definiciji 2.3 C-diferen-
cijabilnosti funkcije f u ta~ki z0 i Teoremi 2.8 va`i da je

f(z0 + h)− f(z0) = f ′(z0)h+ o(h) gde je lim
h→0

o(h)

h
= 0.

Zamenom h = z − z0, prethodna jednakost postaje

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(z − z0) gde je lim
z→z0

o(z − z0)

z − z0

= 0.

Uslov lim
z→z0

o(z−z0)
z−z0 = 0 implicira da je o(z−z0)

z−z0 = α(z) odnosno o(z − z0) = α(z)(z − z0)

gde je lim
z→z0

α(z) = 0.

Sada }emo pomo}u prethodne teoreme da doka`emo da analiti~ke funkcije imaju
primitivne funkcije ali lokalno tj. na dovoqno malim okolinama. Pre toga, defini-
{imo segment u kompleksnoj ravni kao skup ta~aka koje pripadaju du`i koja povezuje
dva razli~ita kompleksna broja a, b ∈ C, preciznije:

[a, b]
def.
= {(1− t)a+ tb | t ∈ [0, 1]}.

Tada, integral funkcije f(z) = 1 na ovakvom segmentu je jednak∫
[a,b]

dz =

1∫
0

d
(
(1− t)a+ tb

)
= (b− a)

1∫
0

dt = b− a.

Lema 4.1. Neka je funkcija f neprekidna na krugu U = {z ∈ C | |z − a| < r} i za svaki
trugao4 koji kompaktno pripada krugu U va`i:∮

∂4

fdz = 0.
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Tada funkcija f na krugu U ima primitivnu funkciju datu sa:

F (z) =

∫
[a,z]

f(ξ)dξ.

Dokaz: Ciq je da doka`emo da za ovako definisanu funkciju F i sve z ∈ U va`i
F ′(z) = f(z) tj. lim

h→0

F (z+h)−F (z)
h

= f(z) ili ekvivalentno lim
h→0

(F (z+h)−F (z)
h

− f(z)
)

= 0.

Doka`imo posledwu grani~nu vrednost po definiciji. Neka je ε > 0. Neka je h ∈ C
takvo da z + h ∈ U . Tada, trougao 4 sa temenima a, z, z + h kompaktno pripada krugu
U pa je po pretpostavci:

0 =

∮
∂4

f(ξ)dξ =

∫
[a,z]

f(ξ)dξ +

∫
[z,z+h]

f(ξ)dξ +

∫
[z+h,a]

f(ξ)dξ.

Po definiciji preslikavawa F vidimo da je:∫
[a,z]

f(ξ)dξ = F (z) i

∫
[z+h,a]

f(ξ)dξ = −
∫

[a,z+h]

f(ξ)dξ = −F (z + h).

Tako dobijamo da je

F (z + h)− F (z)
(∗)
=

∫
[z,z+h]

f(ξ)dξ.

Iz jednostavnog ra~una:

f(z) =
1

h
f(z)h =

1

h
f(z)(z + h− z) =

1

h
f(z)

∫
[z,z+h]

dξ
f(z) konst.

=
1

h

∫
[z,z+h]

f(z)dξ

zakqu~ujemo da je

f(z) =
1

h

∫
[z,z+h]

f(z)dξ

pa, ako jedna~inu (∗) podelimo sa h i od we oduzmemo prethodnu jedna~inu dobijamo:

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫
[z,z+h]

(
f(ξ)− f(z)

)
dξ.

Kako je f neprekidna u z, za odabrano ε > 0 postoji δ > 0 tako da za sve ξ ∈ C iz
|z − ξ| < δ sledi |f(z) − f(ξ)| ≤ ε. Tada, ako je |h| < δ, za sve ξ ∈ [z, z + h] va`i da je
|z − ξ| < δ pa je |f(z)− f(ξ)| < ε {to zna~i da je funkcija |f(z)− f(ξ)| ograni~ena sa ε
na skupu [z, z + h]. Otuda, po Posledici 4.1, za |h| < δ va`i:∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ =
1

|h|

∣∣∣∣ ∫
[z,z+h]

(
f(ξ)− f(z)

)
dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

|h|
ε |h| = ε.

Dakle, ako je |h| < δ tada je
∣∣F (z+h)−F (z)

h
− f(z)

∣∣ < ε odnosno, dokazali smo tra`enu
grani~nu vrednost.
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Teorema 4.5. Neka je funkcija f analiti~ka na oblasti D. Ako je krug U = {z ∈ C |
|z−a| < r} sadr`an u oblastiD, tada funkcija f na krugu U ima primitivnu funkciju
datu sa

F (z) =

∫
[a,z]

f(ξ)dξ.

Dokaz: Kako je f analiti~ka na D, ona je i neprekidna na D a samim tim i na krugu U .
Tvr|ewe sledi na osovu prethodne leme jer za prozivoqan trougao 4 koji kompaktno
pripada oblasti U , kako je f analiti~ka na U , po Ko{ijevoj teoremi o trouglu 4.4 va`i
da je

∮
4
fdz = 0.

Prethodna teorema garantuje egzistenciju primitivne funkcije ali samo na kru-
govima na kojima je funkcija analiti~ka. Postavqa se pitawe kako formirati pri-
mitivnu funkciju funkcije f na oblastima koje nisu krugovi. Glavna ideja je opisana
u slede}oj lemi.

Lema 4.2. Ako je Fi primitivna funkcija funkcije f na krugu Ui, i = 1, 2 i ako je

U1 ∩ U2 6= ∅, tada postoji c ∈ C tako da je

F (z) =

{
F1(z), z ∈ U1;

F2(z) + c, z ∈ U2.

primitivna funkcija funkcije f na skupu U1 ∪ U2.

Zaista, Kako je presek krugova oblast, i va`i da je F ′1(z) = F ′2(z) = f(z) za sve
z ∈ U1 ∩ U2, po Teoremi 4.3 postoji c ∈ C tako da je F1(z) = F2(z) + c za sve z ∈ U1 ∩ U2.
Tako|e, po Teoremi 4.3 funkcija F2 + c je primitivna funkcija funkcije f na U2.

O~igledna primena ove leme za konstrukciju primitivne funkcije funkcije f na
oblasti D podrazumeva konstrukciju pokriva~a {Ui | i ∈ I} oblasti D krugovima i
�spajawu� lokalnih primitivnih funkcija du` krugova koji se seku. Ovo pod odre-
|enim uslovima jeste izvodqivo kada je pokriva~ oblasti D kona~an me|utim, {ta
uraditi kada je pokriva~ beskona~an {to je ~est slu~aj sa oblastima jer one nisu
kompaktne? Zbog toga ovde navodimo specijalan slu~aj kada mo`emo da sprovedemo
opisanu konstrukciju.

Definicija 4.3. Neka je f : D → C funkcija i γ : [α, β]→ D put. Neprekidna funkcija

Φ : [α, β] → C je primitivna funkcija funkcije f du` puta γ ako za svako t ∈ [α, β]
postoji okolina U ta~ke α(t) i funkcija FU koja je primitivna funkcija funkcije f na

oblasti U takva da je:

Φ(t) = FU ◦ γ(t).

Prakti~no, primitivna funkcija du` puta γ je kompozicija lokalnih primitivnih
funkcija i puta γ kao {to je ilustrovano na Grafiku 28. Na primer, ako f ima
primitivnu funkciju F na celoj oblasti D tada, za svaki put γ : [α, β]→ D, funkcija
F ◦ γ je primitivna funkcija funkcije f du` puta γ. O~igledno, primitivna funkcija
du` puta je funkcija parametra t ∈ [α, β].

Teorema 4.6. Funkcija koja je analiti~ka na oblasti D ima primitivnu funkciju du`

svakog puta oblasti D.
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Grafik 28: Na krugu Ui funkcija f ima primitivnu funkciju Fi.

Dokaz: Neka je γ : [α, β] → D put a funkcija f analiti~ka na D. Oblast D je po
definiciji otvoren skup pa, za svako t ∈ [α, β] postoji krug (otvorena kugla) Uγ(t) =
{z ∈ C | |z − γ(t)| < ρt} koji je sadr`an u D. Familija, F = {Uγ(t) | t ∈ [α, β]} je
otvoreni pokriva~ puta γ

(
[α, β]

)
pa, γ−1

(
F
)

= {γ−1
(
Uγ(t)

)
| t ∈ [α, β]} je otvoreni

pokriva~ intervala [α, β] (jer α je neprekidna funkcija pa je inverzna slika svakog
otvorenog skupa otvoren skup). Kako je [α, β] kompaktan skup, pokriva~ γ−1

(
F
)
ima

Lebegov9 broj λ > 0.

Neka su ti ∈ [α, β] ,i = 0, 1, . . . , n takvi da je α = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = β i neka je
ti−ti−1 < λ za i = 1, . . . , n. Po definiciji Lebegovog broja, za svako i = 1, . . . , n postoji
skup γ−1

(
Ui
)
∈ γ−1

(
F
)
tako da je [ti−1, ti] ⊂ γ−1

(
Ui
)
ili ekvivalentno γ

(
[ti−1, ti]

)
⊆ Ui.

Konstrui{imo funkciju Φ.

Za k = 1, po Teoremi 4.5, na U1 funkcija f ima primitivnu funkciju F1.

Za proizvoqno k = 2, . . . , n, kako je Uk−1 ∩ Uk 6= ∅, po Teoremi 4.5 i Lemi 4.2, na
krugu Uk postoji primitivna funkcija Fk funkcije f koja se na Uk−1 ∩ Uk 6= ∅ poklapa
sa Fk−1. Neka je

Φ(t) =



F1 ◦ γ(t), t ∈ [α, t1];
F2 ◦ γ(t), t ∈ [t1, t2];
...
Fk ◦ γ(t), t ∈ [tk−1, tk];
...
Fn ◦ γ(t), t ∈ [tn−1, t].

Funkcije Fk−1 i Fk se po konstrukciji poklapaju na Utk−1
∩ Utk {to implicira da je

Fk−1 ◦ γ(tk−1) = Fk ◦ γ(tk−1) pa je funkcija Φ dobro definisana i neprekidna na [α, β].

Kako je svako γ(t) sadr`ano u nekom Ui i funkcija Fi primitivna funkcija funkcije
f na Ui, funkcija Φ je primitivna funkcija funkcije f du` puta γ.

Poku{ajte da sastavite smislenu re~enicu u kojoj se pojam �funkcija� javqa vi{e od
{est puta. Grafik 28 ilustruje dokaz za n = 5. ^itaocima se preporu~uje da prethodni
dokaz ispi{u za n = 3.

9 Henri Léon Lebesgue 1875-1941, francuski matemati~ar.
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Zanimqivo je analizirati {ta se de{ava sa primitivnom funkcijom du` puta koji
nije @ordanov odnosno, du` puta koji se~e sam sebe. U prese~noj ta~ki, funkcija f ima
lokalnu primitivnu funkciju ali, dokaz ne garantuje da }e u prese~noj ta~ki vrednost
primitivne funckije du` puta da bude ista. Ovde se vidi glavni problem ekstenzije
lokalnih primitivnih funkcija jer ekstenzija ne sme da zavisi od redosleda skupova
na kojima se vr{i.

Primitivna funkcija du` puta je jedinstvena do na kompleksnu konstantu kao {to
ilustruje slede}e tvr|ewe.

Teorema 4.7. Ako su Φ1 i Φ2 primitivne funkcije funkcije f du` puta γ, tada postoji
konstanta c ∈ C takva da je Φ1 = Φ2 + c.

Dokaz: Neka je γ : [α, β] → C put i neka je t ∈ [α, β] proizvoqno. Po definiciji
primitivne funkcije du` puta, postoje okolineU1 iU2 i nawima primitivne funkcije
F1 i F2 funkcije f takve da je:

Φ1(t) = F1 ◦ γ(t), γ(t) ∈ U1 i Φ2(t) = F2 ◦ γ(t), γ(t) ∈ U2.

Kako su F1 i F2 dve primitivne funkcije funkcije f na oblasti U = U1 ∩ U2, postoji
c0 ∈ C tako da je F2(z) = F1(z) + c0 za sve z ∈ U {to implicira da je za sve z ∈ U

Φ2(t) = (F1 + c0) ◦ γ(t) = F1 ◦ γ(t) + c0 = Φ1(t) + c0.

Otuda, funkcija Φ1−Φ2 je konstantna na skupu Φ−1
1

(
U
)
koji je okolina ta~ke t jer je Φ1

neprekidna. Dakle, Φ1 − Φ2 : [α, β] → C je lokalno konstantna {to zna~i da su wene
koordinatne funkcije Re(Φ1−Φ2) : [α, β]→ R i Im(Φ1−Φ2) : [α, β]→ R neprekidne i
lokalno konstantne funkcije. Kako je svaka neprekidna, lokalno konstantna funkcija
realne promenqive konstantna (Analiza 1), zakqu~ujemo da suRe(Φ1−Φ2) i Im(Φ1−Φ2)
konstantne pa isto va`i i za funkciju Φ1 − Φ2.

Sada mo`emo da formuli{emo i doka`emo glavnu teoremu ovog odeqka.

Teorema 4.8. Neka je γ : [α, β]→ C deo po deo gladak put i neka je f neprekidna na γ. Ako
je Φ primitivna funkcija funkcije f du` puta γ tada je:∫

γ

fdz = Φ(β)− Φ(α).

Dokaz: Postojawe jedne primitvne funckije du` puta garantuje da put γ mo`emo da
pokrijemo okolinama na kojima f ima lokalne primitivne funkcije {to zna~i da
mo`emo da konstrui{emo primitivnu funkciju du` puta γ iz dokaza Teoreme 4.6.

Dakle, postoji podela α = t0 < t1 < · · · < tn = β intervala [α, β], lokalne primi-
tivne funkcije F1, . . . , Fn funkcije f i primitivna funkcija du` puta γ koja je oblika:

Φ(t) =


F1 ◦ γ(t), t ∈ [α, t1];
F2 ◦ γ(t), t ∈ [t1, t2];
...
Fn ◦ γ(t), t ∈ [tn−1, β].

Pri tom, mo`emo da pretpostavimo da je put γ gladak na [tk−1, tk] jer podelu intervala
[α, β] mo`emo da dobijemo tako {to prvo odaberemo ta~ke prekida funkcije γ′ a potom
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dodamo ta~ke da parametar dobijene podele bude mawi odLebegovog broja odgovaraju}eg
pokriva~a intervala [α, β].

Na ovaj na~in, put γ smo podelili na glatke puteve γi : [ti−1, ti] → C date sa
γi(t) = γ(t), t ∈ [ti−1, ti] za koje va`i:∫

γi

fdz =

ti∫
ti−1

f [γi(t)]γ
′
i(t)dt =

ti∫
ti−1

F ′i [γi(t)]γ
′
i(t)dt

=

ti∫
ti−1

d
(
Fi ◦ γ(t)

)
=

αi∫
αi−1

d
(
Φ(t)

)
= Φ(αi)− Φ(αi−1).

Tada, zbog aditivnosti kompleksnog integrala, dobijamo da je:∫
γ

fdz =
n∑
i=1

∫
γi

fdz =
n∑
i=1

(
Φ(ti)− Φ(ti−1)

)
= Φ(tn)− Φ(t0) = Φ(β)− Φ(α).

Ako je Φ′ bilo koja druga primitivna funkcija funkcije f du` puta γ, ona je po
Teoremi 4.7 oblika Φ + c za neko c ∈ C pa je Φ′(β)− Φ′(α) = Φ(β)− Φ(α).

Postavqa se pitawe da li egzistencija primitivne funkcije du` svakog puta
oblastiD obezbe|uje egzistenciju primitivne funkcije na oblastiD? Slede}i primer
daje odgovor na ovo pitawe.

Primer 4.3. Ispitati da li funkcija analiti~ka na oblastiD mora da ima primitivnu

funkciju na D.

Re{ewe: Kao i kod skoro svakog �da li� pitawa iz matematike, odgovor je: ne.

Na primer, funkcija f(z) = 1
z
je analiti~ka na D = {z ∈ C | 0 < |z| < 2}. Ako bi

postojala primitivna funkcija F funkcije f naD, tada bi Φ = F ◦γ bila primitivna
funkcija funkcije f du` svakog puta γ oblasti D. To bi po Teoremi 4.8 zna~ilo da za
proizvoqan zatvoren put γ oblasti D va`i∮

γ

1

z
dz = F ◦ γ(β)− F ◦ γ(α) = 0

a u Primeru 4.1 smo videli da to nije slu~aj za put γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π] jer je tada
integral jednak 2πi.

Zanimqivo je da poTeoremi 4.6 funkcija f(z) = 1
z
mora da ima primitivnufunkciju

du` puta γ(t) = eit s'tim {to ona u po~etnoj i krajwoj ta~ki puta uzima razli~ite
vrednosti iako je u pitawu ista ta~ka kompleksne ravni. To zna~i da matemati~ki
objekat ~iji izvod je funkcija 1

z
na oblsti D nije funkcija ve} ne{to drugo {to }emo

tek da analiziramo.

Posledica 4.2. (Wutn-Lajbnicova formula) Ako funkcija f ima na oblasti D primi-

tivnu funkciju F , tada ∫
ãb

fdz = F (b)− F (a)

gde je ãb proizvoqan put oblasti D koji povezuje ta~ke a, b ∈ D.
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Dokaz: Ako je F primitivna funkcija funkcije f na oblastiD, za svaki put γ : [α, β]→
D koji povezuje ta~ke a i b, funkcija Φ = F ◦ γ je primitivna funkcija funkcije f du`
puta γ. Tada je po Teoremi 4.8:∫

γ

fdz = Φ(α)− Φ(β) = F
(
γ(β)

)
− F

(
γ(α)

)
= F (b)− F (a).

Za sada, Wutn-Lajbnicovu formulu mo`emo da koristimo kada je podintegralna
funkcija analiti~ka na krugu (Teorema 4.5) ili na uniji dva kruga koji se seku (Lema
4.2). U nastavku }emo da opi{emo jo{ jedan specifi~an tip oblasti na kojima anal-
iti~ka funkcija ima primitivnu funkciju.

4.3 Osnovna Ko{ijeva teorema

U ovom poglavqu }emo da formuli{emo i doka`emo zna~ajnu teoremu integralnog
ra~una funkcija kompleksne promenqive koja obezbe|uje egzistenciju primitivne fun-
kcije na prosto-povezanim oblastima. Preporu~uje se da ~itaoci imaju bar elemen-
tarno poznavawe teorije homotopije (Topologija 1). ^itaocima koji poznaju teoriju
fundamentalnih grupa (Topologija 2), ovo poglavqe }e da bude vrlo jednostavno.

Kao {to smo videli, integral kompleksne funkcije ne zavisi od puta koji pred-
stavqa datu krivu tj. integrali po ekvivalentnim putevima su jednaki. Da bi skratili
zapis, nadaqe pretpostavqamo da je put neprekidno preslikavawe γ : [0, 1] → C a
interval [0, 1] ozna~avamo sa I .

Definicija 4.4. Putevi γ0, γ1 : I → D koji povezuju ta~ku a ∈ C sa ta~kom b ∈ C su

homotopni na oblastiD ako postoji neprekidno preslikavawe (homotopija) γ : I × I →
D tako da za sve t, s ∈ I va`i:

• γ(0, t) = γ0(t) (po~iwe se od puta γ0);

• γ(1, t) = γ1(t) (zavr{ava se putem γ1);

• γ(s, 0) = a i γ(s, 1) = b (ne diraju se krajwe ta~ke).

Primetimo da kada u homotopiji γ fiksiramo promenqivu s, dobijamo novi put
γs(t) = γ(s, t) koji povezuje ta~ke a i b. Prakti~no, homotopija dva puta je neprekidna
deformacija jednog puta u drugi kroz vreme s. Zamislite put u ravni kao konac ~iji su
krajevi vezani i da polako jedan oblik konca bez kidawa deformi{ete u drugi kao {to
je ilustrovano na Grafiku 29.

Definicija 4.5. Dva zatvorena puta γ0, γ1 : I → D su homotopna na oblasti D ako

postoji neprekidno preslikavawe γ : I × I → D tako da za sve t, s ∈ I va`i:

• γ(0, t) = γ0(t) (po~iwe se od puta γ0);

• γ(1, t) = γ1(t) (zavr{ava se putem γ1);

• γ(s, 0) = γ(s, 1) (petqe se ne kidaju).

60



Grafik 29: Putevi γ0 i γ1 su homotopni na D a γ0 i β nisu.

Zatvoreni putevi se u literaturi nazivaju i petqe. Homotopiju dve petqe mo`emo
da zamislimo kao neprekidnu deformaciju jedne petqe do druge kroz vreme s. Zamislite
da na stolu rastegnete gumicu za kosu i pustite je da se skupi. Na primer, na Grafiku
29, petqe γ0 ∪ β− i γ1 ∪ β− su homotopne na oblasti D. Nama }e u ovom poglavqu da
budu najinteresantnije petqe koje neprekidnom deformacijom mogu da se skupe u ta~ku
kao u slede}oj definiciji.

Definicija 4.6. Ka`emo da je zatvoreni put γ : I → D homotopan nuli na oblasti

D ako je homotopan konastnom putu γ0(t) = c0 ∈ C, t ∈ I na oblasti D. Ako je svaki
zatvoren put oblastiD homotopan nuli u oblastiD, ka`emo da jeD prosto povezana.

Relacija �biti homotopan put na D� je relacija ekvivalencije na skupu svih puteva
koji povezuju ta~ke a i b kao i na skupu svih petqi na oblastiD. Zanimqivo je da klase
ekvivelncije u odnosu na relaciju �biti homotopna petqa naD� imaju strukturu grupe
koja koja se u literaturi naziva fundamentalna grupa oblasti D. Fundamentalna
grupa otkriva mnoge osobine oblasti D, na primer, broj generatora grupe je jednak
broju komponenti povezanosti granice oblastiD minus 1, ako je fundamentalna grupa
trivijalna, svaka petqa oblasti D je homotopna nuli, podgrupe fundamentalne grupe
klasifikuju sva natkrivaju}a preslikavawa oblasti D, pomo}u fundamentalnih grupa
mo`e da se vr{i klasifikacija kompaktnih povr{i, torusnih ~vorova, algebarskih
varijeteta itd. Zainteresovani studenti mogu da odslu{aju Topologiju 2 i upoznaju se
sa materijom.

Sada navodimo glavnu teoremu ovog poglavqa. Wen dokaz je tipi~an primer dokaza
teorije homotopije.

Teorema 4.9. (Osnovna Ko{ijeva teorema) Ako je funkcija f analiti~ka na oblasti D i

ako su γ0, γ1 : I → D homotopni putevi na D ili homotopne petqe na D, tada je:∫
γ0

fdz =

∫
γ1

fdz.

Dokaz: Neka je γ : I × I → D neprekidno preslikavawe. Kasnije }emo da analiziramo
{ta se de{ava ako je γ homotopija puteva ili homotopija petqi. Konstrui{imo pre-
slikavawe Φ : I × I → D tako da je Φ(s, t) primitivna funkcija funkcije f du` puta
γs(t) = γ(s, t) za svako s ∈ I .
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Grafik 30: Podela kvadrata I × I i wegova slika homotopijom γ.

Po Teoremi 4.5, za svako (s, t) ∈ I × I postoji otvorena kugla odnosno krug U koji
sadr`i γ(s, t) i primitivna funkcija F funkcije f na skupu U . Tada, familija F svih
ovih krugova je otvoreni pokriva~ skupa γ(I × I) {to zna~i da je familija γ−1

(
F
)

wihovih inverznih slika otvoreni pokriva~ skupa I × I koji ima ima Lebegov broj
λ > 0 jer je I × I kompaktan (sli~no kao u dokazu Teoreme 4.6).

Neka su 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 i 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1 podele
intervala I ~iji je dijametar mawi od λ/

√
2. Podelimo kvadrat I×I na pravougaonike

Ki,j = [ti−1, ti] × [sj−1, sj], i, j = 1, . . . , n kao {to je prikazano na Grafiku 4.3. Kako
je ti − ti−1 < λ/

√
2 i sj − sj−1 < λ/

√
2, dijametar pravougaonika Ki,j je mawi od λ pa

postoji Ui,j ∈ F tako da je γ(Ki,j) ⊆ Ui,j . za sve i, j = 1, . . . , n.

Neka je i = 1, . . . , n proizvoqno. Konstrui{imo funkciju Φ po horizontalnim
pravougaonicima Ki = I × [si−1,si ] = Ki,1 ∪ Ki,2 ∪ · · · ∪ Ki,n. Na krugu Ui,1 funkcija
f ima primitivnu funkciju Fi,1. Tada, za j = 2, . . . , n funkcija f na krugu Ui,j ima
primitivnu funkciju Fi,j . Pri tom, bez gubqewa op{tosti, mo`emo da pretpostavimo
da se funkcije Fi,j i Fi,j−1 poklapaju na preseku Ui,j−1 ∩ Ui,j (Lema 4.2). Funkciju
Φi : Ki → U defini{emo sa:

Φi(s, t) =


Fi,1 ◦ γ(s, t), (s, t) ∈ Ki,1;
Fi,2 ◦ γ(s, t), (s, t) ∈ Ki,2;
...
Fi,n ◦ γ(s, t), (s, t) ∈ Ki,n.

Kako jeKi,j−1∩Ki,j ⊆ Ui,j−1∩Ui,j , funkcije Fi,j i Fi,j−1 se poklapaju na du`iKi,j−1∩Ki,j

{to obezbe|uje neprekidnost funkcije Φi. Primetimo da je po Definiciji 4.3 ovako
definisana funkcija Φi primitivna funkcija funkcije f du` puta γs(t) = γ(s, t) za
svako s ∈ [si−1, si].

Konstrui{imo sada funkciju Φ. Po Teoremi 4.7, za c1 ∈ C funkcija Φ1 + c1 je
primitivna funkcija funkcije f du` puta γs za sve s ∈ [s0, s1]. Za i = 2, . . . , n, funkcije
Φi−1 +ci−1 iΦi su primitivne funkcije funkcije f du` puta γsi−1

. Tada, po Teoremi 4.7,
postoji ci ∈ C tako da je Φi−1(si−1, t) + ci−1 = Φi(si−1, t) + ci za sve t ∈ I . Defini{imo
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funkciju Φ : I × I → D sa:

Φ(s, t) =


Φ1(s, t) + c1, (s, t) ∈ K1;
Φ2(s, t) + c2, (s, t) ∈ K2;
...
Φn(s, t) + cn, (s, t) ∈ Kn.

Kako se pravougaoniciKi iKi−1 seku po du`i {si−1}×I , a funkcijeΦi−1 +ci−1 iΦi+ci
poklapaju na {si−1}× I , funkcija Φ je dobro definisana i neprekidna na I× I . Tako|e,
za svako s ∈ I , funkcija Φ(s, t) je primitivna funkcija funkcije f du` puta γs pa po
Teoremi 4.8 va`i: ∫

γs

fdz = Φ(s, 1)− Φ(s, 0).

Neka je sada γ homotopija puteva t0 i t1 koji povezuju ta~ke a i b. Kako je tada
γ(s, 0) = a i γ(s, 1) = b za sve s ∈ I , va`i da je:∫

γ0

fdz = Φ(0, 1)− Φ(0, 0) = Φ(1, 1)− Φ(1, 0) =

∫
γ1

fdz.

Ako je γ homotopija zatvorenih puteva γ0 i γ1 tada je γ(s, 0) = γ(s, 1) = zs za sve
s ∈ I {to zna~i da je

Φ(s, 1)−Φ(s, 0) = Φi(s, 1)+ci−Φi(s, 0)−ci = Fi,n◦γ(s, 1)−Fi,1◦γ(s, 0) = (Fi,n−Fi,1)(zs).

Otuda,Φ(s, 1)−Φ(s, 0) se svodinarazlikuprimitivnihfunkcijaFi,n,Fi,1 u ta~ki zs pa je
po Teoremi 4.3 ona jednaka konstanti na nekoj okolini ta~ke zs. Dakle,Φ(s, 1)−Φ(s, 0) :
I → D je lokalno konstantna i neprekidna funkcija pa je konstantna tj. postoji c0 ∈ C
tako da je Φ(s, 1)− Φ(s, 0) = c0 za sve s ∈ I {to zna~i da je∮

γ0

fdz = Φ(0, 1)− Φ(0, 0) = c0 = Φ(1, 1)− Φ(1, 0) =

∮
γ1

fdz.

Sada navodimo zanimqive posledice Ko{ijeve teoreme.

Teorema 4.10. Ako je f analiti~ka na oblastiD i petqa γ homotopna nuli naD tada je∮
γ

fdz = 0.

Dokaz: Kako je γ homotopna nuli, postoji konstantan put (petqa) γ0 : I → D tako da su
petqe γ i γ0 homotopne na D pa je po prethodnoj teoremi

∮
γ

fdz =

∮
γ0

fdz =

1∫
0

f [γ0(t)]γ′0(t)dt = 0

jer je γ′0 = 0 kao izvod konstantne funkcije.
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Postoji nekoliko topolo{kih kriterijuma za proveru da li je svaka petqa na
oblastiD homotopna nuli odnosno da li jeD prosto povezana. Kako jeD otvoren pute-
vima povezan skup, najjednostavniji kriterijum za proveru wegove proste-povezanosti
je pomo}u∂D. Studenti koji su slu{aliTopologiju 1mogu da doka`uda je otvoren, pute-
vima povezan potskup sfere prosto-povezan akko je wegova granica prazan skup ili ima
jednu komponentu povezanosti. Prevedeno na terminologiju kompleksne ravni, oblast
D ⊂ C je prosto povezana akko je jednostruko povezana tj. akko ∂D (koji se ra~una u
prostoru (C, ρ)) ima jednu komponentu povezanosti. Dokaz se radi tako {to se doka`e
da je skup koji ima navedene osobine kontraktibilan ali to ve} prevazilazi teoriju
Kompleksne analize.

Posledica 4.3. Ako je funkcija f analiti~ka na jednostruko povezanoj oblasti D i

γ : I → D proizvoqna petqa, tada je ∮
γ

fdz = 0.

Sada pomo}u dokazanih tvr|ewa mo`emo da doka`emo egzistenciju globalne prim-
itivne funkcije funkcije f na jednostruko povezanim oblastima.

Teorema 4.11. Analiti~ka funkcija na jednostruko povezanoj oblastiD ima primitivnu

funkciju na oblasti D.

Dokaz: Doka`imo prvo da integral po putu γ oblasti D ne zavisi od puta oblasti D
ve} samo od krajwih ta~aka. Neka su γ1, γ2 : I → D dva puta koji povezuju ta~ke a, b ∈ D.
Tada, γ1 ∪ γ−2 je zatvoren put u jednostruko povezanoj oblasti D pa je po prethodnoj
teoremi:

0 =

∮
γ1∪γ−2

fdz =

∫
γ1

fdz +

∫
γ−2

fdz =

∫
γ1

fdz −
∫
γ2

fdz tj.

∫
γ1

fdz =

∫
γ2

fdz.

Neka je a ∈ D fiksirana ta~ka oblasti D i z ∈ D proizvoqno. Obele`imo sa ãz
put oblasti D koji povezuje ta~ku a sa ta~kom z. Oblast D je putevima povezan skup
pa put ãz sigurno postoji. Kako po gorwem zakqu~ku integral funkcije f po putu ãz
ne zavisi od puta oblasti D koji povezuje ta~ke a i z, mo`emo dobro da defini{emo
funkciju:

F (z) =

∫
ãz

fdz za sve z ∈ D.

Ostatak dokaza je analogan dokazu Leme 4.1 gde se intervali [a, z] u definiciji lokalne
primitivne funkcije mewaju krivim ãz.

Studenti }e na ispitu svakako morati da ispi{u celokupan dokaz prethodne teo-
reme. Dakle, kada ra~unamo integral funkcije koja je analiti~ka na jednostruko
povezanoj oblasti, mo`emo da primenimo Wutn-Lajbnicovu formulu.

Zanimqivo je da ako iskoristimo znaweAnalize 4, teoriju ovog poglavqa smomogli
da doka`emo dosta efikasnije. Neka kriva γ ograni~ava u kompleksnoj ravni kona~nu
oblast D i neka je orijetisana tako da ta~ke oblasti D ostaju sa wene leve strane. Ako
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je funkcija f = u + iv analiti~ka na oblasti G koja sadr`i D, tada su funkcije u i v
neprekidne i diferencijabilne na G pa je po Grinovoj teoremi:∫
γ

fdz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy =

∫∫
D

(−v′x − u′y)dxdy + i

∫∫
D

(u′x − v′y)dxdy = 0

pri tom, dvojni integrali su jednaki nuli zbog Ko{i-Rimanovih uslova. Primetite
da se u prethodnom integralu nigde ne zahteva prosta povezanost oblasti D.

4.4 Integracija po granici oblasti

Svaka zatvorena krivaγ delikompleksnuravannadvaotvorena skupa10 i to: ograni~enu,
jednostruko povezanu oblast D i neograni~en otvoren skup C \ D. Grani~na kriva γ
jednostruko povezane oblasti D, orijentisana tako da wenim obilaskom ta~ke oblasti
ostaju sa wene leve strane, je homotopna nuli na svakoj oblasti G koja sar`iD. Zaista,
ako formiramo zatvorenu krivu γ0 ~ija se svaka ta~ka γ0(t) nalazi levo od krive γ i na
rastojawu ε od ta~ke γ(t), za dovoqno malo ε kriva γ0 }e da bude sadr`ana u D kao {to
je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 31: Granica jednostruko povezane oblasti je homotopna nuli.

Kako je D jednostruko povezana, kriva γ0 je homotopna nuli na D pa je γ homotopna
nuli na G jer su γ0 i γ1 homotopne na G. Ako je funkcija f analiti~ka na G, po
Posledici 4.3 dobijamo da je: ∮

∂D

fdz = 0.

Sli~an rezultat va`i i ako ∂D ima kona~no mnogo komponenti povezanosti.

Teorema 4.12. (Op{ta Ko{ijeva teorema)Neka je funkcija f analiti~ka na oblasti G i
neka je D ograni~ena oblast takva da D ⊆ G. Ako ∂D mo`e da se parametrizuje pomo}u

kona~no mnogo zatvorenih krivih koje su orijetisane tako da wihovim obilaskom ta~ke

oblasti D ostaju sa wihove leve strane, tada je∮
∂D

fdz = 0.

Dokaz: Elementi dokaza su ilustrovani na Grafiku 32.

10Ovo tvr|ewe, iako je perceptivno o~igledno, nije nimalo lako matemati~ki dokazati.
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Grafik 32: Ta~ke oblasti D su sa leve strane krivih γi, i = 0, 1, 2, 3.

Neka je ∂D parametrizovana putevima γ0, γ2, . . . , γn sa odgovaraju}om orijentacijom.
Kako je D putevima povezan (jer D je putevima povezan), za sve i = 1, . . . , n postoji
@ordanov put φi : [0, 1]→ D koji povezuje po~etak puta γi−1 sa po~etkom puta γi i koji
se~e ∂D samo u krajwim ta~kama. Bez gubqewa op{tosti, mo`emo da pretpostavimo
da se putevi φ1, . . . , φn ne seku jer ako iz oblasti D sklonimo ta~ke @ordanovog puta
koji povezuje komponente povezanosti granice, dobijamo putevima povezanu oblast ~ija
granica ima jednu mawe komponentu povezanosti.

Oblast D′ = D \ {φi(t) | t ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n} (D bez puteva φi) je jednostruko
povezana a kriva:

Γ = γ0 ∪ φ1 ∪ γ1 ∪ φ2 ∪ γ2 ∪ · · · ∪ φn ∪ γn ∪ (φ−n ∪ φ−n−1 ∪ · · · ∪ φ−1 )

je parametrizacija granice ∂D′ takva da wenim obilaskom ta~ke oblasti D′ ostaju sa
desne strane. Otuda, Γ je homotopna nuli na G pa je po Teoremi 4.3 i aditivnosti
kompleksnog integrala

0 =

∮
Γ

fdz =

∮
γ0

fdz +

∫
φ1

fdz +

∮
γ1

fdz + · · ·+
∫
φn

fdz +

∮
γn

fdz +

∫
φ−n

fdz + · · ·+
∫
φ−1

fdz

=
n∑
i=1

∮
γi

fdz +
n∑
i=1

∫
φi

fdz −
n∑
i=1

∫
φi

fdz =
n∑
i=1

∮
γi

fdz =

∮
∂D

fdz.

Iz dokaza prethodne teoreme se vidi da komponente povezanosti granice ∂D mogu
da budu i ta~ke.

Primer 4.4. Izra~unati Frenelove11 integrale
∞∫
0

sinx2dx i
∞∫
0

cosx2dx.

Re{ewe: Neka je D = {z ∈ C | |z| < R, 0 < arg z < π/4} jednostruko povezana oblast
prikazana na Grafiku 33. Funkcija f(z) = eiz

2
je analiti~ka na celoj kompleksnoj

ravni pa je po prethodnoj teoremi

0 =

∮
∂D

eiz
2

dz
(∗)
=

∫
[0,R]

eiz
2

dz +

∫
R̃A

eiz
2

dz +

∫
[A,0]

eiz
2

dz.

Du` [0, R] mo`emo da parametrizujemo sa z = x, x ∈ [0, R] pa je

I1(R) =

∫
[0,A]

eiz
2

dz =

R∫
0

eix
2

dx =

R∫
0

cosx2dx+ i

R∫
0

sinx2dx.

11 Augustin-Jean Fresnel 1788-1827, francuski in`ewer i fizi~ar

66



Grafik 33: Oblast D iz primera.

Tada, tra`eni integrali se dobijaju pomo}u grani~ne vrednosti lim
R→∞

I1(R). Zbog toga

}emo da izra~unamo ostala dva integrala jedna~ine (∗) i potra`imo wihove grani~ne
vrednosti kada R te`i beskona~nosti.

Kru`ni luk R̃A parametrizujemo sa z = Reiϕ gde ϕ ∈ [0, π/4]. Tada

I2(R) =

∫
R̃A

eiz
2

dz = iR

π/4∫
0

eiR
2ei2ϕeiϕdϕ.

Po Teoremi 4.2 va`i da je

0 ≤ |I2(R)| =
∣∣∣∣ ∫
R̃A

eiz
2

dz

∣∣∣∣ ≤ R

π/4∫
0

|eiR2ei2ϕeiϕ|dϕ = R

π/4∫
0

|eiR2(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)||eiϕ|dϕ

= R

π/4∫
0

|eiR2 cos 2ϕ||e−R2 sin 2ϕ|dϕ = R

π/4∫
0

e−R
2 sin 2ϕdϕ.

Kako je sin t ≥ 2
π
t za t ∈ [0, π/2] a funkcija e−x opadaju}a, dobijamo da je

0 ≤ |I2(R)| ≤ R

π/4∫
0

e−R
2 sin 2ϕdϕ ≤ R

π/4∫
0

e−R
2 2
π
t2ϕdϕ =

1− e−R2

R

π

4
.

Po teoremi o ukq{tewu za grani~ne vrednosti realnih funkcija dobijamo da je
lim
R→∞

|I2(R)| = 0 {to implicira da je lim
R→∞

I2(R) = 0.

Du` [0, A] parametrizujemo sa z = tei
π
4 , t ∈ [0, R]. Tada z2 = t2ei

π
2 = it2 i dz = ei

π
4 dt

pa je

I3(R) =

∫
[A,0]

eiz
2

dz = −
∫

[0,A]

eiz
2

dz = −ei
π
4

R∫
0

e−t
2

dt.

Otuda je lim
R→∞

I3(R) = −eiπ4
∞∫
0

e−t
2
dt = −eiπ4

√
π

2
(Ojler-Poasonov integral).

Zamenom dobijenih grani~nih vrednosti u jedna~inu (∗) dobijamo
∞∫

0

cosx2dx+ i

∞∫
0

sinx2dx =

√
π

2
ei
π
4 =

√
π

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
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odakle sledi da je
∞∫

0

sinx2dx =

∞∫
0

cosx2dx =

√
2π

4
.

4.5 Ko{ijeva integralna formula

U ovom poglavqu predstavqamo teoremu koja nam omogu}ava da vrednost analiti~ke
funkcije na ograni~enoj oblasti izrazimo pomo}u integrala na granici te oblasti
{to }e da bude od velikog zna~aja u ostatku kursa Kompleksne analize.

Teorema 4.13. (Ko{ijeva integralna formula)Neka je f analiti~ka na oblasti G i neka
je D oblast takva da ∂D formira kona~no mnogo zatvorenih krivih i neka je D ⊆ G.
Tada, za svako z ∈ D va`i:

f(z) =
1

2πi

∮
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ

gde su krive granice ∂D orijetisane tako da wihovim obilaskom ta~ke oblastiD ostaju

sa leve strane.

Dokaz: Neka je z ∈ D proizvoqno. Kako je D otvoren skup, postoji krug Uρz = {ξ ∈ C |
|ξ − z| < ρ} takav da je Uρz ⊆ D. Funkcija f(ξ)

ξ−z je analiti~ka na oblasti G
′ = G \ {z},

jer f i 1
ξ−z su analiti~ke na G

′. Oblast D′ = D \ Uρz je takva da D′ ⊂ G ′ a granicu ∂D′
formira kona~no mnogo krivih koje su orijentisane tako da ta~ke oblasti D′ ostaju sa
leve strane. Pri tom, ∂Uρz je negativno orijentisana jer su ta~ke oblasti D′ van Uρz kao
{to je prikazano na Grafiku 34. Tada, po Op{toj Ko{ijevoj teoremi 4.12 va`i da je

0 =

∮
∂D′

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∮
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ +

∮
∂Uρ−z

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∮
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ −

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ

{to zna~i da je
1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Primetimo da u prethodnoj konstrukciji ρ mo`e da bude proizvoqno mali pozitivan
realan broj. Kako desna strana prethodne jednakosti ne zavisi od ρ dobijamo da je

lim
ρ→0

1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Doka`imo da je leva grani~na vrednost jednaka f(z).

Prisetimo se da je po Primeru 4.1
∮
∂Uρz

dξ
ξ−z = 2πi. Tada

f(z)− 1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ =

f(z)

2πi

∮
∂Uρz

dξ

ξ − z
− 1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
d
f(z) konst.

=
1

2πi

∮
∂Uρz

f(z)− f(ξ)

ξ − z
dξ.

Kako je funkcija g(ξ) = f(z) − f(ξ) neprekidna na D i g(z) = 0, za proizvoqno ε > 0
postoji δ > 0 tako da za sve ξ ∈ C iz |z − ξ| < δ sledi |f(z)− f(ξ)| < ε.
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Grafik 34: Oblast kompaktno sadr`i krug oko svake svoje ta~ke.

Tada, za ρ < δ i sve z ∈ Uρz va`i |ξ − z| < ρ. Kako za sve z ∈ ∂Uρz va`i |ξ − z| = ρ
dobijamo: ∣∣∣∣f(z)− f(ξ)

ξ − z

∣∣∣∣ =
|f(z)− f(ξ)|
|ξ − z|

=
|f(z)− f(ξ)|

ρ
≤ ε

ρ
.

Obim kruga Uρz jednak 2πρ pa, po Posledici 4.1, dobijamo da je:∣∣∣∣f(z)− 1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣ =
1

|2πi|

∣∣∣∣ ∮
∂Uρz

f(z)− f(ξ)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

ε

ρ
2πρ = ε

~ime smo dokazali tra`enu grani~nu vrednost.

Ko{ijeva integralna formula ilustruje zanimqivu osobinu analiti~kih funkcija.
Naime, ako je data analiti~ka funkcija na okolini zatvorene krive i `elimo da
formiramo weno analiti~ko produ`ewe na oblast koju ta kriva ograni~ava, Ko{ijeva
integralna formula tvrdi da to mo`emo da uradimo na jedinstven na~in, odnosno na
oblasti postoji jedinstvena analiti~ka funkcija koja se poklapa sa funkcijom datom
na granici kao {to ilustruje slede}i primer.

Primer 4.5. Neka je P = {z ∈ C | 1 ≤ |z| < 2}. Konstruisati analiti~ko produ`ewe

funkcije f : P → C date sa f(z) = z2 na oblast G = {z ∈ C | |z| < 2}.

Re{ewe: Oblast D = {z ∈ C | |z| < 1} kompaktno pripada oblasti G = {z ∈ C | |z| <
2}. Neka je g analiti~ka na G i neka se poklapa sa funkcijom f na P . Tada D,G i g
zadovoqavaju uslove Ko{ijeve integralne formule 4.13 pa je za svako z ∈ D:

g(z) =
1

2πi

∮
|ξ|=1

g(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
|ξ|=1

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
|ξ|=1

ξ2

ξ − z
dξ

=
1

2πi

∮
|ξ|=1

ξ2 − z2 + z2

ξ − z
dξ =

1

2πi

( ∮
|ξ|=1

(ξ + z)dξ + z2

∮
|ξ|=1

dξ

ξ − z

)

=
z2

2πi

∮
|ξ−z|=ε

dξ

ξ − z
=

z2

2πi
2πi = z2.

Pri tom, po Osnovnoj Ko{ijevoj teoremi 4.9 va`i da je∮
|ξ|=1

dξ

ξ − z
=

∮
|ξ−z|=ε

dξ

ξ − z
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zato {to su kru`nice |ξ| = 1 i |ξ − z| = ε homotopne na oblasti D \ {z} na kojoj je
funkcija ϕ(ξ) = 1

ξ−z analiti~ka.

PoKo{ijevoj integralnoj formuli, vrednost analiti~kefunkcije u ta~ki je jednaka
wenoj aritmeti~koj sredini na krugu dovoqno malog polupre~nika oko te ta~ke kao
{to ilustruje slede}e tvr|ewe.

Posledica 4.4. Ako je funkcija f analiti~ka na oblastiD tada, za svako z ∈ D postoji

ρ0 > 0 tako da je za sve 0 < ρ < ρ0

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(z + ρeiϕ)dϕ.

Dokaz: Neka je z ∈ D proizvoqno. Kako je oblast otvoren skup, postoji ρ0 tako da je
Uρ0z = {ξ ∈ C | |ξ− z| < ρ0} ⊆ D. Tada, f je analiti~ka na skupu Uρ0z koji je jednostruko
povezan i za sve ρ < ρ0 krug Uρz kompaktno pripada oblasti Uρ0z . Tada, po Ko{ijevoj
integralnoj formuli 4.13 je:

f(z) =
1

2πi

∮
∂Uρz

f(ξ)

ξ − z
dξ

ξ=z+ρeiϕ

=
1

2πi

2π∫
0

f(z + ρeiϕ)

z + ρeiϕ − z
d(z + ρeiϕ) =

1

2π

2π∫
0

f(z + ρeiϕ)dϕ.
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5 Kompleksni redovi

Kao i u realnoj analizi, red kompleksnih brojeva
∑∞

n=0 zn je suma niza kompleksnih
brojeva (zn)n∈N. Osnovno pitawe je da li je suma reda kona~an kompleksan broj odnosno
da li red konvergira. Kao i u realnoj analizi, konvergenciju kompleksnog reda prove-
ravamo pomo}u konvergencije niza wegovih parcijalnih suma.

Definicija 5.1. Red
∞∑
n=0

zn konvergira ako niz Sn =
n∑
i=1

zi konvergira ka z gde je |z| <∞.

Ekvivalentno, red kompleksnih brojeva konvergira akko wegov niz ostataka te`i
nuli. Sada navodimo klasi~an primer konvergentnog reda kompleksnih brojeva.

Primer 5.1. Ispitati konvergenciju geometrijskog reda
∞∑
n=0

zn za z ∈ C.

Re{ewe: Niz parcijalnih suma ovog reda ima formu:

Sn =
n∑
i=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + · · ·+ zn.

Suma geometrijskog niza realnih brojeva se je poznata. Me|utim, ista formula va`i i
za geometrijski niz kompleksnih brojeva jer je algebra ista:

zSn − Sn = zn+1 − 1 pa je Sn =
zn+1 − 1

z − 1
.

Niz zn konvergira kona~nom kompleksnom broju akko je |z| < 1 ili z = 1 (dokazati).
Za |z| < 0, niz zn te`i nuli a za z = 1 dobijamo o~igledno divergentan red.

Dakle, red
∞∑
n=0

zn konvergira akko je |z| < 1 i tada je
∞∑
n=0

zn = 1
1−z .

Teorija redova kompleksnih brojeva ne donosi ni{ta preterano zna~ajno. Kako
se zahteva konvergencija niza parcijalnih suma ka kona~nom kompleksnom broju, ona
je ekvivalentna konvergenciji wegovog realnog i konvergenciji wegovog imaginarnog
dela.

Teorema 5.1. Red
∞∑
n=0

zn konvergira akko redovi
∞∑
n=0

Re zn i
∞∑
n=0

Im zn konvergiraju.

Dakle, sva teorija konvergencije redova realnih brojeva ima svoju primenu na kon-
vergenciju redova kompleksnih brojeva. Ambiciozni ~itaoci mogu da ispi{u kako bi,
na primer, izgledao Abelov kriterijum za konvergenciju redova kompleksnih brojeva.

Nama }e u daqoj analizi da budu vi{e zna~ajni kompleksni funkcionalni redovi
i zato ovde navodimo nekoliko wihovih osnovnih osobina.

Neka je (fn)n∈N niz funkcija fn : D → C (definisanih na istom skupu D ⊆ C).
Tada, funkciju:

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z)

nazivamo funkcionalni red na skupu D. Funkcija f je definisana u svakoj ta~ki
z0 ∈ D gde brojni red

∑∞
n=0 fn(z0) konvergira. Ako je f definisana na skupuD ka`emo

da funkcionalni red
∑∞

n=0 fn(z) konvergira �ta~ka po ta~ka� na skupu D. Kao i
kod realnih funkcionalnih redova, za analizu kompleksnih funkcionalnih redova je
mnogo bitnija ravnomerna konvergencija.
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Definicija 5.2. Funkcionalni red
∑∞

n=0 fn(z) ravnomerno konvergira na skupu D akko

funkcionalni niz wegovih parcijalnih suma
(
Sn(z)

)
n∈N ravnomerno konvergira na D.

U dosada{wem kursu Kompleksne analize se nismo bavili funkcionalnim ni-
zovima i wihovom ravnomernom konvergencijom. Ukratko, funkcionalni niz (fn)n∈N
ravnomerno konvergira ka funkciji f0 na skupu D akko

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀z ∈ D)|fn(z)− f0(z)| < ε

ili ekvivalentno akko niz realnih brojeva

||fn||D = sup
z∈D
|fn(z)− f0(z)|

te`i nuli. Dakle, sve je analogno kao u slu~aju realnih funkcionalnih nizova i redova
te zato ovde navodimo kompleksne pandane dobro poznatih tvr|ewa a dokazi su sli~ni
kao i kod odgovaraju}ih teorema iz Analize 3.

Teorema 5.2. (Vajer{trasov12 kriterijum) Neka je |fn(z)| ≤ cn za sve n ∈ N i sve

z ∈ D. Ako brojni red
∑∞

n=0 cn konvergira, tada funkcionalni red
∑∞

n=0 fn(z) apsolutno
i ravnomerno konvergira na D.

Posledica 5.1. Neka je ||f ||D = sup{|f(z)| | z ∈ D}. Ako red
∑∞

n=0 ||fn||D konvergira

tada
∑∞

n=0 fn(z) apsolutno i ravnomerno konvergira na D.

Teorema 5.3. Ako sufunkcije fn : D → C neprekidne na skupuD za sven ∈ N0 i
∑∞

n=0 fn(z)
ravnomerno konvergira na D, tada je suma reda f(z) =

∑∞
n=0 fn(z) neprekidna na D.

Teorema 5.4. (Integracija sume reda) Neka su funkcije fn neprekidne na deo po deo

glatkom putu γ : [α, β] → C i neka
∑∞

n=0 fn(z) ravnomerno konvergira na putu γ. Tada,
red

∑∞
n=0 fn(z) mo`e da se integrali ~lan po ~lan na putu γ tj.∫

γ

∞∑
n=0

fn(z)dz =
∞∑
n=0

∫
γ

fn(z)dz.

5.1 Tejlorov red

Kao i u realnoj analizi, najzanimqiviji kompleksni funkcionalni redovi su stepeni
redovi oblika

∑∞
n=0 cn(z−a)n gde su cn ∈ C kompleksne konstante. Postavqa se pitawe

da li ovi redovi konvergiraju i koje sve funkcije mogu da budu predstavqene kao
sume konvergentnih stepenih redova. Predstavqawe funkcije konvergentnim stepenim
redom ima vrlo {iroku primenu jer omogu}ava dovoqno dobru aproksimaciju date
funkcije polinomima {to daqe omogu}ava prakti~an rad sa funkcijama (Numeri~ka
matematika).

Glavna tehnika kojom se realnefunkcije transformi{uu stepene redove jeTejlorov13

red. Za realne funkcije f : R → R koje su jednake sumi svojeg Tejlorovog reda na
okolini ta~ke x se ka`e da su analiti~ke u ta~ki x. Slede}a teorema daje odgovor na
pitawe za{to smo kompleksne funkcije koje su C−diferencijabilne na nekoj okolini
ta~ke z nazivali analiti~kim u z.

12 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass 1815-1897, nema~ki matemati~ar.
13 Brook Taylor 1685-1731, engleski matemati~ar.
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Teorema 5.5. (Tejlorova teorema) Ako je funkcija f analiti~ka na oblasti D, tada za
proizvoqno z0 ∈ D i krug U = {z ∈ C | |z − z0| < r} ⊆ D postoji konvergentan stepeni

red
∑∞

n=0 cn(z − z0)n takav da je za svako z ∈ U

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n.

Dokaz: Neka je z0 ∈ D proizvoqno. Kako je D otvoren skup, postoji krug (otvorena
kugla) U sa centrom u z0 polupre~nika R koja je sadr`ana u D. Tada, za proizvoqno
0 < r < R, krug U r = {z ∈ C | |z − z0| < r} kompaktno pripada jednostruko povezanoj
oblasti U . Tada, oblasti U r, U i funkcija f zadovoqavaju uslove Ko{ijeve integralne
formule 4.13 pa je za svako z ∈ U r:

f(z)
(∗)
=

1

2πi

∮
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

gde je γ kru`nica ∂U r. Kako je u podintegralnoj funkciji |ξ − z0| = r a |z − z0| < r,
dobijamo da je

∣∣ z−z0
ξ−z0

∣∣ < 1 pa po Primeru 5.1 va`i da je:

1

ξ − z
=

1

ξ − z0 + z0 − z
=

1

ξ − z0

1

1− z−z0
ξ−z0

=
1

ξ − z0

∞∑
n=0

(z − z0)n

(ξ − z0)n
.

Zamenom u jedna~ini (∗) dobijamo:

f(z)
(∗∗)
=

1

2πi

∮
γ

∞∑
n=0

f(ξ)(z − z0)n

(ξ − z0)n+1
dξ.

O~igledno da nam ovde odgovara da integral i suma zamene mesta ali da bi to uradili
moramo da proverimo uslove Teoreme 5.4. Kako se suma integrali po ξ, promenqivu z
tretiramo kao konstantu.

Prvo, funkcije ϕn(ξ) = f(ξ)(z−z0)n

(ξ−z0)n+1 su neprekidne na γ za sve n ∈ N0 (obrazlo`iti).

Drugo, funkcija f je neprekidna na U r koji je kompaktan pa je ograni~ena saM na
U r a samim tim i na γ. Tako|e, na krivoj γ va`i

∣∣ z−z0
ξ−z0

∣∣ = |z−z0|
|ξ−z0| = |z−z0|

r
= q < 1, {to

zna~i da je za svaku ta~ku z krive γ

|ϕn(z)| =
∣∣∣∣f(ξ)(z − z0)n

(ξ − z0)n+1

∣∣∣∣ =
|f(z)|
|ξ − z0|

∣∣∣∣z − z0

ξ − z0

∣∣∣∣n ≤ M

r
qn.

Kako red
∑∞

n=0
M
r
qn = M

n

∑∞
n=0 q

n konvergira, po Vajer{trasovom kriterijumu 5.2
zakqu~ujemo da

∑∞
n=0 ϕn(ξ) ravnomerno konvergira na putu γ.

Dakle, funkcionalni red
∑∞

n=0 ϕn(ξ) mo`e da se integrali ~lan po ~lan {to zna~i
da jedna~ina (∗∗) postaje:

f(z)
(∗∗)
=

1

2πi

∞∑
n=0

∮
γ

f(ξ)(z − z0)n

(ξ − z0)n+1
dξ =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
γ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

)
(z−z0)n =

∞∑
n=0

cn(z−z0)n

gde je cn = 1
2πi

∮
γ

f(ξ)
(ξ−z0)n+1 dξ.
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Primetimoda udokazuprethodne teoreme koeficijenti cn ne zavise odpolupre~nika
kru`nice γ koja je sadr`ana u skupu U jer su kru`nice razli~itih polupre~nika homo-
topne na U \ {z0} pa po Osnovnoj Ko{ijevoj teoremi 4.9 integrali po wima su jednaki.
Tako mo`emo da zakqu~imo da koeficijenti cn predstavqaju svojevrsnu invarijantu
analiti~ke funkcije koja zavisi iskqu~ivo od ta~ke u kojoj se ra~unaju.

Definicija 5.3. Neka je f neprekidna funkcija na okolini ta~ke z0 ∈ C. Stepeni red∑∞
n=0 cn(x− x0)n ~iji se koeficijenti ra~unaju pomo}u formule

cn =
1

2πi

∮
|ξ−z0|=r

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

gde je r > 0 polupre~nik kruga na kojem je funkcija f analiti~ka, nazivamo Tejlorov red
funkcije f u ta~ki z0.

O~igledno da su analiti~ke funkcije jednake svojem Tejlorovom razvoju u proiz-
voqnoj ta~ki ali ovu osobinu nema svaka kompleksna funkcija kao {to }emo da vidimo
u nastavku. Sada navodimo nekoliko osobina analiti~kih funkcija koje koje su
posledice wihovog razvoja u stepeni red.

Teorema 5.6. Ako je funkcija f analiti~ka na zatvorenoj kugli U = {z ∈ C | |z−z0| ≤ r}
i na U ograni~ena saM , tada za koeficijente wenog Tejlorovog razvoja u ta~ki z0 va`i:

|cn| ≤
M

rn
za sve n ∈ N0.

Dokaz: Ako potra`imo moduo koeficijenata datih u prethodnoj definiciji, po Pos-
ledici 4.1 dobijamo da je za sve n ∈ N0:

|cn| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∮
|ξ−z0|=r

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

∣∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣∣ ∮
|ξ−z0|=r

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M

rn+1
2rπ =

M

rn

jer za sve ξ za koje je |ξ − z0| = r va`i
∣∣ f(ξ)

(ξ−z0)n+1

∣∣ = |f(ξ)|
|ξ−z0|n+1 ≤ M

rn+1 .

Sada navodimo jedno dosta iznena|uju}e tvr|ewe koje va`i u Kompleksnoj analizi.

Teorema 5.7. (Teorema Liuvila14) Ako je funkcija analiti~ka i ograni~ena na celoj kom-

pleksnoj ravni, tada je ona jednaka konstanti.

Dokaz: Po Tejlorovj teoremi 5.5, funkcija f je jednaka svojem Tejlorovm razvoju na
proizvoqnom krugu U = {z ∈ C | |z| < R}. Kako vrednosti koeficijenata ne zavise od
plupre~nika R, koriste}i prethodnu teoremu zakqu~ujemo da je za svako R > 0

|cn| ≤
M

Rn
za sve n ∈ N0.

Tada, za sve n > 0 va`i da je 0 ≤ |cn| ≤ lim
R→∞

M
Rn

= 0 pa je cn = 0.

Zamenom u jednakosti f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n dobijamo da je f(z) = c0.

Dakle, jedine ograni~ene funkcije koje su analiti~ke na C su konstantne funkcije
{to implicira da ako funkcija koja je analiti~ka na C nije konstantna, ona nije ni
ograni~ena naC! Lep primer neograni~enih naC kompleksnih funkcija su sin z i cos z.
Teorema Liuvila mo`e da se iska`e i malo jednostavnije.

14 Joseph Liouville 1809-1882. francuski matemati~ar.
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Posledica 5.2. Ako je funkcija f analiti~ka na C, tada je f jednaka konstanti.

Dokaz: Prisetimo se po Definiciji 2.6 da je funkcija f analiti~ka u beskona~nosti
akko je g(w) = f

(
1
w

)
analiti~ka u nuli. To implicira da postoji okolina ta~ke w = 0

na kojoj je funkcija g analiti~ka pa samim tim i zatvorena kuglaU = {w ∈ C | |w| ≤ R}
na kojoj je g neprekidna. Kako je U kompaktan, g je ograni~ena na U tj. postojiM tako
da je za sve w ∈ C takve da je |w| ≤ R

|g(w)| =
∣∣∣∣f( 1

w

)∣∣∣∣ ≤M.

Zamenom w = 1
z
u prethodnoj nejednakosti dobijamo da je za sve z ∈ C takve da |z| ≥ 1

R

|f(z)| ≤M.

Dakle, f je ograni~ena na skupu {z ∈ C | |z| ≥ 1
R
}. Kako je f ograni~ena i na {z ∈ C |

|z| ≤ 1
R
} (jer je skup kompaktan a f neprekidna), zakqu~ujemo da je f ograni~ena na C pa

je po Teoremi Liuvila 5.7 ona jednaka konstanti.

Jo{ jedna zanimqiva posledica Liuvilove teoreme je slede}e tvr|ewe.

Posledica 5.3. (Osnovni stav algebre) Svaki polinom stepena n ≥ 1 ima bar jedan koren
u skupu kompleksnih brojeva.

Dokaz: Neka je p polinom stepena n > 0. Pretpostavimo suprotno, neka je p(z) 6= 0 za
sve z ∈ C. Kako je polinom analiti~ka funkcija na C, zakqu~ujemo da je f(z) = 1

p(z)

tako|e analiti~ka na C jer imenilac nikad nije nula. Kako je

lim
z→∞

f(z) = lim
z→∞

1

p(z)
=

1

lim
z→∞

p(z)
= 0,

zakqu~ujemo da je f analiti~ka u beskona~nosti. Dakle, f je analiti~ka na C pa je
po pethodnoj posledici konstantna {to nije slu~aj jer polinom p po pretposavci nije
konstantna funkcija.

Do sada smo videli da su analiti~ke funkcije lokalno jednake sumi stepenog reda.
Postavqa se pitawe kakve osobine imaju sume stepnih redova, specijalno, da li je suma
stepenog reda analiti~ka funkcija na skupu gde red kovergira. Kao{to }emo da vidimo
u nastavku, odgovor je pozitivan.

Lema 5.1. Ako je niz op{tih ~lanova stepenog reda
∑∞

n=0 cn(z − a)n ograni~en u ta~ki
z0 ∈ C, tada red

∑∞
n=0 cn(z−a)n konvergira na kruguU = {z ∈ C | |z−a| < |z0−a|}. Pri

tom, red konvergira apsolutno i ravnomerno na svakom kompaktnom potskupuK ⊆ U .

Dokaz: Neka je funkcionalni niz fn(z) = cn(z − a)n ograni~en u ta~ki z0 ∈ C. Tada
postojiM > 0 tako da je:

|cn(z0 − a)n| ≤M za sve n ∈ N0.

Mo`emo da pretpostavimo da je z0 6= a jer za z0 = a dobijamo da je U = ∅ pa tvr|ewe
va`i. Neka je |z0 − a| = ρ > 0. Neka je K proizvoqan kompaktan potskup skupa U .
Tada, za svako z ∈ K va`i:

|z − a|
|z0 − a|

=
|z − a|
ρ

= q < 1
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{to implicira da je |cn(z − a)n| = |cn(z0 − a)| |z−a||z0−a| ≤ Mqn. Kako red
∑∞

n=0 Mqn

konvergira, funkcionalni red
∑∞

n=0 cn(z− a)n konvergira apsolutno i ravnomerno na
skupu K po Vajer{trasovom kriterijumu 5.2.

Kako skup U sadr`i kompaktan skup oko svake svoje ta~ke (topolo{kim re~nikom,
lokalno je kompaktan), zakqu~ujemo da dati stepeni red konvergira na U .

Teorema 5.8. (Abelova15 teorema) Ako stepeni red
∑∞

n=0 cn(z − a)n konvergira u nekoj
ta~ki z0 ∈ C, tada on konvergira na krugu U = {z ∈ C | |z − a| < |z0 − a|} a na svakom
kompaktnom skupuK ⊂ U konvergira apsolutno i ravnomerno.

Dokaz: Dovoqno je da primetimo da iz konvergenicje reda
∑∞

n=0 cn(z − a)n u ta~ki z0

sledi konvergencija niza
(
cn(z0−a)n

)
n∈N0

a samim tim iwegova ograni~enost. Tvr|ewe
sledi na osnovu prethodne leme.

Sada navodimo teoremu koja opisuje skup ta~aka gde stepeni red konvergira. Prise-
timo se pre toga da je limes superior (u oznaci lim) realnog niza wegova najve}a ta~ka
nagomilavawa.

Teorema 5.9. (Ko{i-Adamarova16 teorema) Neka za stepeni red
∑∞

n=0 cn(z − a)n va`i

lim
n→∞

n
√
|cn| =

1

R
gde je 0 ≤ R ≤ ∞.

Tada, red
∑∞

n=0 cn(z − a)n konvergira na skupu U = {z ∈ C | |z − a| < R} a divergira u
svakoj ta~ki skupa {z ∈ C | |z| > R}.

Dokaz: Neka je lim
n→∞

n
√
|cn| = 1

R
gde je 0 < R < ∞. Tada, za svako ε > 0, postoji n0 ∈ N

tako da za sve n > n0 va`i da je
n
√
|cn| < 1

R
+ ε. Tako dobijamo da je:

|cn(z − a)n| ≤
(

1

R
+ ε

)n
|z − a|n za sve n > n0.

Tada, za z ∈ C takve da je |z − a| < R, mo`emo da odaberemo dovoqno malo ε tako da je(
1
R

+ ε
)
|z − a| = q < 1 (jer

(
1
R

+ ε
)
|z − a| = 1

R
|z − a|+ ε|z − a| < 1

R
R + ε|z − a|). Tada,

∞∑
n=0

|cn(z − a)n| <
∞∑
n=0

qn

{to zna~i da
∞∑
n=0

cn(z − a)n apsolutno konvergira pa samim tim i konvergira.

Neka je z ∈ C tako da je |z−a| > R. Po definiciji limes superiora, postoji podniz
( nk

√
|cnk |)k∈N koji konvergira ka 1

R
. Tada, za proizvoqno ε > 0 postoji k0 ∈ N tako da

za sve k > k0 va`i da je
nk

√
|cnk | ≥ 1

R
− ε {to implicira da je

|cnk(z − a)nk | ≥
(

1

R
− ε
)nk
|z − a|nk .

Sada, za dovoqno malo ε dobijamo da je |cnk(z − a)nk | > 1 za k > k0 {to zna~i da op{ti
~lan reda

∑∞
n=0 cn(z − a)n ne te`i nuli pa on divergira.

15 Niels Henrik Abel 1802-1829, norve{ki matemati~ar.
16 Jacques Salomon Hadamard 1865-1963, francuski matemati~ar.
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Vidimo da Ko{i-Adamarova teorema odre|uje skoro sve ta~ke gde stepeni red kon-
vergira. Jedine ta~ke koje nisu obuhva}ene teoremom su ta~ke kru`nice {z ∈ C |
|z − a| = R} i u wima treba dodatno proveriti konvergenciju. Kako nas uglavnom
zanimaju osobine funkcija na otvorenim skupovima, najve}i otvoren skup na kojem
stepeni red

∑∞
n=0 cn(z − a)n konvergira je krug sa centrom u a polupre~nika R.

Definicija 5.4. Konstantu R =
(

lim
n→∞

n
√
|cn|
)−1

nazivamo polupre~nik konvergencije a

skup {z ∈ C | |z − a| < R} krug ili oblast konvergencije stepenog reda
∑∞

n=0 cn(z − a)n.

Pomo}u Vajer{trasovog kriterijuma, lako mo`e da se poka`e da stepeni red kon-
vergira apsolutno i ravnomerno na svakom kompaktnom potskupu kruga konvergencije.
Sada navodimo primer koji ilustruje prakti~nu primenu Ko{i-Adamarove teoreme.

Primer 5.2. Odrediti ta~ke u kojima stepeni redovi
∑∞

n=0
zn

n+1
,
∑∞

n=0 nz
n konvergiraju.

Re{ewe: Na osnovu Ko{i-Adamarove teoreme, oba reda konvergiraju na skupu U =
{z ∈ C | |z| < 1} a divergiraju na {z ∈ C | |z| > 1}. Ostaje da proverimo {ta se de{ava
sa ta~kama z ∈ C gde je |z| = 1. Zamenom z = eiϕ red

∑∞
n=0

zn

n+1
postaje:

∞∑
n=0

einϕ

n+ 1
=
∞∑
n=0

cosnϕ+ i sinnϕ

n+ 1
.

Kako redovi realnih brojeva
∑∞

n=0
cosnϕ
n+1

i
∑∞

n=0
sinnϕ
n+1

konvergiraju za svako ϕ (Dirih-

leov17 kriterijum), zakqu~ujemo da red
∑∞

n=0
zn

n+1
konvergira na skupu {z ∈ C | |z| ≤ 1}.

Zamenom z = eiϕ red
∑∞

n=0 nz
n postaje

∞∑
n=0

neinϕ =
∞∑
n=0

(n cosnϕ+ i sinnϕ).

Kako ne postoji ϕ tako da redovi
∑∞

n=0 n cosnϕ i
∑∞

n=0 n sinnϕ oba konvergiraju,
zakqu~ujemo da red

∑∞
n=0 nz

n ne konvergira ni za jedno z takvo da je |z| = 1.

Teorema 5.10. Svaki stepeni red
∑∞

n=0 cn(z−a)n ima na krugu konvergencije primitivnu
funkciju

∑∞
n=0

cn
n+1

(z − a)n+1.

Dokaz: Doka`imo da za funkciju f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n na krugu konvergencije U =
{z ∈ C | |z − a| < R} va`e uslovi Leme 4.1.

Prvo, funckije fn(z) = cn(z − a)n su neprekidne za svako n ∈ N0. Kako stepeni
red ravnomerno konvergira na svakom kompaktnom potskupu skupa U , po Teoremi 5.3
funkcija f je neprekidna na svakom kompaknom potskupu skupa U pa samim tim i na U .

Drugo, za svaki trougao4 koji kompaktno pripada oblasti U , kako je f ravnomerno
neprekidna na ∂4, va`e uslovi Teoreme 5.4 pa je∮

∂4

fdz =

∮
∂4

∞∑
n=0

cn(z − a)ndz =
∞∑
n=0

∮
∂4

cn(z − a)ndz = 0

pri tom, funkcije fn(z) = cn(z−a)n su analiti~ke naC za sve n ∈ N0 pa su poKo{ijevoj
Teoremi o trouglu 4.4 integrali

∮
∂4

cn(z − a)ndz jednaki nuli.

17 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859, nema~ki matemati~ar.
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Dakle, ispuweni su uslovi Leme 4.1 pa funkcija f na krugu U ima primitivnu
funkciju datu sa:

F (z) =

∫
[a,z]

f(ξ)dξ =

∫
[a,z]

∞∑
n=0

cn(ξ − a)ndξ
(∗)
=

∞∑
n=0

cn

∫
[a,z]

(ξ − a)ndξ =
∞∑
n=0

cn
(z − a)n+1

n+ 1
.

U jednakosti (∗), za proizvoqno z ∈ U , segment [a, z] kompaktno pripada skupu U pa
red

∑∞
n=0 cn(z − a)n ravnomerno konvergira na [a, z] {to zna~i da na [a, z] mo`e da se

intergrali ~lan po ~lan.

Primetimo da je primitvna funkcija stepenog reda tako|e stepeni red {to impli-
cira da prethodni proces konstrukcije primitivne funkcije mo`emo da iteriramo
proizvoqan broj puta.

Teorema 5.11. Suma stepenog reda je analiti~ka funkcija na krugu konvergencije.

Dokaz: Da bi dokazali da je funkcija f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n analiti~ka, pokaza}emo
da ona ima izvod na krugu konvergencije. Uo~imo funkciju

ϕ(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1.

Po prethodnoj teoremi, ova funkcija na svom krugu konvergencije ima primitivnu
funkciju datu sa

F (z) =
∞∑
n=1

ncn
n− 1 + 1

(z − a)n−1+1 =
∞∑
n=1

cn(z − a)n = f(z)− c0.

Dakle, funkcija f(z) − c0, pa samim tim i f(z), ima izvod koji je jednak ϕ(z) na krugu
konvergencije reda

∑∞
n=1 ncn(z − a)n−1.

Kako je
lim
n→∞

n
√
|ncn| =

(
lim
n→∞

n
√
n
)(

lim
n→∞

n
√
|cn|
)

= lim
n→∞

n
√
|cn|,

redovi
∑∞

n=1 ncn(z − a)n−1 i
∑∞

n=0 cn(z − a)n imaju iste krugove konvergencije i time
je teorema dokazana.

Posledica 5.4. Stepeni red na krugu konvergencije mo`e da se diferencira ~lan po ~lan

proizvoqan broj puta tj. na krugu konvergencije, stepeni red ima izvod proizvoqnog reda.

Dokaz: Iz dokaza prethodne teoreme vidimo da je:( ∞∑
n=0

cn(z − a)n
)′

=
∞∑
n=1

n(z − a)n−1 =
∞∑
n=0

(
cn(z − a)n

)′
a red izvoda ima isti krug konvergencije kao polazni red {to po prethodnoj teoremi
implicira da i red izvoda mo`e daqe da se diferencira na istom skupu.

Dakle, kao i realne analiti~ke funkcije, analiti~ke kompleksne funkcije su
beskona~no C−diferencijabilne. Studentima za ve`bu ostavqamo da indukcijom
doka`u da je: ( ∞∑

n=0

cn(z − a)n
)(k)

=
∞∑
n=k

cn
n!

(n− k)!
(z − a)n−k

za svako z iz kruga konvergencije datog stepenog reda.
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5.2 Osobine analiti~kih funkcija

U ovom odeqku navodimo osobine analiti~kih funkcija koje su posledice mogu}nosti
wihove lokalne transformacije u konvergentni stepeni red.

Teorema 5.12. Ako je funkcija f analiti~ka na oblasti D tada, za prozivoqno n ∈ N,
funkcija f (n) je tako|e analiti~ka na oblasti D.

Dokaz: Po Tejlorovoj teoremi 5.5, za proizvoqno z0 ∈ D postoji krug U sa centrom u
ta~ki z0 na kojem je funkcija f jednaka sumi svog Tejlorovog reda. Kako po Posledici
5.4 stepeni red na krugu konvergencije ima izvod proizvoqnog reda, isto }e da va`i i
za funkciju f . Dakle, za proizvoqno n ∈ N, na okolini U ta~ke z0 postoji izvod f

(n+1)

funkcije f {to po Teoremi 2.8 zna~i da je f (n) analiti~ka u z0.

Posledica 5.5. Neka je f neprekidna na oblasti D. Ako funkcija f ima na oblasti D
primitivnu funkciju, tada je f analiti~ka na D.

Dokaz: Kako je po pretpostavci F ′(z) = f(z) za sve z ∈ D, funkcija F ima izvod na
oblasti D pa je analiti~ka na D. Tada, po prethodnoj teoremi, i wen izvod odnosno f
je analiti~ka funkcija na D.

Ova posledica tako|e tvrdi da funckije koje nisu analiti~ke na nekoj oblasti
nemaju primitivnu funkciju na toj oblasti. Na primer, f(z) = z nema naC primitivnu
funkciju. Analiti~nost funkcija i wihovih izvoda nam daje jo{ jedan kriterijum za
proveru analiti~nosti neke funkcije.

Teorema 5.13. (Teorema Morera18) Ako neprekidna funkcija f na oblasti D ima osobinu

da je wen itegral po granici svakog trougla koji kompaktno pripada oblasti D jednak

nuli, tada je f analiti~ka na D.

Dokaz: Neka je z0 ∈ D proizvoqno. Po Lemi 4.1, funkcija f na krugu U = {z ∈ C |
|z − z0| < R} ⊆ D ima primitivnu funkciju datu sa

F (z) =

∫
[z0,z]

f(ξ)dξ

pa na osnovu prethodne posledice, f je analiti~ka na U pa samim tim i u z0.

Sada navodimo teoremu koja nam omogu}ava da funkciju razvijamo u Tejlorov red
kao {to smo navikli u realnoj analizi.

Teorema 5.14. Neka je funkcija f na krugu U = {z ∈ C | |z − z0| < R} jednaka sumi

konvergentnog stepenog reda

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n.

Tada, za sve n ∈ N0, koeficijenti cn mogu da se izra~unaju pomo}u formule:

cn =
f (n)(z0)

n!
.

18 Giacinto Morera 1856-1909, italijanski in`ewer i matemati~ar.
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Dokaz: Kako je funkcija f jednaka sumi konvergentnog stepenog reda
∑∞

n=0 cn(z − z0)n

na oblasti U , po Posledici 5.4, za proizvoqno k ∈ N0 na skupu U postoji f (k) odnosno
na skupu U red

∑∞
n=0 cn(z − z0)n mo`e da se diferencira ~lan po ~lan k puta. Tada je:

f (k)(z) =
∞∑
n=k

cn
n!

(n− k)!
(z − z0)n−k

pa, zamenom z = z0 u prethodnoj jednakosti, dobijamo

f (k)(z0) = ckk!

~ime je teorema dokazana.

Primer 5.3. Razviti u stepeni red funkcije ez, cos z, sin z.

Re{ewe: Sve tri funkcije su analiti~ke na celoj kompleksnoj ravni pa mo`emo da
potra`imo wihov Tejlorov razvoj u nuli s'tim {to }emo koeficijente stepenog reda
da ra~unamo po formuli iz prethodne teoreme tj.

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn.

Kada izra~unamo n−ti izvod datih funkcija u nuli dobijamo:

(ez)(n)(0) = e0 = 1 pa je ez =
∞∑
n=0

zn

n!
;

(sin z)(n)(0) =


0, n ≡ 0 mod 4;
1, n ≡ 1 mod 4;
0, n ≡ 2 mod 4;
−1, n ≡ 3 mod 4;

pa je sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
.

Kako je sin′ z = cos z a stepeni red mo`e da se diferencijra ~lan po ~lan na oblasti
konvergencije, dobijamo da je:

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
.

Ovde navodimo jednu vrlo lepu ilustraciju koja }e dodatno da nam pomogne da
razumemo Ojlerovu formulu. Ako izra~unamo eix, ali pomo}u sume odgovaraju}eg ste-
penog reda, dobijamo:

eix =
∞∑
n=0

inxn

n!
= 1

∞∑
n=0

x4n

(4n)!
+ i

∞∑
n=0

x4n+1

(4n+ 1)!
− 1

∞∑
n=0

x4n+2

(4n+ 2)!
− i

∞∑
n=0

x4n+3

(4n+ 3)!

=

( ∞∑
n=0

x4n

(4n)!
−
∞∑
n=0

x4n+2

(4n+ 2)!

)
+ i

( ∞∑
n=0

x4n+1

(4n+ 1)!
−
∞∑
n=0

x4n+3

(4n+ 3)!

)
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= cosx+ i sinx.

Kao {to smo ve} videli, koeficijenti Tejlorovog reda predstavqaju svojevrsnu in-
varijantu analiti~kih funkcija nezavisnu od polupre~nika kruga na kojem se ra~unaju.
Upore|ivawem koeficijenata stepenog reda iz Tejlorove teoreme 5.5, i Teoreme 5.14,
dobijamo vrlo prakti~no tvr|ewe kompleksne integracije.
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Teorema 5.15. (Uop{tena Ko{ijeva integralna formula) Neka je f analiti~ka na

oblasti G i neka je D oblast takva da ∂D formira kona~no mnogo zatvorenih krivih i

neka je D ⊆ G. Tada, za svako z ∈ D va`i:

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
∂D

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ

gde su krive granice ∂D orijetisane tako da wihovim obilaskom ta~ke oblastiD ostaju

sa leve strane.

Dokaz: Neka je z ∈ D proizvoqno i U ⊂ D krug sa centrom u z. Tada, funkcija f(ξ)
(ξ−z)n+1

je analiti~ka na oblasti D \ U pa je po Op{toj Ko{ijevoj teoremi 4.12:

0 =

∮
∂(D\U)

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ =

∮
∂D

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ −

∮
∂U

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ

{to implicira da je ∮
∂D

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ =

∮
∂U

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ.

Kako je po Tejlorovoj teoremi 5.5, funkcija f na krugu U jednaka sumi svog Tejlorovog
reda, wegov n−ti koeficijent cn je jednak:

cn =
1

2πi

∮
∂U

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ

a po Teoremi 5.14, isti ovaj koeficijent je jednak

cn =
f (n)(z)

n!

~ime je teorema dokazana.

Primer 5.4. Izra~unati integral
∮
|z|=1

cos z
zn

dz za proizvoqno n ∈ N.

Re{ewe: Funkcija f(z) = cos z je analiti~ka na C a oblast {z ∈ C | |z| < 1} je jedno-
struko povezana pa mo`emo da primenimo Uop{tenu Ko{ijevu integralnu formulu:

∮
|z|=1

cos z

zn
dz =

∮
|z|=1

cos z

(z − 0)n−1+1
dz =

2πi

(n− 1)!
cos(n−1) 0 =


2πi

(n−1)!
, n ≡ 1 mod 4;

−2πi
(n−1)!

, n ≡ 3 mod 4;

0, n ≡ 0 mod 2.

Sadanavodimo sve do sadaopisane ekvivalente analiti~nostikompleksnefunkcije.

Teorema 5.16. (Ekvivalenti analiti~nosti) Neka je f definisana na nakoj okolini

ta~ke z. Tada su slede}i uslovi ekvivalentni:

(R) f je C−diferencijabilna na nekoj okolini ta~ke z0;

(C) f je neprekidna na nekoj okolini U ta~ke z0 i wen integral po granici svakog

trougla koji kompaktno pripada oblasti U je jednak nuli;
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(W) funkcija f mo`e da se transformi{e u stepeni red na nekoj okolini ta~ke z0.

Dokaz: Prisetmo se da je uslov (R) definicija analiti~nosti funkcije u ta~ki z
(Definicija 2.5).

(R)⇒ (C) Ko{ijeva teorema o trouglu 4.4.
(C)⇒ (W) Teorema Morera 5.13 i Tejlorova teorema 5.5.
(W)⇒ (R) Teorema 5.11.

Bilo koje od ova tri tvr|ewa mo`e da se uzme kao definicija analiti~nosti kom-
pleksne funkcije i tako razvije celokupna do sada prikazana teorija. Tvr|ewe (R) se
naziva analiti~nost u Rimanovom smislu, tvr|ewe (C) analiti~nost u Ko{ijevom a
tvr|ewe (W) analiti~nost u Vajer{trasovom smislu.

Kao {to smo ve} videli, stepeni redovi na krugu konvergencije mogu da se dife-
renciraju ~lan po ~lan proizvoqan broj puta. Na kraju ovog odeqka, dokaza}emo da
funkcionalni redovi analiti~kih funkcija imaju istu osobinu.

Teorema 5.17. (Vajer{tras) Neka je (fn)n∈N niz funkcija koje su analiti~ke na oblasti

D. Ako funkcionalni red:

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z)

ravnomerno konvergira na svakom kompaktnom potskupu oblasti D tada:

(a) suma reda je analiti~ka funkcija na oblasti D;

(b) funkcionalni red mo`e na D da se diferencira ~lan po ~lan proizvoqan broj puta.

Dokaz: Neka je z0 ∈ D proizvoqna ta~ka. Kako je oblast otvoren skup, postoji krug
U = {z ∈ C | |z − z0| < R} koji kompaktno pripada oblasti D. Po pretpostavci red∑∞

n=0 fn(z) ravnomerno konvergira na skupu U a funkcije fn su neprekidne na U jer su
po prepostavci analiti~ke na D. Otuda, po Teoremi 5.3, funkcija f(z) =

∑∞
n=0 fn(z)

je neprekidna na U .
Daqe, neka je 4 proizvoqan trougao koji kompaktno pripada oblasti U . Po pret-

postavci red
∑∞

n=0 fn(z) ravnomerno konvergira na ∂4, {to po Teoremi 5.4 implicira
da on mo`e da se integrali ~lan po ~lan na ∂4. Otuda:∮

∂4

f(z)dz =

∮
∂4

∞∑
n=0

fn(z)dz =
∞∑
n=0

∮
∂4

fn(z)dz = 0.

Pri tom, svi integrali
∮
∂4

fn(z)dz su nula po Ko{ijevoj teoremi o trouglu 4.4.

Dakle, funkcija f zadovoqava uslove teoreme Morera 5.13 na oblasti U pa je ana-
liti~ka na U a samim tim i u z0.

Kako je f analiti~ka na oblasti D, ona po Teoremi 5.12 ima na oblasti D izvod
proizvoqnog reda. Po{to je oblast U prosto povezana, funkcija f i sve funkcije fn,
zadovoqavaju uslove uop{tene Ko{ijeve integralne formule 5.15 {to zna~i da za svako
z ∈ U pa samim tim i za z0 va`i:

f (k)(z0) =
k!

2πi

∮
∂U

f(z)

(z − z0)k+1
dz =

k!

2πi

∮
∂U

∞∑
n=0

fn(z)

(z − z0)k+1
dz

=
∞∑
n=0

k!

2πi

∮
∂U

fn(z)

(z − z0)k+1
dz =

∞∑
n=0

f (k)
n (z0).
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Pri tom, red
∑∞

n=0
fn(z)

(z−z0)k−1 mo`e da se integrali ~lan po ~lan na ∂U jer je ravnomerno

konvergentan na ∂U (dokazati) a funkcije fn(z)
(z−z0)k−1 su neprekidne na ∂U odnosno ispu-

weni su uslovi Teoreme 5.4.

Primetimo da se prethodna teorema dosta razlikuje od odgovaraju}eg kriterijuma
diferencirawa funkcionalnih redova realne analize. U realnoj analizi, da bi suma
redabiladiferencijabilnafunkcija, zahteva se ravnomernakonvergencija redaizvoda
na kompaktnim potskupovima. Tako|e, ako ho}emo da odredimo n−ti izvod realnog
funckionalnog reda, teoremu o diferencirawu moramo da proveravamo n−puta {to u
slu~aju kompleksnih redova o~igledno nije slu~aj.

Primer 5.5. Izra~unati sumu reda
∑∞

n=0 n
2 in

2n
.

Re{ewe: Polazimo od geometrijskog reda 1
1−z =

∑∞
n=0 z

n. Tada:

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn (diferenciramo);

1

(1− z)2
=
∞∑
n=1

nzn−1 (mno`imo sa z);

z

(1− z)2
=
∞∑
n=1

nzn (diferenciramo);

z + 1

(1− z)3
=
∞∑
n=1

n2zn−1 (mno`imo sa z);

z2 + z

(1− z)3
=
∞∑
n=1

n2zn.

Kako geometrijski red ima oblast konvergencije U = {z ∈ C | |z| < 1} i mo`e na
oblasti konvergencije da se diferencira ~lan po ~lan proizvoqan broj puta, posledwi
red

∑∞
n=1 n

2zn konvergira za svako z ∈ U pa i za z = i
2
. Tada:

∞∑
n=1

n2

(
i

2

)n
=

(
i
2

)2
+ i

2(
1− i

2

)3 = − 48

125
− 14i

125
.

5.3 Teorema o jedinstvenosti analiti~ke funkcije

U op{tem slu~aju, provera jednakosti dve funkcije se svodi na proveru vrednosti
funkcija u svakoj ta~ki domena. Me|utim, posebne grane matematike imaju svoje
specifi~nefunkcije kao i specijalnemetode za proveruwihove jednakosti. Na primer,
u Linearnoj algebri, da bi proverili jednakost dva homomorfizma, po Osnovnom stavu
Linearne algebre, dovoqno je da proverimo da li se oni poklapaju na baznim vek-
torima. Ako proveravamo jednakost polinoma stepena n, dovoqno je da poka`emo da
se polinomi poklapaju u n + 1 specifi~nih ta~aka (na primer u nulama i jo{ jednoj
proizvoqnoj). Kako su stepeni redovi

∞∑
n=0

cn(z − a)n = c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · ·+ cn(z − a)n + · · ·
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jedna genralizacija polinoma, prostaintuicija nas navodina zakqu~ak: da bipokazali
jednakost dva stepena reda odnosno jednakost wihovih koeficijenata, dovoqno je da
poka`emo da se redovi poklapaju u prebrojivo mnogo ta~aka. Na `alost, algebarski
pristup ovom problemu podrazumeva re{avawe linearnog sistema prebrojivo mnogo
jedna~ina sa prebrojivo mnogo nepoznatih {to je mamutski matemati~ki problem.
Na sre}u, u slu~aju kompleksnih stepenih redova odnosno analiti~kih kompleksnih
funkcija, problem je re{iv zbog jako lepog svojstva koje imaju nule analiti~kih
funkcija.

Teorema 5.18. Neka je a ∈ C nula funkcije f koja je analiti~ka i nije identi~ki jednaka
nuli na nekoj okolini U ta~ke a. Tada postoji jedinstveno n ∈ N tako da je za sve z ∈ U

f(z) = (z − a)nϕ(z)

gde je ϕ funkcija koja je analiti~ka i razli~ita od nule na nekoj okolini ta~ke a.

Dokaz: PoTejlorovoj teoremi5.5, analiti~kafunkcija f je jednaka sumi svogTejlorovog
reda na krugu U = {z ∈ C | |z − a| < R} tj. va`i da je:

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n za sve z ∈ U .

Iz uslova f(a) = 0 dobijamo da je c0 = 0. Kako po pretpostavci f nije jednaka nuli
u svakoj ta~ki skupa U , bar jedan koeficijent reda

∑∞
n=0 cn(z − a)n je razli~it od

nule jer bi u suprotnom funkcija f bila identi~ki jednaka nuli na U . Dakle, postoji
n0 = min{n ∈ N | cn 6= 0} i n0 ≥ 1 {to zna~i da je za svako z ∈ U

f(z) =
∞∑

n=n0

cn(z − a)n = (z − a)n0

∞∑
n=0

cn0+n(z − a)n = (z − a)n0ϕ(z).

Pri tom, funkcija ϕ je suma konvergentnog stepenog reda pa je po Teoremi 5.11 ana-
liti~ka na U . Kako je ϕ i neprekidna na U i ϕ(a) = cn0 6= 0, postoji okolina V ta~ke a
tako da je ϕ(z) 6= 0 za sve z ∈ V .

Slede}a posledica jako lepo odra`ava su{tinu prethodne teoreme.

Posledica 5.6. Ako je funkcija f analiti~ka na U i nije identi~ki jednaka nuli na U ,
tada su sve nule funkcije f na skupu U izolovane tj. postoje okrwene okoline nula na

kojima je funkcija f razli~ita od nule.

Ovde uo~avamo jo{ jednu fundamentalnu razliku izme|u C−diferencijabilnih
kompleksnih funkcija i realnih diferencijabilnih funkcija. Na primer, realna
funkcija f(x) = x2 sin 1

x
je diferencijabilna na R ali skup wenih nula { 1

kπ
| k ∈

Z \ {0}} ∪ {0} ima x = 0 kao ta~ku nagomilavawa tj. x = 0 nije izolovana nula.

Teorema 5.19. (Teorema o jedinstvenosti analiti~ke funkcije) Neka su funkcije f1 i

f2 analiti~ke na oblasti D. Ako se funkcije f1 i f2 poklapaju na skupu E koji ima bar
jednu ta~ku nagomilavawa u oblasti D, tada se f1 i f2 poklapaju na celom skupu D tj.

f1(z) = f2(z) za sve z ∈ D.
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Dokaz: Neka je a ∈ D ta~ka nagomilavawa skupa E . Funkcija f = f1 − f2 je analiti~ka
na oblasti D pa samim tim i neprekidna na D. Neka je F = {z ∈ D | f(z) = 0} ⊆ E
skup svih nula funkcije f . Kako je D otvoren skup, postoji niz (zn)n∈N ta~aka skupa
D ∩ E koji konvergira ta~ki a. Iz neprekidnosti funkcije f u ta~ki a sledi da je

f(a) = lim
n→∞

f(zn) = lim
n→∞

(
f1(zn)− f2(zn)

)
= lim

n→∞
0 = 0.

Tada, a ∈ D nije izolovana nula funkcije f koja je analiti~ka na D. To po prethodnoj
posledici implicira da postoji okolina V ⊆ D ta~ke a takva da je f(z) = 0 za sve
z ∈ V . Otuda V ∩D je neprazan potskup skupa F {to implicira da unutra{wost skupa
F u relativnoj topologiji oblasti D, u oznaci F◦, nije prazan skup.

Unutra{wost skupa je po definiciji otvoren skup. Poka`imo da je F◦ zatvoren
tj. da F◦ sadr`i sve svoje ta~ke nagomilavawa. Neka je z ∈ C ta~ka nagomilavawa
skupa F◦. To zna~i da postoji niz ta~aka skupa F◦ koji konvergira ka z {to zbog
neprekidnosti funkcije f implicira da je f(z) = 0. To zna~i da z nije izolovana nula
analiti~ke funkcije f {to po Posledici 5.6 implicira da postoji okolina Vz na kojoj
je funkcija f jednaka nuli. Dakle, Vz ∩ D ⊂ F {to zna~i da je z ∈ F◦.

Dakle, F◦ je otvoren i zatvoren potskup oblasti D. Prisetimo se teoreme koju smo
dokazali na uvodnim predavawima, tema Oblasti granice i krve: Ako je D poveazan
skup i A neprazan potskup skupaD koji je u relativnoj topologiji prostoraD otvoren
i zatvoren, tada je A = D. Kako je D povezan skup a F◦ neprazan, otvoren i zatvoren u
relativnoj topologiji prostora D, zakqu~ujemo da je F◦ = D.

Dakle, da bi pokazali jednakost dve analiti~ke funkcije na oblasti dovoqno je da
poka`emo da se one poklapaju na prebrojivom skupu koji ima bar jednu ta~ku nagomila-
vawa koja pripada oblasti. Ovo o~igledno ne mora da va`i za realne diferencijabilne
funkcije. Na primer, funkcije f1(x) = x2 sin 1

z
i f2(x) = x3 sin 1

z
su diferencijabilne

na R i poklapaju se na supu { 1
kπ
| k ∈ Z \ {0}} ali su o~igledno razli~ite.

Sada se fokusiramo na nule analiti~kih funkcija. Primetimo da se po Teoremi
5.18, nula analiti~ke funkcije pona{a kao nula polinoma tj. iz f(a) = 0 sledi svo-
jevrsna deqivost funkcije f polinomom (z − a)n. Motivisani ovom opservacijom
uvedimo slede}u definiciju.

Definicija 5.5. Neka je f analiti~ka na nekoj okolini ta~ke a. Red nule z = a funkcije
f je red najmaweg izvoda funkcije f koji je razli~it od nule u ta~ki a. Preciznije, a je
nula reda k funkcije f akko je

f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0 i f (k)(a) 6= 0.

Ako je f analiti~ka na nekoj okolini ta~ke a, tada po Tejlorovoj teoremi 5.5
postoji okolina U ta~ke a na kojoj je funkcija f jednaka svojem Tejlorovom razvoju pa
je po Teoremi 5.14

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n za sve z ∈ U .

Tada, ako je a ∈ C nula reda k funkcije f , prvi koeficijent Telorovog reda koji je
razli~it od nule je ck {to zna~i da funkcija f na okolini ta~ke a ima formu:

f(z) =
∞∑
n=k

cn(z − a)n = (z − a)k
∞∑
n=0

ck+n(z − a)n.
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Kako je funckija ϕ(z) po Teoremi 5.11 analiti~ka na U i ϕ(a) = ck 6= 0, dobili smo
prvi deo slede}eg tvr|ewa.

Teorema 5.20. Neka je funcija f analiti~ka u ta~ki a. Tada, a ∈ C je nula reda k > 0
funkcije f akko postoji funkcija ϕ koja je analiti~ka i razli~ita od nule u ta~ki a
takva da je

f(z) = (z − a)kϕ(z)

na nekoj okolini ta~ke a.

Dokaz: U suprotnom smeru, ako je f(z) = (z − a)kϕ(z) na nekoj okolini U ta~ke a gde
je ϕ analiti~ka U , po Tejlorovoj teoremi 5.5 na skupu U funkcija ϕ je jednaka sumi
konvergentnog stepenog reda pa je

ϕ(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Pri tom, c0 6= 0 jer ϕ(a) 6= 0. Zamenom u jednakosti f(z) = (z − a)kϕ(z) dobijamo da je

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n+k =
∞∑
n=k

cn−k(z − a)n.

Kako su koeficijenti Tejlorovog razvoja analiti~ke funkcije u okolini ta~ke a jedin-

stveni i po Teoremi 5.14 se ra~unaju pomo}u formule cn = f (n)(a)

n!
, zakqu~ujemo da je:

f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0 i f (k)(a) = c0 6= 0.

Primer 5.6. Odrediti red nule z = 0 funkcije f(z) = sin z − z.

Re{ewe: Kako je f ′(z) = cos z − 1, f ′′(z) = − sin z, f ′′′(z) = − cos z dobijamo da je
f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0 i f ′′′(0) 6= 0 pa je red nule z = 0 funkcije f jednak 3.

Na kraju ovog odeqka, analizira}emo {ta se de{ava kada je vrednost funkcije u
beskona~nosti jednaka nuli. Prisetimo se da je po Definiciji 2.6 funkcija f anal-
iti~ka u z = ∞ akko je g(z) = f

(
1
z

)
analiti~ka u nuli. Tada, z = ∞ je nula funkcije

f akko w = 1
z

= 0 je nula funkcije g. Otuda, sva tvr|ewa ovog odeqka mo`emo da
formuli{emo i za nulu z =∞ gde (z − a)n mewamo sa 1

zn
= z−n.

Teorema 5.21. Neka je funcija f analiti~ka i jednaka nuli za z =∞. Ako funkcija nije

identi~ki jednaka nuli na okolini ta~ke∞, postoji jedinstveno k > 0 i funkcija ϕ koja
je analiti~ka i razli~ita od nule u nekoj okolini ta~ke z =∞ takva da je

f(z) = z−kϕ(z).

5.4 Aproksimacije kompleksnih funkcija

Kao i sa realim funkcijama, u svim primenama van matematike postoji potreba da
se radi sa pribli`nim vrednostima kompleksnih brojeva odnosno aproskimacijama
kompleksnih funkcija. Kako svaka komplekna funkcija ima kao koordinatne funckije
realne funkcije dve promenqive, sve tehnike aproskimacija realnih funkcija mogu da
se primene na aproksimacije kompleksnih funkcija.
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U ovom odeqku }emo da analiziramo aproksimacije kompleksnih funkcija (speci-
jalno, analiti~kih funkcija) racionalnim kompleksnim funkcijama i polinomima sa
kompleksnim koeficijetima sa ciqem da doka`emo osnovnu teoremu teorije aproksi-
macije kompleksnih funkcija, Rungeovu teoremu.

Definicija 5.6. Ka`emo da funkcija f : D → C mo`e da se ravnomerno aproksimira

racionalnom funkcijom (polinomom) na skupu K ⊆ D akko za svako ε > 0 postoji

racionalna funkcija (polinom) g : D → C tako da je:

sup
z∈K
|f(z)− g(z)| = ||f − g||K < ε.

Primetimo da definicija ravnomerne aproksimacije funkcije f na skupuK mnogo
potse}a na definiciju ravnomerne konvergencije funkcionalnih nizova na skupu K.
[tavi{e, ako za proizvoqno n ∈ N odredimo funkciju gn takvu da je ||f − gn||K < 1

n
,

dobijamo funkcionalni niz (gn)n∈N koji ravnomerno konvergira funkciji f na skupu
K {to dokazuje slede}e tvr|ewe.

Lema 5.2. Funkcija f mo`e na skupu K da se ravnomerno aproksimira racionalnim

funkcijama (polinomima) akko postoji niz (gn)n∈N racionalnih funkcija (polinoma)

koji ravnomerno konvergira funkciji f na skupuK.

Kako na skupu K iz ravnomerne konvergencije nizova (pn)n∈N i (qn)n∈N sledi
ravnomerna konvergencija nizova (p q)n∈N i (αpn + βqn)n∈N za proizvoqne α, β ∈ C
(Analiza 3), dobijamo vrlo prakti~na tvr|ewa teorije aproksimacije.

Lema 5.3. Akofunkcije f i g mogu na skupuK da se ravnomerno aproksimiraju racionalnim

funkcijama (polinomima), tada funkcije fg i αf + βg za proizvoqne α, β ∈ C mogu da se

ravnomerno aproksimiraju racionalnim funkcijama (polinomima).

Lema 5.4. Ako je (fn)n∈N niz funkcija koji ravnomerno konvergira funkciji f na skupuK
i ako funkcije fn mogu da se ravnomerno aproskimiraju racionalnim funkcijama (poli-

nomima) naK, tada i grani~na funkcija f mo`e da se ravnomerno aproskimira racional-

nim funkcijama (polinomima) na K.

Sada se osvr}emo na aproksimaciju analiti~kih funkcija. Kao i mnoge osobine
kompleksnih funkcija, aproksimacija pre svega zavisi od skupa na kojem se vr{i. Na
primer, funkcija f(z) = 1

z
je analiti~ka na skupu D = {z ∈ C | 0 < |z| ≤ 1}. Ako bi

naD postojala wena ravnomerna aproksimacija polinomima, tada bi za ε = 1
2
postojao

polinom p takav da ||f − p||D < 1
2
{to bi po Posledici 4.1 impliciralo da je∣∣∣∣ ∮
|γ=1|

(f − p)dz
∣∣∣∣ < π.

Me|utim, kako je polinom analiti~ka funkcija na C, integral polinoma po svakoj
zatvorenoj krivoj je jednak nuli pa je∮

|z|=1

(f − p)dz =

∮
|z|=1

dz

z
+

∮
|z|=1

p(z)dz = 2πi

i tu dolazimo do kontradikcije.
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Teorema 5.22. Neka je funkcija f analiti~ka na krugu U i neka jeK kompaktan potskup

kruga U . Tada, funkcija f na skupuK mo`e da se ravnomerno aproksimira polinomima.

Dokaz: S' obzirom na do sada dokazana tvr|ewa, ovo je dosta o~igledno. Po Tejlorovoj
teoremi 5.5 svaka funkcija koja je analiti~ka na krugu, jednaka je sumi svog Tejlorovog
reda na tom krugu. To zna~i da je

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n za sve z ∈ U .

Sada, stepeni red
∑∞

n=0 cn(z − a)n je ravnomerno konvergentan na svakom kompaktnom
potskupu K ⊆ U {to po definiciji ravnomerne konvergencije funkcionalnih redova
zna~i da funkcionalni niz parcijalnih suma:

Sn(z) =
n∑
k=1

ck(z − a)k = c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · ·+ cn(z − a)n

ravnomerno konvergira ka funkciji f na skupu K.

Postavqa se pitawe kako pro{iriti aproksimaciju polinomima na skupove koji
nisu krugovi. Primetimo da ako je funkcija analiti~ka na krugovima koji se seku, tada
Tejlorovom teoremom skoro da nije mogu}e konstruisati stepeni red koji se poklapa
sa funkcijom na uniji tih krugova. Dakle, Teoremom 5.22 su opisane sve mogu}nosti
aproksimacije kompleksnih funkcija pomo}u Tejlorovih redova. Zato se sada vra}amo
izvornoj teoriji.

Prisetimo se iz dokazaKo{ijeve integralneformule 4.13 da ako kriva γ parametri-
zuje granicu ograni~ene, jednostruko povezane oblastiD tako da ta~ke oblastiD ostaju
sawene leve strane, tada je γ homotopna nuli na svakoj oblastiG koja kompaktno sadr`i
oblast D. To smo obrazlo`ili ~iwenicom da mo`emo da konstrui{emo zatvorenu
krivu γ0 koja pripada oblasti D i koja se nalazi na rastojawu ε levo od krive γ
(pogledajte Grafik 4.4).

Neka je sadaK kompaktan potskup ograni~ene jednostruko povezane oblastiD. Kako
je D otvoren skup a K zatvoren, rastojawe skupa K i ∂D je pozitivno tj.

d(K, ∂D) = inf
z∈K,w∈∂D

d(z, w) = r > 0.

To zna~i da mo`emo da konstrui{emo krivu γ koja se nalazi levo od ∂D na rastojawu
ε < r tako da γ ograni~ava jednosutruko povezanu oblast V koja sadr`i skup K i koja
je kompaktno sadr`ana u oblasti D kao {to je ilustrovano na Grafiku 35.

Tada, oblasti V ,D i funkcija f zadovoqavaju uslove Ko{ijeve integralne formule
{to nam omogu}ava da sprovedemo slede}u konstrukciju.

Teorema 5.23. Neka je funkcija f analiti~ka na ograni~enoj, jednostruko povezanoj

oblasti D. Tada, funkcija f mo`e da se ravnomerno aproksimira racionalnim funkci-

jama na svakom kompaktnom potskupu oblasti D.

Dokaz: Neka je K ⊆ D kompaktan. Tada, kao {to smo ve} videli, postoji jednostruko
povezana oblast V koju ograni~ava kriva γ tako da je K ⊆ V i V kompaktno pripada
oblasti D. Po Ko{ijevoj integralnoj formuli 4.13 va`i da je:

f(z)
(∗)
=

∮
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ za sve z ∈ K.
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Grafik 35: Kompaktan skup K u jednostruko povezanoj oblasti D mo`e da se okru`i
krivom γ koja je homotopna nuli na D.

Vratimo se sada na po~etak integralnog ra~una kompleksnih funkcija. Prisetimo se
da je kompleksni integral uveden kao grani~na vrednost∫

γ

fdz = lim
λ(P )→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk.

To po definiciji zna~i da za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da za sve podele P krive γ
~iji je parametar λ(P) mawi od δ va`i∣∣∣∣ ∫

γ

fdz −
n∑
k=1

f(ξk)∆zk

∣∣∣∣ < ε.

Poka`imo dafunkcija f mo`e ravnomerno da se aproksimira racionalnimfunkci-
jama po definiciji. Neka je ε > 0. Za proizvoqno z ∈ K, zbog integrala (∗), postoji
δz > 0 tako da za svaku podelu P krive γ dijametra maweg od δz va`i∣∣∣∣ ∮

γ

f(ξ)

ξ − z
dξ −

nz∑
k=1

f(ξk)

ξk − z
∆ξk

∣∣∣∣ < ε.

Ozna~imo jednu integralnu sumu integrala (∗) u ta~ki z koja odgovara podeli ~iji je
parametar mawi od δz sa:

σz(w) =
nz∑
k=1

f(ξk)

ξk − w
∆ξk.

Za svako z ∈ K, racionalna funkcija σz je neprekidna jer ni jedna ta~ka ξk ne pripada
skupu K (ξk su ta~ke krive γ) i za z = w va`i

|f(w)− σz(w)| < ε.

Kako je funkcija f − σz neprekidna za w = z, postoji okolina Uz ta~ke z takva da je:

|f(w)− σz(w)| < ε za sve w ∈ Uz.

Sada, familija {Uz | z ∈ K} je otvoreni pokriva~ kompaktnog skupaK pa ima kona~an
potpokriva~ {Uzi | i = 1, . . . ,m}. Tada za svako w ∈ K postoji racionalna funkcija
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σzi takva da je |f(w)−σzi(w)| < ε. Me|utim, ako od funkcija odnosno integralnih suma
σz1 , . . . , σzm odaberemo funkciju σz0 koja odgovara podeli najmaweg parametra, tada po
definiciji integrala va`i da je:

|f(w)− σz0(w)| < ε za sve w ∈ K

{to zna~i da je ||f − σz0||K ≤ ε.

Primetimo u dokazu prethodne teoreme da ako skupK nije kompaktan ali kompaktno
pripada oblastiD, opisanom tehnikom bi mogli da odredimo racionalnu funkciju σz
koja dovoqno dobro aproksimirafunkciju f u svakoj ta~ki z ∈ K. O~igledno da ako σz1
odgovara podeli ~iji je parametar mawi od parametra podele integralne sume σz2 , tada
σz1 dobro aproksimira funkciju f u ta~kama z1 i z2. Otuda, ako od svih aproksimacija
σz, za sve z ∈ K odeberemo onu koja odgovara podeli najmaweg parametra, ona }e da bude
aproksimacija na celom skupu K. Navedeni izbor se prakti~no svodi na nala`ewe
minimuma skupa {δz | z ∈ K} ali ni{ta nam ne garantuje da on uop{te postoji.

Videli smo da analiti~ke funkcije na kompaktnim potskupovima jednostruko po-
vezanih oblasti imaju ravnomerne aproksimacije racionalnim funkcijama. Postavqa
se pitawe da li ovakve funkcije mogu da se ravnomerno aproksimiraju i polinomima
jer su polinomi svakako prakti~niji za rad. Zato }emo sada da se fokusiramo na
aproksimacije racionalnih funkcija polinomima.

Teorema 5.24. Neka je V ograni~en skup takav da je wegov komplekment C \ V pute-

vima povezan. Tada, za svako α ∈ C \ V , funkcija f(z) = 1
α−z mo`e da se ravnomerno

aproksimira polinomima na svakom kopaktnom potskupu skupa V .

Dokaz: Neka je K ⊂ V kompaktan. Neka je S skup svih kompleksnih brojeva α ∈ C
takvih da funkcija 1

α−z mo`e da se ravnomerno aproksimira polinomima na skupu K.
Poka`imo da je S 6= ∅. Kako je V ograni~en, postoji α ∈ C tako da je |α| > |z| za sve
z ∈ V . To zna~i da je | z

α
| < 1 za za sve z ∈ V pa je:

1

α− z
=

1

α(1− z
α

)
=

1

α

∞∑
n=0

zn

αn
=
∞∑
n=0

zn

αn+1
.

Otuda, K je komaktan potskup kruga konvergencije stepenog reda
∑∞

n=0
zn

αn+1 pa po Teo-
remi 5.22, funkcija 1

α−z mo`e ravnomerno da se aproksimira polinomima na K tj.
α ∈ S.

Neka je sada α ∈ S i β ∈ C tako da je |β − α| < d(α,K). Tada, za sve z ∈ K va`i da

je |β − α| < |α− z| odnosno |β−α||α−z| < 1 pa je:

1

β − z
=

1

(α− z)
(
1− α−β

α−z

) =
1

α− z

∞∑
n=0

(α− β)n

(α− z)n
=
∞∑
n=0

(α− β)n

(α− z)n+1
.

Po pretpostavci 1
α−z mo`e da se ravnomerno aproksimira polinomima na K pa, pri-

menom Leme 5.3 funkcije (α−β)n

(α−z)n mogu da se ravnomerno aproksimiraju polinomima na

K za sve n ∈ N ((α− β)n su konstante). Kako red
∑∞

n=0
(α−β)n

(α−z)n+1 ravnomerno konvergira

na skupu K (Vajer{trasov kriterijm), po Lemi 5.4 funkcija 1
β−z , kao grani~na vred-

nost ravnomerno konvergentnog niza parcijalnih suma reda
∑∞

n=0
(α−β)n

(α−z)n+1 , mo`e da se
ravnomerno aproksimira polinomima na K tj. β ∈ S.
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Neka je sada β ∈ C\V proizvoqno. Kako je po pretpostavciC\V putevima povezan,
a znamo da je S neprazan, postoji put γ : [0, 1] → C \ V koji povezuje ta~ku α ∈ S sa
ta~kom β. Put je po definiciji neprekidno preslikavawe, a kako je [0, 1] kompaktan
skup, wegova slika γ

(
[0, 1]

)
je tako|e kompaktan skup. To zna~i da su γ

(
[0, 1]

)
i K

disjunktni kompaktni skupovi pa je wihovo rastojawe δ > 0. Tada, ako put γ podelimo
ta~kama 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 tako da je |γ(ti) − γ(ti−1)| < δ za sve i = 1, . . . , n
dobijamo niz ta~aka takvih da je |γ(ti)−γ(ti−1)| < d(γ(ti−1), K) za sve i = 1, . . . , n. Kako
γ(t0) = α ∈ S, po prethodnom zakqu~ku sledi da γ(t1) ∈ S a samim tim γ(t2) ∈ S itd.
Dakle, γ(tn) = β ∈ S.

Sada imamo sve potrebne argumente da doka`emo glavnu teeoremu ovog odeqka.

Teorema 5.25. (Rungeova teorema) Neka je funkcija f analiti~ka na ograni~enoj, jed-

nostruko povezanoj oblasti D. Tada, funkcija f mo`e da se ravnomerno aproksimira

polinomima na svakom kompaktnom potskupu oblasti D

Dokaz: U Teoremi 5.23, funkciju f smo pod istim uslovima aproksimirali racional-
nim funkcijama oblika.

σ(z) =
n∑
k=1

f(ξk)

ξk − z
∆ξk
2πi

.

Pri tom, funkcije σ smo dobili pomo}u aproksimacije integrala funkcije f(ξ)
ξ−z po

krivoj γ koja ograni~ava oblast V a ξk su ta~ke krive γ. Po{to oblast V sadr`i skup
K a skup C \ V je putevima povezan po konstrukciji, prethodna teorema implicira da
funkcije 1

ξk−z
mogu da se ravnomerno aproksimiraju polinomima jer ξk su ta~ke skupa

C \ V za sve k = 1, . . . , n. Kako su f(ξk) i ∆ξk i 2πi konstante, po Lemi 5.3 funkcije σ
mogu da se ravnomerno aproksimiraju polinomima na skupu K a po Lemi 5.4, isto }e
da va`i i za funkciju f .

Ova teoremu je dokazao nema~ki matemati~ar Karl Runge19 1885. godine i smatra se
jednom od osnovnih teorema Numeri~ke analize.

5.5 Loranovi redovi

Dosada{wa teorija kompleksnih funkcionalnih redova je bila bazirana na redovima
~ije su sume analiti~ke funkcije na krugovima. Postavqa se pitawe postoji li
tehnika kojom funkcije koje nisu analiti~ke mogu da se transformi{u u konvergentne
funkcionalne redove stepenih funkcija ali sa celobrojnim izlo`iocima. Kao {to
}emo da vidimo u ovom odeqku, funkcije koje su analiti~ke na okrwenom okolinama
neke ta~ke mogu da se transformi{u u specijalni tip redova koje nazivamo Loranovi20

redovi.

Teorema 5.26. (Loranova teorema) Neka je funkcija f : C → C analiti~ka na prstenu

V = {z ∈ C | r < |z − a| < R}. Tada:

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n za sve z ∈ V .

19 Carl David Tolme Runge 1856-1927, nema~ki matemati~ar.
20 Pierre Alphonse Laurent 1813-1854, francuski matemati~ar, in`ewer i oficir francuske vojske.
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Pri tom, ako je r < ρ < R, koeficijente cn ra~unamo pomo}u formule

cn =
1

2πi

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ za sve n ∈ Z.

Dokaz: Neka je z ∈ V proizvoqno. Tada, za r′, R′ > 0 takve da je r < r′ < |z−a| < R′ < R,
prstenV ′ = {ξ ∈ C | r′ < |ξ−a| < R′} sadr`i z i kompaktno pripada oblastiV (Grafik
36). Tada, V , V ′ i f zadovoqavaju uslove Ko{ijeve integralne formule 4.13 pa je:

f(z)
(∗)
=

1

2πi

∮
∂V ′

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
|ξ−a|=R′

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)

ξ − z
dξ

Grafik 36: Prsten kompaktno sadr`i koncetri~an prsten oko svake svoje ta~ke.

Pri tom, kru`nice su pozitivno orijentisane u oba integrala. Neka je ξ sa {ire
kru`nice tj. neka je |ξ − a| = R′. Tada |z−a||ξ−a| = q < 1 pa je:

1

ξ − z
=

1

(ξ − a)
(
1− z−a

ξ−a

) =
1

ξ − a

∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n
=
∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n+1
.

Pre nego {to dobijenu sumu zamenimo u prvi integral, poka`imo da
∑∞

n=0
f(ξ)

(ξ−a)
(z−a)n

(ξ−a)n

mo`e da se integrali ~lan po ~lan na kru`niciK ′ = {ξ ∈ C | |ξ− a| = R′}. Kako jeK ′
kompaktan skup a funkcija f neprekidna naK ′, postojiM > 0 tako da je |f(ξ)| < M za
sve ξ ∈ K ′. Tada, za svako ξ ∈ K ′∣∣∣∣ f(ξ)

(ξ − a)

(z − a)n

(ξ − a)n

∣∣∣∣ =
|f(ξ)|
|ξ − a|

∣∣∣∣z − aξ − a

∣∣∣∣n ≤ M

R′
qn

a kako red
∑∞

n=0
M
R′
qn konvergira, po Vajer{trasovom kriterijumu

∑∞
n=0

f(ξ)
(ξ−a)

(z−a)n

(ξ−a)n

ravnomerno konvergira na K ′ {to po Teoremi 5.4 zna~i da mo`e da se integrali ~lan
po ~lan. Sada:

1

2πi

∮
|ξ−a|=R′

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
|ξ−a|=R′

f(ξ)
∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n+1
dξ

(4)
=

∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=R′

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

)
(z − a)n.
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Dakle, za sada je sve isto kao u dokazu Tejlorove teoreme.

Neka je ξ ta~ka sa mawe kru`nice k′ = {ξ ∈ C | |ξ − a| = r′}. Tada, |ξ − a| < |z − a|
pa je |ξ−a||z−a| < 1 {to implicira da je:

− 1

ξ − z
=

1

(z − a)
(
1− ξ−a

z−a

) =
∞∑
n=0

(ξ − a)n

(z − a)n+1
=
∞∑
n=1

(ξ − a)n−1

(z − a)n
.

Kakored
∑∞

n=1 f(ξ) (ξ−a)n−1

(z−a)n
mo`ena k′ da se intergrali ~lan po ~lan (dokazati), zamenom

u drugi integral jedna~ine (∗) dobijamo:

− 1

2πi

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)
∞∑
n=1

(ξ − a)n−1

(z − a)n
dξ

=
∞∑
n=1

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)(ξ − a)n−1dξ

)
1

(z − a)n

(2)
=

n=−1∑
−∞

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

)
(z − a)n.

Kako su funkcije f(ξ)
(ξ−a)n+1 analiti~ke na prstenu V za proizvoqno n ∈ Z, a kru`nice

K ′ i k′ homotopne na V kru`nici {ξ ∈ C | |ξ − a| = ρ} za proizvoqno ρ ∈ (r, R), po
Osnovnoj Ko{ijevoj teoremi 4.9, za sve n ∈ Z va`i da je:∮

|ξ−a|=R′

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

∮
|ξ−a|=r′

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ.

Zamenom jedna~ina (2) i (4) u jedna~inu (∗) dobijamo da je:

f(z) =
∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

)
(z − a)n +

n=−1∑
−∞

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

)
(z − a)n

=
∞∑

n=−∞

(
1

2πi

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

)
(z − a)n =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n

gde koeficijente cn, n ∈ Z, ra~unamo kao {to je navedeno u postavci teoreme.
Red

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n iz prethodne teoreme nazivamo Loranov red funkcije f na

prstenu V . Red
∑∞

n=0 cn(z−a)n nazivamo pravilni deoLoranovog reda a
∑−1
−∞ cn(z−a)n

glavni deo Loranovog reda. Primetimo da ako je glavni deo Loranovog reda jednak
nuli, Loranov red funkcije f postaje stepeni red a po Teoremi 5.11 to }e da bude
slu~aj akko je funkcija f analiti~ka na krugu U = {z ∈ C | |z − a| < R}. Otuda,
transformacija funckije u Loranov red ima smisla kada funkcija nije analiti~ka na
nekom ograni~enom potskupu skupa C.

Analizirajmo sada svojstva proizvoqnih redova koji imaju formu:

· · ·+ c−2

(z − a)2
+

c−1

z − a
+ c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · · =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n.
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Pravilni deo ovog reda je klasi~an stepeni red koji konvergira na krugu {z ∈ C |
|z − a| < R} i eventualno u ta~kama wegove granice. Pri tom, konstanta R se ra~una
po Ko{i-Adamarovoj teoremi 5.9. Glavni deo ovog reda je oblika:

n=−1∑
−∞

cn(z − a)n =
∞∑
n=1

c−n
(z − a)n

.

Smenom 1
z−a = w dobijamo opet stepeni red

∑∞
n=1 c−nw

n koji po Ko{i-Adamarovoj
teoremi ima polupre~nik konvergencije r koji se ra~una pomo}u formule

1

r
= lim
−n→∞

n
√
|c−n| = lim

n→−∞
n
√
|cn|.

Tako dobijamo prvi deo slede}eg tvr|ewa:

Teorema 5.27. Red
∑∞

n=−∞ cn(z − a)n konvergira na V = {z ∈ C | 1
r
< |z − a| < R} gde je:

1

R
= lim

n→∞
n
√
|cn|,

1

r
= lim

n→−∞
n
√
|cn|

a wegova suma je analiti~ka funkcija na V .

Dokaz: Po Abelovoj teoremi 5.8, red
∑∞

n=0 cn(z−a)n ravnomerno konvergira na svakom
kompaktnom potskupu kruga {z ∈ C | |z− a| < R}. Tako|e, red

∑∞
n=1 c−nw

n ravnomerno
konvergira na svakom kompaktnom potskupu kruga {w ∈ C | |w| < r} {to implicira
da
∑n=−1
−∞ cn(z − a)n ravnomerno konvergira na svakom kompaktnom potskupu skupa

{z ∈ C | |z − a| > 1
r
}. Otuda, red

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n ravnomerno konvergira na svakom

kompaktnom potskupu skupa V {to po Vajer{trasovoj teoremi (Teorema 5.17) dokazuje
da je wegova suma analiti~ka na V .

Dakle, analiti~kim funkcijama na prstenu mo`emo da pridru`imo Loranov red a
va`i i obrnuto, redovi

∑∞
n=0 cn(z−a)n su funkcije koje su analiti~ke na prstenovima.

Postavqa se pitawe da li je konvergentni red
∑∞

n=0 cn(z − a)n Loranov red svoje sume
kao u slu~aju Tejlorovih redova. Kao {to }emo da vidimo u slde}em tvr|ewu, odogovor
je pozitivan.

Teorema 5.28. Ako funkcija f mo`e na prstenu V = {z ∈ C | r < |z − a| < R} da se
predstavi konvergentim funkcionalnim redom oblika:

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n

tada, za ρ ∈ (r, R), koeficijenti cn se ra~unaju pomo}u formule:

cn =
1

2πi

∮
|ξ−a|=ρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ za sve n ∈ Z.

Dokaz: Neka je K = {z ∈ C | |z − a| = ρ} za neko ρ ∈ (r, R). Tada, po Teoremi 5.27, red

f(z) =
∞∑

k=−∞

ck(z − a)k
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ravnomerno konvergira naK. Kako je funkcija 1
(z−a)n+1 ograni~ena naK, zakqu~ujemo

da red:

f(z)

(z − a)n+1
=

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k−n−1

ravnomerno konvergira na K {to po Teoremi 5.4 implicira da ovaj red na K mo`e da
se integrali ~lan po ~lan. Tako dobijamo da je:∮

|z−a|=ρ

f(z)

(z − a)n+1
dz =

∮
|z−a|=ρ

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k−n−1dz

(∗)
=

∞∑
k=−∞

ck

∮
|z−a|=ρ

(z − a)k−n−1dz.

Kako je po Primeru 4.1 ∮
|z−a|=ρ

(z − a)k−n−1dz =

{
2πi, k = n;
0, k 6= n,

zamenom u (∗) dobijamo da je: ∮
|z−a|=ρ

f(z)

(z − a)n+1
dz = 2πicn

~ime je teorema dokazana.

Za razliku od Tejlorovog reda, ne postoji lepa formula kojom se pomo}u izvoda
ra~unaju koeficijentiLoranovogredaproizvoqnefunkcije. Na sre}u, neke racionalne
funckije mogu bez integracije da se transformi{u u Loranov red kao {to je pokazano
u vi{e zadataka ura|enih na ve`bama (pogledati materijal iz Loranovih redova po-
stavqen na sajtu).

Na kraju, navodimo teoremu ~iji je dokaz analogan dokazu Teoreme 5.6 te ga osta-
vqamo ~itaocima.

Teorema 5.29. (Ko{ijeva nejednakost za koeficijente Loranovog reda) Neka je funkcija

f analiti~ka na prstenu V = {z ∈ C | r < |z−a| < R}. Tada za koeficijente Loranovog
reda funkcije f va`i:

|cn| ≤
M

ρn
za sve n ∈ Z

gde je ρ ∈ (r, R) proizvoqno aM maksimum funkcije |f | na krugu {z ∈ C | |z − a| = ρ}.

Loranovi redovi }e da budu vrlo zna~ajni u slede}em poglavqu kada budemo an-
alizirali singularitete kompleksnih funkcija.
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6 Singulariteti kompleksnih funkcija

Celokupna do sada prikazana analiza kompleksnih funkcija je bazirana na funkcijama
koje su analiti~ke na nekoj oblasti. U ovom poglavqu, prikaza}emo osobine funkcija
koje nisu analiti~ke, specijalno, funkcija koje nisu analiti~ke u ta~kama koje }emo
da nazivamo singulariteti kompleksne funkcije.

Prisetimo se da kompleksne funkcije f : C → C mogu da imaju neprekidne eksten-
zije f : C → C (na primer, bilinearne funkcije) {to ilustruje sobinu da, za razliku
od realnih funkcija, kompleksne funkcije imaju znatno mawe problema u beskona~noj
ta~ki. Ova su{tinska razlika se vrlo lepo vidi prilikom integracije, dok singular-
iteti zna~ajno komplikuju integraciju realnih funkcija, singulariteti kompleksnih
funkcija u specijalnim slu~ajevima zna~ajno pojednostavquju wihovu integraciju.

6.1 Izolovani singulariteti

Urealnoj analizi, singularitetipredstavqaju ta~ke u kojimafunkcija nije neprekidna.
U kompleksnoj analizi zahteva}emo ne{to ja~i uslov, tj. zahteva}emo da funkcija ne
bude analiti~ka u singularitetu. Zato u ovom odeqku, kada ka`emo da funkcija nema
singulariteta na D, podrazumeva se da je ona analiti~ka na D. Naravno, analiti~ke
funkcije su neprekidne me|utim, postoje kompleksne funkcije koje su neprekidne ali
nisu analiti~ke.

Definicija 6.1. Ta~ka a ∈ C se naziva izolovani singularitetfunkcije f ako jefunkcija
f analiti~ka na nekoj okrwenoj okolini ta~ke a.

Prisetimo se da je okrwena okolina ta~ke a ∈ C polupre~nika ρ > 0 skup:

U◦a = {z ∈ C | 0 < |z − a| < ρ}; odnosno U◦∞ = {z ∈ C | |z| > 1/ρ}.

Prakti~no, ta~ka a ∈ C je izolovani singularitet funkcije f ako je a jedina ta~ka
nekog otvorenog skupa u kojoj funkcija f nije analiti~ka.

Sada }emo kao u realnoj analizi da izvr{imo klasifikaciju singulariteta u zavi-
snosti od grani~ne vrednosti funkcije.

Definicija 6.2. Izolovani singularitet a ∈ C funkcije f je:

• otklowiv, ako postoji lim
z→a

f(z) = w gde je |w| <∞;

• pol, ako je lim
z→a

f(z) =∞;

• esencijalan, ako lim
z→a

f(z) ne postoji u prostoru (C, ρ).

Dakle, kao u realnoj analizi, ako je singularitet a funkcije f otklowiv, funkcija
mo`e da se dodefini{e u ta~ki a tako da dobijena funkcija bude neprekidna. Sli~no,
ako je a pol funkcije f i wu u ta~ki a defini{emo sa f(a) =∞, rezultat je neprekidna
funkcija f : Ua → C (prisetimo se bilinearnih funkcija).

Primer 6.1. Klasifikovati singularitet z = 0 funkcija f1(z) = sin z
z
, f2(z) = 1

zn
,

f3(z) = e
1
z , f4(z) = 1

sin π
z
.

Re{ewe: Primetimo da ni jedna od navedenih funkcija nije analiti~ka za z = 0.
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• Tejlorov razvoj funkcije sin z je stepeni red:

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
pa je

sin z

z
=
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n+ 1)!
.

Otuda, f1(z) je suma konvergentnog stepenog reda {to zna~i da je f1 analiti~ka, a
samim tim i neprekidna u z = 0. Tako dobijamo da je lim

z→0
f1(z) = 1 (suma reda za

z = 0) tj. z = 0 je otklowiv singularitet funkcije f1.

• Kako za n > 0 va`i da je lim
z→0

1
zn

=∞, singularitet z = 0 je pol funkcije f2.

• Analizirajmo lim
z→0

e
1
z . Fiksirajmo z = iy. Tada,

lim
y→0

e
1
iy = lim

y→0
e−i

1
y = lim

y→0

(
cos

1

y
− i sin

1

y

)
.

Kako limesi lim
y→0

cos 1
y
i lim
y→0

sin 1
y
ne postoje, zakqu~ujemo da lim

z→0
f3(z) ne postoji pa

z = 0 je esencijalni singularitet funkcije f3.

• Funkcija f4(z) ima singularitete u svim ta~kama z ∈ C gde je sin π
z

= 0 odnosno
π
z

= kπ za sve k ∈ Z {to zna~i da je svaka ta~ka skupa { 1
k
| k ∈ Z} ∪ {0}

singularitet funkcije f4. Kako je z = 0 ta~ka nagomilavawa singulariteta,
zakqu~ujemo da ona nije izolovani singularitet funkcije f4.

Primetimo da je po Loranovoj teoremi 5.26 funkcija f jednaka sumi svog Loranovog
reda na okrwenoj okolini singulariteta. Sada }emo pomo}u keficijenata ovog reda
da izvr{imo klasifikaciju singulariteta.

Teorema 6.1. Izolovani singularitet a ∈ C funkcije f je otklowiv akko Loranov red

funkcije f u okrwenoj okolini ta~ke a ima formu:

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Dokaz:(⇐) Ako je f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n tj. f jednaka sumi konvergentnog stepenog
reda, ona je analiti~ka pa samim tim i neprekidna na krugu konvergencije tog reda pa
je lim

z→a
f(z) = c0.

(⇒) Neka je z = a otklowiv singularitet funkcije f i neka je
∑∞

n=−∞ cn(z − a)n wen
Loranov red na okrwenoj okolini ta~ke a. Kako je po pretpostavci:

lim
z→a

f(z) = w gde je |w| <∞,

postoji R > 0 tako da je f ograni~ena na skupu U◦ = {z ∈ C | 0 < |z− a| < R} odnosno,
za sve z ∈ U◦ va`i da je |f(z)| < M . Tada, po Ko{ijevoj nejednakosti za koeficijente
Loranovog reda 5.29, za proizvoqno 0 < ρ < R va`i da je

|cn| ≤
M

ρn
za sve n ∈ Z.
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Specijalno, zan < 0 va`i da je−n > 0 pa je |cn| < Mρ−n a kako je ρ ∈ (0, R) proizvoqno,
zakqu~ujemo da je cn = 0.

Kao {to vidimo, u izolovanom singularitetu Loranov red je konvergentan stepeni
red {to ilustruje osobinu da, ako funkcija f ima otklowiv izolovani singulatitet
u ta~ki a, ona mo`e da se dodefini{e ne samo do neprekidne, ve} i do analiti~ke
funkcije u ta~ki a (Teorema 5.11). Pri tom, Tejlorov red dobijene funkcije jednak je
Loranovom redu polazne funkcije.

Primetimo u dokazu prethodne teoreme da ako je funkcija f ograni~ena na nekoj
okrwenoj okolini U◦ ta~ke a, tada Loranov red funkcije f na U◦ nema glavni deo {to
opet implicira da je a otklowiv izolovani singularitet funkcije f . Tako dobijamo
jo{ jedan kriterijum otklowivosti izolovanog singulariteta.

Teorema 6.2. Izolovani singularitet a ∈ C funkcije f je otklowiv akko je funkcija f
ograni~ena na nekoj okrwenoj okolini ta~ke a.

Sada }emo da opi{emo kako se pomo}u Loranovog reda detektuju polovi funkcije.

Teorema 6.3. Izolovani singularitet a ∈ C funkcije f je pol akko postoji n0 > 0 tako
da Loranov red funkcije f na okrwenoj okolini ta~ke a ima formu:

f(z) =
∞∑

n=−n0

cn(z − a)n =
c−n0

(z − a)n0
+

c−n0+1

(z − a)n0−1
+ · · ·+ c−1

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Dokaz:(⇐) Ako je funkcija f na U◦a jednaka

f(z) =
c−n0

(z − a)n0
+

c−n0+1

(z − a)n0−1
+ · · ·+ c−1

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n

ona je zbir racionalne funkcije r : U◦a → C i analiti~ke funkcije ϕ : U◦a → C gde je:

r(z) =
c−n0 + c−n0+1(z − a) + · · ·+ c−1(z − a)n0

(z − a)n0
i ϕ(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n.

Tada je
lim
z→a

f(z) = lim
z→a

r(z) + lim
z→a

ϕ(z) = lim
z→a

r(z) + c0 =∞.

(⇒) Neka je z = a pol funkcije f . Tada postoji okrwena okolina U◦a ta~ke a tako da je
g(z) = 1

f(z)
razli~ita od nule za sve z ∈ U◦a . Tako|e, funkcija g je analiti~ka na U◦a jer

je takva i funkcija f . Kako je

lim
z→a

g(z) = lim
z→a

1

f(z)
= 0,

zakqu~ujemo da je z = a otklowiv singularitet funcije g{to implicira da je funkcija
g analiti~ka u ta~ki a a time i na celoj okolini Ua. Dakle, z = a je nula analiti~ke
funkcije g pa po Teoremi 5.18 postoji jedinstveno n0 ∈ N tako da je

g(z) = (z − a)n0ϕ(z)
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gde je ϕ(z) funkcija koja je analiti~ka i razli~ita od nule na nekoj okolini Va ta~ke
a. Tada je i 1

ϕ
analiti~ka na okolini Va pa je po Tejlorovoj teoremi 5.5 jednaka svojem

Tejlorovom razvoju u ta~ki a. Tako dobijamo da je za sve z ∈ V◦a :

f(z) =
1

g(z)
=

1

(z − a)n0

1

ϕ(z)
=

1

(z − a)n0

∞∑
n=0

cn(z − a)n =

=
∞∑
n=0

cn(z − a)n−n0 =
∞∑

n=−n0

cn+n0(z − a)n.

Kako su po Teoremi 5.28 koeficijenti Loranovog reda funkcije f na prstenu a time i
na okrwenoj okolini ta~ke a jedinstveni, teorema je dokazana.

Glavni argument prethodne teoreme je ~iwenica da je pol z = a funkcije f izolovan
{to nam omogu}ava da konstrui{emo funkciju g = 1

f
koja je analiti~ka u ta~ki a gde

je z = a wena izolovana nula. Otuda, postoji vrlo jednostavan kriterijum detekcije
pola funkcije.

Teorema 6.4. Izolovani singularitet a ∈ C je pol funkcije f akko je nula funkcije 1
f

koja je analiti~ka i nije identi~ki jednaka nuli na nekoj okolini ta~ke a.

Dokaz:(⇒) Prethodna teorema.

(⇐) Neka je g = 1
f
analiti~ka i nije identi~ki jednaka nuli na okolini ta~ke a i neka

je g(a) = 0. Tada, funkcija g ispuwava uslove Teoreme 5.18 pa je g(z) = (z− a)nϕ(z) gde
je ϕ(z) 6= 0 za sve z iz neke okoline V ta~ke a. Tada je

f(z) =
1

(z − a)n
1

ϕ(z)
za sve z ∈ V

{to implicira da je lim
z→a

f(z) =∞ jer je 1
ϕ
analiti~ka na V .

Kako se pol funkcije f detektuje kao nula analiti~ke funkcije, ima smisla da
defini{emo wegov red.

Definicija 6.3. Red pola z = a funkcije f je red nule z = a funkcije 1
f
.

Osim prepoznavawa pola, Loranov red funkcije nam omogu}ava i da odredimowegov
red kao {to ilustruje slede}e tvr|ewe.

Teorema 6.5. Red pola z = a funkcije f je jednak −min{n ∈ Z | cn 6= 0} gde su cn, n ∈ Z
koeficijenti Loranovog razvoja funkcije f na okrwenoj okolini ta~ke a.

Dokaz: Ako je z = a pol reda k funkcije f , tada je po Teoremi 5.18 funkcija 1
f
oblika

1
f(z)

= (z− a)kϕ(z) odnosno f(z) = 1
(z−a)n

1
ϕ(z)

gde je funkcija 1
ϕ
analiti~ka i razli~ita

od nule na nekoj okolini ta~ke a. Po Tejlorovoj teoremi 5.5, 1
ϕ(z)

=
∑∞

n=0 cn(z − a)n i

va`i da je c0 6= 0 jer je 1
ϕ(a)
6= 0. Otuda,

f(z) =
1

(z − a)k

∞∑
n=0

cn(z − a)n =
∞∑
n=0

cn(z − a)n−k =
∞∑

n=−k

cn+k(z − a)n

je Loranov razvoj funkcije f u ta~i a gde je koeficijent koji odgovara najmawem stepenu
od (z − a) odnosno stepenu n = −k upravo c0 6= 0.
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Prisetimo se da
∑−1

n=−∞ cn(z − a)n nazivamo glavni deo Loranovog reda∑∞
n=−∞ cn(z − a)n. Otuda, na osnovu do sada dokazanih tvr|ewa, klasifikaciju izolo-

vanog sinulariteta funkcije f mo`emo da izvr{imo prostim prebrojavawem sabiraka
koji su razli~iti od nule reda

∑−1
n=−∞ cn(z − a)n.

Teorema 6.6. (Klasifikacija izolovanih singulariteta)Izolovani singularitet z ∈ C
funkcije f je otklowiv, pol ili esencijalan akko glavni deo Loranovog reda funkcije f na
okrwenoj okolini ta~ke a ima redom, ni jedan, kona~no mogo, beskona~no mnogo sabiraka
razli~itih od nule.

Dokaz: Ako glavni deo Loranovog reda u ta~ki a ima beskona~no mnogo ~lanova, tada
po Teoremi 6.3 z = a nije pol a po Teoremi 6.1 z = a nije otklowiv {to zna~i da z = a
mora da bude esencijalan singularitet jer drugih nema.

Zanimqiva je razlika izme|u singulariteta kompleksne i singulariteta realne
funkcije. Na primer, realna funckija sin 1

x
ima u ta~ki x = 0 esencijalni singularitet

zato {to za proizvoqno x ∈ [−1, 1] postoji niz koji te`i nuli a ~ija slika te`i ta~ki
x. Naravno, {to je mnogo ~e{}i slu~aj, detekcija esencijalnog singulariteta realne
funkcije se svodi na nala`ewe dva niza koji konvergiraju ka istoj ta~ki ali ~ije slike
te`e dvema razli~itim ta~kama. Kao{to }emo da vidimo u slede}em tvr|ewu, situacija
je zna~ajno druga~ija u slu~aju kompleksnih funkcija.

Teorema 6.7. (Teorema Sohockog21) Ako je a ∈ C esencijalni singularitet funkcije f ,
tada za proizvoqno w ∈ C, postoji niz kompleksnih brojeva (zn)n∈N takav da je:

lim
n→∞

zn = a i lim
n→∞

f(zn) = w.

Dokaz: Neka jew =∞. Kako je z = a izolovani singularitet, funkcija f je analiti~ka
na U◦ = {z ∈ C | 0 < |z − a| < R}. Kako je singularitet z = a esencijalan, po
Teoremi 6.2, funkcija f nije ograni~ena na svakoj okrwenoj okolini ta~ke a pa, za
svako n ∈ N, postoji zn ∈ {z ∈ C | 0 < |z − a| < R

n
} tako da je |f(zn)| > n (jer n nije

majoranta funkcije |f |). Tada, niz (zn)n∈N te`i ka a a wegova slika tj.
(
f(zn)

)
n∈N te`i

beskona~nosti.

Neka je sada w ∈ C proizvoqno i neka je f−1
(
{w}

)
= {z ∈ C | f(z) = w}.

Ako je z = a ta~ka nagomilavawa skupa f−1
(
{w}

)
, tada postoji niz (zn)n∈N ta~aka

skupa f−1
(
{w}

)
koji konvergira ka a takav da je

(
f(zn)

)
n∈N = (w)n∈N konstantan niz

koji konvergira ka w.

Ako z = a nije ta~ka nagomilavawa skupa f−1
(
{w}

)
, postoji okrwena okolina U◦a

ta~ke a takva da je f(z) 6= w za sve z ∈ U◦a . To zna~i da mo`emo da defini{emo
analiti~ku funkciju ϕ : U◦a :→ C sa:

ϕ(z) =
1

f(z)− w
odnosno f(z) = w +

1

ϕ(z)
.

Tada, ta~ka z = a mora da bude esencijalni singularitet funkcije ϕ jer u supro-
tnom ne bi bila esencijalni singularitet funkcije f . Otuda, kao {to smo videli na
po~etku dokaza, postoji niz (zn)n∈N koji te`i ka a a wegova slika tj.

(
ϕ(zn)

)
n∈N te`i

beskona~nosti. Dakle, niz (zn)n∈N je takav da:

lim
n→∞

zn = a i lim
n→∞

f(zn) = w + lim
n→∞

1

ϕ(zn)
= w

21Julijan Vasiqevi~ Sohockij 1842-1927 rusko-poqski matemati~ar
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~ime je teorema dokazana.

Prethodna teorema ilustruje da, ako postoje dva niza koji konvergiraju ka a ∈ C a
~ije slike konvergiraju razli~itim vrednostima, tada za proizvoqno w ∈ C mo`emo
da odredimo niz koji konvergira ka a takav da wegova slika konvergira ka w.

U do sada prikazanim tvr|ewima analizirali smo singularitete koji su kona~ne
ta~ke. Sada }emo da se pozabavimo singularitetom z =∞.

Ovde je situacija prili~no jednostavna imaju}i u vidu da za proizvoqnu funkciju
f , grani~na vrednost lim

z→∞
f(z) postoji akko lim

w→0
f
(

1
w

)
postoji i da je tada

lim
z→∞

f(z) = lim
w→0

f

(
1

w

)
.

Otuda, z = ∞ je otklowiv, pol ili esencijalni singularitet funkcije f(z) akko je
w = 0 redom otklowiv, pol ili esencijalni singularitet funkcije f

(
1
w

)
. Ako je

f(z) =
∞∑

n=−∞

cnz
n = · · ·+ c−2

z2
+
c−1

z
+ c0 + c1z + c2z

2 + · · ·

Loranov razvoj funkcije f na prstenu U◦∞ = {z ∈ C | |z| > R} (okrwenoj okolini
beskona~nosti), zamenom z = 1

w
dobijamo

f

(
1

w

)
=

∞∑
n=−∞

cn

(
1

w

)n
= · · ·+ c−2w

2 + c−1w + c0 + c1
1

w
+ c2

1

w2
+ · · · =

∞∑
n=−∞

c−nw
n

tj. Loranov razvoj funkcije f
(

1
w

)
na okrwenoj okolini U◦0 = {w ∈ C | 0 < |w| <

1/R} ta~ke w = 0. Primetimo da pri ovoj transformaciji pravilni deo
∑∞

n=0 cnz
n

Loranovog reda funkcije f(z) postaje glavni deo Loranovog reda funkcije f
(

1
w

)
plus

konstanta c0. Ako sada primenimo Teoremu 6.6 na klasifikaciju singulariteta w = 0
funkcije f

(
1
w

)
, dobijamo slede}e tvr|ewe.

Teorema 6.8. Izolovani singularitet z =∞funkcije f je otklowiv, pol ili esencijalan
akko pravilni deo Loranovog reda funkcije f bez konstante c0 na okrwenoj okolini ta~ke

z =∞ ima redom, ni jedan, kona~no mogo, beskona~no mnogo sabiraka razli~itih od nule.

Primer 6.2. Klasifikovati singularitet z =∞ funkcija sin z, ez, sin 1
z
.

Re{ewe: Funkcija sin z je analiti~ka na celom skupu kompleksnih brojeva pa se wen
Loranov razvoj na orwenoj okolini beskona~nosti poklapa sa Tejlorovim razvojem u
nuli (dokazati!):

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
.

Dakle, pravilnideoLoranovog razvoja sinusa na okolinibeskona~nostiimabeskona~-
no mnogo ~lanova razli~itih od nule pa sin z ima esencijalni singularitet u ta~ki
z =∞. Sli~no va`i i za funkciju ez.

Zamenom z = 1
w
u Loranov razvoj funkcije sin z, dobijamo Loranov razvoj funkcije

sin 1
z
na okrwenoj okolini ta~ke z =∞

sin
1

z
=

0∑
n=−∞

(−1)n

(2n+ 1)!

1

z2n+1
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~iji pravilni deo je jednak nuli {to imlicira da je z = ∞ otklowiv singularitet
funkcije sin 1

z
.

Sada }emo da opi{emo posebne klase funkcija u odnosu na prirodu wihovih singu-
lariteta. Primetimo da zanimqive funkcije moraju da imaju singularitete na skupu
C jer u suprotnom bi bile bile analiti~ke na C{to bi po teoremi Liuvila 5.2 impli-
ciralo da su konstantne.

Definicija 6.4. Funkcije koje nemaju kona~nih singularnihta~aka nazivamo celefunkcije.

Dakle, cele funkcije su analiti~ke na skupu C i imaju singularitet samo za z =∞.
Ako je z = ∞ otklowiv singularitet cele funkcije f , ona mo`e u beskona~nosti da
se dodefini{e do funkcije koja je analiti~ka na celom skupu C a takva funkcija je
teoremi Liuvila konstantna pa }e samim tim i funkcija f da bude konstantna. Cele
funkcije kojima je z =∞ pol su vrlo jednostavne.

Teorema 6.9. Ako cela funkcija f ima pol u beskona~nosti, tada je f polinom.

Dokaz: Neka je z = ∞ pol funkcije f . Tada, po Teoremi 6.8, Loranov razvoj funkcije
f na skupu C \ {0} (koji je okrwena okolina beskona~nosti) ima pravilni deo kojeg
formira kona~no mnogo sabiraka. Otuda,

f(z) =
∞∑
n=1

c−n
zn

+ c0 + c1z + · · ·+ cnz
n za sve z ∈ C \ {0}.

Koeficijenti c−n, za sve n ∈ N se po Teoremi 5.26 ra~unaju pomo}u formule

c−n =
1

2πi

∮
|z|=ρ

f(z)zn−1dz.

Kako je funkcija f(z)zn−1 analiti~ka na C, po Posledici 4.3 va`i da je c−n = 0 za sve
n ∈ N. Dakle, funkcija f je polinom.

Kao {to smo pokazali, cele funkcije koje nisu polinomi, na primer cos z, sin z,
ez, moraju u beskona~nosti da imaju esencijalni singularitet. Ove funkcije se u
literaturi nazivaju transcendentne cele funkcije.

Definicija 6.5. Za funkciju koja na oblasti D nema drugih singulariteta osim polova

ka`emo da je meromorfna na D. Ako je funkcija meromorfna na C ka`emo samo da je

meromorfna.

Polovi su po definiciji izolovani singulariteti. To zna~i da oko svakog pola
postoji okrwena okolina na kojoj je funkcija analiti~ka odnosno koja na woj nema
drugih singulariteta. Poka`imo da za proizvoqno n ∈ N krug Kn = {z ∈ C | |z| < n}
mo`e da sadr`i samo kona~no mnogo polova meromorfne funkcije f . Pretpostavimo
suprotno tj. daKn sadr`i beskona~no mnogo polova. Kako jeKn ograni~en, zbog prin-
cipa kompaktnosti, familija polova funkcije f bi morala da ima ta~ku nagomilavawa
z = a na skupu Kn a samim tim i na C. To daqe implicira da je f(a) = ∞ ali a nije
izolovani singularitet jer u svakoj svojoj okolini mora da ima bar jo{ jedan pol i tu
dolazimo do kontradikcije. Kako je:

C =
⋃
n∈N

Kn
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a svaki skupKn sadr`i kona~no polova, zakqu~ujemo da meromorfna funkcija f mo`e
da ima najvi{e prebrojivo mnogo polova. Primeri meromorfnih funkcija koje imaju
prebrojivo polova su tg z i ctg z.

Analognom argumetacijom mo`e da se doka`e i slede}e tvr|ewe.

Lema 6.1. Ako funkcija f ima na oblasti D samo izolovane singularitete, tada svaki

ograni~en potskup koji kompaktno pripada oblasti D mo`e da sadr`i samo kona~no

mnogo singulariteta funkcije f .

Kao i kod celih funkcija, osobine funkcija koje su meromorfne na skupu C zavise
od singulariteta z =∞.

Teorema 6.10. Ako meromorfna funkcija f u beskona~nosti ima otklowiv singularitet
ili pol, tada je f racionalna funkcija.

Dokaz: Po pretpostavci, z = ∞ je izolovani singularitet funkcije f {to zna~i da
postoji okrwena okolina beskona~nosti tj. skup U◦∞ = {z ∈ C | |z| > R} na kojem
funkcija f nema singulariteta. To implicira da jedini preostali singulariteti
funkcije f pripadaju skupu C \ U◦∞ koji je ograni~en i kompaktno pripada prostoru C.
Po prethodnoj lemi, zakqu~ujemo da funkcija f ima kona~no singulariteta na C.

Neka su a1, a2, · · · , an kona~ni polovi funkcije f . Po Teoremi 6.6, glavni deo Lo-
ranovog reda funkcije f na okrwenoj okolini U◦ai ta~ke ai ima kona~no mnogo sabiraka
pa je oblika:

gi(z) =
c−ni

(z − ai)ni
+

c−ni+1

(z − ai)ni−1
+ · · ·+ c−1

z − ai
{to zna~i da za svako z ∈ U◦ai va`i f(z) = gi(z) + ϕi(z) gde je ϕi suma pravilnog dela

Loranovog reda funkcije f na U◦ai pa je analiti~ka na Uai . Primetimo da je gi : C→ C

racionalna funkcija ~iji je jedini singularitet ta~ka z = ai.

Defini{imo polinom g : C→ C sa:

• ako je z =∞ otklowiv singularitet funkcije f , neka je g ≡ 0;

• ako je z = ∞ pol funkcije f , neka je g pravilni deo Loranovog razvoja funkcije
f na okrwenoj okolini beskona~nosti odnosno na skupu U◦∞.

Po Teoremi 6.8, funkcija g je polinom a za svako z ∈ U◦∞ va`i da je f(z) = r(z) + g(z)
gde je r(z) suma glavnog dela Loranovog reda funkcije f na U◦∞ koji je u beskona~nosti
jednak nuli. Analizirajmo sada funkciju:

Φ(z) = f(z)− g(z)−
n∑
i=1

gi(z).

Prvo, singulariteti funkcije Φ su a1, a2, . . . , an i z =∞. Drugo za svako z ∈ U◦ai va`i:

Φ(z) = gi(z) + ϕi(z)− g(z)−
n∑
j=1

gj(z) = ϕi(z)− g(z)−
∑
j 6=i

gj(z)

{to implicira da je z = ai otklowiv singularitet funkcije Φ. Tre}e, za svako z ∈ U◦∞

Φ(z) = r(z) + g(z)− g(z)−
n∑
j=1

gj(z) = r(z)−
n∑
j=1

gj(z)
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{to zna~i da je z = ∞ tako|e otklowiv singularitet funkcije Φ. Dakle, funkcija
Φ ima na C samo otklowive singularitete {to zna~i da mo`e da se dodefini{e do
funkcije koja je analiti~ka na C. Kako su po teoremi Liuvila 5.7 analiti~ke funkcije
na C konstantne, zakqu~ujemo da je i Φ konstantna odnosno da je Φ(z) = c. Otuda

f(z) = g(z) +
n∑
j=1

gj(z) + c

a ovo je racionalna funkcija.

Ovu teoremu smo mogli jednostavnije da iska`emo sa: funkcija koja je meromorfna
na C je racionalna. Kao {to }emo da vidimo u slede}em odeqku, posebno su intere-
santni integrali meromorfnih funkcija.

6.2 Ostatak kompleksne funkcije

U ve}ini uxbenika, naslov ovog poglavqa bi glasio: reziduumi. Termin reziduum se
van matematike i par nauka verovatno nigde vi{e ne koristi. Nastao je od latinske
re~i reziduum ili sli~ne engleske residue koje u bukvanom prevodu zna~e ostatak.
Razlog za{to se u literaturi ne koristi Bogom dani termin je{to u matematici termin
ostatak ve} ima vrlo veliku primenu: ostatak konvergentnog reda, ostatak deqewa i
sli~no. Konkretan �ostatak� koji }emo ovde da analiziramo je vrlo specifi~an i
ti~e se osobine da prilikom integracije kompleksne funkcije po granici kona~ne
oblasti, mo`emo da zanemarimo delove oblasti u kojima je funkcija analiti~ka i
wih odbacimo dok ne ostane �ostatak� ili �vi{ak� ili �resto� u izolovanom singula-
ritetu. Prvobitni prevodioci matematike na srpski jezik mo`da nisu imali razloga
da ovaj prelepi koncept kompleksne analize krste latinskim terminom ali mi }emo
ovde svakako da koristimo intuitivni srpski termin.

Definicija 6.6. Ostatak (reziduum) analiti~ke funkcije f : U◦a → C u kona~nom

izolovanom singularitetu a ∈ C je kompleksan broj

Res(f, a) =
1

2πi

∮
γ

fdz

gde je γ pozitivno orijentisana kru`nica sa centrom u ta~ki a koja je sadr`ana u

okrwenoj okolini U◦a .

Primetimo da ostatak funkcije ne zavisi od polupre~nika kru`nice γ zato {to
su kru`nice razli~itih polupre~nika homotopne na U◦a pa su po Osnovnoj Ko{ijevoj
teoremi 4.9 integrali analiti~ke funkcije po wima jednaki. Sada navodimo mo`da
najlep{u teoremu kompleksne integracije.

Teorema 6.11. (Ko{ijeva teorema o ostatku)Neka je funkcija f analiti~ka na oblasti
D osim u izolovanim singularitetima. Neka je γ deo po deo glatka kriva koja ograni~ava
oblast V koja kompaktno pripada oblasti D i neka je f analiti~ka du` krive γ. Tada:∮

γ

fdz = 2πi
∑
ai∈V

Res(f, ai)

gde su ai izolovani singulariteti funkcije f iz oblasti V .
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Dokaz: O~igledno da je oblast V ograni~ena pa zbog Leme 6.1 sadr`i kona~no mnogo
singulariteta a1, a2, . . . , an funkcije f . Sada, oko svakog singulariteta ai postoji
okolina Ui = {z ∈ C | |z − ai| < ρi} ograni~ena kru`nicom γi koja kompaktno pripada
oblasti V . Tada, funkcija f je analiti~ka na oblasti V ′ = V \ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un.
Kako granicu oblasti V ′ parametrizuju krive γ, γ1, . . . , γn (gde su γ1, . . . , γn negativno
orijetisane), oblast V ′ i funkcija f zadovoqavaju uslove Op{te Ko{ijeve teoreme 4.12
pa je

0 =

∮
∂V ′

fdz =

∮
γ

fdz −
∮
γ1

fdz − · · · −
∮
γn

fdz,

{to po definiciji ostatka funkcije implicira da je∮
γ

fdz = 2πi
n∑
i=1

1

2πi

∮
γi

fdz = 2πi
n∑
i=1

Res(f, ai).

^itaoci se u ovomtrenutku verovatnopitaju ~emu 2πi u definicijiostatkafunkcije.
Razlog je vrlo jednostavan, po Loranovoj teoremi 5.26, ostatak funkcije f u izolovanom
singularitetu a ∈ C je ni{ta drugo do koeficijent c−1 Loranovog razvoja funkcije f
na okrwenoj okolini singulariteta a!

Teorema 6.12. Ako je a izlolovani singularitet funkcije f , tada Res(f, a) = c−1 gde je

f(z) =
∑∞

n=−∞ cn(z − a)n Loranov razvoj funkcije f na okrwenoj okolini ta~ke a.

Dokaz: Po definiciji izolovanog singulariteta, funkcija f mora da bude analiti~ka
na U◦a = {z ∈ C | 0 < |z − a| < ρ} a ovo je svojevrstan prsten sa centrom u ta~ki a na
kojem po Loranovoj teoremi 5.26 funkcija f ima razvoj u red

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n gde se

koeficijenti cn, n ∈ Z ra~unaju pomo}u formule

cn =
1

2πi

∮
γr

f(z)

(z − a)n+1
dz

a γr je kru`nica sa centrom u a polupre~nika 0 < r < ρ. Zamenom n = −1, sa desne
strane dobijamo po definiciji ostatak funkcije f u ta~ki a

Dakle, radira~unawaintegralafunkcije koja imaizolovane singularitete, mo`emo
da izra~unamo koeficijent c−1 wenog Loranovog razvoja na okrwenim okolinama
izolovanih singulariteta koji se i sami ra~unaju pomo}u integrala? Prethodna
re~nica treba da se pro~ita sarkasti~no. Na sre}u, postoji prakti~niji na~in za
ra~unawe koeficijenta c−1 i predstavi}emo ga u nastavku. Kre}emo od najjednostavni-
jeg slu~aja.

Posledica 6.1. Ako je a otkliwiv singularitet funkcije f , tada je Res(f, a) = 0.

Dokaz: Teorema 6.6.

Neka je sada z = a pol reda k. Po Teoremi 6.5, Loranov red funkcije f na okrwenoj
okolini ta~ke a je oblika:

f(z) =
c−k

(z − a)k
+

c−k+1

(z − a)k−1
+ · · ·+ c−2

(z − a)2
+

c−1

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n.
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Ako prethodnu jedna~inu pomno`imo sa (z − a)k dobijamo:

(z− a)kf(z) = c−k + c−k+1(z− a) + · · ·+ c−2(z− a)k−2 + c−1(z− a)k−1 +
∞∑
n=0

cn(z− a)n+k.

Sada, ako diferenciramo levu i desnu stranu dobijene jedna~ine k− 1 puta, koriste}i
osobinu da stepeni redovi mogu da se diferenciraju ~lan po ~lan proizvoqan broj
puta na oblasti konvergencije, dobijamo:(

f(z)(z − a)k
)(k−1)

= c−1(k − 1)! +
∞∑
n=0

(n+ k)!

(n+ 1)!
cn(z − a)n+1.

Na kraju, ne mo`emo odmah da zamenimo z = a u prethodnoj jedna~ini jer z = a je pol
odnosno singularitet funkcije f ali, ovaj se probllem lako re{ava pomo}u grani~ne
vrednosti.

Teorema 6.13. Ako je z = a pol reda k funkcije f tada je

Res(f, a) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

(
(z − a)kf(z)

)(k−1)
.

Dakle, umestodara~unamointegralfunkcije po granicioblastinakojoj jefunkcija
meromorfna, mo`emo da izra~unamo wene ostatke u polovima pomo}u grani~ne vred-
nosti {to je vi{estruko jednostavnije. Ovo je vrlo lepo svojstvo kompleksne in-
tegracije, umesto da komlikuju integralni ra~un, singulariteti ga nekada zna~ajno
pojednosavquju.

Pre nego{to navedemo primere integracije pomo}u ostataka, analizirajmo ostatak
funkcije koja ima z =∞ kao izolovani singularitet.

Definicija 6.7. Ostatak analiti~ke funkcije f : U◦∞ → C u izolovanom singularitetu

z =∞ je kompleksan broj

Res(f,∞) =
1

2πi

∮
γ−

fdz

gde je γ− negativno orijentisana kru`nica sa centrom u z = 0 koja ograni~ava U◦∞.

U prethodnoj definiciji biramo da γ bude negativno orijentisana da bi se sa wene
leve strane nalazile ta~ke okrwene okoline beskona~nosti U◦∞ = {z ∈ C | |z| > R}. Na
skupu U◦∞ funkcija f je jednaka sumi svojeg Loranovog reda koji se ra~una po stepenima
od (z − 0) jer z = 0 je centar prstena U◦∞. Dakle,

f(z) =
∞∑

n=−∞

cnz
n za sve z ∈ U◦∞

a koeficijenti ovog reda se ra~unaju po standardnoj formuli:

cn =
1

2πi

∮
γr

f(z)

zn+1
dz za b ∈ Z.

Jednostavnim upore|ivawem, dobijamo da je Res(f,∞) = −c−1. Kako je klasifikacija
beskona~nog izolovanog singulariteta po Teoremi 6.8 vezana za pravilni deo Lo-
ranovog reda, od integrala ne postoji jednostavnija formula za ra~unawe ostatka u
beskona~nosti. Me|utim, ovaj nedostatak mo`e da se nadomesti u jednom specijalnom
slu~aju.
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Teorema 6.14. Ako funkcija f ima na C kona~no singulariteta a1, a2, . . . , an, tada je:

Res(f,∞) +
n∑
i=1

Res(f, ai) = 0.

Dokaz: Jasno je da ako funkcija ima kona~no singulariteta, svi oni su izolovani
singulariteti i z = ∞ je tako|e wen izolovani singularitet (dokazati). Neka su
a1, a2, . . . , an kona~ni izolovani singulariteti funkcije f i neka je R = 1 + max{|ai| |
i = 1, . . . , n}. Tada, oblast U = {z ∈ C | |z| < R} sadr`i sve kona~ne singularitete
funkcije f tj. funkcija f je analiti~ka na wenom komplementu {to zna~i da ostatak u
beskona~nosti mo`emo da ra~unamo pomo}u integrala:

Res(f,∞) =
1

2πi

∮
∂U−

fdz = − 1

2πi

∮
∂U

fdz.

Kako oblast U i funkcija f zadovoqavaju uslove Ko{ijeve teoreme o ostatku 6.11,
dobijamo da je

Res(f,∞) = − 1

2πi

(
2πi

n∑
i=1

Res(f, ai)

)
= −

n∑
i=1

Res(f, ai)

~ime je teorema dokazana.

Primer 6.3. Izra~unati
∮
|z|=2

dz
(z8+1)2

.

Re{ewe: Funkcija f(z) = 1
(z8+1)2

ima osam polova drugog reda i svi su oni po modulu

mawi od 2 tj. pripadaju oblasti koju ograni~ava kru`nica {z ∈ C | |z| = 2}. Da ne bi
ra~unali ostatke u svih osam polova, po prethodnoj teoremi, lak{e je da izra~unamo
ostatak u beskona~nosti. Kako je ta~ka z = ∞ nula {esnestog reda funkcije f , ko-
eficijenti cn wenog Loranovog razvoja za n > −16 su jednaki nuli {to zna~i da je i
c−1 = 0. Otuda:∮

|z|=2

dz

(z8 + 1)2
= 2πi

7∑
k=0

Res(f, ei(π/8+2kπ/8)) = −2πiRes(f,∞) = 0.

Primer 6.4. Izra~unati integral
∞∫
−∞

eitx

1+x2
dx gde je t ∈ R.

Re{ewe: Dati integral konvergira zato {to je
∣∣ eitx

1+x2

∣∣ = 1
1+x2

i va`i da je
∞∫
−∞

dx
1+x2

= π.

Razlikujemo dva slu~aja t ≥ 0 i t < 0. Neka je f(z) = eitz

1+z2
.

Neka je t ≥ 0. Posmatrajmo oblast DR = {z ∈ C | |z| < R, Im z > 0}. Wenu granicu
~ine polu-kru`nica γR(ϕ) = Reiϕ, ϕ ∈ [0, π] i segment [−R,R]. Tada je∮

∂DR

fdz =

∮
[−R,R]

fdz +

∮
γR

fdz.
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Kako funkcija f na oblasti DR ima samo jedan pol z = i u kojem je ostatak:

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

(z − i) eitz

(z − i)(z + i)
=
e−t

2i
,

dobijamo da je ∮
[−R,R]

fdz +

∮
γR

fdz
(∗)
= 2πiRes(f, i) = πe−t.

Ako potra`imo grani~nu vrednost leve i desne strane jednakosti (∗) kada R te`i
beskona~nosti, prvi integral postaje integral koji ho}emo da izra~unamo. Za drugi
intergal, koristimo osobinu da za svako z ∈ DR va`i |eitz| = |eit(x+iy)| = |eitx| |e−ty| < 1
{to implicira da je |f(z)| ≤ 1

|1+z2| . Tako|e, kako za ta~ke kru`nice γr va`i da je |z| = R

dobijamo da je |z2 + 1| ≥ R2 − 1 (mo`emo da pretpostavimo da je R > 1) {to zna~i da je
|f(z)| ≤ 1

R2−1
pa po Posledici 4.1 dobijamo da je

0 <

∣∣∣∣ ∫
γR

fdz

∣∣∣∣ < Rπ

R2 − 1
.

Po teoremi o ukqe{tewu za realne nizove, zakqu~ujemo da je

lim
R→∞

∣∣∣∣ ∫
γR

fdz

∣∣∣∣ = 0 pa je lim
R→∞

∫
γR

fdz = 0

{to zamenom u jedna~ini (∗) implicira da je

∞∫
−∞

eitx

1 + x2
dx = πe−t.

Sada, za t < 0. Primetimo da je jedino mesto iz prethodnog ra~una gde imamo
problem sa t < 0 ograni~ewe |eitz| = |eit(x+iy)| = |e−ty| < 1 jer je t negativno pa je −ty
pozitivan za y = Im z > 0. Zbog toga, u ovom slu~aju integraciju radimo po granici
oblastiDR = {z ∈ C | |z| < R, Im z < 0} jer je tada proizvod−ty negativan pa mo`emo
da formiramo isto ograni~ewe. Ostatak je analogan kao u prethodnom ra~unu s'tim
{to je integral jednak:

∞∫
−∞

eitx

1 + x2
dx = 2πiRes(f,−i) = πet

zato {to pol z = −i sada pripada oblasti DR.
Na kraju, tra`eni integral je:

∞∫
−∞

eitx

1 + x2
dx = πe−|t| za sve t ∈ R.
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Primer 6.5. Izra~unati integrale
∞∫
−∞

cosnx
1+x2

dx za proizvoqno n ∈ N.

Re{ewe: Na osnovu prethodnog primera, za proizvoqno t ∈ R va`i

πe−|t| =

∞∫
−∞

eitx

1 + x2
dx =

∞∫
−∞

cos tx+ i sin tx

1 + x2
dx =

∞∫
−∞

cos tx

1 + x2
dx+ i

∞∫
−∞

sin tx

1 + x2
dx.

Kako je πe−|t| realan broj, zakqu~ujemo da je

πe−|t| =

∞∫
−∞

cos tx

1 + x2
dx

za proizvoqno t ∈ R.
Ako analiziramore{eweuprethodnadvaprimera, primetimodaimenilacfunkcije

f mo`e da bude bilo koji polinom stepena n ≥ 2 koji nema nula na realnoj osi a re{ewe
integrala bi bilo potpuno analogno. Zato ovde navodimo jednu prakti~nu teoremu koja
}e da nam zna~ajno ubrza ra~un kod ovakvih integrala.

Teorema 6.15. Neka funkcija f na gorwoj polu-ravni {z ∈ C | Im z > 0} ima samo

izolovane singularite. Ako je (Rn)n∈N niz koji te`i beskona~nosti takav da niz

M(Rn) = max{|f(z)| | z = γRn(ϕ) = Rne
iϕ, ϕ ∈ (0, π)} te`i nuli, tada za proizvoqno

t > 0 niz integrala ∫
γRn

f(z)eitzdz

te`i nuli kada Rn te`i beskona~nosti.

Dokaz: U teoremi ne uzimamo polu-kru`nice γR proizvoqnog polupre~nika zato {to
tada mo`e da se desi da γR prolazi kroz neki singularitet pa ne bi postojao maksimum
funkcije |f | na woj ({tavi{e, maksimum bi bio beskona~no, razmislite za{to).

Pretpostavimoprvodaϕ ∈ (0, π
2
) tj. posmatrajmodesnupolovinuγ′Rn polu-kru`nice

γRn . Kako za ϕ ∈ [0, π
2
] va`i da je sinϕ ≥ 2

π
ϕ dobijamo da je:

|eitz| = |eitRneiϕ| = |eitRn(cosϕ+i sinϕ)| = e−tRn sinϕ ≤ e−
2tr
π
ϕ.

Zamenom z = Rne
iϕ i dz = Rnie

iϕdϕ dobijamo da je∣∣∣∣ ∫
γ′Rn

f(z)eitzdz

∣∣∣∣ ≤M(Rn)

π
2∫

0

e−
2tr
π
ϕRndϕ = M(Rn)

π

2t
(1− e−tRn)

a ovaj niz te`i nuli kada Rn te`i beskona~nosti.

Za ϕ ∈ (π
2
, π) koristimo osobinu da je sin(ϕ) = sin(π − ϕ) {to nam omogu}ava da

posle smene ϕ = π − ϕ′ gde ϕ′ ∈ (0, π
2
) dobijemo isto ograni~ewe i u integralu po levoj

polu-kru`nici.

Koriste}i ovu teoremu, za svako t > 0 mo`e da se izra~una intergal
∞∫

−∞

f(x)eitxdx

gde je f(z) kompleksna funkcija koja ima samo izolovane singularitete koji nisu na
realnoj osi i koja u beskona~nosti ima otklowiv singularitet f(∞) = 0.
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7 Vi{ezna~ne kompleksne funkcije

U ovom poglavqu }emo da analiziramo svojstva specifi~nih kompleksnih �funkcija�
poput korena i kompleksnog logaritma koje na kraju krajeva i ne mogu da budu defin-
isane kao funkcije u klasi~nom smislu. Uzmimo na primer kompleksan koren. Znamo
da jedna~ina f(z) = zn ima u skupu kompleksnih brojeva n razli~itih re{ewa:

wk = n
√
|z|ei(

arg z
n

+ 2kπ
n

) gde je k = 0, 1, . . . , n− 1.

Postavqa se pitawe na koji na~in da defini{emo kompleksni koren? Ako na primer
koren defini{emo sa:

n
√
z = n

√
|z|ei

arg z
n ,

rezultat korena }e da zavisi od izbora argumenta kompleksnog broja z tj. ako na isti
kompleksni broj z = eiπ i z = e3iπ primenimo ovako definisani koren, dobijamo
dve razli~ite vrednosti. Ovaj problem naizgled mo`e da se re{i ako zahtevamo da
argument broja z pripada intervalu (−π, π). Me|utim, {ta da radimo za kompleksne
brojeve z ∈ C za koje je arg z = π? Kako je funkcija f(z) = zn �na�, prirodno je da
n−ti kompleksan koren bude definisan za svako z ∈ C. Me|utim, kako god defin-
isali n−ti koren na negativnom delu realne ose, funkicja n

√
|z|ei arg zn ne}e da bude

neprekidna. Sa druge strane, ako zahtevamo da argument kompleksnog broja pripada
intervalu (0, 2π), funkcija n

√
|z|ei arg zn }e da bude neprekidna svuda osim na pozitivnom

delu realne ose. Zbog toga, da bi dobro definisali kompleksni koren, primeni}emo
malo komplikovaniju matemati~ku konstrukciju baziranu na ekstenziji kompleksnih
funkcija.

7.1 Globalna analiti~ka funkcija

Kao {to smo ve} pokazali, kompleksan koren mo`emo bez ve}ih pote{ko}a da defini-
{emo na odre|enim potskupovima kompleksnih brojeva. Zato, prirodna intuicija
navodi na zakqu~ak da funkciju koja je analiti~ka na celoj kompleksnoj ravni mo`emo
da dobijemo prostim produ`ewem (ekstenzijom) funkcija na potskupovima.

Definicija 7.1. Neka je f0 : D → C analiti~ka na D ⊆ C i neka je D ⊆ V . Analiti~ka
funkcija f : V → C je analiti~ko produ`ewe funkcije f0 ako je

f(z) = f0(z) za sve z ∈ D

.

Primer 7.1. Kompleksne funkcije zn, ez, sin z : C→ C, predstavqaju jedinstvena anali-

ti~ka produ`ewa realnih funkcija xn, ex, sinx : R→ R na skup kompleksnih brojeva.

Re{ewe: Zaista, ako je f(z) bilo koja od navedenih funkcija, ona se po definiciji
poklapa sa odgovaraju}om realnom funkcijom na skupuR. Naravno, svaka od navedenih
funkcija je analiti~ka na celom skupu kompleksnih brojeva.

[to se ti~e jedinstvenosti, pretpostavimo da je g : C → C analiti~ka funkcija
koja se na skupu realnih brojeva poklapa, na primer, sa ex. Tada,

g(z) = ez za sve z ∈ R
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{to zna~i da skup {z ∈ C | g(z) = ez} = R ima neprebrojivo mnogo ta~aka nagomila-
vawa na skupuC{to po Teoremi o jedinstvenosti analiti~ke funkcije 5.19 implicira
da je g(z) = ez za sve z ∈ C.

Sada }emo da opi{emo najjednostavniju situaciju kada mo`emo da izvr{imo eksten-
ziju analiti~ke funkcije.

Definicija 7.2. Ure|eni par (Ua, fa), gde je Ua krug sa centrom u ta~i z = a a fa funkcija
koja je analiti~ka na Ua, nazivamo kanonski analiti~ki element ili kratko element.

Elementi (Ua, fa) i (Ub, fb) su neposredno ekvivalentni, pi{emo (Ua, fa) ∼ (Ub, fb) akko

Ua ∩ Ub 6= ∅ i f1(z) = f2(z) za sve z ∈ U1 ∩ U2.

O~igledno da ako su elementi (U1, f1) i (U2, f2) neposredno ekvivalentni, mo`emo
da defini{emo analiti~ku funkciju f : U1 ∪ U2 → C sa

f(z) =

{
f1(z), z ∈ U1;
f2(z), z ∈ U2 \ U1

koja je jedinstveno analiti~ko produ`ewe funkcija f1 i f2 na skup U1 ∪ U2. Ako na
ovaj na~in `elimo da nastavimo proces produ`ewa analiti~ke funkcije, nailazimo
na sli~ne pote{ko}e kao prilikom konstrukcije primitivne funkcije (potsetimo se
poglavqa 4.2). Me|utim, problem }emo da re{imo na sli~an na~in.

Definicija 7.3. Elementi (Ua, fa) i (Ub, fb) su globalno ekvivalentni, pi{emo (Ua, fa) ≈
(Ub, fb), akko postoji put γ : [α, β]→ C koji povezuje ta~ke a i b i familija elemenata

F = {(Uγ(ti), fγ(ti)) | α = t0 < t1 < · · · < tn = β}

takvih da je (Uγ(ti−1), fγ(ti−1)) ∼ (Uγ(ti), fγ(ti)) za sve i = 1, . . . , n i (Uγ(t0), fγ(t0)) = (Ua, fa)
a (Uγ(tn), fγ(tn)) = (Ub, fb).

Prakti~no, prilikomprovere globalne ekvivalentnosti elemenata (Ua, fa)i (Ub, fb),
konstrui{emo put koji povezuje ta~ke a i b i wegov otvoreni pokriva~ krugovima
takvim da na uniji susednih krugova mo`e da se izvr{i analiti~ko produ`ewe odgo-
varaju}ih funkcija kao {to je ilustrovano na grafiku ispod.

Grafik 37: Globalna ekvivalencija kanonskih elemenata (Ua, fa) i (Ub, fb), primetimo
da fγ(t2) i fa ne moraju da se poklapaju na Uγ(t2) ∩ Ua.
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Teorema 7.1. Relacija ≈ je relacija ekvivalencije na familiji svih kanonskih ana-

liti~kih elemenata.

Dokaz: O~igledno da iz neposredne ekvivalentnosti elemenata sledi wihova globalna
ekvivalentnost pa je zato svaki kanonski element globalno ekvivalentan samom sebi.

Doka`imo simetri~nost relacije ≈. Neka put γ : [0, 1]→ C i familija elemenata

F = {(Uγ(ti), fγ(ti)) | 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1}

obezbe|uju relaciju (Ua, fa) ≈ (Ub, fb). Tada put γ− : [0, 1] → C dat sa γ−(t) = γ(1 − t)
(suprotan put putu γ) i familija elemenata

F− = {(Uγ(1−ti), fγ(1−ti)) | 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 0}

obezbe|uju relaciju (Ub, fb) ≈ (Ua, fa).

Doka`imo jo{ tranzitivnost relacije ≈. Neka je (Ua, fa) ≈ (Ub, fb) i (Ub, fb) ≈
(Uc, fc). To zna~i da postoje putevi γ1 : [0, 1]→ C i γ2 : [1, 2]→ C takvi da je γ1(0) = a,
γ1(1) = b = γ2(1), γ2(2) = c i familije elemenata:

F1 = {(Uγ1(ti), fγ1(ti)) | 0 = t0 < t1 < · · · < tn1 = 1},

F1 = {(Uγ2(si), fγ2(si)) | 1 = s0 < s1 < · · · < sn2 = 2}.

kojima su susedni elementi u relaciji ∼. Tada, put γ : [1, 2]→ C dat sa

γ(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, 1);
γ2(t), t ∈ [1, 2].

povezuje ta~ke a i c a familija elemenata

F1 = {(Uγ(ri), fγ(ri)) | 0 = r0 < r1 < · · · < rn1+n2 = 2},

gde je ri = ti ako je i < n1 a ri = si−n1 ako je i ≥ n1 obezbe|uje relaciju (Ua, fa) ≈ (Uc, fc)
(ispisati detaqe).

Dakle, relacija≈ razbija sve kanonske analiti~ke elemente na klase ekvivalencije.
[tavi{e, funkciju koja je analiti~ka na oblasti D mo`emo da posmatramo kao klasu
ekvivalencije elementa F = (Ua, fa) u odnosu na relaciju ≈ (pi{emo [F ]≈) gde je
Ua ⊆ D i fa(z) = f(z) za sve z ∈ Ua. To je zbog toga {to bilo koji drugi drugi
analiti~ki element (Ub, fb) koji ima iste osobine mora da bude globalno ekvivalentan
elementu (Ua, fa) zato {to je oblast putevima povezan i otvoren skup pa lako mo`e da se
konstrui{e odgovaraju}i put i niz kanonskih elemenata koji ih povezuju. Kako je svaka
oblast unija krugova, umesto kanonskog analiti~kog elementa mo`emo da posmatramo
tzv. klasi~ni analiti~ki element odnosno par (D, f) gde je D oblast a f funkcija koja
je analiti~ka na woj.

Prethodni pristup nam omogu}ava da poistovetimo kanonske elemente na istim
oblastima koji odgovaraju razli~itim funkcijama.

Primer 7.2. Neka je U1 = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ − 1| < 1,−π
2
< ϕ < π

2
}. Dokazati da su

kanonski elementi (U1,
√
ρei

ϕ
2 ), (U1,

√
ρei

ϕ
2

+iπ) globalno ekvivalentni
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Re{ewe: Uo~imo put γ : [0, 2π] → C dat sa γt = eit koji po~iwe i zavr{ava se u ta~ki
z = 1. Tada, analiti~ki elementi

(U1, f1), U1 = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ− 1| < 1,−π
2
< ϕ < π

2
}, f1(ρeiϕ) =

√
ρei

ϕ
2 ;

(Ui, fi), Ui = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ− i| < 1, 0 < ϕ < π}, fi(ρe
iϕ) =

√
ρei

ϕ
2 ;

(U−1, f−1), U−1 = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ+ 1| < 1, π
2
< ϕ < 3π

2
}, f−1(ρeiϕ) =

√
ρei

ϕ
2 ;

(U−i, f−i), U−i = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ+ i| < 1, π < ϕ < 2π}, f−1(ρeiϕ) =
√
ρei

ϕ
2 ;

(U1, g1), U1 = {z = ρeiϕ ∈ C | |ρ− 1| < 1, 3π
2
< ϕ < 5π

2
}, g1(ρeiϕ) =

√
ρei

ϕ
2 ;

Grafik 38: Analiti~ko produ`ewe elementa (U1, f1) du` kru`nice |z| = 1.

pokrivaju put γ i susedni elementi su neposredno ekvivalentni jer je funkcija defin-
isana na isti na~in na preseku susednih krugova (Grafik 38). Smenom ϕ = φ + 2π,

dobijamo da je g1(ρeiφ) =
√
ρei

φ
2

+iπ za φ ∈ (−π
2
, π

2
).

Dakle, u situaciji kada ne mo`emo da defini{emo funkcije globalno ali mo`emo
da ih defini{emo lokalno tj. na krugovima dovoqno malog polupre~nika, relacija
globalne ekvivalencije kanonskih elemenata nam omogu}ava da lokalno definisane
funkcije poistovetimo i tako izvr{imo daqu analizu globalne funkcije.

Definicija 7.4. Globalna analiti~ka funkcija je klasa ekvivalencije kanonskog anal-

iti~kog elementa F = (Ua, fa) u odnosu na relaciju ≈. Klasu [F ]≈ nazivamo analiti~ko
produ`ewe kanonskog elementa F = (Ua, fa).

Globalnu analiti~ku funkciju mo`emo da posmatramo i kao analiti~ko produ`ewe
analiti~kog elementa (D, f) preciznije, kao klasu ekvivalencije

[
(Ua, f)

]
≈ gde je Ua

proizvoqan krug koji je sadr`an u oblasti D jer smo pokazali da su za proizvoqne
krugove Ua i Ub sadr`ane u D, kanonski analiti~ki elementi (Ua, f) i (Ub, f) glo-
balno ekvivalentni. To zna~i da, ako uspemo da defini{emo funkciju f na bilo
kojoj oblasti, wenim analiti~kim produ`ewem dobijamo, mo`da funkciju, mo`da
vi{ezna~nu funkciju koja }e da bude definisana na maksimalnoj oblasti (u odnosu
na relaciju biti potskup) koja sadr`i oblast D.

Dosta truda je ulo`eno u analizu globalnih analiti~ih funkcija, specijalno za
odre|ivawe uslova pod kojim [F ]≈ odre|uje jedinstvenu (ne vi{ezna~nu) funkciju na
oblasti (teorema o monodromiji). Zbog odluke Instituta o skra}ivawu gradiva zbog
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vanrednog stawa, ovde zavr{avamo sa teorijom analiti~kih produ`ewa a zaintereso-
vani studenti mogu da se upoznaju sa materijom iz preporu~ene literature. U nastavku
}emo u kratkim crtama da precizno defini{emo elementarne vi{ezna~ne funkcije.

7.2 Elementarne vi{ezna~ne funkcije kompleksne promenqive

Funkcija f0(ρeiϕ) = n
√
ρ ei

ϕ
n na oblasti D = {ρeiϕ | −π < ϕ < π} = C \ {x ∈ R | x ≤ 0}

ima inverznu funkciju g(z) = zn. Kako je g analiti~ka funkcija a g′ razli~it od nule
za sve z ∈ D∗0 = f0(D) = {ρeiϕ | −π

n
< ϕ < π

n
}, po teoremi o izvodu slo`ene funkcije iz

g ◦ fk = 1 dobijamo da je:

f ′0(z) =
1

n
(
fk(z)

)n−1 za sve z ∈ D.

Otuda, par (D, f) predstavqa analiti~ki element.

Definicija 7.5. Analiti~ko produ`ewe elementa (D, f0) nazivamo n-ti koren komplek-
snog broja z i obele{avamo sa n

√
z.

Dakle, kada ubudu}e u literaturi vididite n
√
z, znajte da je ovo ni{ta vi{e do

oznake za sve kanonske analiti~ke elemente koji su globalno ekvivalentni elementu
(D, f). Tehnikama iz Primera 7.2 mo`e da se poka`e da za krug U koji ne sadr`i

koordinatni po~etak, kanonski elementi Fk = (Ua, n
√
ρ ei(

ϕ
n

+ 2kπ
n

)), k = 0, 1, . . . , n − 1
su globalno ekvivalentni odnosno da predstavqaju jedinstvenu globalnu analiti~ku
funkciju odnosno u ovom slu~aju, n−ti kompleksan koren. Posebne funkcije fk(ρeiϕ) =
n
√
ρ ei(

ϕ
n

+ 2kπ
n

) za k = 0, 1, . . . , n− 1 nazivamo grane kompleksnog korena i one su za n = 3
ilustrovane za na grafiku ispod.

Grafik 39: Tri grane vi{ezna~ne kompleksne funkcije 3
√
z.

Analizirajmo sada kompleksni logaritam. Posmatrajmo istu oblast D = {ρeiϕ |
−π < ϕ < π} i na woj definisanu funkciju l0(ρeiϕ) = ln ρ+ iϕ. Funkcija l0 bijektivno
preslikava oblast D na oblast D∗0 = {z | −π < Im z < π} a wena inverzna funkcija
g : D∗0 → D je upravo g(z) = ez. Kako je g′(z) = ez razli~it od nule na D∗0, zakqu~ujemo
da je

l′0(z) =
1

el0(z)
=

1

z
za sve z ∈ D

{to implicira da je (D, l0) analiti~ki element.
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Definicija 7.6. Kompleksni logaritam, u oznaciLn z, predstavqaanaliti~ko produ`ewe

analiti~kog elementa (D, l0).

Primetimo da u prethodnoj konstrukciji, funkciju l0(ρeiϕ) = ln ρ + iϕ mo`emo da
zamenimo funkcijom lk(ρe

iϕ) = ln ρ+ i(ϕ+2kπ) za proizvoqno k ∈ Z koja tako|e ima ez

kao inverznu funkciju na svom kodomenu. Tako|e, lako mo`e da se poka`e da su za krug
Ua koji ne sadr`i koordinatni po~etak, kanonski analiti~ki elementi (Ua, li) i (Ua, lj)
globalno ekvivalentni za proizvoqno i, j ∈ Z (kriva iz Definicije 7.3 je kru`nica
{z | |z| = |a|} {to implicira da kompleksni logaritam ima prebrojivo mnogo grana
lk, k ∈ Z kao {to mo`e da se vidi na Grafiku 23.

Na kraju, analizirajmo inverzne trigonometrijske funkcije. Kako je po definiciji

cos z =
eiz + e−iz

2

zamenom cos z = w dobijamo da je

e2iz − 2weiz + 1 = 0 ili ekvivalentno eiz = w +
√
w2 − 1.

pri tom, ovde vodimo ra~una da je kompleksni koren vi{ezna~na funkcija. Tako
zakqu~ujemo da je inverzna funkcija kompleksnog kosinusa vi{ezna~na funkcija koja
ima formu:

Arccos z = iLn(z +
√
z2 − 1).

Na sli~an na~in se dobijaju formule:

Arcsin z = −iLn(iz +
√

1− z2), Arctg z = − i
2

Ln
1 + iz

1− iz
.
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8 Geometrijski principi

U ovom posledwem poglavqu kursa Kompleksne analize upozna}emo se sa jo{ nekoliko
lepih osobina analiti~kih funkcija.

8.1 Princip argumenta

Kao {to smo videli u Teoremi 4.13, ako poznajemo svojstva funkcije na okolini
grani~ne krive, pod odre|enim uslovima mo`emo da znamo {ta se de{ava na celoj
oblasti koju ta kriva ograni~ava (Primer 4.5). U ovom odeqku analizira}emo kakve
sve informacije o analiti~koj funkciji otkrivaju slike deo po deo glatkih, zatvorenih
krivih.

Definicija 8.1. Neka je funkcija analiti~ka i razli~ita od nule na okrwenoj okolini

U◦a = {z ∈ C | 0 < |z−a| < ρ}ta~ke a ∈ C. Logaritamski ostatak (reziduum) funkcije
f u ta~ki a je ostatak izvoda funkcije Ln f u ta~ki a odnosno

Res(Ln′ f, a) = Res

(
f ′

f
, a

)
.

Da bi izbegli nedoumice sa definisano{}u kompleksnog logaritma, za logari-
tamski ostatak koristi}emo formulu sa desne strane. Opi{imo kakve informacije o
funkciji f u ta~i a otkriva logaritamski ostatak.

Neka je z = a nula reda k funkcije f . Tada mo`emo da pretpostavimo da je funkcija
f analiti~ka na celoj okolini Ua ta~ke a. Po Teoremi 5.18, funkcija f na okolini Ua
mo`e da se predstavi sa

f(z) = (z − a)kϕ(z)

gde je funkcija ϕ analiti~ka i razli~ita od nule za svako z ∈ Ua. Tada, za svako z ∈ Ua
va`i da je:

f ′(z)

f(z)
=
k(z − a)k−1ϕ(z) + (z − a)kϕ′(z)

(z − a)kϕ(z)
=

1

z − a
kϕ(z) + (z − a)ϕ′(z)

ϕ(z)
=

1

z − a
φ(z).

Kako je ϕ(z) 6= 0 za sve z ∈ Ua, funkcija φ je analiti~ka na skupu Ua pa, po Tejlorovoj
teoremi 5.5, funkcija ϕ je na skupu Ua jednaka sumi konvergentnog stepenog reda∑∞

n=0 cn(z − a)n ~iji je koeficijent c0 po Teoremi 5.14 jednak

c0 = φ(a) =
kϕ(a) + (a− a)ϕ′(a)

ϕ(a)
= k.

Otuda,

f ′(z)

f(z)
=

1

z − a

(
k +

∞∑
n=1

cn(z − a)n
)

=
k

z − a
+
∞∑
n=1

cn(z − a)n−1

je Loranov razvoj funkcije f ′

f
na prstenu U◦a {to po Teoremi 6.12 implicira da je

logaritamski ostatak funkcije f u nuli reda k jednak koeficijentu uz (z − a)−1 tj.

Res

(
f ′

f
, a

)
= k.
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Dakle, logaritamski ostatak u izolovanoj nuli analiti~ke funkcije je jednak redu
te nule. Prisetimo se da je jedina analiti~ka funkcija koja ima ne-izolovanu nulu
konstantna funkcija koja je jednaka nuli.

Neka je z = a pol reda k funkcije f . To po Definiciji 6.3 zna~i da je z = a nula
reda k funkcije 1

f
{to na osnovu prethodnog ra~una implicira da je logaritamski

ostatak funkcije 1
f
:

k = Res

(( 1
f

)′
1
f

, a

)
= Res

(− f ′

f2

1
f

, a

)
= −Res

(
f ′

f
, a

)
tj. dobili smo logaritamski ostatak funkcije f u ta~ki a. Dakle, logaritamski ostatak
funkcije f u polu reda k, jednak je −k.

Osim {to omogu}avaju odre|ivawe reda nula odnosno reda polova funkcija kod
kojih to nije dovoqno o~igledno (na primer, kod funkcija sin z, tan z i sl.), loga-
ritamski ostatak nam omogu}ava da opi{emo jedno prelepo svojstvo meromorfnih
funkcija. Prisetimo se da su meromorfne funkcije one koje osim polova nemaju drugih
singulariteta.

Teorema 8.1. Neka je funkcija f meromorfna na oblasti G i neka je D ⊆ G ograni~ena

oblast takva da je ∂D deo po deo glatka kriva koja ne sadr`i ni nule ni polove funkcije

f . Ako je N broj nula a P broj polova funkcije f koji pripadaju oblasti D ra~unaju}i

vi{estrukosti, tada je:

N − P =
1

2πi

∮
∂D

f ′(z)

f(z)
dz

pri tom, integracija se vr{i u smeru tako da ta~ke oblasti D ostaju sa leve strane

krive ∂D.

Dokaz: Po Lemi 6.1, funkcija f na oblasti D ima kona~no polova p1, . . . , pm. Kako
funkcija f na ∂D nema ni jednu nulu, ona nije konstantna i jednaka nuli pa su po
Posledici 5.6, sve wene nule izolovane {to zna~i da na ograni~enoj oblasti D ona
ima kona~an broj nula a1, . . . , an. Neka je ki red nule ai a lj red pola pj funkcije f za sve
i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m odnosno neka je

N = k1 + · · ·+ kn, P = l1 + · · ·+ lm.

Kako su polovi i nule funkcije f singulariteti funkcije f ′

f
, zakqu~ujemo da f ′

f
ima

na D kona~no singulariteta i da je neprekidna na ∂D. Otuda, zadovoqeni su uslovi
Ko{ijeve teoreme o ostatku 6.11 pa je:

1

2πi

∮
∂D

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
i=1

Res

(
f ′

f
, ai

)
+

m∑
j=1

Res

(
f ′

f
, pj

)

Sabirci sa desne strane jednakosti su po definiciji logaritamski ostaci funkcije f
u nulama odnosno polovima za koje smo pokazali da je

Res

(
f ′

f
, ai

)
= ki, Res

(
f ′

f
, pj

)
= −lj
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{to implicira da je

1

2πi

∮
∂D

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
i=1

ki +
m∑
j=1

lj = N − P.

Kao {to ilustruje prethodna teorema, da bi odredili integral
∮
γ
f ′

f
dz, dovoqno

je da znamo redove nula i polova meromorfne funkcije f koji pripadaju oblasti koju
kriva γ ograni~ava. Prethodna teorema ima jako lepu geometrijsku interpretaciju.

Prisetimo se da ako je γ : [α, β] → C parametrizacija krive ∂D, po Teoremi 4.8
va`i da je: ∮

∂D

f ′(z)

f(z)
dz = Φ(β)− Φ(α),

gde jeΦ : [α, β]→ C primitivna funkcija funkcije f
′

f
du` puta γ (Definicija 4.3). Ako

argument kompleksnog broja defini{emo tako da kompozicija arg ◦f bude neprekidna
funkcija du` puta γ, tada

ln |f |+ i arg f = Ln f

je jedna grana kompleksnog logaritma takva da je (Ln f)◦γ neprekidna funkcija i va`i
da je (

(Ln f) ◦ γ
)′

=

(
f ′

f
◦ γ
)
γ′

{to implicira da je (Ln f)◦γ jedna primitivna funkcija funkcije f ′

f
du` puta γ. Tako

dobijamo da je∮
∂D

f ′(z)

f(z)
dz = Ln f

(
γ(β)

)
− Ln f

(
γ(α)

)
= i
(

arg f
(
γ(β)

)
− arg f

(
γ(α)

))
.

Primetimo da razlika i
(

arg f
(
γ(β)

)
− arg f

(
γ(α)

))
ne zavisi od parametrizacije γ

granice ∂D {to zna~i da predstavqa svojevrsnu invarijantu meromorfne funkcije f
na granici ∂D koju }emo da ozna~imo sa:

∆ arg f(∂D).

Veli~ina ∆ arg f(γ) predstavqa promenu argumenta vektora w = f(z) kada vektor
obi|e krivu f(γ). Ako je γ zatvorena kriva, i f(γ) je tako|e zatvorena kriva a ceo
broj 1

2π
∆ arg f(γ) ilustruje koliko puta kriva f(γ) obi|e oko koordinatnog po~etka

kao {to je ilustrovano na Grafiku 40. U literaturi, broj obilazaka zatvorene krive
γ oko koordinatnog po~etka se naziva i indeks krive γ u oznaci ind γ. Ako uvedene
veli~ine zamenimo u Teoremi 8.1, dobijamo glavno tvr|ewe ovog odeqka.

Teorema 8.2. (Princip argumenta) Neka oblasti G, D i funkcija f zadovoqavaju uslove
Teoreme 8.1. Ako je N broj nula a P broj polova funkcije f koji pripadaju oblasti D
ra~unaju}i vi{estrukosti, tada je:

N − P =
1

2π
∆ arg f(∂D) = ind f(∂D).
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Grafik 40: Slika kru`nica sa centrom u koordinatnom po~etku polupre~nika 1
2
, 3

2
, 5

2

i 5 preslikavawem f(z) = z3+z2

(z+2i)(z−3i)

Grafik 40 lepo ilustuje su{tinu principa argumenta meromorfnih funkcija,
pove}avawem polupre~nika kru`nice, wihove slike obilaze koordinatni po~etak
ta~noN−P -puta gde jeN−P -razlika broja nula i broja polova funkcije f (ra~unaju}i
vi{estrukosti) koji pripadaju odgovaraju}em krugu.

Na kraju, dokaza}emo jednu korisnu posledicu Principa argumenta.

Teorema 8.3. (Teorema Ru{ea22)Neka su funkcije f i g analiti~ke na D i neka je ∂D deo

po deo glatka, zatvorena kriva. Ako je za svako z ∈ ∂D

|f(z)| > |g(z)|,

tada funkcije f i f + g imaju na oblasti D isti broj nula.

Dokaz: Kako funkcije f i f +g nemaju polove na oblastiD, dokaza}emo da krive f(∂D)
i (f + g)(∂D) obilaze oko koordinatnog po~etka isti broj puta.

Prvo, na granici ∂D, znamo da je f 6= 0 i f + g 6= 0 jer po pretpostavci za svako
z ∈ ∂D va`i |f(z)| > |g(z)| ≥ 0 {to zna~i da je i |f(z) + g(z)| ≥ |f | − |g| > 0. Tada,
funkcija g

f
je neprekidna na oblasti D {to zna~i da je

∆ arg(f + g)(∂D) = ∆ arg f
(
1 +

g

f

)
(∂D)

(∗)
= ∆ arg f(∂D) + ∆ arg

(
1 +

g

f

)
(∂D).

Pri tom, u koraku (∗) smo koristili osobinu da je argument proizvoda jednak zbiru

argumenata. Sada, kako za svako z ∈ ∂D va`i da je |g(z)||f(z)| < 1, slika krive ∂D preslika-

vawem g
f
pripada krugu {w ∈ C | |w| < 1} {to zna~i da wena translacija za vektor

22 Eugène Rouché 1832-1910, francuski matemati~ar.
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z = 1, odnosno slika presliavawem 1 + g
f
, ne mo`e da obi|e koordinatni po~etak.

Otuda

∆ arg
(
1 +

g

f

)
(∂D) = 0

~ime smo dokazali da je

∆ arg(f + g)(∂D) = ∆ arg f(∂D)

{to po principu argumenta implicira da f i f + g imaju na D isti broj nula.

Slede}a teorema je lepa posledica Ru{eove teoreme.

Teorema 8.4. Polinom pn : C → C stepena n ima ta~no n kompleksnih korenova

ra~unaju}i vi{estrukosti.

Dokaz: Neka je pn(z) = cnz
n + cn−1z

n−1 + · · ·+ c1z + c0 polinom sa kompleksnim koefi-
cijentima gde je n > 1 i cn 6= 0. Kako je

lim
z→∞

pn(z) = lim
z→∞

(cnz
n + cn−1z

n−1 + · · ·+ c1z + c0)
(∗)
= ∞,

ta~ka z = ∞ je pol polinoma. To implicira da je skup nula polinoma pn ograni~en
jer ako bi za svako m > 0 postojala nula zm takva da je |zm| > m, tada bi niz (zm)m∈N
te`io beskona~nosti a wegova slika

(
pn(zm)

)
m∈N bi bio konstantan nula-niz koji

te`i nuli {to je u suprotnosti sa (∗). Dakle, nule polinoma pn pripadaju skupu
U = {z ∈ C | |z| < R}.

Neka je f(z) = cnz
n i g(z) = cn−1z

n−1 + · · · + c1z + c0. Primetimo da za sve z ∈ C
takve da je |z| = R odnosno z ∈ ∂U va`i |f(z)| = |cnzn| = |cn|Rn {to implicira da je

|g(z)| = |cn−1z
n−1 + · · ·+ c1z + c0| ≤ |cn−1|Rn−1 + · · ·+ |c1|R + |c0|

(∗∗)
≤ (|cn−1|+ · · ·+ |c1|+ |c0|)Rn−1

Mo`emodapretpostavimoda jeR > 1parelacija (∗∗) va`i. Otuda, zaR > |cn−1|+···+|c1|+|c0|
|cn|

va`i da je |f(z)| > |g(z)| za sve z ∈ ∂U {to po Teoremi Ru{ea implicira da funkcije
f i f + g = pn imaju na skupu U isti broj nula.

8.2 Otvorenost analiti~kih preslikavawa

Iz realne analize smo nau~ili da je inverzna slika otvorenog skupa neprekidnim
preslikavawem uvek otvoren skup. Ista je situacija ako posmatramo inverzne slike
otvorenih skupovarealnihdiferencijabilnihfunkcija. U slu~ajuC−diferencijabil-
nih odnosno analiti~kih funkija, inverzne slike ali i slike otvorenih skupova su
otvoreni skupovi {to naravno ne mora da va`i u realnoj analizi. Topolo{kim
re~nikom, analiti~ka preskilavawa kompleksne ravni su otvorena {to }emo da doka-
`emo u slede}oj teoremi.

Teorema 8.5. (Princip ~uvawa oblasti) Ako je funkcija f analiti~ka i razli~ita od

konstante na oblasti D, tada je f(D) = D∗ tako|e oblast.

Dokaz: Doka`imo da je D∗ = {f(z) | z ∈ D} putevima povezan i otvoren skup.
Neka su w1, w2 ∈ D∗ proizvoqni. Tada, za z1, z2 ∈ D takve da je f(z1) = w1 i

f(z2) = w2, postoji put γ : [0, 1]→ D takav da je γ(0) = z1 i γ(1) = z2 (jer,D je putevima

120



povezan skup). Tada, γf = f ◦ γ : [0, 1] → D∗ je neprekidno preslikavawe odnosno put
koji povezuje γf (0) = f

(
γ(0)

)
= f(z1) = w1 i γf (1) = f

(
γ(1)

)
= f(z2) = w2. Otuda, D∗

je putevima povezan.

Poka`imo da jeD∗ otvoren odnosno da sadr`i otvorenu kuglu oko svake svoje ta~ke.
Neka je w0 ∈ D∗ proizvoqno. Uo~imo skup f−1({w0}) = {z ∈ D | f(z) = w0}. Skup
f−1({w0}) ne sme da ima ta~ku nagomilavawa u skupu D jer. Zaista, ako bi f−1({w0})
imao ta~ku nagomilavawa naD, po Teoremi o jedinstvenosti analiti~ke funkcije 5.19,
funkcija f bi se na skupuD poklapala sa konstantom funkcijom g(z) = w0 pa bi samim
timi f bila konstantnanaD. Otuda, postoji z0 ∈ D iokolinaU = {z ∈ C | |z−z0| < ρ}
koja kompaktno pripada oblasti D takva da je f(z0) = w0 i f(z) 6= w0 za sve z ∈ U◦.
Pri tom, mo`emo da pretpostavimo da je f(z) 6= w0 za sve z ∈ ∂U .

Tada, neprekidna funkcija |f − w0| : D → R ima minimum |f(zm) − w0| = µ na
kompaktnom skupu ∂U . Pri tom, µ > 0 jer u suprotnom iz |f(zm) − w0| = 0 sledi
f(zm) = w0 i zm ∈ ∂U {to smo se trudili da izbegnemo. Doka`imo da je krug Uw0 =
{w ∈ C | |w−w0| < µ} sadr`an uD∗. Neka je w1 ∈ Uw0 proizvoqno. Tada, za sve z ∈ ∂U
va`i da je |f(z)−w0| ≥ µ > |w0−w1|{to po Teoremi Ru{ea 8.3 implicira da funkcije
f − w0 i f − w0 + (w1 − w0) = f − w1 imaju na U isti broj nula. Kako f − w0 ima na
U bar jednu nulu z0, zakqu~ujemo da i f − w1 ima bar jednu nulu z1 na skupu U . Dakle,
postoji z1 ∈ U ⊂ D tako da je f(z1) = w1 {to implicira da w1 ∈ D∗.

Otuda, otvorena kugla Uw0 je sadr`ana u D∗.
Dakle, analiti~ke funkcije su neprekidna i otvorena preslikavawa. Dokaza}emo

jo{ jedno zna~ajno svojstvo konformnih funkcija. Pre toga, doka`imo jednu pomo}nu
lemu.

Lema 8.1. Ako je f analiti~ka u ta~ki z0 ∈ C, tada je:

lim
(z1,z2)→(z0,z0)

f(z1)− f(z2)

z1 − z2

= f ′(z0).

Dokaz: Kako je po Definiciji 2.5 funkcija f analiti~ka na okolini U ta~ke z0, po
Teoremi 5.12 funkcija f ′ je tako|e analiti~ka, pa samim tim i neprekidna na U .

Neka je ε > 0 proizvoqno. Tada, zbog neprekidnosti funkcije f ′, postoji δ > 0 tako
da iz |z − z0| < δ sledi |f ′(z) − f ′(z0)| < ε. Pri tom, δ je dovoqno malo tako da je f
analiti~ka na U δz0 = {z ∈ C | |z − z0| < δ}. Tada, za proizvoqno z1, z2 ∈ U δz0 , segment
[z1, z2] = {tz2 + (1− t)z1 | t ∈ [0, 1]} pripada U δz0 i va`i:∣∣∣∣f(z1)− f(z2)

z1 − z2

− f ′(z0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

z1 − z2

((
f(z1)− f(z2)

)
− f ′(z0)(z1 − z2)

)∣∣∣∣
=

1

|z1 − z2|

∣∣∣∣ ∫
[z1,z2]

f ′(z)dz −
∫

[z1,z2]

f ′(z0)dz

∣∣∣∣
=

1

|z1 − z2|

∣∣∣∣ ∫
[z1,z2]

(
f ′(z)− f ′(z0)

)
dz

∣∣∣∣
(∗)
≤ 1

|z1 − z2|
ε |z1 − z2| = ε.

Pri tom, nejednakost (∗) sledi iz Posledice 4.1 i ~iwenice da je du`ina segmenta
[z1, z2] upravo |z1 − z2|.
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Teorema 8.6. Neka je f analiti~ka u ta~ki z0. Tada, postoji okolina U ta~ke z0 takva

da je preslikavawe f : U → U∗ bijekcija akko je f ′(z0) 6= 0.

Dokaz:(⇒) Pretpostavimo da je f : U → U∗ bijekcija i C−diferencijabilna u z0 ∈ U .
Tada, f−1 je bijekcija i C−diferencijabilna u w0 = f(z0) i va`i:

(f−1)′(w0) =
1

f ′(z0)
.

Kako je |(f−1)′(w0)| < 0 zakqu~ujemo da je f ′(z0) 6= 0.

(⇐) Neka je f ′(z0) 6= 0. Pretpostavimo suprotno tj. neka f nije �1-1� ni na jednoj
okolini ta~ke z0. To zna~i da, za svako n ∈ N, postoje z1n, z2n ∈ {z ∈ C | |z − z0| < 1

n
}

takvi da je z1n 6= z2n i f(z1n) = f(z2n). Tada:

lim
n→∞

(z1n, z2n) = (z0, z0) ali lim
n→∞

f(z1n)− f(z2n)

z1n − z2n

= 0

{to nije mogu}e jer po Lemi 8.1 posledwa grani~na vrednost je jednaka f ′(z0) 6= 0.

Dakle, ako je funkcija f : D → D∗ analiti~ka i takva da je wen izvod razli~it od
nule naD, tada je f preslikavawe koje se u topologiji naziva lokalni homeomorfizam,
odnosno preslikavawe koje ~uva lokalna svojstva prostora.

8.3 Princip maksimuma modula, [varcova lema

Zanimqivo svojstvo analiti~kih funkcija je da one na oblastima ne mogu da imaju
lokalnemaskimumemodula ve} semaksimumimodula analiti~kihfunkcija uvek dosti`u
na rubu oblasti ka {to }emo da doka`emo u ovom odeqku.

Teorema 8.7. (Principmaksimumamodula) Jedinefunkcije koje imajumaksimummodula na

unutra{wosti oblastiD su konstantne funkcije. Ekvivalentno, analiti~ke funkcije

koje nisu konstantne nemju lokalni maksimum modula na oblastima.

Dokaz: Neka funkcija f : D → C nije konstantna. Tada, po Principu ~uvawa oblasti
8.5, slika oblasti D je tako|e oblast D∗. Neka je:

max
z∈D
|f(z)| = |f(z0)| = |w0|.

Kako je D∗ oblast, postoji krug (otvorena kugla) Uw0 = {w ∈ C | |w − w0| < ρ} tako da
je Uw0 ⊂ D∗. To zna~i da za ta~ku w1 =

(
1 + ρ

2|w0|

)
w0 koja pripada krugu Uw0 va`i:∣∣(1 +

ρ

2|w0|
)
w0

∣∣ = |w0|+
ρ

2
> |w0|.

Kako w1 ∈ D∗ odnosno, w1 je slika neke ta~ke oblasti D, dobijamo da je maksimum
funkcije |f | na oblasti D ve}i od |w0| i tu dolazimo do kontradikcije.

Ovde napomiwemo da |f | uvek ima supremum (ukqu~uju}i beskona~nost) na bilo kojem
skupu.

Teorema 8.8. Ako je funkcija f analiti~ka na oblasti D i neprekidna na D (zatvorewe

se ra~una u prostoru (C, ρ)) tada |f | dosti`e maksimum na ∂D.
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Dokaz: Primetimo da neprekidna funkcija f : D → C ima maksimum na zatvorenom
skupu D. Ako je funkcija f konstantna, tada je svaka ta~ka zatvorewa D maksimum
funkcije |f |. Ako f nije konstantna, po prethodnoj teoremi maksimum wenog modu-
la ne mo`e da se dosti`e na unutra{wsti skupa D odnosno na oblasti D pa jedini
potencijalni maksimumi su ta~ke skupa D \ D = ∂D.

O~igledno da funkcija |f | dosti`e svoj minimum u svim nulama funkcije f . Me|u-
tim, drugih minimuma moduo analiti~ke funkcije i ne mo`e da ima kao {to ilustruje
slede}e tvr|ewe.

Teorema 8.9. Jedine analiti~ke funkcije koje na oblastima imaju lokalni minimum ve}i

od nule su konstantne funkcije.

Dokaz: Neka je f : D → C analiti~ka funkcija takva da je min
z∈D
|f(z)| = |f(z0)| > 0.

Tada, f(z) 6= 0 za sve z ∈ D {to implicira da je 1
f
funkcija koja je analiti~ka na D

takva da se maksimum wenog modula dosti`e u ta~ki z0 ∈ D. Po Teoremi 8.7, funkcija
1
f
, pa samim tim i f je konstantna na D.

Na Grafiku 41 su grafi~ki prikazane funkcije |f | : R2 → R nekih elementarnih
kompleksnih funkcija. Kao {to smo teorijski pokazali, |f | mo`e da ima samo lokalni
minimum i to u nulama funkcije f .

Grafik 41: Predstavqawe modula kompleksne funkcije kao realne funkcije dve
promenqive.
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Na kraju navodimo jedno zanimqivo svojstvo analiti~kih preslikavawa krugova.

Teorema 8.10. ([varcova23 lema) Neka je f analiti~ka na krugu U = {z ∈ C | |z| < 1}
takva da je f(0) = 0 i |f(z)| ≤ 1 za sve z ∈ U (f(U) ⊂ U). Tada je za svako z ∈ U

|f(z)| ≤ |z|.

Ako je |f(z0)| = |z0| bar za jedno z0 ∈ U \{0}, tada je |f(z)| = |z| za svako z ∈ U a funkcija
f je rotacija za ugao ϕ.

Dokaz: Kako je f analiti~ka na kruguU , ona je po Teoremi 5.5 jednaka svojem Tejlorovom
razvoju na U . Pri tom, koeficijent c0 Tejlorovog razvoja je po Teoremi 5.14 jednak
f(0) = 0. Dakle, f(z) =

∑∞
n=1 cnz

n za sve z ∈ U pa je g(z) = f(z)
z

=
∑∞

n=1 cnz
n−1

za sve z ∈ U {to implicira da je g : U → C tako|e analiti~ka na U . Neka je
U r = {z ∈ C | |z| < r} gde je r < 1 (Grafik 42). Na osnovu Teoreme 8.7, funkcija g
dosti`e maksimum na ∂U r = {z ∈ C | |z| = r}. Kako je po pretpostavci |f(z)| < 1 za
sve z ∈ U , zakqu~ujemo da je za sve z ∈ ∂U r

|g(z)| = |f(z)|
|z|

<
1

r
.

{to zna~i da je maksimum funkcije g na U r mawi ili jednak od 1
r
pa je |g(z)| ≤ 1

r
za

sve z ∈ U r. Kako svako z ∈ U pripada nekom U r, ako fiksiramo z ∈ U i pustimo da
polupre~nik r te`i jedinici dobijamo da je

|g(z)| ≤ 1

{to implicira da je za za svako z ∈ U

|f(z)| ≤ |z|.

Grafik 42: Preslikavawe jedini~nog kruga u jedini~ni krug.

Ako postoji ta~ka z0 ∈ U takva da je |f(z0)| = |z0| tada,

1 =
|f(z0)|
|z0|

≤ max
z∈U
|g(z)| ≤ 1

23 Karl Hermann Amandus Schwarz 1843-1921, nema~ki matemati~ar
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{to zna~i da je z0 maksimumfunkcije |g| na oblastiU . PoPrincipu maksimumamodula
8.7, to implicira da je funkcija g konstantna na U i oblika g(z) = eiϕ pa je samim tim
funkcija f oblika f(z) = zeiϕ za sve z ∈ U .

[varcova lema je zna~ajna zbog svoje mnogo poznatije posledice tzv. Rimanove teo-
reme o preslikavawima koja tvrdi da postoji analiti~ki homeomorfizam koji pres-
likava svaku prosto povezanu (jednostruko povezanu) oblast kompleksne ravni u je-
dini~ni krug.

Ovo |e ‖∇a| ‖u∇∫a Kom√le‖∫\e a\al〉‡e.

Vol〉 va∫ va{ √∇o{e∫ o∇, Ma∇〉\‖o T 〉mot〉|ev〉}.
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