IV GLAVA

Algebarski polinomi i racionalne
funkcije

1. ALGEBARSKI POLINOMI

1.1. Prsten polinoma

Neka je (K, +,-) polje koje éemo oznacavati prosto sa K i neka su 0 i 1
neutralni elementi u odnosu na operacije + i -, respektivno®. Umesto a - b
(a,b € K) pisaéemo jednostavno ab. Neka je, dalje, operacija stepenovanja
uvedena na uobic¢ajeni na¢in pomocu

(Vz € K) %=1, 2 =z2"1 (keN).

Definicija 1.1.1. Akoz € Kia, € K (k=0,1,...,n), formalni izraz
n
(1.1.1) P(z)=ap+ a1z + - +apz" :Zakwk
k=0

naziva se algebarski polinom po x nad poljem K. Za elemente aj kazemo da
su koeficijenti polinoma P(x). Ako je koeficijent a,, # 0, za polinom P(x)
kazemo da je stepena m i to oznacavamo sa dg P(x) = n. Za koeficijent
a, # 0 kazemo da je vodeéi ili najstariji koeficijent polinoma P(x).

Dakle, stepen polinoma P(zx) je najvisi stepen od x koji se pojavljuje u
izrazu za P(z) sa nenula koeficijentima.

55) Dobar deo materijala za ovu glavu preuzet je iz monografije: G.V.Milovanovié,
D. S. Mitrinovié¢, Th. M. Rassias, Topics in Polynomials: Extremal Problems, Inequalities,
Zeros, World Scientific, Singapore — New Jersey — London — Hong Kong, 1994.
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Definicija 1.1.2. Za polinom
O(x) =0+ 0z + -+ + 02" ! + 02"

kazemo da je nula polinom i oznacavamo ga prosto sa 0.

Stepen nula polinoma O(z) (= 0) se ne definise.

Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementi polja K.
Element z € K moze se interpretirati kao polinom prvog stepena definisan
sa P(z) = x. Za element x koristi se termin neodredena. Za polinom P(z)
definisan sa (1.1.1) kaze se da je polinom po neodredenoj x.

Definicija 1.1.3. Za polinom ¢&iji je vodeéi koeficijent jednak jedinici kaze-
mo da je monican.

Dakle, moni¢ni polinom ima oblik
P(x)=ag+aix+ - +ap_12" ' + 2"

Skup svih polinoma nad poljem K oznacavamo sa K[z]. Od interesa je
¢esto uociti skup svih onih polinoma ¢iji stepen nije veéi od n. Taj podskup
¢emo oznacavati sa Py [z] (videti primer 1.1.3, glava III). Proizvoljni polinom
iz. Py, [x] ima oblik

P(z) = Zakxk (ar € K),
k=0
pri ¢emu ako je dg P(z) = m < n imamo da je apy1 = -+ = a, = 0.

U skup K[x] mozemo uvesti relaciju jednakost kao i operacije: sabiranje i
mnoZenje polinoma na sledeé¢i nacin:

Definicija 1.1.4. Polinomi
P(a;) =aqyt+ax+--- +az™ i Q(Z’) =by+bix 4+ bya™

su jednaki ako i samo ako je ar = by za svako k > 0, tj. kada su njihovi
koeficijenti jednaki.

Definicija 1.1.5. Za dva polinoma
Plx)=ap+ax+ - +azz™ 1 Qx)=by+biz+ - +bpz™
zbir 1 proizvod su redom

(P+Q)(x) = P(x) + Qx) =co+crx+ -+ +cpa’
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(PQ)(z) = P(z)Q(x) = do + dyx + - -+ + dsa®,

gde su
cx = ay + by (nggr:max(n,m))

k
dk:Zaibk,i (0<k<s=n+m).
i=0

Dakle, ako P(z) € P,lz] i Q(z) € Pnlz], tada (P + Q)(z) € P,lz] i
(PQ)(z) € Pglz], gde su r = max(n,m) i s = n+ m. Napomenimo da za
nenula polinome P(z) i Q(z) vazi

dg(PQ)(z) = dg P(x) + dg Q(x).
Takode, ako P(z), Q(z) € K[z] and P(z) + Q(z) # 0, tada je
dg(P + Q)(z) < max{dg P(z),dg Q(z)}.
Primer 1.1.1. Neka je K=R i
P(z)=2—-3z+52° i Q(z)=2z—a>+22"

Tada je
S(z) = (P+Q)(x) =2 —x +42* + 22°

R(z) = (PQ)(z) = 4o — 82° + 172> — 112* + 102°.
Dakle, dg S(x) =3 1idg R(z) = 5.

Ako je, medutim, P(x) = 2 — 3z + 22 — 223, tada je (P+Q)(x) =2— =z, sto
znaci da je zbir ova dva polinoma polinom prvog stepena. A

Kao specijalan slu¢aj proizvoda polinoma imamo proizvod polinoma P(x)
skalarom « (€ K), koji se moze tretirati kao polinom nultog stepena. Dakle,

aP(z) =alag + a1z + -+ + apz™) = (aap) + (aar)z + -+ + (ay)x".

Nije tesko dokazati sledeéi rezultat:
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Teorema 1.1.1. Skup K[z]| snabdeven sabiranjem i mnoZenjem polinoma
¢ing komutativni prsten sa jedinicom.

Inverzni element od Q(z) = Y byz® (€ K[z]) u odnosu na sabiranje
k=0

m

je > (—bg)x*, koji éemo oznacavati sa —Q(x). Tada mozemo definisati
k=0

oduzimanje polinoma pomocu

(P —Q)(z) = Pz) + (-Q(z)).
Napomenimo da za polinome u skupu K]z| ne postoji operacija deljenje,
tj. operacija inverzna operaciji mnozenja (videti slede¢i odeljak).

Sliéno prethodnom, mozemo definisati polinom po m meodredenih x4, ...,
T nad poljem K:

Definicija 1.1.6. Neka su kq,... ,k,, nenegativni celi brojevi i

k= (k... .kn), |kl=ki+ - +kn, xF¥=2cb. k.

N m
Polinom po m nedredenih x1, ..., z,, nad poljem K je izraz oblika
(1.1.2) P(x)=P(zy,... . 0m) = »  apz®,
[k|<n

gde su ag (€ K) njegovi koeficijenti.

Skup takvih polinoma, u oznaci K[xy, ... ,z,,], sa uvedenim odgovaraju-
¢im operacijama sabiranja i mnozenja polinoma, ¢ini, takode, komutativni
prsten sa jedinicom.

Definicija 1.1.7. Proizvod x* = :1:/’1Cl - zkm se nagiva primitivni monom
stepena |k| = ki + - -+ + k;,,. Polinom

axht .. gk, (a € K)
se naziva monom. Ako je P(x) polinom iz prstena K[xy,... ,x,,] definisan

sa (1.1.2) i P(x) # 0, tada se kao stepen polinoma P(x) uzima maksimum
stepena monoma koji se pojavljuju u polinomu. (Njihovi koeficijenti aj su
razli¢iti od nule.)

Napomenimo da je stepen polinoma P(x) nula ako i samo ako je P(x) =

ar? 2% =a (a #0).
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Polinom P(z1,...,2,) po m neodredenih moze se razmatrati kao po-
linom po jednoj neodredenoj, recimo x1, sa koeficijentima u K[zs, ... ,z,].
Stepen d; takvog polinoma se naziva stepen od P(xy,... ,Zmy) po z1. Jasno je
da je dy najvedi ceo broj koji se pojavljuje kao eksponent od x; u monomima
arx® sa ap # 0. Slicno se definise stepen polinoma po bilo kojoj neodredenoj
x (k=1,...,m). Naravno, ovi stepeni dj, su razli¢iti od stepena polinoma
P(xy1,...,x,), koji se ponekad naziva totalni stepen.

Primer 1.1.2. Polinom P(z1,xz2,x3) = x?x%xg + 21411:1:2 ima totalni stepen 6,
dok su 4, 2i 1 redom stepeni po x1, z2 i x3. A

Definicija 1.1.8. Za polinom P(x1,... ,%,,) kazemo da je homogeni poli-
nom ako i samo ako su njegovi nenula monomi istog stepena. Stepen ho-
mogenog polinoma se naziva stepen homogenosti polinoma.

Ako je P(xq,... %) homogeni polinom stepena homogenosti d tada je
P(tzy,... txy) = t1P(z1,... ,zm).

Primer 1.1.3. 1° Polinom
P(x1,z2,23) = 211:1:% — bx1zoxy + x%

je homogen stepena 3.

2° Ako je P(z1,x2,x3) = (1 — x2)%(z1 — 23)*(r2 — 23)? imamo
P(txl,txz,txg) = t6P(:1:1,a:2,a:3).

Ovo znadi da je posmatrani polinom homogen stepena homogenosti 6. A

Polinomi se, takode, mogu razmatrati nad strukturama koje su jednos-
tavnije od polja, na primer, nad prstenom sa jedinicom. Razmotrimo sada
jedan takav slucaj.

Saglasno teoremi 2.4.3 (glava III), skup M,, svih kvadratnih matrica reda
m nad poljem skalara K (realnih ili kompleksnih brojeva), snabdeven ope-
racijama sabiranje i mnozenje matrica, predstavlja prsten sa jedinicom [
(jediniéna matrica reda m). Ako X € M,, i A, € M,, (k =0,1,... ,n),
tada za

(1.1.3) P(X)=Ag+ A X+ + A, X" =) A X"
k=0

kazemo da je polinom nad M, ili prosto matri¢ni polinom. U slucaju kada
su matri¢ni koeficijenti Ay dati kao Ay = arl (k= 0,1,...,n), gde su ai
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skalari iz polja K, a [ jedini¢na matrica reda m, tada se matri¢ni polinom
(1.1.3) svodi na

P(X) = (10]—|—a1X_|- _|_aan = Zaka
k=0

Na kraju ovog odeljka ukazimo na vaznu ¢injenicu da se polinom moze
tretirati i kao funkcija. Naime, na osnovu (1.1.1) moze se definisati preslika-
vanje P: K — K, pomoc¢u

t— P(t)=ag+ait+ -+ + ayt",

i uociti homomorfizam P(z) — P(t). Preslikavanje P nazivamo polinomska
funkcija. Napomenimo da je ovde x neodredena, a ¢t promenljiva. Ne ulazeéi
dublje u algebarsko tretiranje ovog problema®® napomenimo da se moze
dokazati slede¢i vazan rezultat:

Teorema 1.1.2. Homomorfizam P(x) — P(t) je izomorfizam ako i samo
ako je polje K beskonacno.

Dakle, za beskonacna polja jednostavno neéemo praviti razliku izmedu
polinoma i polinomske funkcije, a za neodredenu x Koristi¢emo i termin
promenljiva. Takva beskona¢na polja su, na primer, R i C. Medutim, u
konacnim poljima iz jednakosti polinomskih funkcija ne sleduje jednakost
polinoma.

Kada ne moze doé¢i do zabune, umesto termina polinomska funkcija t —
P(t) koristicemo jednostavno termin polinom P. Skup svih polinomskih
funkcija (polinoma) ne viseg stepena od n oznacavatemo sa P,,.

Sli¢no se moze definisati i polinomska funkcija sa vise promenljivih.

1.2. Deljivost polinoma
Dokazaéemo, najpre, jednu veoma vaznu osobinu polinoma.
Teorema 1.2.1. Za svaki polinom P(x) i svaki nenula polinom Q(x), pos-

toje jedinstveni polinomi S(x) i R(x) takvi da vaZi jednakost

(1.2.1) P(z) = S(x)Q(x) + R(x),

56) Za detalje videti, na primer, knjigu: N. Jacobson, Basic Algebra I, W.H. Freeman
and Company, New York, 1985.
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pri ¢cemu je R(z) nula polinom ili dg R(x) < dg Q(z).

Dokaz. Pretpostavimo da P(x) i Q(x) imaju stepene n i m, respektivno,
i da su

P(a:):a0+a1x+...+anxn i Q($)2b0+blm+"'+bmxm.

Ako je n < m ili P(x) = 0, tada (1.2.1) vazi sa S(z) =01 R(z) = P(x).
Pretpostavimo zato da je n > m.

Posmatrajmo polinom

Pi(z) = P(z) - j—nj 2MQ(x),

Ciji je stepen, ocigledno, manji od n. Sa n; oznaCimo taj stepen, a sa aq(lll)

najstariji koeficijent polinoma P (z). Ako je n; > m stavimo dalje

ald)
Py(x) = Py(x) — b—l " "Q(x),

. . (2) .. . i kooficii I K
isamneian, oznatimo stepen i najstariji koeficijent ovog polinoma, respek-

tivno. Proces nastavljamo ako je no > m.
Jasno je da stepeni polinoma P;(z), P»(z),... opadaju i da posle konac-
nog broja koraka dobijamo jednakost

(k—1)
Pil() = Pioa(x) — = a1 " Qa),
u kojoj je Py (x) nula polinom ili takav da mu je stepen nj manji od m. U tom
sluéaju proces prekidamo, a Py(z) se, koris¢enjem prethodnih jednakosti,
moze predstaviti u obliku Py (z) = P(z) — S(z)Q(z), gde smo stavili
aq(ll) a%k—l)
S(:E) — a $nfm + b_ﬂi xnlfm + . _|_ ﬁ xnk_lfm‘

Dakle, ovaj polinom S(x) i R(x) = Px(x) zadovoljavaju jednakost (1.2.1), pri
¢emu je R(x) nula polinom ili je njegov stepen manji od stepena polinoma
Q).

Za dokaz jedinstvenosti polinoma S(x) i R(x), pretpostavimo da postoje
i polinomi S(z) i R(z), koji zadovoljavaju jednakost

P(x) = S(2)Q(x) + R(z),
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pri cemu je R(x) = 0 ili dg R(x) < dgQ(z). Tada je

(12.2) (S(2) - $(2))Q(x) = R(x) - R(x),

pri ¢emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinom ili je,
pak njegov stepen manji od stepena polinoma Q(x). S druge strane, ako
je S(z) — S(z) # 0, tada polinom na levoj strani u jednakosti (1.2.2) je ne
manjeg stepena od stepena polinoma Q(x). Prema tome, jednakost (1.2.2)
je moguca samo ako je

Kao sto je receno u prethodnom odeljku, za polinome u skupu K[z] ne pos-
toji operacija deljenje, inverzna operaciji mnozenja. Moze se, medutim, sa-
glasno osobini iz prethodne teoreme, definisati deljenje polinoma polinomom
sa ostatkom.

Definicija 1.2.1. Za polinom S(z) koji zadovoljava (1.2.1) kazemo da je
koli¢nik pri deljenju polinoma P(x) polinomom Q(z) (£ 0), a za odgo-
varajuéi polinom R(x) da je ostatak pri tom deljenju.

Ako je ostatak nula polinom, kazemo da je P(z) deljivo sa Q(z) i polinom
Q(z) zovemo delilac polinoma P(x).

Cinjenicu da je Q(x) delilac polinoma P(z) simbolizujemo sa Q(z)|P ().
Neke osobine deljivosti polinoma navodimo u sledeéoj teoremi.

Teorema 1.2.2. Za proizvoljne polinome P(z),Q(x),U(x) vaZe tvrdenja:
(a) P(z)|P(z);
(b) Ako Q(z)|P(z) i P(z)|Q(z), tada je P(z) = aQ(z) za neko a € K;
c) Ako U(2)|Q(z) i Q(z)|P(z) tada U(z)|P(x);
(d)

d) Ako U(x)|P(z) i U(2)|Q(z), tada U(x)|aP(x) + SQ(z) za svako
a, 0 e K.

oS

1.3. Najvedéi zajednicki delilac

Definicija 1.3.1. Polinom D(x) je zajednicki delilac za polinome P(x) i
Q(x) ako D(z)|P(x) i D(z)|Q(x).
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Definicija 1.3.2. Polinom D(z) je najveéi zajednicki delilac za polinome
P(z) i Q(x), tj. D(z) = NZD(P(z),Q(z)), ako je zajednicki delilac za ove

polinome i ako je deljiv sa svim ostalim zajednickim deliocima ovih polinoma.
Primetimo da ako je D(x) = NZD(P(zx),Q(z)), tada je i polinom aD(x)
(v # 0, a € K) takode najvedi zajednicki delilac polinoma P(x) i Q(z).

Teorema 1.3.1. Za svaka dva polinoma P(x) i Q(z) postoji najveéi za-
jednicki delilac D(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.

Dokaz. Pretpostavimo da je dg P(z) > dg Q(x). Sa S1(x) i Ry(x) oznadi-
mo redom koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa Q(z). Ako je
Ri(xz) = 0 tada je Q(z) najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) i Q(z).
Medutim, ako R;(z) nije nula polinom, tada delimo polinom Q(x) sa Ry (x),
i odgovarajuéi koli¢nik i ostatak pri deljenju oznacavamo sa Sa(z) i Ra(x),
respektivno. Ako je Ra(z) = 0 tada je Ry(z) najveéi zajednicki delilac za
polinome P(z) i Q(x). Zaista, iz
P(z) = S1(2)Q(x) + Ry (x),

Q) = Sa(a) R (2) + Ro(a)

sleduje P(z) = (51(2)S2(x) + 1) Ri(2) i Q(z) = Sa2(x)Ri(z), tj. Ri(2)|P(x)
i Ry(2)|Q(x). Da bismo dokazali da je R;(x) najveéi zajednicki delilac za
P(z) i Q(x) dovoljno je pretpostaviti da ovi polinomi imaju zajednicki delilac
D(x) i primetiti da iz (1.3.1) sleduje D(x)|R1(x).

Medutim, ukoliko Rs(z) nije nula polinom, prethodni postupak se nas-
tavlja, saglasno sledeé¢im jednakostima,

Ri(z) = S3(z)Rz(z) + Rs(x),
Rg(ﬂ?) = S4($)R3(1’) + R4(1’),

(1.3.1)

(1.3.2)

Ry—1(z) = Sp1(2) Ri(z) + Ri41(2),

sve do ispunjenja uslova Rj.1(x) = 0. Tada je Ri(x) = NZD(P(z), Q(x)).
Ovo zaklju¢ujemo sliénim rezonovanjem kao u slucaju k =1. 0O

Napomena 1.3.1. U dokazu ove teoreme koris¢en je Euklidov algoritam, pri
¢emu su za odredivanje najveceg zajednickog delioca (NZD) dva polinoma bitni
samo ostaci Ry (x), a ne i koliénici Sy(z), v = 1,2,... . Imajuéi na umu jedin-
stvenost NZD do na multiplikativnu konstantu moguce je u svakom koraku Eukli-
dovog algoritma mnoziti ostatke R, (x) pogodnim konstantama razli¢itim od nule
u cilju dobijanja jednostavnijih izraza pri deljenju.
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Definicija 1.3.3. Ako je najvedi zajednicki delilac za polinome P(z) i Q(x)
konstanta, za te polinome kazemo da su uzajamno prosti.

Primer 1.3.1. Za polinome u R[z],
P(z) =2z + 42° + 2* — 22 — 8, Qz) = 2> + 2% + 4,

odredi¢emo NZD. Kako je

(22 + 4234+ 2% — 22— 8) : (P + 22 +4) =22 +2

2:1:4 + 2x3 + 8z
22% + 22 —10z— 8
2x3 —|—2x2 + 8
— 22— 102—16

imamo

P(z) = (22 4 2)Q(z) — (z* 4 10z + 16).
Uzmimo da je Ry(z) = 22 + 10z 4+ 16 (pomnozeno sa —1) i podelimo Q(z) sa
Ri(x). Dakle,

(23+ 2° + 4): (2®4+10z+16)=2—9
2’ +102”+162

— 922162+ 4
— 922902 — 144

T4x + 148

t.
Q(z) = (z —9)R1(x) + 74z + 148.

Uzmimo Ra(z) = z + 2 (pomnozeno sa 1/74) i podelimo Ry (z) sa Ra(z). Kako je
Ri(z) = (z + 8)Ra(x), zakljucujemo da je

NZD(P(z),Q(x)) = Ra(z) =z +2. A

Teorema 1.3.2. Ako je D(x) = NZD(P(x),Q(x)) tada postoje polinomi
U(x) i V(z) takvi da je

(1.3.3) D(z) =U(z)P(x) + V(x)Q(z).
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Dokaz. Na osnovu (1.3.1) i (1.3.2) imamo redom

Ri(z) = P(z) — S1(2)Q(z),
Ry(z) = =Sy (x)P(x) + (1 + S1(x)S2(2)) Q(x),
R3(z) = (14 S2(2)S5(2)))P(z) — (S1(z) + S3(x) 4+ S1(2)S2(2)S5(2)) Q (=),

itd. Najzad, D(z) = Ri(z) ima oblik (1.3.3). O

1.4. Bézoutov stav i Hornerova Sema
Neka je a € Ki P(x) =ap+ a1z + -+ + a,2™. Tada je
Pla)=ap+ara+ -+ +aza”
jedan element u polju K. Za P(a) kazemo da je vrednost polinoma u tacki

r = a.

Za element a € K kazemo da je nula polinoma P(z) € K[z] ako je vrednost
polinoma u toj tacki jednaka nuli, tj. P(a) =0. U tom slu¢aju, za polinom
prvog stepena x — a kazemo da je linearni faktor.

Teorema 1.4.1. Ako je a nula polinoma P(x) € K], tada je P(x) deljiv
linearnim faktorom x — a.

Dokaz. Kako je
b —af =@+ e+ 4 2d TP+ A (2 - a),
imamo
P(z) — P(a) = a1(z — a) + az(z? — a®) + - + an (2" — a™)

=[a1+a(z+a)+ - +a,(" "+ +a" )] (z—a)

= Q(.Z')(.Z' - CL),
gde je Q(z) polinom stepena n — 1. S druge strane, po pretpostavci je
P(a) = 0, pa imamo da je P(x) = Q(z)(x —a), §to znaci da je polinom P(z)
deljiv linearnim faktorom x —a. [

Sledeée tvrdenje je poznato kao Bézoutov®”) stav:

57) Etienne Bézout (1730-1783), francuski matematicar.
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Teorema 1.4.2. Ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa © — a jednak je
vrednosti polinoma P(a).

Dokaz. Kako je Q(x) = x — a polinom prvog stepena, na osnovu teoreme
1.2.1, postoji jedinstveni polinom S(z) i konstanta R (polinom stepena nula)
tako da je

(1.4.1) P(z) = S(z)(x — a) + R.

Stavljajuéi = a u (1.4.1) dobijamo R = P(a). O
Koriséenjem prethodne teoreme, svaki polinom P(x) € K[z]| stepena n

mozemo na jedinstven nac¢in predstaviti (razloziti) po stepenima od z — a,
tj.

(1.4.2) P(x) = Ag+ Ai(z —a) + Ag(x —a)® +--- + Ap(z — a)",

gde su A, k= 0,1,... ,n elementi polja K. Zaista, na osnovu (1.4.1) imamo
(1.4.3) P(z) = Ay + Pi(z)(z — a),

gde smo stavili Ag = R = P(a) i Pi(z) = S(z). Ako je Pi(z) polinom
nultog stepena trazeni razvoj (1.4.2) je dobijen. U protivnom sluc¢aju, delimo
polinom P;(x) sa x — a, dobijajuéi pritom da je

(1.4.4) Pi(z) = A1 + Py(x)(x — a),

gde je Ay = P;(a). Na ovaj nacin, kombinujuéi (1.4.3) i (1.4.4), dobijamo

P(z) = Ag + Ay (z — a) + Py(x)(x — a)*.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobié¢emo razvoj (1.4.2).
Definicija 1.4.1. Ako je P(z) = ap + a1z + asx® + - -+ + a,x™ proizvoljan
polinom iz K[z], tada za polinom

P'(z) = a; + 2a27* + - -+ +na,z" ' € K[z]
kazemo da je (prvi) izvod polinoma P(zx). Za preslikavanje P(z) — P'(x)
kazemo da je diferenciranje u prstenu K[z].

Visi izvodi P*) (z) definisu se rekurzivno; na primer, izvod polinoma
P'(x) naziva se drugi izvod polinoma P(z), itd. Po definiciji, P(¥) (z) = P(x).
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Napomenimo da je dg P'(z) = dgP(x) — 1. Takode, za svako k > n =
dg P(z) imamo da je P(*)(z) nula polinom.

Ocigledno, kada je K = R, polinomska funkcija ¢ — P(t) je realna funk-
cija realne promenljive t. Ona je, kao $to znamo iz glave V, neprekidna i
diferencijabilna za svako ¢t € R, a za |t| — +oo tezi ka +oo ako je stepen
n > 1. Kao sto je receno u odeljku 1.1, za beskona¢na polja ne pravimo
razliku izmedu polinoma i polinomske funkcije. U tom slucaju, primenom
Taylorove formule (videti odeljak 1.12, glava V), koeficijenti Aj u razlaganju
(1.4.2) mogu se izraziti pomoéu

1
(1.4.5) Ap =4 P® (@)  (k=0,1,...,n).

Tako dobijamo Taylorovo razlaganje

P//(a)
2!

"(a (”)a
P(:E):P(a)+P()(:E—a)+ Pn!()

T (x—a)?+-- +

(x —a)™.

Ovi rezultati vaze i u sluc¢aju polja kompleksnih brojeva K = C.

Jedan elementaran, ali vazan problem je izra¢unavanje vrednosti polinoma
za dato x = a. Predstavimo polinom po opadajué¢im stepenima

(1.4.6) P(z) = apz™ + a12™ ' + aox™ 2 4 -+ ap_1T + ap.

Ako bismo izrac¢unavali vrednost polinoma P(a), na osnovu (1.4.6), bilo bi
potrebno 2n—1 mnozenja i n sabiranja. Medutim, ukoliko P(x) predstavimo
u obliku

(1.4.7) P(z)= (- ((aox + ar)r +a)x + -+ an_1)x + an

potrebno je samo n mnoZenja i n sabiranja.

Sabg, by, ... ,b,_1 oznacimo koeficijente polinoma S(x) u (1.4.1) i stavimo
b,, = R. Tada imamo

apr” + a4+ ap_ 1z + ap

= (bo!Enil + blﬂ?niQ + -+ bn—l)($ - a) + bn7

odakle, uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene na levoj i des-
noj strani prethodne jednakosti, dobijamo

a(]:bo, ak:bk—bk_la (k’:L... ,n).
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Na osnovu ovih jednakosti moze se formirati rekurzivni postupak za izra-
¢unavanje vrednosti polinoma za = = a:

(1.4.8) by = ay, b = ap + bp_1a (k=1,...,n),

koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj. P(a) = b,. Primetimo da
su koeficijenti by, u stvari, vrednosti u odgovarajué¢im zagradama u (1.4.7)
izracunate za x = a.

Izlozeni postupak (1.4.8) poznat je kao Hornerova® sema i moze se in-
terpretirati kroz sledecu Semu:

a ap aq a9 as N Qp—1 QA
boa bla bgCL bn,ga bn,la
b by by bs bn1 | bn=Pla)

Prou vrstu, dakle, zapocinjemo sa vrednoséu x = a za koju izracunavamo
vrednost polinoma, a zatim pisemo koeficijente polinoma (1.4.6), poéev od
najstarijeg koeficijenta. U trecoj vrsti pisemo koeficijente by, koje izracu-
navamo sabiranjem odgovarajuéih elemenata prve i druge vrste, pri cemu je
bo = ag. Elemente druge vrste formiramo mnoZenjem vrednosti a sa prethod-
nim elementom iz trece vrste. Elementi treée vrste su, dakle, koeficijenti
polinoma S(x) i ostatak pri deljenju R = P(a).

Nastavljajuéi postupak deljenja dobijenog kolicénika S(x) sa x — a mogudce
je dobiti razlaganje (1.4.2). Koeficijenti u tom razlaganju Ay su, upravo,
ostaci pri ovim deljenjima. Na taj nacin, Hornerovom Semom i koriscenjem
(1.4.5), mogu se odrediti svi izvodi polinoma P(x) u tacki r = a,

(1.4.9) P®(a) =KlA,,  (k=1,...,n).

Primer 1.4.1. Neka je P(z) = 42 — 423 4+ 1322 — 162 — 12 € R[z]. Primenom
Hornerove §eme odredi¢emo vrednost P(2):

2| 4 —4 13 -16 —12
8 8 42 52
4 4 21 26 | 40

Dakle, P(2) = 40. Koli¢nik pri deljenju polinoma P(z) sa  — 2 je polinom S(z) =
423 + 42° + 21z + 26, a ostatak deljenja je R = P(2) = 40. Navedena Sema se
moze uprostiti izostavljanjem druge vrste. Na primer, za a = —1/2 imamo

58) William George Horner (1773-1827), engleski matematicar.
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-1/2 | 4 -4 13 —-16 —12
4 —6 16 —24| 0

odakle zaklju¢ujemo da je a = —1/2 nula polinoma P(x).

Primenimo sada postupak sukcesivnog deljenja u cilju dobijanja razlaganja poli-
noma P(z) po stepenima od x —2 i izra¢unavanja izvoda polinoma u tacki x = 2.

Postupak je prikazan u sledeéoj tabeli:

2 4 —4 13 -16 12
4 4 21 26 40
4 12 45| 116
4 20 | 85
4 28
4

Prema tome,
P(z) =40 + 116(x — 2) + 85(z — 2)® + 28(z — 2)% + 4(z — 2)*.

Na osnovu (1.4.9) imamo redom P’(2) = A; = 116, P"(2) = 245 = 170, P"'(2) =
645 =168, P (2) =244, =96. A

1.5. Osnovni stav algebre i faktorizacija polinoma

U daljem izlaganju posmatra¢emo polinome na tzv. algebarski zatvorenim
poljima.

Definicija 1.5.1. Za polje K kazemo da je algebarski zatvoreno ako svaki
polinom P(z) € K[z], razli¢it od konstante, ima bar jednu nulu u K.

Da sva polja nisu algebarski zatvorena ukazuje slede¢i primer.

Primer 1.5.1. Posmatrajmo polinom P(z) =1 + 2?2 nad poljem K. Ako je K
polje racionalnih brojeva ili polje realnih brojeva, P(x) nema ni jednu nulu u K.
Medutim, na polju C ovaj polinom ima dve nule x =i iz = —i. A

Sledeéa teorema o algebarskoj zatvorenosti polja kompleksnih brojeva
tradicionalno se naziva osnovna teorema algebre:
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Teorema 1.5.1. Svaki polinom P(z) € Clz] stepena n > 1 ima bar jednu
nulu.

Postoji vise razlic¢itih dokaza ove teoreme. Jedan kratak dokaz se moze
dati metodima Kompleksne analize. Kori§¢enje elementarnog matematickog
aparata zahteva komplikovan dokaz pa ¢emo ga ovde zbog toga izostaviti.

Teorema 1.5.1 se ¢esto formulise i u obliku:

Teorema 1.5.2. Svaki polinom P(z) € Clx] stepena n > 1 je proizvod n
linearnih faktora.

Ocigledno iz teoreme 1.5.2 sleduje teorema 1.5.1. Obrnuto, ako je x; nula
polinoma P(x) € C[z] koja postoji na osnovu teoreme 1.5.1, tada je, na
osnovu teoreme 1.4.1, P(z) deljiv linearnim faktorom x — z1, tj. vazi

P(z) = (¢ — 21)Pi(2),

gde je P;(z) polinom stepena n — 1. Ako je n > 2, tada ponovo primenom
teoreme 1.5.1, zakljuéujemo da Pj(z) ima bar jednu nulu, recimo zo, tako
da je
Pi(x) = (x — x9) Py (x), dg Py(x) =n — 2.
Dakle,
P(z) = (x — x1)(x — z2) Pa(x).

Nastavljajuéi ovakav postupak dolazimo do faktorizacije
Px)=(zr—x1)(x —x2) - (x — xp) Py (),

gde je dg P, (x) = 0, tj. P,(z) se svodi na najstariji koeficijent polinoma
P(z).

Dakle, polinom

(1.5.1) P(z) = anz™ + ap_12" 1+ - +ayz + ao,
sa kompleksnim koeficijentima ag, a1, ... ,an i a, # 0ima n nula x4, z9, ...,
Ty, 1 Vazi
(1.5.2) P(z)=an(z —z1)(x —x2) - - (T — mp).
Medu kompleksnim brojevima x1, x2, ..., x, moze biti i jednakih. U

slede¢oj definiciji uvodimo pojam visestruke nule polinoma P(z).
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Definicija 1.5.2. Za nulu z; polinoma P(x) € C[z] kazemo da je viSestruka
reda k (€ N) ako postoji polinom Q(z) takav da je

(1.5.3) P(x) = (x — 21)*Q(z), Q(z1) # 0.

Ako je k =1 kazemo da je nula x; prosta ili jednostruka.

Teorema 1.5.3. Ako je x = x1 videstruka nula reda k > 1 polinoma P(x) €
Clz], tada je ona nula reda k — 1 izvodnog polinoma P'(z) € Clx].

Dokaz. Pretpostavljajuéi da je x = x; viSestruka nula reda k£ > 1 poli-
noma P(z) € C[z], na osnovu prethodne definicije postoji polinom Q(x)
takav da vazi (1.5.3). Tada je®®

P'(x) = k(z —21)" ' Q(z) + (2 — 21)*Q'(z) = (z — 21)* ' Q1 (w),

gde je Q1(x) = kQ(z) + (x — z1)Q'(z). Kako je Q1(x1) = kQ(x1) # 0,
zaklju¢ujemo da je x = x7 viSestruka nula reda k — 1 izvodnog polinoma
Pl(z). O

Teorema 1.5.4. Kompleksan broj x1 je visestruka nula reda k polinoma
P(z) € Clz] ako i samo ako je

(1.5.4) P(zy)=P'(x1)=---=P* V(@) =0 PH®(z;)#0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = z; viSestruka nula reda k polinoma
P(z) € C[z]. Tada, sukcesivhom primenom prethodne teoreme na P(x),
P'(z), ..., P*=Y(z), dobijamo (1.5.4).

Obrnuto, ako pretpostavimo da vazi (1.5.4), tada se Taylorovo razlaganje
polinoma u tacki = = z1 (videti odeljak 1.4)

/ T /! T ('n,) T
Pla)= Pley) + L0 gy D0 (2 Py
svodi na
) (1 (h+1) (5 ™) ( )
P(z) = (z —1)" P kf 1)+P(k+1()!1)(x—x1)...+7p n$ 1)(95—:p1)n "l

59) Ne pravimo razliku izmedu polinoma i polinomske funkcije i koristimo pravila za
diferenciranje funkcija.
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tj. P(x) = (z — 21)*Q(z), gde je Q(z1) = P®)(x1)/k! # 0, §to znadi da je
x1 viSestruka nula reda k polinoma P(z). O

Primer 1.5.2. Da bismo dokazali da je polinom
P(z) = 22" —nn+ 1)a" 2 +2(n? = 1)a"z —n(n—1)a"™" (neN)

deljiv sa (z — a)® dovoljno je proveriti da li su ispunjeni uslovi P(a) = P'(a) =
P"(a) = 0. Kako je

P'(z) =2(n+1)z" = 2n(n+ 1)a™ o+ 2(n* — 1)a",
P’(z) =2n(n+ 1)z" "' = 2n(n+1)a" !,

nalazimo redom

P(a) = 2a"" —n(n+1)a"a® +2(n* — 1)a"a — n(n — 1)a™ ! =0,
P'(a) =2(n+1)a" — 2n(n+ 1)a" ‘o +2(n® — 1)a" =0,
P"(a) = 2n(n + 1)an_1 —2n(n+ 1)a"_1 =0. A

Kao direktnu posledicu teoreme 1.5.2 imamo sledeéi rezultat:

Teorema 1.5.5. Neka su x1, 2, ..., Ty, medu sobom razlicite nule poli-
noma P(x) € Clz| stepena n sa redom visestrukosti k1, ko, ..., kp,, respek-
tivno. Tada vazi faktorizacija

(1.5.5) P(x) = ap(z —z)" (x — 22)"2 - (z — zn) ",

gde je ky + ko + - + kyy = n, a a, je nagstariji koeficijent polinoma P(x).

Faktorizacija (1.5.5) se naziva kanonicko razlaganje polinoma P(z) na
faktore.

Teorema 1.5.6. Kanonicko razlaganje (1.5.5) je jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da, pored kanonickog razlaganja (1.5.5), postoji
drugo kanonicko razlaganje

P(z)=an(z —y1)" (z —y2)"? -+ (2 — z,)"r,

gde je Iy + Iy + -+ + I, = n. Tada mora vaziti jednakost

(15.6) (z—21)™ (z —22)" - (z —zm)"™ = (@ — )" (@ — )2 - (@ — yr)'".
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Nije tesko videti da se skupovi nula

Xm:{xlyx%”- 7xm} i Yr:{ylay%'” 7?]7«}

moraju poklapati. Naime, ako to nije slucaj, jednakost nije moguéa za svako
x € C. Na primer, ako z1 € Y., tada za x = x; leva strana u (1.5.6) postaje
nula, dok je pri tome desna strana razli¢ita od nule. Prema tome, ako postoje
dva kanonicka razlaganja onda bi jednakost (1.5.6) eventualno bila moguéa
samo kada je X,, =Y, tj. kada je

(1.5.7) (x— xl)kl (z— xg)kQ- (- xm)km =(x— xl)ll (x— xg)l2~ (= xm)lm.

Pretpostavimo sada da je, na primer, k1 # [; i neka je k; > l;. Deobom
(1.5.7) sa faktorom (x — z1)"* dobijamo

(x—z) bz —z)?2 (= xp) = (2 — 22)2 - (& — ),

odakle, stavljajuéi x = xz1, zakljucujemo da mora biti k&y = [ jer bi u
protivnom slucaju leva strana bila nula, a desna razli¢ita od nule. Na ovaj
nacin dokazujemo da mora biti k; = [; za svako ¢ = 1,... ,m, Sto znaci da
je kanonicko razlaganje (1.5.5) jedinstveno. O

Napomena 1.5.1. Na kraju ovog odeljka ukazimo na moguénost da se polinom
sa viSestrukim nulama, ¢ije je kanonicko razlaganje dato sa (1.5.5), moze redukovati
na polinom sa samo prostim nulama 1, z3, ..., Tm. Pretpostavimo da je D(x)
najvedi zajednicki delilac za polinome P(z) i P'(x), tj. D(z) = NZD(P(z), P'(x).
Ukoliko je D(z) konstanta, polinomi P(z) i P’(x) su uzajamno prosti, §to znaéi da
oni nemaju zajednickih faktora, tj. polinom P(x) ima samo proste nule. Medutim,
ukoliko je dg D(z) > 1, polinom P(z) ima viSestruke nule jer su tada faktori
polinoma D(z), upravo, zajednicki faktori polinoma P(z) i P'(z). Zato deljenje
polinoma P(x) sa D(x) daje kao koli¢nik polinom koji ima iste nule kao i polinom
P(x), ali su one sve proste. Dakle, taj polinom ima faktorizaciju

P(z)
D(x)

=clr —z1)(x —x2) - (T — Tm),
gde je c neka konstanta.

1.6. Vieteove formule

Posmatrajmo polinom P(z) sa kompleksnim koeficijentima stepena n koji
je dat sa (1.5.1). Neka su njegove nule redom 1, zo, ..., x,. 1z jednakosti



258 ALGEBARSKI POLINOMI I RACIONALNE FUNKCIJE

polinoma, na osnovu (1.5.1) i (1.5.2), dobijamo tzv. Vieteove®®) formule

Ap—1

Ty +T2+ 0 Ty = — ;
Qp,

Ap—2

T1T2 + 2123+ +Tp_1Tp = P
n

a
T1Tg -+ Ty = (—1)"—0.
an

Oznacimo leve strane u prethodnim jednakostima redom sa oy, o2, ...,
oy. Detaljnije razmatranje ovih veli¢ina koje se, inace, nazivaju elementarne
simetricne funkcije bi¢e dato u odeljku 3.1. Nije tesko zakljuciti da vazi

U™ 4 Ay 2" P apy_ox™ 2+ +arz + ag
=ap(x—x1)(x —22) -+ (T —y)

=a, (2" — o2 F oo™ — o 4 (=1)"0,).

1.7. Nule realnih polinoma

Neka je
(1.7.1) P(z) = anz™ + ap_12" '+ - + ayz + ao,
gde su koeficijenti ag, a1, .. . ,a, realni brojeviia, # 0. Za takav polinom ko-

risti¢emo termin realni polinom. Nule realnih polinoma su, u opstem slucaju,
kompleksni brojevi. Dokaza¢emo da se one javljaju kao parovi konjugovano-
kompleksnih brojeva.

Teorema 1.7.1. Ako je x,, kompleksna nula reda k, realnog polinoma P(zx),
tada je i T, takode njegova kompleksna nula istog reda.

Dokaz. Na osnovu (1.7.1) imamo
P(2) = apZ™ + apn 17" 4 - + a1 7 + ap = P(7).
S druge strane, na osnovu faktorizacije (1.5.5), tj.
P(x) = an(z —x)f (. — 20)*2 - (2 — 2P (ki +ka+ -+ kpn =n),

60) Francois Viete (1540-1603), poznati francuski matematicar.
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zaklju¢ujemo da je

tj.
P(x) = ap(z — 21)" (x — Zo)"2 - (z — T,
odakle neposredno sleduje tvrdenje teoreme. [J

Na osnovu prthodnog izlaganja mozemo zakljuciti da realni polinom moze
imati realne nule i/ili parove konjugovano-kompleksnih nula. Pretpostavimo

da polinom P(x) ima realne nule z1,... ,z,,, reda visestrukosti k1, ... , kn,
respektivno, i parove konjugovano-kompleksnih nula oy £i54,... ,0p £ 10,
reda viSestrukosti sq,... ,s;, takode respektivno. Naravno, mora biti

zm:k‘,, + 22123,, = dg P(z).
v=1 v=1
Kako je
(r—a, —iB) (& — o, +if,) = (r - ) + 6} = 2> +pr+q (p,q €R),
parovima konjugovano-kompleksnih nula odgovaraju kvadratni faktori

Prprt+q (b= —20, ¢ =a+8)

odgovarajuce visestrukosti s, .

Prema tome, realni polinom P(z) se moze faktorisati u obliku

m l

(1.7.2) P(z) =ay H(m — )k H(m2 + oo+ q)°%,
v=1

v=1
gde je a,, najstariji koeficijent polinoma P(x).
Primer 1.7.1. Neka je P(z) = 2% — 223 + 1. Kako je

P(z)= (2 —1)? = (z = )@ + 2 +1))%,

faktorizacija (1.7.2) postaje P(z) = (z—1)%(z? +x+1)?, 5to znadi da polinom ima
dvostruku realnu nulu z = 1 i par konjugovano-kompleksnih nula z = (—1:|:\/§) /2,
¢iji je red viSestrukosti, takode, dva. A
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Primer 1.7.2. Jedna nula polinoma P(z) = 4z* — 423 + 1322 — 162 — 12 je
—2i. Kako je ovo realni prolinom, on mora imati i konjugovanu nulu 2¢. Polinom
P(z) je, dakle, deljiv faktorom (z + 2i)(x — 2i) = 2% + 4. Kako je

(42* — 42° 4132 — 160 — 12) : (2* + 4) = 42? —4x—3=4(m—|— %)(m— §),

faktorizovani oblik polinoma P(x) je

P(z) = 4<x + %) (x - g)(xz +4).
Njegove nule su redom 1 = —1/2, x9 = 3/2, x3 = —2i, 4 = 2i. Napomenimo da
smo, u primeru 1.4.1, Hornerovom Semom zakljucili da je P(—1/2) =0. A
Razmotrimo sada potrebne uslove da jedan realni polinom sa celobrojnim
koeficijentima ima racionalne nule.

Teorema 1.7.2. Neka je P(x) realni polinom sa celobrojnim koeficijentima,
P(z) = ap2™ 4+ an_13" '+ - + a1z +ao,  (ar € a;b; aoan #0).

Ako je x1 = p/q nula ovog polinoma, gde sup i q uzajamno prosti celi brojevi,
tada ag deljivo sa p i a, deljivo sa q, tj. vaZe relacije plag i qlay,.

Dokaz. Pretpostavimo da je x; = p/q € Q nula polinoma P(z), tj. da je
n n—1
P(xl):an@) +an_1<£) +ooda L fag=0.
q q q

Ako ovu jednakost pomnozimo sa ¢"~! dobijamo da je
7

an% +an_1p" T+ Faipg" T Fagg" T =0,

odakle zakljucujemo da qla, jer su p i ¢ uzajamno prosti brojevi. Sli¢no,
mnoZenjem poslednje jednakosti sa ¢/p dobijamo

q’I”L

gt ang" +ao— =0,

anp™ ' + an_1p
odakle zaklju¢ujemo da plag. O
Primer 1.7.3. Na polinom iz primera 1.7.2 mozemo primeniti prethodnu teo-
remu. Faktori broja 12 (= —ag) su: +1, +2, +3, £4, £6, £12. Pozitivni faktori
broja 4(= a4) su: 1, 2, 4. Na osnovu teoreme 1.7.2; racionalne nule polinoma
(ukoliko postoje) pripadaju slede¢em skupu:

1 1 3 3
{11, o, kg, 2, £3, 25, k5, 4, £6, 112}.
To su, kao §to smo videli u primeru 1.7.2, z1 = —=1/2 1 z2 =3/2. A

Rolleova teorema (videti odeljak 1.11, glava V) moze se ovde iskazati u

obliku:
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Teorema 1.7.3. Izmedu dve uzastopne realne nule x1 i xo (x1 < x2) realnog
polinoma P(x) nalazi se bar jedna nula izvodnog polinoma P'(x).

Takode, za realne polinome vaze slede¢i rezultati koji su posledice Rolleove
teoreme:

Teorema 1.7.4. Izmedu dve uzastopne realne nule ' i x4 () < ) realnog
izvodnog polinoma P'(x) nalazi se najvise jedna nula polinoma P(zx).

Teorema 1.7.5. Ako su sve nule realnog polinoma P(x) realne, tada su
i sve nule izvodnog polinoma P'(x) realne i nule izvodnog polinoma P'(x)
razdvagjaju nule polinoma P(x).

Teorema 1.7.6. Realni polinom P(x) ne mozZe imati vise od k + 1 realnih
nula ako izvodni polinom P’(x) ima k realnih nula.

1.8. Broj realnih nula

Ovaj odeljak posveéujemo pitanju broja realnih nula datog polinoma P(x)
u intervalu (a,b), u oznaci N(a,b) = N(a,b; P). Da bismo formulisali os-
novne rezultate koji se odnose na broj N(a,b), potrebno je najpre uvesti
definiciju varijacije (promene znaka) u jednom kona¢nom nizu realnih bro-
jeva

(181) {a17a27--- Jan}7

od kojih nijedan nije nula.

Definicija 1.8.1. Ako je ararsr1 < 0 (1 <k <n —1) kazemo da na mestu
k u nizu (1.8.1) postoji varijacija ili promena znaka.

Primer 1.8.1. Niz brojeva {—4,—2,1,—3,—2,5,2} ima ukupno tri varijacije
koje postoje na drugom (¢lanovi niza —2 i 1), treem (11 3), i na petom mestu (sa
¢lanovima —215). A

Napomena 1.8.1. Cesto se, radi lakseg prad¢enja promene znaka, datom nizu
realnih brojeva pridruzuje niz simbola 4 i —. Tako za niz iz primera 1.8.1 imamo

{_47 _27 17 _37 _27 57 2} — {_7 ) +7 Ty T +7 +}

Broj varijacija u nizu koji ima i ¢lanove koji su jednaki nuli odreduje se
tako Sto se takvi ¢lanovi ne uzimaju u obzir.

Primer 1.8.2. Kod odredivanja broja varijacija u nizu {0, —2,0,0, 3,4,0, 1, 3}
treba posmatrati niz {—2,3,4,1,3}. Ovaj niz ima samo jednu varijaciju. A
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Neka V' oznacava broj varijacija u nizu

(1.8.2) {ag,a1,... ,apn_1,a,} (ap >0, a, #0)

¢iji su ¢lanovi koeficijenti realnog polinoma

(1.8.3) P(z) = apx™ + a12" ' 4+ ap_12 + a, (ap > 0).

Sledeée tvrdenje, koje navodimo bez dokaza, poznato je kao Descartesova
teorema:

Teorema 1.8.1. Broj pozitivnih nula polinoma (1.8.3) jednak je broju vari-
jacija u nizu (1.8.2) ili je od njega mangi za paran broj2m, tj. N(0,+o0; P) =
V —2m.

Napomena 1.8.2. U prethodnoj teoremi visestruke nule se racunaju onoliko
puta koliki je njihov red viSestrukosti.

Napomena 1.8.3. Broj negativnih nula polinoma (1.8.3) mogude je analizirati
primenom teoreme na polinom Q(z) = (—1)"P(—z).

Primer 1.8.3. Neka je P(z) = z° — 2 + 1. Njegovi koeficijenti ¢ine niz
{1,0,—1,0,0, 1}, ¢iji je broj varijacija V = 2. Na osnovu Descartesove teoreme,
polinom P(z) ima dve ili nijednu pozitivnu nulu. Za analizu broja negativnih nula
posmatrajmo polinom Q(z) = —P(—x) = z° + 22 — 1, Eji koeficijenti ¢ine niz
{1,0,1,0,0,—1}. Kako ovaj niz ima samo jednu varijaciju, zaklju¢ujemo da poli-
nom @Q(z) ima jednu pozitivnu nulu, tj. polinom P(z) ima samo jednu negativnu
nulu. A

Za odredivanje tacnog broja realnih nula jednog realnog polinoma u datom
intervalu postoji opsti metod, zasnovan na Sturmovoj®! teoremi. Za poli-
nom bez visestrukih nula moze se formirati niz polinoma, tzv. Sturmov niz,
na osnovu koga se moze odrediti tacan broj njegovih realnih nula u bilo kom
intervalu (a,b). Kao §to je poznato (videti napomenu 1.5.1) polinom P(z)
se uvek moze ,o¢istiti“ od visestrukih nula, uzimajuéi umesto P(z) polinom
P(z)/NZD(P(x), P'(x)).

Dakle, pretpostavimo da polinom P(z) nema visestrukih nula i formiraj-
mo niz polinoma

s[z] = {Pg(a;),Pl(x),... ,Pm(a:)},

startujudi sa
Py(z)=P(x) i  Pi(z)=P(x).

61)  Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855), francuski matematicar.



