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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrsten polinomaNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe i a0, a1, . . . , an ∈ F. Neka je operaijastepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u
x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrsten polinomaNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe i a0, a1, . . . , an ∈ F. Neka je operaijastepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u
x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.DefiniijaAko x ∈ F i n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F, formalni izraz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,naziva se algebarski polinom po x nad poqem F.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrsten polinomaNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe i a0, a1, . . . , an ∈ F. Neka je operaijastepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u
x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.DefiniijaAko x ∈ F i n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F, formalni izraz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,naziva se algebarski polinom po x nad poqem F. Za elemente akka`emo da su koefiijenti polinoma p(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrsten polinomaNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe i a0, a1, . . . , an ∈ F. Neka je operaijastepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u
x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.DefiniijaAko x ∈ F i n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F, formalni izraz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,naziva se algebarski polinom po x nad poqem F. Za elemente akka`emo da su koefiijenti polinoma p(x). Ako je koefiijent

an 6= 0, za polinom p(x) ka`emo da je stepena n i to ozna~avamo sa
degp(x) = n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrsten polinomaNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe i a0, a1, . . . , an ∈ F. Neka je operaijastepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u
x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.DefiniijaAko x ∈ F i n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F, formalni izraz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,naziva se algebarski polinom po x nad poqem F. Za elemente akka`emo da su koefiijenti polinoma p(x). Ako je koefiijent

an 6= 0, za polinom p(x) ka`emo da je stepena n i to ozna~avamo sa
degp(x) = n. Za koefiijent an 6= 0 ka`emo da je vode}i ilinajstariji koefiijent polinoma p(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa polinom O(x) = 0 + 0x+ · · ·+ 0xn−1 + 0xn ka`emo da je nulapolinom i ozna~avamo ga prosto sa 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa polinom O(x) = 0 + 0x+ · · ·+ 0xn−1 + 0xn ka`emo da je nulapolinom i ozna~avamo ga prosto sa 0.Stepen nula polinoma O(x) se ne defini{e.Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementipoqa F.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa polinom O(x) = 0 + 0x+ · · ·+ 0xn−1 + 0xn ka`emo da je nulapolinom i ozna~avamo ga prosto sa 0.Stepen nula polinoma O(x) se ne defini{e.Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementipoqa F.DefiniijaZa polinom ~iji je vode}i koefiijent jednak jedinii ka`emo da jenormiran (moni~an).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa polinom O(x) = 0 + 0x+ · · ·+ 0xn−1 + 0xn ka`emo da je nulapolinom i ozna~avamo ga prosto sa 0.Stepen nula polinoma O(x) se ne defini{e.Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementipoqa F.DefiniijaZa polinom ~iji je vode}i koefiijent jednak jedinii ka`emo da jenormiran (moni~an).Dakle, normirani polinom ima oblik
p(x) = a0 + a1x+ · · · + a(n−1)x

n−1 + xn.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaSkup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x].
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaSkup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x].Od interesa je ~esto uo~iti skup svih onih polinoma ~iji stepennije ve}i od n. Taj podskup }emo ozna~avati sa Fn[x].
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaSkup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x].Od interesa je ~esto uo~iti skup svih onih polinoma ~iji stepennije ve}i od n. Taj podskup }emo ozna~avati sa Fn[x]. Proizvoqnipolinom iz Fn[x] ima oblik p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, pri~emu ako je degp(x) = m < n imamo da je am+1 = · · · = an = 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaSkup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x].Od interesa je ~esto uo~iti skup svih onih polinoma ~iji stepennije ve}i od n. Taj podskup }emo ozna~avati sa Fn[x]. Proizvoqnipolinom iz Fn[x] ima oblik p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, pri~emu ako je degp(x) = m < n imamo da je am+1 = · · · = an = 0.U skup F[x] mo`emo uvesti relaiju jednakost kao i operaije:sabirawe i mno`ewe polinoma na slede}i na~in:
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaSkup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x].Od interesa je ~esto uo~iti skup svih onih polinoma ~iji stepennije ve}i od n. Taj podskup }emo ozna~avati sa Fn[x]. Proizvoqnipolinom iz Fn[x] ima oblik p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, pri~emu ako je degp(x) = m < n imamo da je am+1 = · · · = an = 0.U skup F[x] mo`emo uvesti relaiju jednakost kao i operaije:sabirawe i mno`ewe polinoma na slede}i na~in:DefiniijaPolinomi

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n i q(x) = b0 + b1x+ · · · + bmxmsu jednaki ako i samo ako je ak = bk za svako k > 0, tj. kada suwihovi koefiijenti jednaki.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa dva polinoma
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · · + bmxmzbir i proizvod su redom
(p + q)(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x+ · · ·+ crx

r
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa dva polinoma
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · · + bmxmzbir i proizvod su redom
(p + q)(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x+ · · ·+ crx

ri (pq)(x) = p(x)q(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dsx
s
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa dva polinoma
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · · + bmxmzbir i proizvod su redom
(p + q)(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x+ · · ·+ crx

ri (pq)(x) = p(x)q(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dsx
s gde su

ck = ak + bk, 0 6 k 6 r = max{n,m},
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDefiniijaZa dva polinoma
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · · + bmxmzbir i proizvod su redom
(p + q)(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x+ · · ·+ crx

ri (pq)(x) = p(x)q(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dsx
s gde su

ck = ak + bk, 0 6 k 6 r = max{n,m},i
dk =

k∑

i=0

aibk−i, 0 6 k 6 s = n+m.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x]
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).Tako|e, ako p(x), q(x) ∈ F[x] i p(x) + q(x) 6= 0, tada je
deg(p+ q)(x) 6 max{degp(x),degq(x)}.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).Tako|e, ako p(x), q(x) ∈ F[x] i p(x) + q(x) 6= 0, tada je
deg(p+ q)(x) 6 max{degp(x),degq(x)}.Kao speijalan slu~aj proizvoda polinoma imamo proizvodpolinoma p(x) skalarom α ∈ F, koji se mo`e tretirati kaopolinom nultog stepena.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).Tako|e, ako p(x), q(x) ∈ F[x] i p(x) + q(x) 6= 0, tada je
deg(p+ q)(x) 6 max{degp(x),degq(x)}.Kao speijalan slu~aj proizvoda polinoma imamo proizvodpolinoma p(x) skalarom α ∈ F, koji se mo`e tretirati kaopolinom nultog stepena. Dakle,

αp(x) = α(a0+a1x+· · ·+anx
n) = (αa0)+(αa1)x+· · ·+(αan)x

n.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i
(pq)(x) ∈ Fs[x], gde su r = max{n,m} i s = n+m.Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).Tako|e, ako p(x), q(x) ∈ F[x] i p(x) + q(x) 6= 0, tada je
deg(p+ q)(x) 6 max{degp(x),degq(x)}.Kao speijalan slu~aj proizvoda polinoma imamo proizvodpolinoma p(x) skalarom α ∈ F, koji se mo`e tretirati kaopolinom nultog stepena. Dakle,

αp(x) = α(a0+a1x+· · ·+anx
n) = (αa0)+(αa1)x+· · ·+(αan)x

n.Teorema
(F[x],+, ·) je integralni domen (komutativan prsten sa jediniombez delilaa nule).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom,
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni (inverzni)polinom za polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n je polinom

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni (inverzni)polinom za polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n je polinom

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n.(P2) Asoijativnost mno`ewa polinoma sledi iz definiijeoperaije ·, asoijativnosti mno`ewa u F i distributivnosti ·prema + u F.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni (inverzni)polinom za polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n je polinom

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n.(P2) Asoijativnost mno`ewa polinoma sledi iz definiijeoperaije ·, asoijativnosti mno`ewa u F i distributivnosti ·prema + u F.(P3) Distributivnost · prema + sledi iz distributivnosti + i · upoqu F.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni (inverzni)polinom za polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n je polinom

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n.(P2) Asoijativnost mno`ewa polinoma sledi iz definiijeoperaije ·, asoijativnosti mno`ewa u F i distributivnosti ·prema + u F.(P3) Distributivnost · prema + sledi iz distributivnosti + i · upoqu F. Neutralni za mno`ewe je konstantni polinom 1.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.Komutativnost i asoijativnost sabirawa polinoma slede izdefiniije sabirawa polinoma i osobina sabirawa u poqu F.Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni (inverzni)polinom za polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n je polinom

−p(x) = −a0 + (−a1)x+ · · ·+ (−an)x
n.(P2) Asoijativnost mno`ewa polinoma sledi iz definiijeoperaije ·, asoijativnosti mno`ewa u F i distributivnosti ·prema + u F.(P3) Distributivnost · prema + sledi iz distributivnosti + i · upoqu F. Neutralni za mno`ewe je konstantni polinom 1.Dakle, F [x] je komutativan prsten sa jediniom.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.Doka`imo da F [x] nema delioe nule, tj. da proizvod dva nenulapolinoma ne mo`e biti nula polinom.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.Doka`imo da F [x] nema delioe nule, tj. da proizvod dva nenulapolinoma ne mo`e biti nula polinom.Neka su p(x), q(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, q(x) 6= 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.Doka`imo da F [x] nema delioe nule, tj. da proizvod dva nenulapolinoma ne mo`e biti nula polinom.Neka su p(x), q(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, q(x) 6= 0.Tada postoji degp(x) = m, degq(x) = n,m,n ∈ N ∪ {0}, pa sledida je deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) = n+m.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.Doka`imo da F [x] nema delioe nule, tj. da proizvod dva nenulapolinoma ne mo`e biti nula polinom.Neka su p(x), q(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, q(x) 6= 0.Tada postoji degp(x) = m, degq(x) = n,m,n ∈ N ∪ {0}, pa sledida je deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) = n+m.Dakle, polinom p(x)q(x) ima stepen, pa je p(x)q(x) 6= 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz.Doka`imo da F [x] nema delioe nule, tj. da proizvod dva nenulapolinoma ne mo`e biti nula polinom.Neka su p(x), q(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, q(x) 6= 0.Tada postoji degp(x) = m, degq(x) = n,m,n ∈ N ∪ {0}, pa sledida je deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) = n+m.Dakle, polinom p(x)q(x) ima stepen, pa je p(x)q(x) 6= 0.Zakqu~ujemo da je F [x] komutativan prsten sa jediniom bezdelilaa nule, tj. F [x] je integralni domen. �
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x].
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x].Tada je p(x)q(x) = q(x)p(x) = 1.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x].Tada je p(x)q(x) = q(x)p(x) = 1.Pretpostavimo da je degp(x) > 1.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x].Tada je p(x)q(x) = q(x)p(x) = 1.Pretpostavimo da je degp(x) > 1. Tada je
0 = deg(1) = deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) > 1, {to jekontradikija.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerImamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·)prsten kompleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i
R[x] ⊂ C[x].TeoremaElement p(x) ∈ F [x], p(x) 6= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0,tj. p(x) je nenula konstantni polinom.Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x].Tada je p(x)q(x) = q(x)p(x) = 1.Pretpostavimo da je degp(x) > 1. Tada je
0 = deg(1) = deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) > 1, {to jekontradikija.Dakle, sledi da je degp(x) = 0.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0. Tada postoji a−1
0 ∈ F(inverzni od a0 u odnosu na operaiju · u poqu F).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0. Tada postoji a−1
0 ∈ F(inverzni od a0 u odnosu na operaiju · u poqu F). Za

q(x) = a−1
0 ∈ F ⊆ F[x] va`i p(x)q(x) = a0 · a

−1
0 = 1.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0. Tada postoji a−1
0 ∈ F(inverzni od a0 u odnosu na operaiju · u poqu F). Za

q(x) = a−1
0 ∈ F ⊆ F[x] va`i p(x)q(x) = a0 · a

−1
0 = 1.Sledi da je q(x) inverzni od p(x) u F[x]. �Na kraju ovog odeqka uka`imo na va`nu ~iweniu da se polinommo`e tretirati i kao funkija.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0. Tada postoji a−1
0 ∈ F(inverzni od a0 u odnosu na operaiju · u poqu F). Za

q(x) = a−1
0 ∈ F ⊆ F[x] va`i p(x)q(x) = a0 · a

−1
0 = 1.Sledi da je q(x) inverzni od p(x) u F[x]. �Na kraju ovog odeqka uka`imo na va`nu ~iweniu da se polinommo`e tretirati i kao funkija. Naime, na osnovu definiijepolinoma mo`e se definisati preslikavawe f : F → F, pomo}u

f(c) = a0 + a1c+ · · ·+ anc
n ∈ F.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom.To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 6= 0. Tada postoji a−1
0 ∈ F(inverzni od a0 u odnosu na operaiju · u poqu F). Za

q(x) = a−1
0 ∈ F ⊆ F[x] va`i p(x)q(x) = a0 · a

−1
0 = 1.Sledi da je q(x) inverzni od p(x) u F[x]. �Na kraju ovog odeqka uka`imo na va`nu ~iweniu da se polinommo`e tretirati i kao funkija. Naime, na osnovu definiijepolinoma mo`e se definisati preslikavawe f : F → F, pomo}u

f(c) = a0 + a1c+ · · ·+ anc
n ∈ F.Preslikavawe f nazivamo polinomska (polinomna) funkija.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDeqivost polinomaDefiniijaAko va`i p(c) = 0 onda se c naziva nula ili koren polinoma p(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDeqivost polinomaDefiniijaAko va`i p(c) = 0 onda se c naziva nula ili koren polinoma p(x).Jedna~ina a0 + a1x+ · · · + anx
n = 0 (an 6= 0) se nazivaalgebarska jedna~ina n-tog stepena.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDeqivost polinomaDefiniijaAko va`i p(c) = 0 onda se c naziva nula ili koren polinoma p(x).Jedna~ina a0 + a1x+ · · · + anx
n = 0 (an 6= 0) se nazivaalgebarska jedna~ina n-tog stepena.

n = 1 : a0 + a1x = 0 (a1 6= 0) - linearna jedna~ina;
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDeqivost polinomaDefiniijaAko va`i p(c) = 0 onda se c naziva nula ili koren polinoma p(x).Jedna~ina a0 + a1x+ · · · + anx
n = 0 (an 6= 0) se nazivaalgebarska jedna~ina n-tog stepena.

n = 1 : a0 + a1x = 0 (a1 6= 0) - linearna jedna~ina;
n = 2 : a0 + a1x+ a2x

2 = 0 (a2 6= 0) - kvadratna jedna~ina.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimer(a) Nula polinoma p(x) = 2− 3x+ x3, p(x) ∈ R[x] je broj−2, jer
p(−2) = 2− 3(−2) + (−2)3 = 0.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimer(a) Nula polinoma p(x) = 2− 3x+ x3, p(x) ∈ R[x] je broj−2, jer
p(−2) = 2− 3(−2) + (−2)3 = 0.(b) Polinom q(x) = x2 + 1, q(x) ∈ R[x], nema nule (u R).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimer(a) Nula polinoma p(x) = 2− 3x+ x3, p(x) ∈ R[x] je broj−2, jer
p(−2) = 2− 3(−2) + (−2)3 = 0.(b) Polinom q(x) = x2 + 1, q(x) ∈ R[x], nema nule (u R).(v) Polinom q(x) = x2 + 1, f ∈ C[x], ima nule i i −i.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimer(a) Nula polinoma p(x) = 2− 3x+ x3, p(x) ∈ R[x] je broj−2, jer
p(−2) = 2− 3(−2) + (−2)3 = 0.(b) Polinom q(x) = x2 + 1, q(x) ∈ R[x], nema nule (u R).(v) Polinom q(x) = x2 + 1, f ∈ C[x], ima nule i i −i.TeoremaZa svaki polinom p(x) i svaki nenula polinom q(x), postojejedinstveni polinomi s(x) i r(x) takvi da va`i jednakost

p(x) = s(x)q(x) + r(x),pri ~emu je r(x) nula polinom ili degr(x) < degq(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno,
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno, i da su
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno, i da su
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.Ako je n < m ili p(x) = 0, tada jednakost va`i sa s(x) = 0 i
r(x) = p(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno, i da su
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.Ako je n < m ili p(x) = 0, tada jednakost va`i sa s(x) = 0 i
r(x) = p(x).Pretpostavimo zato da je n > m.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno, i da su
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.Ako je n < m ili p(x) = 0, tada jednakost va`i sa s(x) = 0 i
r(x) = p(x).Pretpostavimo zato da je n > m. Posmatrajmo polinom

p1(x) = p(x)−
an

bm
xn−mq(x),~iji je stepen, o~igledno, mawi od n.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im,respektivno, i da su
p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.Ako je n < m ili p(x) = 0, tada jednakost va`i sa s(x) = 0 i
r(x) = p(x).Pretpostavimo zato da je n > m. Posmatrajmo polinom

p1(x) = p(x)−
an

bm
xn−mq(x),~iji je stepen, o~igledno, mawi od n. Sa n1 ozna~imo taj stepen, asa a(1)n1

najstariji koefiijent polinoma p1(x).
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Ako je n1 > m stavimo daqe
p2(x) = p1(x)−

a
(1)
n1

bm
xn1−mq(x),i sa n2 i a(2)n2

ozna~imo stepen i najstariji koefiijent ovogpolinoma, respektivno.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Ako je n1 > m stavimo daqe
p2(x) = p1(x)−

a
(1)
n1

bm
xn1−mq(x),i sa n2 i a(2)n2

ozna~imo stepen i najstariji koefiijent ovogpolinoma, respektivno. Proes nastavqamo ako je n2 > m.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Ako je n1 > m stavimo daqe
p2(x) = p1(x)−

a
(1)
n1

bm
xn1−mq(x),i sa n2 i a(2)n2

ozna~imo stepen i najstariji koefiijent ovogpolinoma, respektivno. Proes nastavqamo ako je n2 > m.Jasno je da stepeni polinoma p1(x), p2(x), . . . opadaju i da poslekona~nog broja koraka dobijamo jednakost
pk(x) = pk−1(x)−

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−mq(x),
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Ako je n1 > m stavimo daqe
p2(x) = p1(x)−

a
(1)
n1

bm
xn1−mq(x),i sa n2 i a(2)n2

ozna~imo stepen i najstariji koefiijent ovogpolinoma, respektivno. Proes nastavqamo ako je n2 > m.Jasno je da stepeni polinoma p1(x), p2(x), . . . opadaju i da poslekona~nog broja koraka dobijamo jednakost
pk(x) = pk−1(x)−

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−mq(x),u kojoj je pk(x) nula polinom ili takav da mu je stepen nk mawi od

m.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. U tom slu~aju proes prekidamo, a pk(x) se, kori{}ewemprethodnih jednakosti, mo`e predstaviti u obliku
pk(x) = p(x)− s(x)q(x), gde smo stavili

s(x) =
an

bm
xn−m +

a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. U tom slu~aju proes prekidamo, a pk(x) se, kori{}ewemprethodnih jednakosti, mo`e predstaviti u obliku
pk(x) = p(x)− s(x)q(x), gde smo stavili

s(x) =
an

bm
xn−m +

a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m.Dakle, ovaj polinom s(x) i r(x) = pk(x) zadovoqavaju jednakost,pri ~emu je r(x) nula polinom ili je wegov stepen mawi od stepenapolinoma q(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. U tom slu~aju proes prekidamo, a pk(x) se, kori{}ewemprethodnih jednakosti, mo`e predstaviti u obliku
pk(x) = p(x)− s(x)q(x), gde smo stavili

s(x) =
an

bm
xn−m +

a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m.Dakle, ovaj polinom s(x) i r(x) = pk(x) zadovoqavaju jednakost,pri ~emu je r(x) nula polinom ili je wegov stepen mawi od stepenapolinoma q(x).Za dokaz jedinstvenosti polinoma s(x) i r(x), pretpostavimo dapostoje i polinomi ŝ(x) i r̂(x), koji zadovoqavaju jednakost

p(x) = ŝ(x)q(x) + r̂(x),pri ~emu je r̂(x) = 0 ili degr̂(x) < degq(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Tada je
(s(x)− ŝ(x))q(x) = r̂(x)− r(x),pri ~emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinomili je, pak wegov stepen mawi od stepena polinoma q(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Tada je
(s(x)− ŝ(x))q(x) = r̂(x)− r(x),pri ~emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinomili je, pak wegov stepen mawi od stepena polinoma q(x). S drugestrane, ako je s(x)− ŝ(x) 6= 0, tada polinom na levoj strani ujednakosti je ne maweg stepena od stepena polinoma q(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Tada je
(s(x)− ŝ(x))q(x) = r̂(x)− r(x),pri ~emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinomili je, pak wegov stepen mawi od stepena polinoma q(x). S drugestrane, ako je s(x)− ŝ(x) 6= 0, tada polinom na levoj strani ujednakosti je ne maweg stepena od stepena polinoma q(x). Prematome, jednakost je mogu}a samo ako je
ŝ(x) = s(x), r̂(x) = r(x),pa je time dokaz zavr{en. �
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaZa polinome u skupu F[x] ne postoji operaija deqewe, inverznaoperaiji mno`ewa.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaZa polinome u skupu F[x] ne postoji operaija deqewe, inverznaoperaiji mno`ewa. Mo`e se, me|utim, saglasno osobini izprethodne teoreme, definisati deqewe polinoma polinomom saostatkom.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaZa polinome u skupu F[x] ne postoji operaija deqewe, inverznaoperaiji mno`ewa. Mo`e se, me|utim, saglasno osobini izprethodne teoreme, definisati deqewe polinoma polinomom saostatkom.DefiniijaZa polinom s(x) koji zadovoqava jednakost ka`emo da je koli~nikpri deqewu polinoma p(x) polinomom q(x), a za odgovaraju}ipolinom r(x) da je ostatak pri tom deqewu.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaZa polinome u skupu F[x] ne postoji operaija deqewe, inverznaoperaiji mno`ewa. Mo`e se, me|utim, saglasno osobini izprethodne teoreme, definisati deqewe polinoma polinomom saostatkom.DefiniijaZa polinom s(x) koji zadovoqava jednakost ka`emo da je koli~nikpri deqewu polinoma p(x) polinomom q(x), a za odgovaraju}ipolinom r(x) da je ostatak pri tom deqewu.Ako je ostatak nula polinom, ka`emo da je p(x) deqivo sa q(x) ipolinom q(x) zovemo delila polinoma p(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaZa polinome u skupu F[x] ne postoji operaija deqewe, inverznaoperaiji mno`ewa. Mo`e se, me|utim, saglasno osobini izprethodne teoreme, definisati deqewe polinoma polinomom saostatkom.DefiniijaZa polinom s(x) koji zadovoqava jednakost ka`emo da je koli~nikpri deqewu polinoma p(x) polinomom q(x), a za odgovaraju}ipolinom r(x) da je ostatak pri tom deqewu.Ako je ostatak nula polinom, ka`emo da je p(x) deqivo sa q(x) ipolinom q(x) zovemo delila polinoma p(x).^iweniu da je q(x) delila polinoma p(x) simbolizujemo sa
q(x) | p(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaNajve}i zajedni~ki delilaDefiniijaPolinom d(x) je zajedni~ki delila za polinome p(x) i q(x) ako
d(x) | p(x) i d(x) | q(x).
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaNajve}i zajedni~ki delilaDefiniijaPolinom d(x) je zajedni~ki delila za polinome p(x) i q(x) ako
d(x) | p(x) i d(x) | q(x).DefiniijaPolinom d(x) je najve}i zajedni~ki delila za polinome p(x) i
q(x), tj. d(x) = NZD(p(x), q(x)), ako je zajedni~ki delila za ovepolinome i ako je deqiv sa svim ostalim zajedni~kim delioimaovih polinoma.
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Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaNajve}i zajedni~ki delilaDefiniijaPolinom d(x) je zajedni~ki delila za polinome p(x) i q(x) ako
d(x) | p(x) i d(x) | q(x).DefiniijaPolinom d(x) je najve}i zajedni~ki delila za polinome p(x) i
q(x), tj. d(x) = NZD(p(x), q(x)), ako je zajedni~ki delila za ovepolinome i ako je deqiv sa svim ostalim zajedni~kim delioimaovih polinoma.Primetimo da ako je d(x) = NZD(p(x), q(x)), tada je i polinom
αd(x), (α 6= 0, α ∈ F) tako|e najve}i zajedni~ki delila polinoma
p(x) i q(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki delilapolinoma p(x) i q(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki delilapolinoma p(x) i q(x). Me|utim, ako r1(x) nije nula polinom, tadadelimo polinom q(x) sa r1(x), i odgovaraju}i koli~nik i ostatakpri deqewu ozna~avamo sa s2(x) i r2(x), respektivno.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki delilapolinoma p(x) i q(x). Me|utim, ako r1(x) nije nula polinom, tadadelimo polinom q(x) sa r1(x), i odgovaraju}i koli~nik i ostatakpri deqewu ozna~avamo sa s2(x) i r2(x), respektivno. Ako je
r2(x) = 0 tada je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za polinome
p(x) i q(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki delilapolinoma p(x) i q(x). Me|utim, ako r1(x) nije nula polinom, tadadelimo polinom q(x) sa r1(x), i odgovaraju}i koli~nik i ostatakpri deqewu ozna~avamo sa s2(x) i r2(x), respektivno. Ako je
r2(x) = 0 tada je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za polinome
p(x) i q(x). Zaista, iz p(x) = s1(x)q(x) + r1(x),
q(x) = s2(x)r1(x) + r2(x), sleduje p(x) = (s1(x)s2(x) + 1)r1(x) i
q(x) = s2(x)r1(x),Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaZa svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~kidelila d(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.Dokaz. Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x)ozna~imo redom koli~nik i ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa
q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki delilapolinoma p(x) i q(x). Me|utim, ako r1(x) nije nula polinom, tadadelimo polinom q(x) sa r1(x), i odgovaraju}i koli~nik i ostatakpri deqewu ozna~avamo sa s2(x) i r2(x), respektivno. Ako je
r2(x) = 0 tada je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za polinome
p(x) i q(x). Zaista, iz p(x) = s1(x)q(x) + r1(x),
q(x) = s2(x)r1(x) + r2(x), sleduje p(x) = (s1(x)s2(x) + 1)r1(x) i
q(x) = s2(x)r1(x), tj. r1(x) | p(x) i r1(x) | q(x).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),...
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),...
rk−1(x) = sk+1(x)rk(x) + rk+1(x),Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),...
rk−1(x) = sk+1(x)rk(x) + rk+1(x),sve do ispuwewa uslova rk+1(x) = 0.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),...
rk−1(x) = sk+1(x)rk(x) + rk+1(x),sve do ispuwewa uslova rk+1(x) = 0. Tada je

rk(x) = NZD(p(x), q(x)).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaDokaz. Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delila za
p(x) i q(x) dovoqno je pretpostaviti da ovi polinomi imajuzajedni~ki delila d(x) i primetiti da sleduje d(x) | r1(x).Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak senastavqa, saglasno slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),...
rk−1(x) = sk+1(x)rk(x) + rk+1(x),sve do ispuwewa uslova rk+1(x) = 0. Tada je

rk(x) = NZD(p(x), q(x)). Ovo zakqu~ujemo sli~nim rezonovawemkao u slu~aju k = 1. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaU dokazu ove teoreme kori{}en je Euklidov algoritam, pri ~emu suza odre|ivawe najve}eg zajedni~kog delioa (NZD) dva polinomabitni samo ostai rν(x), a ne i koli~nii sν(x), ν = 1, 2, . . ..

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaU dokazu ove teoreme kori{}en je Euklidov algoritam, pri ~emu suza odre|ivawe najve}eg zajedni~kog delioa (NZD) dva polinomabitni samo ostai rν(x), a ne i koli~nii sν(x), ν = 1, 2, . . ..Imaju}i na umu jedinstvenost NZD do na multiplikativnukonstantu mogu}e je u svakom koraku Euklidovog algoritma mno`itiostatke rν(x) pogodnim konstantama razli~itim od nule u iqudobijawa jednostavnijih izraza pri deqewu.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaU dokazu ove teoreme kori{}en je Euklidov algoritam, pri ~emu suza odre|ivawe najve}eg zajedni~kog delioa (NZD) dva polinomabitni samo ostai rν(x), a ne i koli~nii sν(x), ν = 1, 2, . . ..Imaju}i na umu jedinstvenost NZD do na multiplikativnukonstantu mogu}e je u svakom koraku Euklidovog algoritma mno`itiostatke rν(x) pogodnim konstantama razli~itim od nule u iqudobijawa jednostavnijih izraza pri deqewu.DefiniijaAko je najv}i zajedni~ki delila za polinome p(x) i q(x)konstanta, za te polinome ka`emo da su uzajamno prosti.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerZa polinome uR[x],
p(x) = 2x4 + 4x3 + x2 − 2x− 8, q(x) = x3 + x2 + 4,odredi}emo NZD.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaPrimerZa polinome uR[x],
p(x) = 2x4 + 4x3 + x2 − 2x− 8, q(x) = x3 + x2 + 4,odredi}emo NZD.Dobijamo da je

d(x) = NZD(p(x), q(x)) = x+ 2.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

r2(x) = −s2(x)p(x) + (1 + s1(x)s2(x))q(x),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

r2(x) = −s2(x)p(x) + (1 + s1(x)s2(x))q(x),

r3(x) =
(1 + s2(x)s3(x))p(x) − (s1(x) + s3(x) + s1(x)s2(x)s3(x))q(x),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

r2(x) = −s2(x)p(x) + (1 + s1(x)s2(x))q(x),

r3(x) =
(1 + s2(x)s3(x))p(x) − (s1(x) + s3(x) + s1(x)s2(x)s3(x))q(x),itd.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Prsten polinoma Deqivost polinoma Najve}i zajedni~ki delilaTeoremaAko je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x)takvi da je
d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

r2(x) = −s2(x)p(x) + (1 + s1(x)s2(x))q(x),

r3(x) =
(1 + s2(x)s3(x))p(x) − (s1(x) + s3(x) + s1(x)s2(x)s3(x))q(x),itd.Najzad, d(x) = rk(x) ima oblik koji se tra`i. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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