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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraBaza vektorskog prostoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ 6= B ⊆ V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraBaza vektorskog prostoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ 6= B ⊆ V .Defini
ijaSkup vektora B je baza prostora V ako je linearno nezavisan igeneri{e prostor V , tj.(B1) L(B) = V ;(B2) B je linearno nezavisan skup vektora.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraBaza vektorskog prostoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ 6= B ⊆ V .Defini
ijaSkup vektora B je baza prostora V ako je linearno nezavisan igeneri{e prostor V , tj.(B1) L(B) = V ;(B2) B je linearno nezavisan skup vektora.Primer(1) (F,+, ·, F ), jedna baza je B = {1}.(B1) F = L{1} jer (∀x ∈ F ) x︸︷︷︸vektor = x︸︷︷︸skalar · 1︸︷︷︸vektor;(B2) {1} je linearno nezavisan, jer α · 1 = 0⇒ α = 0.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer(2) (C,+, ·,R), jedna baza je B = {1, i}.(B1) (∀x ∈ C)(∃α, β ∈ R) x = α · 1 + β · i⇒ C = L{1, i};(B2) {1, i} je linearno nezavisan, jer α · 1 + β · i = 0⇒ α = β = 0.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer(2) (C,+, ·,R), jedna baza je B = {1, i}.(B1) (∀x ∈ C)(∃α, β ∈ R) x = α · 1 + β · i⇒ C = L{1, i};(B2) {1, i} je linearno nezavisan, jer α · 1 + β · i = 0⇒ α = β = 0.(3) (Fn,+, ·, F ), baza B = {e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =
(0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)} se zove standardnabaza prostora Fn.(B1) (x1, x2, . . . , xn) = x1 · (1, 0, . . . , 0) + · · ·+ xn · (0, . . . , 0, 1),svaki (x1, . . . , xn) ∈ Fn je linearna kombina
ija vektora iz B.(B2) α1 · (1, 0, . . . , 0) + · · ·+ αn · (0, . . . , 0, 1) = (0, . . . , 0)

⇒ (α1, 0, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , 0, αn) = (0, . . . , 0)
⇒ (α1, α2, . . . , αn) = (0, . . . , 0)
⇒ B je linearno nezavisan skup.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer(4) (FN,+, ·, F ), jedna baza je
B = {(1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . ), . . . }.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer(4) (FN,+, ·, F ), jedna baza je
B = {(1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . ), . . . }.(5) (Fn[x],+, ·, F ), baza B = {1, x, x2, . . . , xn} se zovestandardna baza prostora Fn[x].
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer(4) (FN,+, ·, F ), jedna baza je
B = {(1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . ), . . . }.(5) (Fn[x],+, ·, F ), baza B = {1, x, x2, . . . , xn} se zovestandardna baza prostora Fn[x].(6) (FS ,+, ·, F ), jedna baza je B = {χs | s ∈ S}, gde
χs : S → F , χs(t)

def
=

{
1, t = s

0, t 6= s
.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup Bminimalni skup koji generi{e V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup Bminimalni skup koji generi{e V .Dokaz. Neka za B va`e aksiome (B1) i (B2).
◮ Iz (B1) sledi da B generi{e V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup Bminimalni skup koji generi{e V .Dokaz. Neka za B va`e aksiome (B1) i (B2).
◮ Iz (B1) sledi da B generi{e V .
◮ Poka`imo da je B minimalni skup sa tom osobinom, tj. danijedan wegov pravi podskup ne generi{e V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup Bminimalni skup koji generi{e V .Dokaz. Neka za B va`e aksiome (B1) i (B2).
◮ Iz (B1) sledi da B generi{e V .
◮ Poka`imo da je B minimalni skup sa tom osobinom, tj. danijedan wegov pravi podskup ne generi{e V .Pretpostavimo suprotno, tj. neka je ∅ 6= B′ $ B takav da je
L(B′) = V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup Bminimalni skup koji generi{e V .Dokaz. Neka za B va`e aksiome (B1) i (B2).
◮ Iz (B1) sledi da B generi{e V .
◮ Poka`imo da je B minimalni skup sa tom osobinom, tj. danijedan wegov pravi podskup ne generi{e V .Pretpostavimo suprotno, tj. neka je ∅ 6= B′ $ B takav da je
L(B′) = V .

(∃x)x ∈ B \B′ (jer B′ $ B)
⇒ x ∈ L(B′) ( jer B′ generi{e 
eo prostor V )
⇒ B′ ∪ {x} je linearno zavisan
⇒ B je linearno zavisan(kao nadskup lin. zav. skupaB′ ∪ {x})Kontradik
ija sa (B2).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraObratno, neka je B minimalan skup vektora koji generi{e prostor
V .(B1) L(B) = V (po pretpostav
i);
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraObratno, neka je B minimalan skup vektora koji generi{e prostor
V .(B1) L(B) = V (po pretpostav
i);(B2) Doka`imo da je B linearno nezavisan skup vektora.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraObratno, neka je B minimalan skup vektora koji generi{e prostor
V .(B1) L(B) = V (po pretpostav
i);(B2) Doka`imo da je B linearno nezavisan skup vektora.Pretpostavimo suprotno, tj. da je B linearno zavisan skup.Tada postoji x ∈ B koji je linearna kombina
ija ostalihvektora iz B, tj.

x ∈ L(B′), gde je B′ = B \ {x}.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraObratno, neka je B minimalan skup vektora koji generi{e prostor
V .(B1) L(B) = V (po pretpostav
i);(B2) Doka`imo da je B linearno nezavisan skup vektora.Pretpostavimo suprotno, tj. da je B linearno zavisan skup.Tada postoji x ∈ B koji je linearna kombina
ija ostalihvektora iz B, tj.

x ∈ L(B′), gde je B′ = B \ {x}.Tada va`i
L(B′)

(6)
= L(B′ ∪ {x}) = L(B) = V{to je suprotno pretpostav
i da je B minimalni skup kojigeneri{e V . Dakle, B je linearno nezavisan skup vektora. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko jemaksimalan linearno nezavisan skup.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko jemaksimalan linearno nezavisan skup.Dokaz. Iz (B2) sledi da je B linearno nezavisan. Poka`imo da je
B maksimalan takav skup, tj. da je svaki wegov pravi nadskuplinearno zavisan.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraTeoremaNeprazan skupB ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko jemaksimalan linearno nezavisan skup.Dokaz. Iz (B2) sledi da je B linearno nezavisan. Poka`imo da je
B maksimalan takav skup, tj. da je svaki wegov pravi nadskuplinearno zavisan.Neka je B $ B′. Tada

(∃x)x ∈ B′ \B
⇒ x ∈ L(B) ( jer L(B) = V )
⇒ B ∪ {x} je linearno zavisan
⇒ B′ je linearno zavisan (iz B ∪ {x} ⊆ B′)Dakle, B je maksimalan linearno nezavisan skup vektora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←) Neka je B maksimalan linearno nezavisan skup.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←) Neka je B maksimalan linearno nezavisan skup.(B2) Va`i po pretpostav
i.(B1) Doka`imo da B generi{e 
eo prostor V . Pretpostavimosuprotno, tj.
L(B) $ V

⇒ (∃x)x ∈ V \ L(B)
⇒ B′ = B ∪ {x} je linearno nezavisanKontradik
ija sa pretpostavkom da je Bmaksimalan linearno nezavisan skup.Dakle, L(B) = V . �
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←) Neka je B maksimalan linearno nezavisan skup.(B2) Va`i po pretpostav
i.(B1) Doka`imo da B generi{e 
eo prostor V . Pretpostavimosuprotno, tj.
L(B) $ V

⇒ (∃x)x ∈ V \ L(B)
⇒ B′ = B ∪ {x} je linearno nezavisanKontradik
ija sa pretpostavkom da je Bmaksimalan linearno nezavisan skup.Dakle, L(B) = V . �Teorema(Karakteriza
ija baze.) Skup B = {x1, . . . , xn} je baza prostora Vakko svaki x ∈ V ima jedinstvenu reprezenta
iju

x = α1x1 + · · · + αnxn, gde α1, . . . , αn ∈ F, tj.
(∀x ∈ V )(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · · + αnxn. (∗)Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. (→) Egzisten
ija reprezenta
ije: iz (B1) sledi
L(B) = V ⇒ (∀x ∈ V )(∃(α1, . . . , αn) ∈ Fn)x = α1x1+· · ·+αnxn.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. (→) Egzisten
ija reprezenta
ije: iz (B1) sledi
L(B) = V ⇒ (∀x ∈ V )(∃(α1, . . . , αn) ∈ Fn)x = α1x1+· · ·+αnxn.Jedinstvenost:
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. (→) Egzisten
ija reprezenta
ije: iz (B1) sledi
L(B) = V ⇒ (∀x ∈ V )(∃(α1, . . . , αn) ∈ Fn)x = α1x1+· · ·+αnxn.Jedinstvenost:
x = α1x1+ · · · + αnxn, x = β1x1 + · · · + βnxn (αi, βi ∈ F )

⇒ α1x1 + · · · + αnxn = β1x1 + · · ·+ βnxn
⇒ (α1 − β1)x1 + · · ·+ (αn − βn)xn = 0
⇒ α1 − β1 = 0, . . . , αn − βn = 0 (sledi iz (B2))
⇒ α1 = β1, . . . , αn = βn
⇒ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←)(B1) Iz egzisten
ije reprezenta
ije (∗) sledi V ⊆ L(B). Obrnutainkluzija svakako va`i, pa je L(B) = V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←)(B1) Iz egzisten
ije reprezenta
ije (∗) sledi V ⊆ L(B). Obrnutainkluzija svakako va`i, pa je L(B) = V .(B2) Neka je
α1x1 + · · ·+ αnxn = 0, α1, . . . , αn ∈ F.Svakako je

0F · x1 + · · ·+ 0F · xn = 0.Iz jedinstvenosti reprezenta
ije nula vektora preko vektoraiz B sledi
α1 = 0, . . . , αn = 0.Dakle, B je linearno nezavisan skup vektora. �
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(←)(B1) Iz egzisten
ije reprezenta
ije (∗) sledi V ⊆ L(B). Obrnutainkluzija svakako va`i, pa je L(B) = V .(B2) Neka je
α1x1 + · · ·+ αnxn = 0, α1, . . . , αn ∈ F.Svakako je

0F · x1 + · · ·+ 0F · xn = 0.Iz jedinstvenosti reprezenta
ije nula vektora preko vektoraiz B sledi
α1 = 0, . . . , αn = 0.Dakle, B je linearno nezavisan skup vektora. �Defini
ijaSkalare α1, . . . , αn iz reprezenta
ije x = α1x1 + · · ·+ αnxnzovemo koordinatama vektora x u bazi B = {x1, . . . , xn}.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerKako je (1, 2, 3) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 3 · (0, 0, 1), to vektor
(1, 2, 3) u standardnoj bazi e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} imakoordinate (1, 2, 3).
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerKako je (1, 2, 3) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 3 · (0, 0, 1), to vektor
(1, 2, 3) u standardnoj bazi e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} imakoordinate (1, 2, 3).Koordinate vektora (1, 2, 3) u bazi
B = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} su (−1,−1, 3) jer je
(1, 2, 3) = −1 · (1, 0, 0) − 1 · (1, 1, 0) + 3 · (1, 1, 1).
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerKako je (1, 2, 3) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 3 · (0, 0, 1), to vektor
(1, 2, 3) u standardnoj bazi e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} imakoordinate (1, 2, 3).Koordinate vektora (1, 2, 3) u bazi
B = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} su (−1,−1, 3) jer je
(1, 2, 3) = −1 · (1, 0, 0) − 1 · (1, 1, 0) + 3 · (1, 1, 1).TeoremaNeka je B = {x1, . . . , xn} baza prostora V . Preslikavawe
kB : V → Fn, kB(x)

def
= (α1, . . . , αn), za x = α1x1+· · ·+αnxn,je izomorfizam prostora V na prostor Fn.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerKako je (1, 2, 3) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 3 · (0, 0, 1), to vektor
(1, 2, 3) u standardnoj bazi e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} imakoordinate (1, 2, 3).Koordinate vektora (1, 2, 3) u bazi
B = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} su (−1,−1, 3) jer je
(1, 2, 3) = −1 · (1, 0, 0) − 1 · (1, 1, 0) + 3 · (1, 1, 1).TeoremaNeka je B = {x1, . . . , xn} baza prostora V . Preslikavawe
kB : V → Fn, kB(x)

def
= (α1, . . . , αn), za x = α1x1+· · ·+αnxn,je izomorfizam prostora V na prostor Fn.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz.
◮ kB je dobro definisano i "1-1": Prema Teoremi 3.13.proizvoqni vektori x, y ∈ V imaju jedinstvenereprezenta
ije

x = α1x1 + · · · + αnxn, y = β1x1 + · · · + βnxn. Tada
x = y ⇔ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn)⇔ kB(x) = kB(y).
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz.
◮ kB je dobro definisano i "1-1": Prema Teoremi 3.13.proizvoqni vektori x, y ∈ V imaju jedinstvenereprezenta
ije

x = α1x1 + · · · + αnxn, y = β1x1 + · · · + βnxn. Tada
x = y ⇔ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn)⇔ kB(x) = kB(y).

◮ kB je "na" jer (∀(α1, . . . , αn) ∈ Fn)(∃x =
α1x1 + · · ·+ αnxn ∈ V )kB(x) = (α1, . . . , αn).
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz.
◮ kB je dobro definisano i "1-1": Prema Teoremi 3.13.proizvoqni vektori x, y ∈ V imaju jedinstvenereprezenta
ije

x = α1x1 + · · · + αnxn, y = β1x1 + · · · + βnxn. Tada
x = y ⇔ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn)⇔ kB(x) = kB(y).

◮ kB je "na" jer (∀(α1, . . . , αn) ∈ Fn)(∃x =
α1x1 + · · ·+ αnxn ∈ V )kB(x) = (α1, . . . , αn).

◮ kB je linearno:
(1) kB(x+ y) = kB((α1x1 + · · · + αnxn) + (β1x1 + · · ·+ βnxn))

= kB((α1 + β1)x1 + · · ·+ (αn + βn)xn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn)
= (α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = kB(x) + kB(y)

(2) kB(αx) = kB(α(α1x1 + · · ·+ αnxn) = kB((αα1)x1 + · · ·+ (ααn)x
= (αα1, . . . , ααn) = α(α1, . . . , αn) = αkB(x) �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraUporedimo broj linearno nezavisnih vektora sa brojemgeneratornih vektora nekog prostora V .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraUporedimo broj linearno nezavisnih vektora sa brojemgeneratornih vektora nekog prostora V .TeoremaAko je S = {x1, . . . , xn} linearno nezavisan skup vektora i
G = {y1, . . . , ym} generatorni skup vektora vektorskog prostora V ,onda je n ≤ m.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraUporedimo broj linearno nezavisnih vektora sa brojemgeneratornih vektora nekog prostora V .TeoremaAko je S = {x1, . . . , xn} linearno nezavisan skup vektora i
G = {y1, . . . , ym} generatorni skup vektora vektorskog prostora V ,onda je n ≤ m.Dokaz.
x1 ∈ V, L(G) = V ⇒ G1 = {x1, y1, . . . , ym} je lin. zavisan
⇒ (∃β, α1, . . . , αm ∈ F )(βx1 + α1y1 + · · ·+ αmym = 0

∧(β, α1, . . . , αm) 6= (0, . . . , 0))

◮ α1 = · · · = αm = 0⇒ βx1 = 0⇒ β = 0(x1 6= 0, jer je Slinearno nezavisan), pa je G1 linearno nezavisan.Kontradik
ija.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora
◮ Bar jedan od skalara α1, . . . , αm je razli~it od nule. Uo~imo

ys, s ∈ {1, . . . ,m} takav da je ys linearna kombina
ijaprethodnih u nizu.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora
◮ Bar jedan od skalara α1, . . . , αm je razli~it od nule. Uo~imo

ys, s ∈ {1, . . . ,m} takav da je ys linearna kombina
ijaprethodnih u nizu.Tada je
L(G1 \ {ys}) = L(G1) = V.Izba
imo ys iz G1 i ponovimo postupak.

G2 = {x1, x2, y1, . . . , ŷs, . . . , ym}(gde ŷs ozna~ava da je element ys izba~en) je linearno zavisan.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora
◮ Bar jedan od skalara α1, . . . , αm je razli~it od nule. Uo~imo

ys, s ∈ {1, . . . ,m} takav da je ys linearna kombina
ijaprethodnih u nizu.Tada je
L(G1 \ {ys}) = L(G1) = V.Izba
imo ys iz G1 i ponovimo postupak.

G2 = {x1, x2, y1, . . . , ŷs, . . . , ym}(gde ŷs ozna~ava da je element ys izba~en) je linearno zavisan.Uo~imo yt koji je linearna kombina
ija prethodnih i izba
imo ga.Tada G2 \ {yt} generi{e V , pa je
G3 = {x1, x2, x3, y1, . . . , ŷs, . . . , ŷt, . . . , ym}linearno zavisan....Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraU n−tom koraku dobijamo
Gn = {x1, x2, . . . , xn, yk, . . .︸ ︷︷ ︸bar jedno yk

}
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraU n−tom koraku dobijamo
Gn = {x1, x2, . . . , xn, yk, . . .︸ ︷︷ ︸bar jedno yk

}koji je linearno zavisan (po konstruk
iji), pa sadr`i bar jedan yk(ako ne sadr`i nijedno yk onda Gn = S, pa bi bio linearnonezavisan). Kako smo u svakom od prethodnih n− 1 koraku uba
ilipo jedan xi i izba
ili po jedan element skupaG, sledi da je
n ≤ m. �
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPosledi
a. Ako vektorski prostor V ima kona~nu bazu, onda svakawegova baza ima isti broj vektora.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPosledi
a. Ako vektorski prostor V ima kona~nu bazu, onda svakawegova baza ima isti broj vektora.Dokaz. Neka prostor V ima kona~nu bazu i neka su
B1 = {x1, . . . , xn} i B2 = {y1, . . . , ym} dve baze prostora V .Tada, prema Teoremi 3.15.

B1 je linearno nezavisan
B2 generi{e V }

⇒ n ≤ m

B2 je linearno nezavisan
B1 generi{e V }

⇒ m ≤ n




⇒ n = m.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPosledi
a. Ako vektorski prostor V ima kona~nu bazu, onda svakawegova baza ima isti broj vektora.Dokaz. Neka prostor V ima kona~nu bazu i neka su
B1 = {x1, . . . , xn} i B2 = {y1, . . . , ym} dve baze prostora V .Tada, prema Teoremi 3.15.

B1 je linearno nezavisan
B2 generi{e V }

⇒ n ≤ m

B2 je linearno nezavisan
B1 generi{e V }

⇒ m ≤ n




⇒ n = m.TeoremaSvaki vektorski prostor V 6= {0} ima bazu.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDimenzija vektorskog prostoraDefini
ijaDimenzija vektorskog prostora V se obele`ava sa dimV idefini{e na slede}i na~in:(1) Ako je V = {0}, onda dimV = 0.(2) Ako prostor V ima bazu od n elemenata, onda dimV = n.(3) Ako prostor nema kona~nu bazu, onda dimV =∞.Ako je dimV ∈ N ∪ {0} onda je V kona~nodimenzionalan vektorskiprostor.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDimenzija vektorskog prostoraDefini
ijaDimenzija vektorskog prostora V se obele`ava sa dimV idefini{e na slede}i na~in:(1) Ako je V = {0}, onda dimV = 0.(2) Ako prostor V ima bazu od n elemenata, onda dimV = n.(3) Ako prostor nema kona~nu bazu, onda dimV =∞.Ako je dimV ∈ N ∪ {0} onda je V kona~nodimenzionalan vektorskiprostor.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.3. (Fn,+, ·, F ) ima bazu
B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}, pa je
dimFn = n.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.3. (Fn,+, ·, F ) ima bazu
B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}, pa je
dimFn = n.4. (Fn[x],+, ·, F ) ima bazu B = {1, x, . . . , xn}, pa je
dimFn[x] = n+ 1.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.3. (Fn,+, ·, F ) ima bazu
B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}, pa je
dimFn = n.4. (Fn[x],+, ·, F ) ima bazu B = {1, x, . . . , xn}, pa je
dimFn[x] = n+ 1.5. (F [x],+, ·, F ) nema kona~nu bazu, pa je dimF [x] =∞.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimer1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.3. (Fn,+, ·, F ) ima bazu
B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}, pa je
dimFn = n.4. (Fn[x],+, ·, F ) ima bazu B = {1, x, . . . , xn}, pa je
dimFn[x] = n+ 1.5. (F [x],+, ·, F ) nema kona~nu bazu, pa je dimF [x] =∞.6. (FN,+, ·, F ) nema kona~nu bazu, pa je dimFN =∞.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerDati su skupovi vektora
T1 = {(1, 2, 3), (2, 4, 5)},
T2 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 3)},
T3 = {(1, 1, 1), (2, 0, 2), (0, 1, 0)},
T4 = {(2, 0, 0), (2, 2, 0), (2, 2, 2)} prostora R3.Koji od datih skupova su(i) linearno nezavisni,(ii) generatorni za R3,(iii) baza za R3?
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerZa svaki od datih potprostora prostora R3 odrediti po jednu bazui dimenziju:
◮ U1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z}.
◮ U2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 0}.
◮ U3 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + z2 = 0}.
◮ U4 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y + z}.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerZa svaki od datih potprostora prostora R3 odrediti po jednu bazui dimenziju:
◮ U1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z}.
◮ U2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 0}.
◮ U3 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + z2 = 0}.
◮ U4 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y + z}.TeoremaSvaki linearno nezavisan skup vektora kona~no dimenzionogprostora V je ili baza ili se mo`e pro{iriti do baze togprostora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerZa svaki od datih potprostora prostora R3 odrediti po jednu bazui dimenziju:
◮ U1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z}.
◮ U2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 0}.
◮ U3 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + z2 = 0}.
◮ U4 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y + z}.TeoremaSvaki linearno nezavisan skup vektora kona~no dimenzionogprostora V je ili baza ili se mo`e pro{iriti do baze togprostora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.

◮ m+ 1 = n ⇒ S1 je baza za V
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.

◮ m+ 1 = n ⇒ S1 je baza za V
◮ m+ 1 6= n nastavqamo postupak
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.

◮ m+ 1 = n ⇒ S1 je baza za V
◮ m+ 1 6= n nastavqamo postupak...

Sk = {x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+k}, pri ~emum+ k = n, jelinearno nezavisan
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearnonezavisan skup.Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.
◮ m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)
◮ m < n⇒ L(S) 6= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.

◮ m+ 1 = n ⇒ S1 je baza za V
◮ m+ 1 6= n nastavqamo postupak...

Sk = {x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+k}, pri ~emum+ k = n, jelinearno nezavisan
⇒ L(Sk) = V (u suprotnom bi postojalo n+ 1 linearnonezavisnih vektora, kontradik
ija sa dimV = n)
⇒ Sk je baza za V . �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerUkoliko je mogu}e, pro{iriti do baze slede}e skupove vektora:(i) {1, x + 2} u prostoruR2[x](ii) {(1, 1), (2, 2)} u prostoruR2.
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerUkoliko je mogu}e, pro{iriti do baze slede}e skupove vektora:(i) {1, x + 2} u prostoruR2[x](ii) {(1, 1), (2, 2)} u prostoruR2.TeoremaNeka je (V,+, ·, F ) kona~nodimenzioni vektorski prostor i neka su
U,U1, U2 wegovi potprostori. Tada(1) dimU ≤ dimV ,(2) dimU = dimV ⇒ U = V ,(3) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) -Grasmanova formula.Posebno, ako V = U1 ⊕ U2, onda dimV = dimU1 + dimU2.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraPrimerUkoliko je mogu}e, pro{iriti do baze slede}e skupove vektora:(i) {1, x + 2} u prostoruR2[x](ii) {(1, 1), (2, 2)} u prostoruR2.TeoremaNeka je (V,+, ·, F ) kona~nodimenzioni vektorski prostor i neka su
U,U1, U2 wegovi potprostori. Tada(1) dimU ≤ dimV ,(2) dimU = dimV ⇒ U = V ,(3) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) -Grasmanova formula.Posebno, ako V = U1 ⊕ U2, onda dimV = dimU1 + dimU2.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostoraDokaz.(1) Potrostor U ima kona~nu bazu, ina~e bi u U , a time i u V ,postojao beskona~an linearno nezavisan skup vektora, {to biprotivre~ilo pretpostav
i da je V kona~nodimenzionalan.Neka je BU = {x1, . . . , xn} baza prostora U .
⇒ BU je linearno nezavisan skup vektora
⇒ BU se mo`e pro{iriti do baze prostora V
⇒ dimU ≤ dimV .
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(2) Neka je
U � V, dimU = dimV = n i BU = {x1, . . . , xn} baza od U

⇒ BU je linearno nezavisan skup vektora u prostoru Vdimenzije n
⇒ L(BU ) = V

(L(BU ) 6= V ⇒ postoji x ∈ V \ L(BU )
⇒ {x1, . . . , xn, x} je lin. nez. skup, kontradik
ija sa dimV = n)

⇒ U = L(BU ) = V.(3) U1, U2 � V ⇒ U1 ∩ U2 � V

V kona~ne dimenzije ⇒

U1 ∩ U2 kona~ne dimenzije.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(3) Neka je dim(U1 ∩ U2) = m > 0 i B′ = {x1, . . . , xm} jednabaza od U1 ∩ U2.
⇒ B′ je linearno nezavisan skup u U1

⇒ B′ je ili baza ili se mo`e pro{iriti do baze prostora U1.
◮ B′ je baza za U1⇒ dimU1 = dim(U1 ∩ U2)

(2)
⇒ U1 = U1 ∩ U2

⇒ U1 ⊆ U2, U1 + U2 = U2

⇒ dim(U1 + U2) = dimU2 = dimU1 + dimU2 − dimU1 =
dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2),

◮ B′ se mo`e se pro{iriti do baze {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk} od
U1.
B′ se mo`e pro{iriti do baze {x1, . . . , xm, z1, . . . , zl}prostora U2. Doka`imo da je
B = {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk, z1, . . . , zl} baza prostora U1+U2.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(B1) L(B) = U1 + U2 ?Ako x = y + z ∈ U1 + U2, onda y ∈ U1 i z ∈ U2 su oblika
y = α1x1 + . . . αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk,

(α1, . . . , αm, β1, . . . , βk ∈ F )
z = γ1x1 + · · ·+ γmxm + δ1z1 + · · ·+ δlzl,

(γ1, . . . , γm, δ1, . . . , δl ∈ F ).
⇒ x = (α1 + γ1)x1 + · · · + (αm + γm)xm+

+β1y1 + · · ·+ βkyk + δ1z1 + · · ·+ δlzl ∈ L(B)

⇒ U1 + U2 = L(B)
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Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora(B2) B je linearno nezavisan skup vektora?Neka je
α1x1 + · · · + αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk + γ1z1 + · · ·+ γlzl︸ ︷︷ ︸

=z

= 0.

z = γ1z1 + · · ·+ γlzl ∈ U2

z = (−α1)x1 + · · ·+ (−αm)xm + (−β1)y1 + · · ·+ (−βk)yk ∈ U1

⇒ z ∈ U1 ∩ U2.
⇒ z = λ1x1 + · · ·+ λmxm (λi ∈ F )

λ1x1 + · · ·+ λmxm = γ1z1 + · · ·+ γlzl

λ1x1 + · · · + λmxm + (−γ1)z1 + · · ·+ (−γl)zl = 0

λ1 = · · · = λm = γ1 = · · · = γl = 0
(jer je {x1, . . . , xm, z1, . . . , zl} baza za U2)Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Baza vektorskog prostora Dimenzija vektorskog prostora
α1x1 + · · · + αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk = 0 α1 = · · · = αm =
β1 = · · · = βk = 0(jer je {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk} baza za U1)
⇒ B je linearno nezavisan skup vektora.
B je baza prostora U1 + U2, pa je
dim(U1 + U2) = m+ k + l = (m+ k) + (m+ l)−m =
dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).
V = U1 ⊕ U2 ⇒ U1 ∩ U2 = ∅ ⇒ dim(U1 ∩ U2) = 0
⇒ dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2.
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