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Glava 1

Algebarske strukture

1.1 Binarne operacije, osnovne strukture i morfizmi

Neka je A neprazan skup i f preslikavawe skupa A × A u skup A. Dakle, neka elementi a
i b iz A, kao ure|eni par (a, b) ∈ A2, odre|uju preslikavawem f jedan element c iz A, tako
da je c = f(a, b). ^ini se, kao da elementi a i b iz A odre|uju tre}i element c, tako|e iz A.
Elementi a i b iz A stupaju u jednu operaciju kojom se dobija element c iz A.

DEFINICIJA 1.1. Preslikavawe f : A×A→ A se zove binarna operacija na skupu A.

Nadaqe }emo sa ∗, ili na neki drugi na~in, na primer sa ◦, ⊕, ⊙, �, +, . . . ozna~avati
binarnu operaciju u smislu prethodne definicije. Tada ka`emo da je skup A snabdeven
operacijom ∗. Tu ~iwenicu }emo simbolizovati sa (A, ∗).

Naravno, mogu}e je u istom skupu definisati vi{e operacija, na primer, u skupu R

operacije + i ·. Tada bismo imali ozna~avawe (R,+, ·).
Za (A, ∗) ka`emo da je algebarska struktura. Ta je struktura bogatija ako operacija ∗

obiluje ve}im brojem osobina. Bilo koja uvedena binarna operacija ima izvesne osobine.
Prirodno je ispitivati da li ta operacija ima bar neke od osobina koje imaju, na primer,
nama dobro poznate operacije sabirawe i mno`ewe u skupu realnih brojeva. Me|utim, vaqa
ispitati da li uvedena operacija ima i neke druge osobine.

Stoga }emo, pre nego {to pristupimo detaqnijem ispitivawu nekih algebarskih struk-
tura, definisati osnovne osobine binarnih operacija.

Neka je binarna operacija ∗ definisana u nepraznom skupu A.

DEFINICIJA 1.2. Ka`emo da je binarna operacija ∗ asocijativna ako za svako a, b, c ∈ A
va`i

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

Dakle, ako je operacija ∗ asocijativna, mogu}e je pisati

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c = a ∗ b ∗ c.

DEFINICIJA 1.3. Binarna operacija ∗ je komutativna, ako za svako a, b ∈ A va`i jednakost

a ∗ b = b ∗ a.

5



GLAVA 1. ALGEBARSKE STRUKTURE 6

DEFINICIJA 1.4. Ako u (A, ∗) postoji element e, takav da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a,

ka`emo da je e ∈ A neutralni ili jedini~ni element za operaciju ∗.

Ponekada, za jedini~ni element se ka`e da je jedinica.

TEOREMA 1.1. Ako u (A, ∗) postoji neutralni element, onda je on jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da u skupu A postoje dva elementa e i f (e ̸= f ), takva
da je za svako a ∈ A

a ∗ e = e ∗ a = a

i
a ∗ f = f ∗ a = a.

Kako je a proizvoqan element iz A, stavimo a = f u prvoj jednakosti i a = e u drugoj. Tada
dobijamo

f ∗ e = e ∗ f = f

i
e ∗ f = f ∗ e = e,

odakle sleduje e = f , {to je u kontradikciji sa pretpostavkom e ̸= f . �

DEFINICIJA 1.5. Ako u (A, ∗) postoji neutralni element e i ako za a ∈ A postoji element
a−1 ∈ A, takav da je

a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e,

ka`emo da je a−1 inverzni element za a ∈ A, u odnosu na operaciju ∗.

Naravno, ako, u smislu prethodne definicije postoji a−1 ∈ A, tada je a ∈ A inverzni
element za a−1. Va`i, dakle, (a−1)−1 = a.

Umesto oznake a−1 za inverzni element koristimo i oznaku a′.

TEOREMA 1.2. Neka u (A, ∗) postoji neutralni element e i neka je ∗ asocijativna operacija.
Ako za element a ∈ A postoji inverzni element a−1 ∈ A, tada je on jedinstven.

Dokaz.Pretpostavimo suprotno, tj. neka zaa ∈ Apostoje dvame|u sobomrazli~itainverzna
elementa a−1

1 i a−1
2 . Tada va`i

a−1
1 = a−1

1 ∗ e = a−1
1 ∗ (a ∗ a

−1
2 ) = (a−1

1 ∗ a) ∗ a
−1
2 = e ∗ a−1

2 = a−1
2 ,

{to je u suprotnosti sa u~iwenom pretpostavkom. �
Izu~i}emo sada neke algebarske strukture. Neka je ∗ jedna binarna operacija defin-

isana u nepraznom skupu G.

DEFINICIJA 1.6. Za algebarsku strukturu (G, ∗) ka`emo da je grupoid.

DEFINICIJA 1.7. Ako je operacija ∗ asocijativna, za strukturu (G, ∗) ka`emo da je asoci-
jativni grupoid ili polugrupa (ili semigrupa).

PRIMER 1.1. Kako je operacija sabirawa u skupu prirodnih brojevaN asocijativna, struk-
tura (N,+) je asocijativni grupoid.
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DEFINICIJA 1.8. Ako u grupoidu (G, ∗) postoji neutralni element, tada ka`emo da je
grupoid (G, ∗) sa jedinicom.

PRIMER 1.2. Strukture (N0,+) i (N, ·) su grupoidi sa jedinicom. Neutralni elementi u
ovim strukturama su 0 i 1, respektivno.

DEFINICIJA 1.9. Neka je binarna operacija ∗, definisana u skupu G. Za grupoid (G, ∗)
ka`emo da je grupa ako su ispuweni slede}i uslovi:

(G1) Operacija ∗ je asocijativna;

(G2) U skupu G postoji neutralni element za operaciju ∗;

(G3) Za svaki element iz G postoji u G wemu inverzni element u odnosu na operaciju ∗.

DEFINICIJA 1.10. Za grupu (G, ∗) ka`emo da je komutativna ili Abelova, ako operacija ∗
ima osobinu komutativnosti.

Ako skup G sadr`i kona~an broj elemenata, na primer n, za grupu (G, ∗) ka`emo da je
kona~nog reda n.

DEFINICIJA 1.11. Neka su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe i neka je f preslikavawe skupaG1 u skup
G2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,

f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b).

Za preslikavawe f ka`emo da je homomorfizam grupe (G1, ∗) u grupu (G2, ◦). Ako je f
preslikavawe �na�, za grupu (G2, ◦) ka`emo da je homomorfna slika grupe (G1, ∗).

DEFINICIJA 1.12. Ako su (G1, ∗) i (G2, ◦) grupe istoga reda i ako je f bijektivno pres-
likavawe skupa G1 na skup G2 takvo da je, za svako a, b ∈ G1,

f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b),

ka`emo da je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦).

PRIMER 1.3. Funkcija f(x) = log x je jedan izomorfizam grupe (R+, ·) na grupu (R,+).

TEOREMA 1.3. Ako je preslikavawe f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), tada je
inverzno preslikavawe f−1 izomorfizam grupe (G2, ◦) na grupu (G1, ∗).

Dokaz. Neka su x i y bilo koji elementi iz G2. Tada su f
−1(x) i f−1(y) wima odgovaraju}i

elementi iz G1. Kako je f izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), va`i jednakost

f(f−1(x) ∗ f−1(y)) = f(f−1(x)) ◦ f(f−1(y)) = x ◦ y,

odakle neposredno sleduje

f−1(x ◦ y) = f−1(f(f−1(x) ∗ f−1(y))) = f−1(x) ∗ f−1(y).

Prema tome, preslikavawe f−1 je izomorfizam grupe (G2, ◦) na grupu (G1, ∗). �
Dakle, ako postoji izomorfizam grupe (G1, ∗) na grupu (G2, ◦), postoji i izomorfizam

grupe (G2, ◦) na grupu (G1, ∗). Zbog toga, za takve grupe ka`emo da su izomorfne, tj. ka`emo
da je svaka od wih izomorfna onoj drugoj, u oznaci (G1, ∗) ∼= (G2, ◦).

DEFINICIJA 1.13. Ako je preslikavawe f izomorfizam grupe (G, ∗) na samu sebe, za pres-
likavawe f ka`emo da je automorfizam grupe (G, ∗).
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1.2 Algebarske strukture sa dve operacije

Neka je S neprazan skup i neka su u wemu definisane dve binarne operacije ∗ i ◦. Samim
tim, (S, ∗) i (S, ◦) su izvesne algebarske strukture. Me|utim, mogu}e je posmatrati novu
strukturu koju ~ini skup S snabdeven obema operacijama.

Pre nego {to izu~imo neke od ovih struktura, definisa}emo osobinu distributivnost
jedne operacije u odnosu na drugu operaciju.

DEFINICIJA 1.14. Ka`emo da je binarna operacija ∗ distributivna u odnosu na binarnu
operaciju ◦ ako za svako a, b, c ∈ S va`e jednakosti

a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c), (a ◦ b) ∗ c = (a ∗ c) ◦ (b ∗ c).

Naravno, ako za svako a, b, c ∈ S va`e jednakosti

a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c), (a ∗ b) ◦ c = (a ◦ c) ∗ (b ◦ c),

ka`emo da je binarna operacija ◦ distributivna u odnosu na operaciju ∗.

PRIMER 1.4. Mno`ewe realnih brojeva je distributivna operacija u odnosu na sabirawe
realnih brojeva. Obrnuto, sabirawe nije distributivna operacija u odnosu na mno`ewe
realnih brojeva.

DEFINICIJA 1.15. Neka su u skupu S definisane dve binarne operacije ∗ i ◦. Ako su
ispuweni slede}i uslovi:

(R1) (S, ∗) je komutativna grupa;

(R2) Operacija ◦ je asocijativna;

(R3) Operacija ◦ je distributivna u odnosu na operaciju ∗,

ka`emo da skup S ~ini prsten u odnosu na operacije ∗ i ◦, ozna~avaju}i ga sa (S, ∗, ◦).

PRIMER 1.5. (Z,+, ·) je prsten. Zaista, ovde je (Z,+) Abelova grupa, operacija · je asocija-
tivna i, najzad, operacija · je distributivna u odnosu na operaciju sabirawa +.

Upravo, zbog prstena celih brojeva (Z,+, ·) uobi~ajeno je da se neutralni element za
operaciju ∗ ozna~ava sa 0, a inverzni element elementa a sa −a.

TEOREMA 1.4. U prstenu (S, ∗, ◦) va`i:

(1) 0 ◦ a = a ◦ 0 = 0;

(2) a ◦ (−b) = −(a ◦ b) = (−a) ◦ b;

(3) (−a) ◦ (−b) = a ◦ b.

Dokaz. (1) Kori{}ewem prethodnih osobina lako nalazimo da je

0 =(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)
=(−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ (0 ∗ 0))
=(−(a ◦ 0)) ∗ ((a ◦ 0) ∗ (a ◦ 0))
=((−(a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)) ∗ (a ◦ 0)
=0 ∗ (a ◦ 0) = a ◦ 0.
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Sli~no, 0 ◦ a = 0.

(2) Jednostavno nalazimo da je

(−a) ◦ b =0 ∗ ((−a) ◦ b)
=((−(a ◦ b)) ∗ (a ◦ b)) ∗ ((−a) ◦ b)
=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ◦ b) ∗ ((−a) ◦ b))
=(−(a ◦ b)) ∗ ((a ∗ (−a)) ◦ b)
=(−(a ◦ b)) ∗ (0 ◦ b)
=(−(a ◦ b)) ∗ 0
=− (a ◦ b).

Sli~no, a ◦ (−b) = −(a ◦ b).
(3) Va`i da je (−a) ◦ (−b) = −(a ◦ (−b)) = −(−(a ◦ b)) = a ◦ b. �

DEFINICIJA 1.16. Prsten (S, ∗, ◦) je komutativan ako je operacija ◦ komutativna.

DEFINICIJA 1.17. Prsten (S, ∗, ◦) je prsten sa jedinicom ako postoji element 1 ∈ S takav
da va`i 1 ◦ x = x ◦ 1 = x.

Element 1 ∈ S se zove jedinica prstena.

DEFINICIJA 1.18. Komutativan prsten sa jedinicom (S, ∗, ◦) je integralni domen ako nema
deliteqe nule, tj.

(∀a, b ∈ S)(a ◦ b = 0⇔ a = 0 ∨ b = 0).

PRIMER 1.6. (Z,+, ·)i (Q,+, ·) su integralni domeni, dok (Z4,+4, ·4) je komutativan prsten
sa jedinicom, ali nije integralni domen (npr. 2 ·4 2 = 0)

DEFINICIJA 1.19. Neka je (S,+, ·, 0, 1) prsten sa jedinicom. Ukoliko postoji n ≥ 2, takvo
da je 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

= 0 onda ka`emo da je prsten P kona~ne karakteristike i najmawe takvo n

zovemo karakteristika prstena S.

DEFINICIJA 1.20. Neka je (S,+, ·, 0, 1) prsten sa jedinicom. Ukoliko je 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

̸= 0, za

sve n > 2, onda ka`emo da je prsten karakteristike nula (ili beskona~ne karakteristike).

Karakteristiku prstena S }emo ozna~avati sa char(S).

DEFINICIJA 1.21. Ako je (S \ {0}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka`emo da je telo.

DEFINICIJA 1.22. Ako je (F \ {0}, ◦) Abelova grupa, za prsten (F, ∗, ◦) ka`emo da je poqe.

Neutralni element u odnosu na operaciju ◦ naj~e{}e ozna~avamo sa 1, a inverzni element
elementa a sa a−1.

PRIMER 1.7. (Q,+, ·), (R,+, ·) i (C,+, ·) su poqa, dok (Z,+, ·) nije poqe. (Zn,+n, ·n) je
poqe ako i samo ako je n prost broj.

TEOREMA 1.5. Svako poqe je integralni domen.
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Dokaz. Neka je (F,+, ·) poqe. Poka`imo da u poqu F nema deliteqa nule. Za proizvoqno
a, b ∈ F iz a · b = 0 i a ̸= 0 sledi da postoji a−1 ∈ F i stoga

b = 1 · b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0.

Dakle, iz a · b = 0 sledi a = 0 ili b = 0.

Stoga, (F,+, ·) je i integralni domen. �

TEOREMA 1.6. Ako poqe (F,+, ·) ima kona~nu karakteristiku onda ona mora biti prost
broj.

Dokaz. Neka je karakteristika poqa (F,+, ·) broj p ̸= 0. Ako je p = m · k, 1 < m < p,
1 < k < p slo`en broj tada iz

0 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) · (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

)

sledi 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

= 0 ili 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

= 0 pa je char(F ) 6 m < p ili char(F ) 6 k < p, {to je

suprotno pretpostavci char(F ) = p. Dakle, p je prost broj. �



Glava 2

Polinomi

2.1 Prsten polinoma

Neka je (F,+, ·, 0, 1) poqe, n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F. Umesto izraza a · b (a, b ∈ F)
pisa}emo jednostavno ab.

Neka je, daqe, operacija stepenovawa uvedena na uobi~ajeni na~in pomo}u

x0 = 1, xk = xxk−1, k ∈ N.

DEFINICIJA 2.1. Ako x ∈ F i n ∈ N ∪ {0}, a0, a1, . . . , an ∈ F, formalni izraz

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

naziva se algebarski polinom po x nad poqem F. Za elemente ak ka`emo da su koeficijenti
polinoma p(x). Ako je koeficijent an ̸= 0, za polinom p(x) ka`emo da je stepena n i to
ozna~avamo sa degp(x) = n. Za koeficijent an ̸= 0 ka`emo da je vode}i ili najstariji
koeficijent polinoma p(x).

Dakle, stepen polinoma p(x) je najvi{i stepen od x koji se pojavquje u izrazu za p(x) sa
nenula koeficijentima.

DEFINICIJA 2.2. Za polinom

O(x) = 0 + 0x+ · · ·+ 0xn−1 + 0xn

ka`emo da je nula polinom i ozna~avamo ga prosto sa 0.

Stepen nula polinoma O(x) se ne defini{e.

Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementi poqa F. Element x ∈ F

mo`e se interpretirati kao polinom prvog stepena definisan sa p(x) = x. Za element
x koristi se termin nepoznata. Za polinom p(x) uveden u prvoj definiciji ka`e se da je
polinom po (neodre|enoj) nepoznatoj x.

DEFINICIJA 2.3. Za polinom ~iji je vode}i koeficijent jednak jedinici ka`emo da je
normiran (moni~an).

11
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Dakle, normirani polinom ima oblik

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ a(n−1)x
n−1 + xn.

Skup svih polinoma nad poqem F ozna~avamo sa F[x]. Od interesa je ~esto uo~iti skup
svih onih polinoma ~iji stepen nije ve}i od n. Taj podskup }emo ozna~avati sa Fn[x].
Proizvoqni polinom iz Fn[x] ima oblik

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

pri ~emu ako je degp(x) = m < n imamo da je am+1 = · · · = an = 0.

U skup F[x] mo`emo uvesti relaciju jednakost kao i operacije: sabirawe i mno`ewe
polinoma na slede}i na~in:

DEFINICIJA 2.4. Polinomi

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm

su jednaki ako i samo ako je ak = bk za svako k > 0, tj. kada su wihovi koeficijenti jednaki.

DEFINICIJA 2.5. Za dva polinoma

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm

zbir i proizvod su redom

(p+ q)(x) = p(x) + q(x) = c0 + c1x+ · · ·+ crx
r

i
(pq)(x) = p(x)q(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dsx

s

gde su
ck = ak + bk, 0 6 k 6 r = max{n,m},

i

dk =
k∑

i=0

aibk−i, 0 6 k 6 s = n+m.

Dakle, ako p(x) ∈ Fn[x] i q(x) ∈ Fm[x], tada (p+ q)(x) ∈ Fr[x] i (pq)(x) ∈ Fs[x], gde su
r = max{n,m} i s = n+m. Napomenimo da za nenula polinome p(x) i q(x) va`i

deg(pq)(x) = degp(x) + degq(x).

Tako|e, ako p(x), q(x) ∈ F[x] i p(x) + q(x) ̸= 0, tada je

deg(p+ q)(x) 6 max{degp(x), degq(x)}.

Kao specijalan slu~aj proizvoda polinoma imamo proizvod polinoma p(x) skalarom
α ∈ F, koji se mo`e tretirati kao polinom nultog stepena. Dakle,

αp(x) = α(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = (αa0) + (αa1)x+ · · ·+ (αan)x

n.

Nije te{ko dokazati slede}i rezultat:

TEOREMA 2.1. (F[x],+, ·) je integralni domen (komutativan prsten sa jedinicom bez deli-
laca nule).
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Dokaz. Zaista, imamo da va`i slede}e.

(P1) (F [x],+) je Abelova grupa.

Komutativnost i asocijativnost sabirawa polinoma slede iz definicije sabirawa
polinomaiosobina sabirawa u poquF. Neutralni za sabirawe je nula polinom, a suprotni
(inverzni) polinom za polinom p(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n je polinom −p(x) = −a0 +
(−a1)x+ · · ·+ (−an)xn.

(P2) Asocijativnost mno`ewa polinoma sledi iz definicije operacije ·, asocijativnosti
mno`ewa u F i distributivnosti · prema + u F.

(P3) Distributivnost · prema + sledi iz distributivnosti + i · u poqu F. Neutralni za
mno`ewe je konstantni polinom 1.

Dakle, F [x] je komutativan prsten sa jedinicom. Doka`imo da F [x] nema delioce nule,
tj. da proizvod dva nenula polinoma ne mo`e biti nula polinom.

Neka su p(x), q(x) ∈ F [x], p(x) ̸= 0, q(x) ̸= 0. Tada postoji degp(x) = m, degq(x) = n,
m,n ∈ N ∪ {0}, pa sledi da je deg(p(x)q(x)) = degp(x) + degq(x) = n+m. Dakle, polinom
p(x)q(x) ima stepen, pa je p(x)q(x) ̸= 0.

Zakqu~ujemo da je F [x] komutativan prsten sa jedinicom bez delilaca nule, tj. F [x] je
integralni domen. �

PRIMER 2.1. Imamo da je (R[x],+, ·) prsten realnih polinoma, a (C[x],+, ·) prsten kom-
pleksnih polinoma. Za takve skupove polinoma va`i R[x] ⊂ C[x].

TEOREMA 2.2. Element p(x) ∈ F [x], p(x) ̸= 0, ima inverzni akko je degp(x) = 0, tj. p(x) je
nenula konstantni polinom.

Dokaz. Neka p(x) ima inverzni i neka je to q(x) ∈ F[x]. Tada je p(x)q(x) = q(x)p(x) = 1.
Pretpostavimo da je degp(x) > 1. Tada je 0 = deg(1) = deg(p(x)q(x)) = degp(x)+degq(x) >
1, {to je kontradikcija. Dakle, sledi da je degp(x) = 0.

Obratno, neka je p(x) nenula konstantni polinom. To zna~i p(x) = a0, a0 ∈ F, a0 ̸= 0.
Tada postoji a−1

0 ∈ F (inverzni od a0 u odnosu na operaciju · u poqu F). Za q(x) = a−1
0 ∈

F ⊆ F[x] va`i p(x)q(x) = a0 · a−1
0 = 1. Sledi da je q(x) inverzni od p(x) u F[x]. �

Na kraju ovog odeqka uka`imo na va`nu ~iwenicu da se polinom mo`e tretirati i
kao funkcija. Naime, na osnovu definicije polinoma mo`e se definisati preslikavawe
f : F→ F, pomo}u

f(c) = a0 + a1c+ · · ·+ anc
n ∈ F.

Preslikavawe f nazivamo polinomska (polinomna) funkcija.

2.2 Deqivost polinoma

DEFINICIJA 2.6. Ako va`i p(c) = 0 onda se c naziva nula ili koren polinoma p(x).

Jedna~ina a0 + a1x + · · · + anx
n = 0 (an ̸= 0) se naziva algebarska jedna~ina n-tog

stepena.

n = 1 : a0 + a1x = 0 (a1 ̸= 0) - linearna jedna~ina;

n = 2 : a0 + a1x+ a2x
2 = 0 (a2 ̸= 0) - kvadratna jedna~ina.

PRIMER 2.2. (a) Nula polinoma p(x) = 2 − 3x + x3, p(x) ∈ R[x] je broj −2, jer p(−2) =
2− 3(−2) + (−2)3 = 0.
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(b) Polinom q(x) = x2 + 1, q(x) ∈ R[x], nema nule (u R).

(v) Polinom q(x) = x2 + 1, f ∈ C[x], ima nule i i −i.

TEOREMA 2.3. Za svaki polinom p(x) i svaki nenula polinom q(x), postoje jedinstveni
polinomi s(x) i r(x) takvi da va`i jednakost

p(x) = s(x)q(x) + r(x),

pri ~emu je r(x) nula polinom ili degr(x) < degq(x).

Dokaz. Pretpostavimo da p(x) i q(x) imaju stepene n im, respektivno, i da su

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n i q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm.

Ako je n < m ili p(x) = 0, tada jednakost va`i sa s(x) = 0 i r(x) = p(x).

Pretpostavimo zato da je n > m. Posmatrajmo polinom

p1(x) = p(x)− an
bm

xn−mq(x),

~iji je stepen, o~igledno, mawi od n. Sa n1 ozna~imo taj stepen, a sa a
(1)
n1 najstariji

koeficijent polinoma p1(x). Ako je n1 > m stavimo daqe

p2(x) = p1(x)−
a
(1)
n1

bm
xn1−mq(x),

i san2 i a
(2)
n2 ozna~imo stepen i najstariji koeficijent ovog polinoma, respektivno. Proces

nastavqamo ako je n2 > m.

Jasno je da stepeni polinoma p1(x), p2(x), . . . opadaju i da posle kona~nog broja koraka
dobijamo jednakost

pk(x) = pk−1(x)−
a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−mq(x),

u kojoj je pk(x) nula polinom ili takav da mu je stepen nk mawi odm. U tom slu~aju proces
prekidamo, a pk(x) se, kori{}ewem prethodnih jednakosti, mo`e predstaviti u obliku
pk(x) = p(x)− s(x)q(x), gde smo stavili

s(x) =
an
bm

xn−m +
a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m.

Dakle, ovaj polinom s(x) i r(x) = pk(x) zadovoqavaju jednakost, pri ~emu je r(x) nula
polinom ili je wegov stepen mawi od stepena polinoma q(x).

Za dokaz jedinstvenosti polinoma s(x) i r(x), pretpostavimo da postoje i polinomi
ŝ(x) i r̂(x), koji zadovoqavaju jednakost

p(x) = ŝ(x)q(x) + r̂(x),

pri ~emu je r̂(x) = 0 ili degr̂(x) < degq(x). Tada je

(s(x)− ŝ(x))q(x) = r̂(x)− r(x),

pri ~emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinom ili je, pak wegov stepen
mawi od stepena polinoma q(x). S druge strane, ako je s(x)− ŝ(x) ̸= 0, tada polinom na levoj
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strani u jednakosti je ne maweg stepena od stepena polinoma q(x). Prema tome, jednakost je
mogu}a samo ako je

ŝ(x) = s(x), r̂(x) = r(x),

pa je time dokaz zavr{en. �
Kao {to je re~eno u prethodnom odeqku, za polinome u skupu F[x] ne postoji operacija

deqewe, inverzna operaciji mno`ewa. Mo`e se, me|utim, saglasno osobini iz prethodne
teoreme, definisati deqewe polinoma polinomom sa ostatkom.

DEFINICIJA 2.7. Za polinom s(x) koji zadovoqava jednakost ka`emo da je koli~nik pri
deqewu polinoma p(x) polinomom q(x), a za odgovaraju}i polinom r(x) da je ostatak pri
tom deqewu.

Ako je ostatak nula polinom, ka`emo da je p(x) deqivo sa q(x) i polinom q(x) zovemo
delilac polinoma p(x).

^iwenicu da je q(x) delilac polinoma p(x) simbolizujemo sa q(x) | p(x).

2.3 Najve}i zajedni~ki delilac

DEFINICIJA 2.8. Polinom d(x) je zajedni~ki delilac za polinome p(x) i q(x) ako d(x) |
p(x) i d(x) | q(x).

DEFINICIJA 2.9. Polinom d(x) je najve}i zajedni~ki delilac za polinome p(x) i q(x), tj.
d(x) = NZD(p(x), q(x)), ako je zajedni~ki delilac za ove polinome i ako je deqiv sa svim
ostalim zajedni~kim deliocima ovih polinoma.

Primetimo da ako je d(x) = NZD(p(x), q(x)), tada je i polinom αd(x), (α ̸= 0, α ∈ F)
tako|e najve}i zajedni~ki delilac polinoma p(x) i q(x).

TEOREMA 2.4. Za svaka dva polinoma p(x) i q(x) postoji najve}i zajedni~ki delilac d(x) i
on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.

Dokaz.Pretpostavimo da je degp(x) > degq(x). Sa s1(x) i r1(x) ozna~imo redom koli~nik i
ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa q(x). Ako je r1(x) = 0 tada je q(x) najve}i zajedni~ki
delilac polinoma p(x) i q(x). Me|utim, ako r1(x) nije nula polinom, tada delimo polinom
q(x) sa r1(x), i odgovaraju}i koli~nik i ostatak pri deqewu ozna~avamo sa s2(x) i r2(x),
respektivno. Ako je r2(x) = 0 tada je r1(x) najve}i zajedni~ki delilac za polinome p(x) i
q(x). Zaista, iz

p(x) = s1(x)q(x) + r1(x),

q(x) = s2(x)r1(x) + r2(x),

sleduje p(x) = (s1(x)s2(x) + 1)r1(x) i q(x) = s2(x)r1(x), tj. r1(x) | p(x) i r1(x) | q(x).
Da bismo dokazali da je r1(x) najve}i zajedni~ki delilac za p(x) i q(x) dovoqno je
pretpostaviti da ovi polinomi imaju zajedni~ki delilac d(x) i primetiti da sleduje
d(x) | r1(x).

Me|utim, ukoliko r2(x) nije nula polinom, prethodni postupak se nastavqa, saglasno
slede}im jednakostima,

r1(x) = s3(x)r2(x) + r3(x),

r2(x) = s4(x)r3(x) + r4(x),
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...

rk−1(x) = sk+1(x)rk(x) + rk+1(x),

sve do ispuwewa uslova rk+1(x) = 0. Tada je rk(x) = NZD(p(x), q(x)). Ovo zakqu~ujemo
sli~nim rezonovawem kao u slu~aju k = 1. �

U dokazu ove teoreme kori{}en je Euklidov algoritam, pri ~emu su za odre|ivawe naj-
ve}eg zajedni~kog delioca (NZD) dva polinoma bitni samo ostaci rν(x), a ne i koli~nici
sν(x), ν = 1, 2, . . .. Imaju}i na umu jedinstvenost NZD do na multiplikativnu konstantu
mogu}e je u svakom koraku Euklidovog algoritma mno`iti ostatke rν(x) pogodnim konstan-
tama razli~itim od nule u ciqu dobijawa jednostavnijih izraza pri deqewu.

DEFINICIJA 2.10. Ako je najv}i zajedni~ki delilac za polinome p(x) i q(x) konstanta, za
te polinome ka`emo da su uzajamno prosti.

PRIMER 2.3. Za polinome u R[x],

p(x) = 2x4 + 4x3 + x2 − 2x− 8, q(x) = x3 + x2 + 4,

odredi}emo NZD.

Dobijamo da je
d(x) = NZD(p(x), q(x)) = x+ 2.

TEOREMA 2.5. Ako je d(x) = NZD(p(x), q(x)) tada postoje polinomi u(x) i v(x) takvi da je

d(x) = u(x)p(x) + v(x)q(x).

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo redom

r1(x) = p(x)− s1(x)q(x),

r2(x) = −s2(x)p(x) + (1 + s1(x)s2(x))q(x),

r3(x) = (1 + s2(x)s3(x))p(x)− (s1(x) + s3(x) + s1(x)s2(x)s3(x))q(x),

itd. Najzad, d(x) = rk(x) ima oblik koji se tra`i. �

2.4 Osobine relacije deqivosti polinoma

Prisetimo se definicije iz prethodnog izlagawa.

DEFINICIJA 2.11. Za polinom s(x) koji zadovoqava jednakost

p(x) = s(x)q(x) + r(x),

ka`emo da je koli~nik pri deqewu polinoma p(x) polinomom q(x), a za odgovaraju}i
polinom r(x) da je ostatak pri tom deqewu.

Ako je ostatak nula polinom, ka`emo da je p(x) deqivo sa q(x) i polinom q(x) zovemo
delilac polinoma p(x).

^iwenicu da je q(x) delilac polinoma p(x) simbolizujemo sa q(x) | p(x).
Odnosno, imamo da

q(x) | p(x)⇔ (∃s(x) ∈ F[x])p(x) = s(x) · q(x).

Neke osobine deqivosti polinoma navodimo u slede}oj teoremi.
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TEOREMA 2.6. Za proizvoqne polinome p(x), q(x), t(x) ∈ F[x] va`e tvr|ewa:

(a) p(x) | p(x);

(b) c | p(x) za svako c ∈ F \ {0};

(v) p(x) | q(x)⇔ p(x) | c · q(x) za svako c ∈ F \ {0};

(g) p(x) | q(x)⇔ c · p(x) | q(x) za svako c ∈ F \ {0};

(d) Ako q(x) | p(x) i p(x) | q(x), tada je p(x) = c · q(x) za neko c ∈ F \ {0};

(|) Ako t(x) | q(x) i q(x) | p(x), tada t(x) | p(x);

(e) Ako t(x) | p(x) i t(x) | q(x), tada t(x) | u(x)·p(x)+v(x)·q(x) za svako u(x), v(x) ∈ F[x].

Dokaz. (a) Tvr|ewe o~igledno va`i, jer postoji 1 ∈ F[x] takav da je p(x) = 1 · p(x).
(b) Kako je p(x) = ( 1cp(x)) · c i pri tome va`i da

1
cp(x) ∈ F[x], zakqu~ujemo da c | p(x).

(v) Neka p(x) | q(x), a to zna~i da postoji s(x) ∈ F[x] takav da je q(x) = s(x) · p(x). Kako
je c · q(x) = c · (s(x) · p(x)) = (c · s(x)) · p(x), to zakqu~ujemo da p(x) | c · q(x).

Obratno, neka p(x) | c · q(x), a to zna~i da postoji s1(x) ∈ F[x] takav da je c · q(x) =
s1(x) · p(x). Imamo da je q(x) = ( 1c · s1(x)) · p(x), pa zakqu~ujemo da p(x) | q(x).

(g) Neka p(x) | q(x), a to zna~i da postoji s(x) ∈ F[x] takav da je q(x) = s(x) · p(x). Kako
je q(x) = ( 1cs(x)) · (cp(x)), to zakqu~ujemo da c · p(x) | q(x).

Obratno, neka c · p(x) | q(x), a to zna~i da postoji s1(x) ∈ F[x] takav da je q(x) =
s1(x) · cp(x). Imamo da je q(x) = (cs1(x)) · p(x), pa zakqu~ujemo da p(x) | q(x).

(d) Neka q(x) | p(x) i p(x) | q(x). Tada postoje s1(x), s2(x) ∈ F[x] takvo da je q(x) =
s1(x) · p(x) i p(x) = s2(x) · q(x). Dakle, va`i da je s1(x) · s2(x) = 1, odnosno imamo da
je degs1(x) = degs2(x) = 0, jer su me|usobno inverzni. Dakle, va`i da je s2(x) = c, pa je
p(x) = cq(x).

(|) Neka t(x) | q(x) i q(x) | p(x). Tada postoje s1(x), s2(x) ∈ F[x] takvo da je q(x) =
s1(x) · t(x) i p(x) = s2(x) · q(x). Dakle, imamo da je p(x) = s2(x) · s1(x) · t(x), odnosno
p(x) = s(x) · t(x) gde je s2(x) · s1(x) = s(x). Kona~no zakqu~ujemo da t(x) | p(x).

(e) Neka t(x) | p(x) i t(x) | q(x). Tada postoje s1(x), s2(x) ∈ F[x] takvo da je p(x) =
s1(x) · t(x) i q(x) = s2(x) · t(x). Za sve u(x), v(x) ∈ F[x] va`i da je

u(x) ·p(x)+v(x) ·q(x) = u(x) ·s1(x) ·t(x)+v(x) ·s2(x) ·t(x) = (u(x) ·s1(x)+v(x) ·s2(x)) ·t(x).

Dakle, va`i da t(x) | u(x) · p(x) + v(x) · q(x). �

2.5 Bezuov stav

Neka je a ∈ F i p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n. Tada je

p(a) = a0 + a1a+ · · ·+ ana
n

jedan element u poqu F. Za p(a) ka`emo da je vrednost polinoma u ta~ki x = a.

Za element a ∈ F ka`emo da je nula polinoma p(x) ∈ F[x] ako je vrednost polinoma u toj
ta~ki jednaka nuli, tj. p(a) = 0. U tom slu~aju, za polinom prvog stepena x − a ka`emo da
je linearni faktor.

TEOREMA 2.7. Ako je a nula polinoma p(x) ∈ F[x], tada je p(x) deqiv linearnim faktorom
x− a.



GLAVA 2. POLINOMI 18

Dokaz. Kako je

xk − ak = (xk−1 + xk−2a+ · · ·+ xak−2 + ak−1)(x− a),

imamo

p(x)− p(a) =a1(x− a) + a2(x
2 − a2) + · · ·+ an(x

n − an)

=[a1 + a2(x+ a) + · · ·+ an(x
n−1 + · · ·+ an−1)](x− a)

=q(x)(x− a),

gde je q(x) polinom stepena n− 1. S druge strane, po pretpostavci je p(a) = 0, pa imamo da
je p(x) = q(x)(x− a), {to zna~i da je polinom p(x) deqiv linearnim faktorom x− a. �

Slede}e tvr|ewe je poznato kao Bezuov stav:

TEOREMA 2.8. Ostatak pri deqewu polinoma p(x) sa x − a jednak je vrednosti polinoma
p(a).

Dokaz. Kako je q(x) = x − a polinom prvog stepena to postoji jedinstveni polinom s(x) i
konstanta r (polinom stepena nula) tako da je

p(x) = s(x)(x− a) + r.

Stavqaju}i x = a dobijamo da je r = p(a). �
Kori{}ewem prethodne teoreme, svaki polinom p(x) ∈ F[x] stepena n mo`emo na jedin-

stven na~in predstaviti (razlo`iti) po stepenima od x− a, tj.

p(x) = A0 +A1(x− a) +A2(x− a)2 + · · ·+An(x− a)n,

gde su Ak, k = 0, 1, . . . , n elementi poqa F.

Zaista, na osnovu prethodne teoreme imamo

p(x) = A0 + p1(x)(x− a),

gde smo staviliA0 = r = p(a) i p1(x) = s(x). Ako je p1(x) polinom nultog stepena tra`eni
razvoj je dobijen. U protivnom slu~aju, delimo polinom p1(x) sa x− a, dobijaju}i pritom
da je

p1(x) = A1 + p2(x)(x− a),

gde je A1 = p1(a). Na ovaj na~in, dobijamo da je

p(x) = A0 +A1(x− a) + p2(x)(x− a)2.

Nastavqaju}i ovaj postupak dobi}emo razvoj

p(x) = A0 +A1(x− a) +A2(x− a)2 + · · ·+An(x− a)n.

POSLEDICA 1. Ako je p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, an ̸= 0, n ≥ 1 i ako su c1, c2, . . . , cn

razli~iti koreni polinoma p(x), tada je

p(x) = an(x− c1) . . . (x− cn) (faktorizacija polinoma).

Dokaz. Dokaz indukcijom po stepenu n polinoma p(x).
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Poka`imo da tvr|ewe va`i za n = 1. Neka je c1 koren polinoma p(x) = a0 + a1x. Tada
a0 + a1c1 = 0, pa je a0 = −a1c1, odakle sledi p(x) = −a1c1 + a1x = a1(x− c1).

Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za sve polinome stepena maweg od n, gde je n > 1.

Po{to je c1 koren polinoma p(x) koji je stepenan, va`i da jex−c1 | p(x), pa postoji polinom
q ∈ F[x] , tako da p(x) = q(x)(x− c1). Stepen polinoma q(x) je n− 1, a vode}i koeficijent
an. Tada va`i i da je 0 = p(cj) = (cj − c1)q(cj) (j = 2, . . . , n), a kako je cj − c1 ̸= 0, za
j ̸= 1, sledi da je q(cj) = 0 za svaki j = 2, . . . , n. Dakle q(x) ima n − 1 razli~itih korena
c2, . . . , cn ∈ F. Prema indukcijskoj hipotezi sledi q(x) = an(x − c2) . . . (x − cn). Zamenom
u p(x) = q(x)(x− c1) dobijamo

p(x) = an(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn),

{to je i trebalo pokazati. �
POSLEDICA 2. Polinom p(x) stepena n ≥ 1 ne mo`e imati vi{e od n razli~itih korena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da polinom p(x) sa vode}im koeficijentom an ̸= 0, ima
n+ 1 razli~itih korena c1, . . . , cn, c. Tada je, po Posledici 1,

p(x) = an(x− c1) . . . (x− cn),

pa je
0 = p(c) = an︸︷︷︸

̸=0

(c− c1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

(c− c2)︸ ︷︷ ︸
̸=0

. . . (c− cn)︸ ︷︷ ︸
̸=0

,

{to je kontradikcija. �
POSLEDICA 3. Ako su p(x), q(x) polinomi stepena≤ n i c1, c2, . . . , cn+1 razli~iti elementi
poqa F takvi da p(ci) = q(ci), i = 1, 2, . . . n+ 1, onda je p(x) = q(x).

Dokaz. Stavimo da je h(x) = p(x) − q(x) i pretpostavimo da je h(x) ̸= 0. Imamo da je
degh(x) ≤ max{degp(x), degq(x)} ≤ n i h(ci) = p(ci)− q(ci) = 0, za svako i = 1, . . . , n+ 1.

Dakle, h(x) ima n + 1 razli~itih korena u F, {to je kontradikcija sa posledicom 2.
Dakle, h(x) = 0, tj. p(x) = q(x). �
POSLEDICA 4. Ako su c1, c2, . . . , cn+1 razli~iti, a b1, b2, . . . , bn+1 proizvoqni elementi
poqa F, tada postoji ta~no jedan polinom p(x) ∈ F[x] stepena ≤ n tako da p(ci) = bi za
i = 1, . . . , n+ 1.

Dokaz. Egzistencija polinoma p(x). Posmatrajmo Lagran`ov interpolacioni polinom, tj.
polinom oblika:

p(x) = b1 ·
(x− c2)(x− c3) · · · (x− cn+1)

(c1 − c2)(c1 − c3) . . . (c1 − cn+1)
+ b2 ·

(x− c1)(x− c3) · · · (x− cn+1)

(c2 − c1)(c2 − c3) . . . (c2 − cn+1)

+ · · ·+ bn+1 ·
(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn)

(cn+1 − c1)(cn+1 − c2) . . . (cn+1 − cn)
.

Polinom p(x) ispuwava uslove p(ci) = bi, i = 1, . . . , n+ 1 i degp(x) ≤ n.

Jedinstvenost. Ako je q(x) ∈ F[x] takav da je degq(x) ≤ n i q(ci) = bi (i = 1, . . . , n+ 1),
prema prethodnoj posledici sledi q(x) = p(x). �

Dakle, na osnovu prethodne posledice mo`emo zakqu~iti da je linearni polinom p(x)
odre|en svojim vrednostima p(c0), p(c1) u dvema razli~itim ta~kama c0 ̸= c1. Kvadratni
polinom je odre|en svojim vrednostima u trima razli~itim ta~kama.

2.6 Hornerova {ema i Vietove formule

DEFINICIJA 2.12. Ako je p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n proizvoqan polinom iz F[x], tada

za polinom
p′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx

n−1 ∈ F[x]
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ka`emo da je (prvi) izvod polinoma p(x). Za preslikavawe p(x) 7→ p′(x) ka`emo da je
diferencirawe u prstenu F[x].

Vi{i izvodi p(k)(x) defini{u se rekurzivno; na primer, izvod polinoma p′(x) naziva
se drugi izvod polinoma p(x), itd. Po definiciji, p(0)(x) = p(x).

Napomenimo da je degp′(x) = degp(x)− 1. Tako|e, za svako k > n = degp(x) imamo da je
p(k)(x) nula polinom.

Jedan elementaran, ali va`an problem je izra~unavawe vrednosti polinoma za dato
x = a. Predstavimo polinom po opadaju}im stepenima

p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an.

Ako bismo izra~unavali vrednost polinoma p(a), na osnovu prethodnog izraza, bilo bi
potrebno 2n− 1 mno`ewa i n sabirawa. Me|utim, ukoliko p(x) predstavimo u obliku

p(x) = (· · · ((a0x+ a1)x+ a2)x+ · · ·+ an−1)x+ an

potrebno je samo n mno`ewa i n sabirawa.

Sa b0, b1, . . . , bn−1 ozna~imo koeficijente polinoma s(x) iz Bezuovog stava i stavimo
bn = r. Tada imamo

a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an = (b0x

n−1 + b1x
n−2 + · · ·+ bn−1)(x− a) + bn,

odakle, upore|ivawem koeficijenata uz odgovaraju}e stepene na levoj i desnoj strani
prethodne jednakosti, dobijamo

a0 = b0, ak = bk − bk−1a (k = 1, . . . , n).

Na osnovu ovih jednakosti mo`e se formirati rekurzivni postupak za izra~unavawe
vrednosti polinoma za x = a:

b0 = a0, bk = ak + bk−1a (k = 1, . . . , n),

koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj. p(a) = bn.

Izlo`enipostupakpoznat je kaoHornerova{emaimo`e se interpretirati kroz slede}u
{emu:

a a0 a1 a2 a3 · · · an−1 an
b0a b1a b2a bn−2a bn−1a

b0 b1 b2 b3 bn−1 bn = p(a)

Prvu vrstu, dakle, zapo~iwemo sa vredno{}u x = a za koju izra~unavamo vrednost poli-
noma, a zatim pi{emo koeficijente polinoma, po~ev od najstarijeg koeficijenta. U tre}oj
vrsti pi{emo koeficijente bk, koje izra~unavamo sabirawem odgovaraju}ih elemenata prve
i druge vrste, pri ~emu je b0 = a0. Elemente druge vrste formiramo mno`ewem vrednosti
a sa prethodnim elementom iz tre}e vrste. Elementi tre}e vrste su, dakle, koeficijenti
polinoma s(x) i ostatak pri deqewu r = p(a).

PRIMER 2.4. Neka je p(x) = 4x4−4x3+13x2−16x−12 ∈ R[x]. Primenom Hornerove {eme
odredi}emo vrednost p(2).

2 4 −4 13 −16 −12
8 8 42 52

4 4 21 26 40

Dakle, p(2) = 40. Koli~nik pri deqewu polinoma p(x) sa x − 2 je polinom s(x) =
4x3 +4x2 +21x+26, a ostatak deqewa je r = p(2) = 40. Navedena {ema se mo`e uprostiti
izostavqawem druge vrste. Na primer, za a = − 1

2 imamo
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−1
2 4 −4 13 −16 −12

4 −6 16 −24 0

odakle zakqu~ujemo da je a = − 1
2 nula polinoma p(x).

Primenimo sada postupak sukcesivnog deqewa u ciqu dobijawa razlagawa polinoma
p(x) po stepenima od x− 2 i izra~unavawa izvoda polinoma u ta~ki x = 2.

Postupak je prikazan u slede}oj tabeli:
2 4 −4 13 −16 −12

4 4 21 26 40
4 12 45 116
4 20 85
4 28
4

Prema tome,

p(x) = 40 + 116(x− 2) + 85(x− 2)2 + 28(x− 2)3 + 4(x− 2)4.

Posmatrajmo polinom p(x) sa kompleksnim koeficijentima stepena n. Neka su wegove
nule redom x1, x2, . . . , xn. Va`e tzv. Vietove formule

x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1

an
x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn =

an−2

an
x1x2x3 + x1x2x4 + . . . = −an−3

an
...

x1x2 . . . xn = (−1)n a0
an

.

Za n = 2 imamo da je p(x) = a2x
2 + a1x+ a0, a2 ̸= 0, pa va`e formule

x1 + x2 = −a1
a2

x1x2 =
a0
a2

.

Za n = 3 imamo da je p(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, a3 ̸= 0 pa va`e formule

x1 + x2 + x3 = −a2
a3

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
a1
a3

x1x2x3 = −a0
a3

.

Dokaz za n = 3. Kako je p(x) = a3(x−x1)(x−x2)(x−x3) = a3x
3− a3(x1+x2+x3)x

2+
a3(x1x2+x1x3+x2x3)x−a3x1x2x3. Sa druge strane imamo da je p(x) = a0+a1x+a2x

2+a3x
3.

Dakle, va`i

x1 + x2 + x3 = −a2
a3

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
a1
a3

x1x2x3 = −a0
a3

.
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2.7 Svodqivost polinoma

Jedan od bitnih zadataka jeste rastavqawe polinoma na ~inioce, naravno, ukoliko je to
mogu}e. Iz tog razloga, uvodimo pojmove svodqiv i nesvodqiv polinom. Neka je p(x) ∈ F[x]
i neka je degp(x) = n > 1. Trivijalni delioci polinoma p(x) su polinomi nultog stepena,
tj. polinomi c, gde je c ∈ F \ {0} i polinomi cp(x). Postavqa se pitawe da li polinom p(x)
ima i netrivijalnih delilaca, tj. delilaca stepena k, gde je 0 < k < n?

DEFINICIJA 2.13. Polinom p(x) ∈ F[x] stepena n > 1 je svodqiv nad poqem F ako postoje
polinomi g(x), h(x) ∈ F[x], takvi da je p(x) = g(x) · h(x), degg(x) < n, degh(x) < n. U
suprotnom, p(x) je nesvodqiv nad poqem F.

Drugim re~ima, polinom p(x) stepena n > 1 je nesvodqiv ako ima samo trivijalne
delioce, tj. samo delioce stepena 0 i stepena n.

Iz definicije neposredno sledi:

• Svi polinomi stepena 1 su nesvodqivi.

• Polinomi stepena 0 nisu ni svodqivi, ni nesvodqivi.

TEOREMA 2.9. Polinom p(x) ∈ F[x] stepena 2 ili 3 je svodqiv nad F ako i samo ako p(x)
ima koren u F.

Dokaz. Neka je p(x) ∈ F[x], takav da je degp(x) = 2 ili degp(x) = 3.

Pretpostavimo da je polinom p(x) svodqiv. Tada je p(x) = g(x) · h(x), gde je degg(x) =
1 ili degh(x) = 1. Neka je na primer g(x) = ax + b, a ̸= 0, pa je c = −a−1b ∈ F koren
polinoma g(x). Dakle, imamo da je p(c) = g(c) · h(c) = 0.

Obratno, pretpostavimo da postoji c ∈ F tako da je p(c) = 0. Imamo da (x − c) | p(x),
pa je p(x) = q(c) · (x− c), gde je deg(x− c) < degp(x) i degq(x) < degp(x). Dakle, polinom
p(x) je svodqiv. �

PRIMER 2.5. Primetimo da je polinom x2−2 ∈ Q[x] nesvodqiv, dok polinom x2−2 ∈ R[x]
jeste svodqiv, jer je x2 − 2 = (x −

√
2)(x +

√
2). Polinom x2 + 1 ∈ R[x] je nesvodqiv, a

x2 + 1 ∈ C[x] je svodqiv polinom, jer je x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

Prethodno tvr|ewe (smer→) ne va`i za polinome stepena ve}eg od 3, tj. polinom stepena
ve}eg od 3 mo`e biti svodqiv nad F iako nema koren u F, {to pokazuje slede}i primer.

PRIMER 2.6. Posmatrajmo primer x4 + x2 + 1 = (x2 + 1)2 − x2 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1)
koji je svodqiv nad R, ali x4 + x2 + 1 nema koren u R (jer x2 − x + 1 i x2 + x + 1 nemaju
koren u R).

Dokazujema dva pomo}na tvr|ewa (leme), koja su analogna odgovaraju}im tvr|ewima za
proste brojeve:

LEMA 2.1. Ako je p(x) ∈ F[x] nesvodqiv polinom i q(x) ∈ F[x] proizvoqan, tada je ili
NZD(p(x), q(x)) = 1 ili p(x) | q(x).

Dokaz.Neka je d(x) = NZD(p(x), q(x)) i neka je p(x) nesvodqiv polinom. Kako d(x) | p(x), to
je d(x) trivijalni delilac. Dakle, imamo da je d(x) konstantan polinom ili d(x) = cp(x)
za neko c ∈ F \ {0}. Tada je d(x) = 1 zbog normiranosti ili (cp(x)) | q(x), odnosno
NZD(p(x), q(x)) = 1 ili p(x) | q(x). �
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LEMA 2.2. Ako je p(x) ∈ F[x] nesvodqiv, a g(x), h(x) ∈ F[x] proizvoqni, tada

p(x) | (g(x) · h(x))⇒ p(x) | g(x) ∨ p(x) | h(x).

Dokaz. Neka je p(x) nesvodqiv i p(x) | (g(x) · h(x)). Pretpostavimo da p(x) - g(x), pa
zakqu~ujemo da jeNZD(p(x), g(x)) = 1 na osnovu leme 2.1. Iz teoreme o najve}em zajedni~kom
deliocu imamo da je 1 = s0(x) · p(x) + t0(x) · g(x) za neko s0(x), t0(x) ∈ F[x]. Dakle, imamo
da je

h(x) = h(x) · 1 = h(x) · (s0(x) · p(x) + t0(x) · g(x)) = s0(x)p(x)h(x) + t0(x)(h(x)g(x)) =

s0(x)p(x)h(x) + t0(x)(q(x)p(x)) = (s0(x)h(x) + t0(x)q(x))p(x).

Dakle, p(x) | h(x). �
Slede}a teoreme je poznata kao teorema dualna osnovnom stavu aritmetike.

TEOREMA 2.10. Svaki polinom p(x) ∈ F[x] stepena n > 1 se mo`e jedinstveno, do redosleda
faktora, predstaviti u obliku p(x) = ap1(x)p2(x) . . . pr(x), gde a ∈ F\{0} i p1(x), . . . , pr(x)
su nesvodqivi normirani polinomi u F[x] (ne obavezno razli~iti).

Dokaz. Prvo, doka`imo egzistenciju takvog predstavqawa polinoma p(x). Dokaz izvodimo
transfinitnom indukcijom po stepenu n polinoma p(x).

• Neka je polinom p(x) stepena n = 1, odnosno neka je p(x) = ax+ b = a (x+ a−1b)︸ ︷︷ ︸
=p1

, gde

je p1 = x+ a−1b je normiran i nesvodqiv polinom. Dakle, baza indukcije va`i.

• Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve polinome stepena maweg od n.

• Doka`imo da tvr|ewe va`i i za polinom p(x) stepenan > 1. Razliklujemo dva slu~aja.

(1) Ako je p(x) nesvodqiv, p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, an ̸= 0, tada je p(x) = anp1,

gde je p1 = a−1
n a0 + a−1

n a1x+ · · ·+ xn nesvodqiv i normiran polinom.

(2) Ako je p(x) svodqiv, tj. p(x) = g(x)h(x), gde je degg(x) < n, degh(x) < n. Tada,
po induktivnoj hipotezi imamo da va`i

g(x) = bp1(x) . . . pk(x), h(x) = cpk+1(x) . . . pr(x), gde su b ̸= 0 i c ̸= 0 i svi pi(x)
su normirani i nesvodqivi polinomi, pa je

p(x) = g(x) · h(x) = (b · c)︸ ︷︷ ︸
=a

p1(x) . . . pk(x)pk+1(x) . . . pr(x),

gde je a = bc ̸= 0, {to je i trebalo pokazati.

Doka`imo jedinstvenost takvog predstavqawa polinoma p(x). Neka se polinom p(x)
mo`e predstaviti bar na dva na~ina, tj. p(x) = ap1(x) . . . pr(x) i p(x) = bq1(x) . . . qs(x), gde
je a ̸= 0, b ̸= 0 i p1(x), . . . , pr(x), q1(x), . . . , qs(x) su normirani i nesvodqivi polinomi.

Indukcijom po r doka`imo da je a = b, r = s i {p1(x), . . . , pr(x)} = {q1(x), . . . , qs(x)}.

• Neka je r = 1. Tada prate}i slede}e implikacije nalazimo da

p(x) = ap1(x) ⇒ p1(x) = a−1p(x) ⇒ p1(x) = (a−1b)q1(x) . . . qs(x)
⇒ s = 1 (jer je p1(x) nesvodqiv)
⇒ p1(x) = (a−1b)q1(x)
⇒ a−1b = 1 (jer su p1(x), q1(x) normirani)
⇒ a = b, p1(x) = q1(x).
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• Neka tvr|ewe va`i za r − 1.

• Doka`imo da tvr|ewe va`i i za r, pa imamo da iz

ap1(x) . . . pr(x) = bq1(x) . . . qs(x)
⇒ p1(x) | (bq1(x) . . . qs(x))
⇒ p1(x) | q1(x) ∨ p1(x) | q2(x) ∨ · · · ∨ p1(x) | qs(x) (iz Leme 2.2).

Neka va`i da p1(x) | q1(x). Tada iz nesvodqivosti i normiranosti polinoma p1(x) i
q1(x) sledi p1(x) = q1(x), pa iz

ap1(x)p2(x) . . . pr(x) = bp1(x)q2(x) . . . qs(x)
⇒ a(p2(x) . . . pr(x)︸ ︷︷ ︸

r−1

) = b(q2(x) . . . qs(x)) (skra}ivawem sa p1(x))

⇒ a = b, r = s, {p2(x), . . . , pr(x)} = {q2(x), . . . , qs(x)} (po induktivnoj hipotezi)
⇒ {p1(x), . . . , pr(x)} = {q1(x), . . . , qs(x)},

{to je i trebalo pokazati. �

2.8 Algebarski zatvorena poqa

Polinomi karakteri{u i poqa na izvestan na~in. Iz tog razloga imamo klasifikaciju
poqa na osnovu slede}e definicije.

DEFINICIJA 2.14. PoqeF je algebarski zatvoreno ako svaki polinom p(x) ∈ F[x], stepena
n > 1 ima bar jedan koren u F.

PRIMER 2.7. Poqe R nije algebarski zatvoreno, npr. polinom p(x) = x2 + 1 ∈ R[x] nema
koren u R.

Za razliku od poqa realnih brojeva koje nije algebarski zatvoreno, poqe kompleksnih
brojeva jeste o ~emu svedo~i slede}e tvr|ewe.

Osnovni stav linearne algebre. Poqe kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno.

Sada, mo`emo opisati nesvodqive polinome nad algebarski zatvorenim poqem.

TEOREMA 2.11. Slede}a tvr|ewa su ekvivalentna:

1. Poqe F je algebarski zatvoreno.

2. Jedini nesvodqivi polinomi u F[x] su linearni polinomi.

3. Svaki polinom p(x) ∈ F[x] stepenan > 1mo`e sefaktorisati u proizvodn linearnih
polinoma (~inilaca).

Dokaz. (1. → 2.) Pretpostavimo da je poqe F algebarski zatvoreno. Kako su linearni
polinomi nesvodqivi, poka`imo da nad algebarski zatvorenim poqem F nema drugih
nesvodqivih polinoma. Neka je p(x) ∈ F[x], proizvoqan polinom stepena ve}eg od jedan.
Iskoristimo ~iwenicu da je poqe F algebarski zatvoreno i zakqu~iti da postoji c ∈ F

takav da je p(c) = 0, odnosno da va`i (x− c) | p(x). Dakle, imamo da je p(x) = (x − c)q(x),
gde je x − c, q(x) ∈ F[x] i va`i deg(x − c) = 1 < degp(x), odakle mo`emo zakqu~iti da je
polinom p(x) svodqiv.
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(2. → 3.) Neka je p(x) ∈ F[x], takav da je degp(x) = n > 1. Tada na osnovu teoreme koja
je dualna Osnovnom stavu aritmetike nalazimo da je p(x) = a · p1(x) · . . . · pr(x), gde su svi
pi(x) normirani i nesvodqivi polinomi. Iz uslova teoreme zakqu~ujemo da su svi pi(x)
linearni. Kako je degp(x) = degp1(x) + · · · + degpr(x) = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

r

, sledi da je n = r, pa

je p(x) proizvod n linearnih polinoma (~inilaca).

(3. → 1.) Neka je p(x) ∈ F[x], takav da je degp(x) = n > 1. Na osnovu pretpostavke
teoreme imamo da je p(x) = p1(x) · . . . · pn(x) i svi pi(x) su linearni. Pretpostavimo da je
p1(x) = ax+ b, a ̸= 0. Lako nalazimo da je c = −a−1b ∈ F koren polinoma p1(x), a time i
polinoma p(x), {to je i trebalo pokazati. �
POSLEDICA 1. Polinom p(c) ∈ C[x] stepena n > 1, sa vode}im koeficijentom an, mo`e se
na jedinstven na~in (do redosleda faktora) faktorisati u obliku

p(x) = an(x− c1)(x− c2) · . . . · (x− cn),

gde su c1, . . . , cn koreni (ne moraju biti razli~iti) polinoma p(x).

PRIMER 2.8. Ispitati svodqivost polinoma p(x) = x7 − x6 + x5 − x4 + x3 − x2 + x − 1
nad poqima Q, R i C, a zatim ga predstaviti kao proizvod nesvodqivih polinoma redom,
nad svim tim poqima. Imamo da je

p(x) = x6(x− 1) + x4(x− 1) + x2(x− 1) + (x− 1) = (x− 1)(x6 + x4 + x2 + 1),

gde su x− 1, x6 +x4 +x2 +1 ∈ Q[x] polinomi ni`eg stepena od p(x), pa je p(x) svodqiv nad
poqem Q, a time i nad poqima R i C.

Daqe, poku{ajmo da dati polinom rastavimo na sedam linearnih faktora u datim
poqima.

• U poqu Q to nije mogu}e, jer je

p(x) = (x− 1)(x4(x2 + 1) + (x2 + 1)) = (x− 1)(x2 + 1)(x4 + 1)

faktorizacija nad Q, dok polinomi x2 + 1 i x4 + 1 su nesvodqivi nad Q.

• Ni u poqu realnih brojeva to nije mogu}e, jer je

p(x) = (x− 1)(x2 +1)((x2 +1)2− 2x2) = (x− 1)(x2 +1)(x2 +
√
2x+1)(x2−

√
2x+1)

faktorizacija nad R, a tri kvadratana polinoma su nesvodqiva.

• U poqu kompleksnih brojeva to jeste mogu}e i dobijamo da je

p(x) = (x−1)(x+i)(x−i)(x+

√
2

2
(1+i))(x+

√
2

2
(1−i))(x−

√
2

2
(1+i))(x−

√
2

2
(1−i))

faktorizacija nad C.

2.9 Vi{estruki koreni polinoma

Ako se u razlagawu p(x) = an(x − c1)(x − c2) . . . (x − cn) polinoma p(x) ∈ F[x] stepena
n > 1, element c ∈ F javqa u nizu c1, . . . , cn ta~no k puta, gde je 1 6 k 6 n, ka`emo da je
c ∈ F koren reda k polinoma p(x).
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DEFINICIJA 2.15. Element c ∈ F je koren reda k polinoma p(x) ∈ F[x] ako (x− c)k | p(x)
i (x− c)k+1 - p(x), tj.

p(x) = (x− c)kq(x), q(x) ∈ F[x], q(c) ̸= 0.

• Ako je k > 1, tada je c vi{estruk koren,

• ako je k = 1, tada je c prost koren.

Polinom p(x) ∈ C[x] stepena n > 1 sa vode}im koeficijentom an mo`e se na jedinstven
na~in (do redosleda faktora) faktorisati u obliku

p(x) = an(x− c1)
k1(x− c2)

k2 . . . (x− cr)
kr , an ̸= 0,

gde su c1, . . . , cr razli~iti koreni polinoma p(x) reda k1, . . . , kr, respektivno, i va`i da je
k1 + k2 + · · ·+ kr = n.

TEOREMA 2.12. Neka je F poqe, charF = 0 i c ∈ F koren reda k polinoma p(x) ∈ F[x].

• Ako je k > 1, tada je c koren reda k − 1 prvog izvodnog polinoma p′(x),

• ako je k = 1 tada c nije koren polinoma p′(x).

Dokaz. Neka je p(x) = (x− c)kq(x), q(x) ∈ F[x] i q(c) ̸= 0. Tada imamo da je

p′(x) = k(x− c)k−1q(x) + (x− c)kq′(x) = (x− c)k−1 (kq(x) + (x− c)q′(x))︸ ︷︷ ︸
q1(x)

.

Sada, razmotrimo slede}e slu~ajeve.

• Neka je k > 1. Kako je p′(x) = (x − c)k−1q1(x) i q1(c) = kq(c) ̸= 0 sledi da je c ∈ F

koren reda k − 1 polinoma p′(x).

• Neka je k = 1. Iz ~iwenice da je p′(x) = q1(x) i q1(c) = kq(c) ̸= 0 sledi da c ∈ F nije
koren polinoma p′(x). �

POSLEDICA 1. Sve vi{estruke nule polinoma p(x) su sve nule polinoma NZD(p(x), p′(x)).

Dokaz. Posmatrajmo slede}i ekvivalencijski lanac.

c ∈ F je vi{estruki koren polinoma p(x)
⇔ c je koren polinoma p(x) i p′(x) (na osnovu prethodne teoreme)
⇔ (x− c) | p(x), (x− c) | p′(x)
⇔ (x− c) | NZD(p(x), p′(x))
⇔ c je koren polinoma NZD(p(x), p′(x)).

Dakle, va`i tvr|ewe posledice. �

POSLEDICA 2. Polinom
p(x)

NZD(p(x), p′(x))
ima samo proste korene i ti koreni su razli~iti

koreni polinoma p(x).

PRIMER 2.9. Odrediti vi{estruke korene polinoma p(x) = x7 − 2x5 − x4 + x3 + 2x2 − 1.
Potrebno je odreditiNZD(p(x), p′(x)). Najpre, odredimo p′(x) = 7x6−10x4−4x3+3x2+4x.
Poznatim postupkom nalazimo da je

NZD(p(x), p′(x)) = x3−x2−x+1 = x2(x−1)− (x−1) = (x2−1)(x−1) = (x−1)2(x+1),

Na osnovu dobijenog polinoma, mo`emo zakqu~iti slede}e.
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• 1 i −1 su zajedni~ki koreni polinoma p(x) i p′(x),

• −1 je prost koren polinoma p′(x) i koren reda 2 polinoma p(x),

• 1 je koren reda 2 polinoma p′(x) i koren reda 3 polinoma p(x),

pa je
p(x) = (x− 1)3(x+ 1)2q(x), degq(x) = 2.

Iz Hornerove {eme dobijamo

1 1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 1 −1 −2 −1 1 1 0
1 2 1 −1 −2 −1 0

−1 1 3 4 3 1 0
1 2 2 1 0
1 1 1 0

pa je q(x) = x2 + x+ 1, odnosno p(x) = (x− 1)3(x+ 1)2(x2 + x+ 1).

Zaista, polinom
p(x)

NZD(p(x), p′(x))
= (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1) ima samo proste korene

i to su koreni polinoma p(x).

TEOREMA 2.13. Ako je F poqe, charF = 0, p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F[x] i c ∈ F, tada

je

p(x) = p(c) +
p′(c)

1!
(x− c) +

p′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ p(n)(c)

n!
(x− c)n

i ak =
p(k)(0)

k!
(k = 0, 1, . . . , n), gde p(0)

def
= p(x).

Dokaz.Neka je p(x) = b0 + b1(x− c) + b2(x− c)2 + · · ·+ bn(x− c)n. Odredimo koeficijente
b0, . . . , bn.

Stavqaju}i da je x = c dobijamo da je b0 = p(c), a to mo`emo zapisati u obliku

b0 =
p(0)(c)

0!
.

Sada, odredimo prvi izvodni polinom, tj. nalazimo da je

p′(x) = b1 + 2b2(x− c) + 3b3(x− c)2 + · · ·+ nbn(x− c)n−1,

pa stavqaju}i da je x = c dobijamo b1 = p′(c), a to mo`emo zapisati u obliku b1 =
p′(c)

1!
.

Sada, odredimo drugi izvodni polinom, tj. nalazimo da je

p′′(x) = 2 · 1 · b2 + 3 · 2b3(x− c) + · · ·+ n(n− 1)bn(x− c)n−2,

pa stavqaju}i da je x = c dobijamo p′′(c) = 2!b2, a to mo`emo zapisati u obliku b2 =
p′′(c)

2!
.

Nastavqaju}i postupak, nalazimo da je

p(k) = k!bk + (k + 1)!bk+1(x− c) + · · ·+ n(n− 1) . . . (n− k + 1)bn(x− c)n−k,

pa stavqaju}i da je x = c dobijamo p(k)(c) = k!bk, a to mo`emo zapisati u obliku

bk =
p(k)(c)

k!
, za k = 0, 1, 2, . . . , n.
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Dakle, va`i da je

p(x) = p(c) +
p′(c)

1!
(x− c) +

p′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ p(n)(c)

n!
(x− c)n.

Za c = 0 dobijamo

p(x) = p(0) +
p′(0)

1!
x+ · · ·+ p(n)(0)

n!
xn.

Upore|ivawem koeficijenata sa p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F[x] sledi

ak =
p(k)(0)

k!
(k = 0, 1, . . . , n),

{to je i trebalo pokazati. �
Polinom iz prethodne teoreme se naziva Tejlorov polinom.

TEOREMA 2.14. Ako je F poqe, charF = 0, p(x) ∈ F[x] polinom stepena n > 1 i c ∈ F, tada
je c koren reda k polinoma p(x) akko je

p(c) = p′(c) = · · · = p(k−1)(c) = 0 i p(k)(c) ̸= 0.

Dokaz. Neka je c koren reda k polinoma p(x). Tada je c koren reda k − 1 polinoma p′(x) itd.
Odnosno, c je prost koren polinoma p(k−1)(x) i c nije koren polinoma p(k)(x). Dakle, va`i
da je

p(c) = p′(c) = · · · = p(k−1)(c) = 0 i p(k)(c) ̸= 0.

Obratno, neka va`i slede}e

p(c) = p′(c) = · · · = p(k−1)(c) = 0 i p(k)(c) ̸= 0.

Iz p(x) = p(c) +
p′(c)

1!
(x− c) + · · ·+ p(n)(c)

n!
(x− c)n i p(c) = · · · = p(k−1)(c) = 0 sledi da je

p(x) =
p(k)(c)

k!
(x− c)k +

p(k+1)(c)

(k + 1)!
(x− c)k+1 + · · ·+ p(n)(c)

n!
(x− c)n.

Dakle, imamo oblik

p(x) = (x− c)k

p(k)(c)

k!
+

p(k+1)(c)

(k + 1)!
(x− c) + · · ·+ p(n)(c)

n!
(x− c)n−k︸ ︷︷ ︸

q(x)

 ,

pri ~emu je q(c) =
p(k)(c)

k!
̸= 0, pa je c koren reda k polinoma p(x). �

PRIMER 2.10. Za polinom p(x) = 2x6 − x5 − 13x4 + 13x3 + 19x2 − 32x + 12 i c = 1 va`i
slede}e

p(1) = 0,

p′(x) = 12x5 − 5x4 − 52x3 + 39x2 + 38x− 32, p′(1) = 0,

p′′(x) = 60x4 − 20x3 − 156x2 + 78x+ 38, p′′(1) = 0,

p′′′(x) = 240x3 − 60x2 − 312x+ 78, p′′′(1) = −54 ̸= 0,

pa je c = 1 koren reda 3 polinoma p(x). Dakle, va`i da je p(x) = (x− 1)3q(x).

Pomo}u Hornerove {eme nalazimo q(x) = 2x3 + 5x2 − 4x− 12, pa je

p(x) = (x− 1)3(2x3 + 5x2 − 4x− 12).
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2.10 Osobine korena realnih polinoma

U op{tem slu~aju, realni polinom se ne mo`e predstaviti kao proizvod linearnih realnih
polinoma (jer R nije algebarski zatvoreno poqe). Kako je R[x] ⊆ C[x], svaki realni
polinom mo`emo posmatrati i kao kompleksni polinom. Poqe C je algebarski zatvoreno,
pa se svaki realni polinom stepena n > 1 mo`e predstaviti kao proizvod kompleksnih
linearnih polinoma.

TEOREMA 2.15. Ako je kompleksan broj c = α + iβ (α, β ∈ R) koren polinoma p(x) ∈ R[x],
tada je i c = α− iβ koren polinoma p(x).

Dokaz.Neka je p(x) = a0+ a1x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x] i p(c) = 0. Primenom osobina operacije

konjugovawa (z1z2 = z1 · z2, z1 + z2 = z1 + z2, z1, z2 ∈ C) dobijamo slede}e

p(c) = a0 + a1c+ a2c
2 + · · ·+ anc

n

= a0 + a1c+ a2c2 + · · ·+ ancn

= a0 + a1c+ a2c2 + · · ·+ ancn (ai = ai, jer ai ∈ R)

= a0 + a1c+ a2c2 + · · ·+ ancn

= a0 + a1c+ · · ·+ ancn = p(c) = 0= 0.�

Napomena. Prethodna teorema ne va`i za kompleksne nerealne polinome, na primer x2 −
(1 + i)x+ i ∈ C[x] ima korene 1 i i (−i nije koren).
POSLEDICA 1. Svaki realni polinom neparnog stepena ima bar jedan koren u R.

TEOREMA 2.16. Jedini nesvodqivi polinomi u R[x] su linearni polinomi i kvadratni
polinomi sa negativnom diskriminantom.

Dokaz. Linearni polinomi su svakako nesvodqivi (jer imaju samo trivijalne delioce).
Kvadratni realni polinomi su nesvodqivi nad R akko nemaju koren u R, akko imaju neg-
ativnu diskriminantu. Doka`imo da su svi ostali realni polinomi svodqivi. Neka je
p(x) ∈ R[x], degp(x) > 2. Tada p(c) ∈ C[x], C je algebarski zatvoreno, pa postoji koren
c = α+ iβ (α, β ∈ R) polinoma p(x).

Ako je β = 0, onda je c = α ∈ R, pa je p(x) = (x− α)q, q ∈ R[x]. Dakle, p(x) je svodqiv
nad R.

Ako je β ̸= 0 onda c /∈ R, pa je c = α− iβ je tako|e koren polinoma p(x). Za polinom

g(x) = (x− c)(x− c) = (x− α)2 + β2 = x2 − 2αx+ α2 + β2 ∈ R[x]

imamo da jeD = 4α2 − 4(α2 + β2) = −4β2 < 0, pa je g(x) nesvodqiv nad R.

Doka`imo da se polinom p(x) uvek mo`e rastaviti na ~inioce koji su stepena najvi{e
dva. Po teoremi o deqewu imamo da je

p(x) = g(x)q(x) + r(x), q(x), r(x) ∈ R[x], r(x) = 0 ili degr(x) < degg(x).

• r(x) = 0 ⇒ p(x) = g(x)q(x), gde je g(x), q(x) ∈ R[x], degg(x) = 2 < degp(x)
⇒ p(x) je svodqiv nad R.

• r(x) ̸= 0⇒ degr(x) = 0 ili degr(x) = 1.

degr(x) = 0 ⇒ r(x) ∈ R

⇒ 0 = p(c) = g(c)q(c) + r = r. Kontradikcija.
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degr(x) = 1 ⇒ r(x) = ax+ b, a ̸= 0,
⇒ 0 = p(c) = g(c)q(c) + ac+ b
⇒ ac+ b = 0
⇒ c = −a−1b ∈ R. Kontradikcija.�

POSLEDICA 1. Svaki realni polinom p(x) stepena n > 1, sa vode}im koeficijentom an,
mo`e se na jedinstven na~in (do redosleda faktora) predstaviti u obliku

p(x) = an(x− c1)
k1 . . . (x− cr)

kr (x2 + p1x+ q1)
l1 . . . (x2 + ptx+ qt)

lt,

pri ~emu su c1, . . . , cr ∈ R razli~iti koreni polinoma p(x) reda k1, . . . , kr (respektivno),
pi, qi ∈ R, p2i − 4qi < 0 (i = 1, . . . t) i k1 + · · ·+ kr + 2(l1 + · · ·+ lt) = n.

Dakle, svaki polinom p(x) ∈ R[x] stepena n > 1 ima ta~no n korena u C. Kako ih
prakti~no odrediti?

• Ako je n = 1 ili n = 2 poznate su formule za odre|ivawe korena polinoma kona~nom
primenomoperacija sabirawa, mno`ewa, deqewa i korenovawa na koeficijente poli-
noma.

• Ako je n = 3 ili n = 4 znamo za Kardanove (Girolamo Cardano, 1501–1576.) iFerar-
ijeve (Lodovico Ferrari, 1522–1565.) formule, veoma komplikovane i bez prakti~nog
zna~aja.

• Ako je n > 5, Abel (Niels Henrik Abel 1802–1829.) i Galoa (Evariste Galois 1811–
1832.) su dokazali da, u op{tem slu~aju, da takve formule ne postoje, tj. da se svi
koreni polinoma stepena ve}eg od 4 nemogu dobiti primenom kona~nog niza operacija
sabirawa, oduzimawa, mno`ewa, deqewa i korenovawa na koeficijente polinoma.

Samounekim specijalnim slu~ajevimapostoje postupci za nala`ewe korenapolinoma
stepena ve}eg od 4.

Za p(x) ∈ Z[x] postoji prakti~ni postupak za nala`ewe racionalnih nula (ako ih
polinom ima).

TEOREMA 2.17. Ako je
p

q
(p ∈ Z, q ∈ N i NZD(p, q) = 1) koren polinoma z(x) = a0 + a1x+

· · ·+ anx
n ∈ Z[x] (an ̸= 0, a0 ̸= 0), tada p | a0 i q | an.

Dokaz. Iz ~iwenice da je z(pq ) = 0 sledi

a0 + a1
p

q
+ a2

p2

q2
+ · · ·+ an−1

pn−1

qn−1
+ an

pn

qn
= 0

/
· qn−1

/
· q

n

p
, p ̸= 0,

pa je

a0q
n−1 + a1pq

n−2 + · · ·+ an−1p
n−1︸ ︷︷ ︸

∈Z

+an
pn

q
= 0,

odnosno, dobijamo da je
anp

n

q
∈ Z. Kako je NZD(p, q) = 1, to je i NZD(pn, q) = 1, pa q | an.

Iz
a0q

n

p
+ a1q

n−1 + . . . an−1p
n−2q + anp

n−1︸ ︷︷ ︸
∈Z

= 0,

nalazimo da je
a0q

n

p
∈ Z. Kako je NZD(p, q) = 1, sledi da NZD(qn, p) = 1, pa p | a0. �

POSLEDICA 1. Ako je celi broj c ∈ Z koren polinoma sa celim koeficijentima z(x) =
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Z[x], a0an ̸= 0, onda c | a0.
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PRIMER 2.11. Ako je z(x) = 2x4+3x3−3x2−5x−6, z(pq ) = 0 (p ∈ Z, q ∈ N, NZD(p, q) = 1)
onda

p | (−6), p ∈ Z ⇒ p ∈ {±1,±2,±3,±6}
q | 2, q ∈ N ⇒ q ∈ {1, 2} ⇒ p

q
∈ {±1,±2,±3,±6,±1

2
,±3

2
}.

Proverom nalazimo da je z(−2) = 0, z( 32 ) = 0, pa su c1 = −2 i c2 = 3
2 koreni. Tada je

z(x) = (x+ 2)

(
x− 3

2

)
q(x), q(x) = 2x2 + 2x+ 2,

pa su preostala dva korena koreni polinoma q(x):

c3 =
−1 + i

√
3

2
, c4 =

−1− i
√
3

2
.

PRIMER 2.12. Faktorisati polinom z(x) = x5 − x4 − 5x3 + 2x2 + 4x+ 8

(a) nad poqem R,

(b) nad poqem C.

Iz p(c) = 0, c ∈ Z ⇒ c | 8 ⇒ c ∈ {−8,−4,−2, 2, 4, 8} ("kandidati" za celobrojne
korene).

Proverom (Hornerovom {emom ili preko izvodnog polinoma) dobijamo da je broj 2
dvostruki, a broj −2 prost koren polinoma z(x), pa je

z(x) = (x− 2)2(x+ 2)(x2 + x+ 1).

Dakle, imamo da je

(a) z(x) = (x− 2)2(x+ 2)(x2 + x+ 1),

(b) z(x) = (x− 2)2(x+ 2)(x+ 1
2 (1− i

√
3))(x+ 1

2 (1 + i
√
3)).

TEOREMA 2.18. Ako je a + b
√
n (a, b ∈ Q i n ∈ N nije potpun kvadrat) koren polinoma

p(x) ∈ Q[x], onda je i a− b
√
n koren polinoma p(x).

Dokaz. Za Q(
√
n) = {a + b

√
n|a, b ∈ Q} lako se proverava da je (Q(

√
n),+, ·) potpoqe

poqa realnih brojeva. Za brojeve c = a + b
√
n i c = a − b

√
n ka`emo da su konjugovani.

Konjugovawe ima osobine (proveriti):

• c+ d = c+ d,

• c · d = c · d,

• c = c⇔ c ∈ Q.

Ako je c = a+ b
√
n koren polinoma p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Q[x] onda

p(c) = p(c) = 0 = 0,

tj. c je tako|e koren polinoma p(x). �
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Vektorski prostori

3.1 Definicija vektorskog prostora

Jedan od najzna~ajnijih pojmova u matematici jesu vektori.

DEFINICIJA 3.1. Neka je:

• V = {x, y, z, x1, y1, z1, . . . } neprazan skup,

• F = {α, β, γ, . . . } i (F,⊕,⊙, 0, 1) poqe,

• + : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y, · : F × V → V, (α, x) 7→ α · x.

Ure|ena ~etvorka (V,+, ·, F ) je vektorski prostor ako za svako x, y ∈ V i svako α, β ∈ F
va`i:

(V1) (V,+) je Abelova grupa,

(V2) α · (x+ y) = α · x+ α · y,

(V3) (α⊕ β) · x = α · x+ β · x,

(V4) α · (β · x) = (α⊙ β) · x,

(V5) 1 · x = x.

U skladu sa prethodnom definicijom, izdvajamo slede}e pojmove.

• Elementi skupa V se zovu vektori.

• Elementi poqa F se zovu skalari.

• + je sabirawe vektora, a · mno`ewe vektora skalarom.

• Neutralni u grupi (V,+) ozna~avamo sa 0V ili samo 0 i zovemo nula vektor.

• Inverzni od x u grupi (V,+) ozna~avamo sa −x i zovemo suprotan vektor od x.

• · obi~no izostavqamo (umesto α · x pi{emo αx)

• Kada god to ne izaziva zabunu umesto oznaka⊕ i⊙ (operacije u poqu F ) koristi}emo
+ i · .

32
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• Za nula vektor i nula skalar koristi}emo istu oznaku 0, kad god je iz konteksta jasno
da li se radi o vektoru ili skalaru.

PRIMER 3.1. (V,+, ·,R) je realni vektorski prostor, (V,+, ·,C) kompleksni vektorski
prostor.

Skup aksioma (V1)-(V5) je nezavisan (nijedna od wih nije posledica ostalih). Iz tog
razloga uo~imo slede}i primer.

PRIMER 3.2. Neka je (C,+, ·,C), x+ y
def
= y, α · x def

= x(α, x, y ∈ C).

Aksiome (V2)-(V5) va`e u posmatranoj strukturi. npr. (V2)α·(x+y) = x+y = α·x+α·y,
ali V1 ne va`i, jer x + y ̸= y + x, za x ̸= y (npr. 1 + 2 = 2, 2 + 1 = 1). Dakle, mo`emo
zakqu~iti da je (V2)-(V5) ̸|= (V1).

TEOREMA 3.1. U vektorskom prostoru (V,+, ·, F ) va`i:

(1) α · 0V = 0V , α ∈ F ,

(2) 0F · x = 0V , x ∈ V ,

(3) α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V , x ∈ V, α ∈ F ,

(4) α(−x) = −(αx) = (−α)x, x ∈ V, α ∈ F

(5) (α1 + · · ·+ αn) · x = α1 · x+ · · ·+ αn · x,
α · (x1 + · · ·+ xn) = α · x1 + · · ·+ α · xn,

n ∈ N, x, x1, . . . , xn ∈ V, α, α1, . . . αn ∈ F.

Dokaz.

(1) Zaista, va`i da je

α · (0V + 0V ) = α · 0V
α · 0V + α · 0V = α · 0V /− (α · 0V )

(α · 0V + α · 0V )− (α · 0V ) = α · 0V − (α · 0V )
α · 0V + (α · 0V − (α · 0V )) = 0V

α · 0V + 0V = 0V
α · 0V = 0V .

.

(2) Sli~no kao i prethodno.

(3) Doka`imo α · x = 0V ⇔ α = 0F ∨ x = 0V . Neka je

α · x = 0V , α ̸= 0F
→ (∃α−1 ∈ F ) α−1 · (α · x) = α−1 · 0V
→ (α−1α) · x = 0V (primenom (1) i (V4))
→ 1 · x = 0V
→ x = 0V (iz V5).

Obratno, direktno sledi iz (1) i (2).
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(4) Imamo da je
(−α) · x = (−α) · x+ 0V

= (−α) · x+ (α · x+ (−(α · x)))
= ((−α) · x+ α · x) + (−(αx))
= (−α+ α) · x+ (−(αx))
= 0F · x+ (−(α · x))
= 0V + (−(α · x))
= −(α · x).

(5) Jednostavno, indukcijom po n.

PRIMER 3.3. (1) V = "skup geometrijskih vektora (orijentisanih du`i) u ravni", gde je
+ sabirawe vektora, · mno`ewe vektora realnim brojem, je vektorski prostor nad
poqem realnih brojeva.

(2) (F,+, ·, F ), gde su + i · sabirawe i mno`ewe u poqu F ,je vektorski prostor poqa F .

(3) Ako je H potpoqe poqa F , + i · operacije iz poqa F , onda FH = (F,+, ·,H) je
vektorski prostor potpoqa.

(a) RQ = (R,+, ·,Q);

(b) CR = (C,+, ·,R).

(4) (Fn,+, ·, F ), gde su + i · definisani sa

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)
def
= (x1 + y1, . . . , xn + yn),

α · (x1, . . . , xn)
def
= (αx1, . . . , αxn),

za (x1, . . . xn), (y1, . . . , yn) ∈ Fn, α ∈ F , je vektorski prostor ure|enih n−torki iz
poqa F .

Posebno, (Rn,+, ·,R), (Cn,+, ·,C) su prostori ure|enih n−torki realnih, odnosno,
kompleksnih brojeva.

(5) (FN,+, ·, F ), FN-skup svih nizova elemenata poqa F , + i · su definisani sa

(xn) + (yn)
def
= (xn + yn),

α · (xn)
def
= (αxn),

za α ∈ F, (xn) ∈ FN, (yn) ∈ FN je vektorski prostor nizova elemenata iz F .

(RN,+, ·,R), (CN,+, ·,C) su vektorski prostori nizova realnih, odnosno, komplek-
snih brojeva.

(6) (FS ,+, ·, F ), FS skup svih funkcija koje slikaju S u F , + i · su definisani sa

f + g : S → F, (f + g)(x)
def
= f(x) + g(x), (x ∈ S),

(αf) : S → F, (αf)(x)
def
= αf(x), (x ∈ S)

za f, g ∈ FS i α ∈ F , je vektorski prostor funkcija iz S u F .

Napomena. Stavqaju}i S = N, kao specijalni slu~aj primera (6) dobijamo primer
(5).
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(7) (Fn[x],+, ·, F ), Fn[x] skup polinoma po x stepena 6 n sa koeficijentima iz poqa F ,

(a0 + · · ·+ anx
n) + (b0 + · · ·+ bnx

n)
def
= (a0 + b0) + · · ·+ (an + bn)x

n

α(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)

def
= (αa0) + (αa1)x+ . . . (αan)x

n

(za α ∈ F, a0 + · · ·+ anx
n ∈ Fn[x], b0 + · · ·+ bnx

n ∈ Fn[x])

je vektorski prostor polinoma po x stepena 6 n sa koeficijentima iz F .

Posebno, (Rn[x],+, ·,R)-prostor realnih polinoma stepena najvi{en. (Cn[x],+, ·,C)
prostor kompleksnih polinoma stepena najvi{e n.

(8) Ako jeV skuppolinomafiksiranog stepenan, + i ·definisanikao uFn[x]), tadaV nije
vektorskiprostor. Npr. p(x) = xn−1 ∈ V , q(x) = −xn+x ∈ V , (p+q)(x) = x−1 /∈ V .

3.2 Vektorski potprostori

DEFINICIJA 3.2. Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U neprazan podskup od V . Uko-
liko je U i sam vektorski prostor u odnosu na restrikcije operacije + i funkcije ·, onda
ka`emo da je U vektorski potprostor prostora V i pi{emo U ≼ V .

Jednostavan kriterijum za proveru koji podskupovi datog vektorskog prostora pred-
stavqaju i wegove potprostore daje slede}a teorema.

TEOREMA 3.2. Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ ̸= U ⊆ V . Tada U ≼ V akko va`e
uslovi:

(1) x ∈ U ∧ α ∈ F ⇒ α · x ∈ U (tj. U je zatvoren za mno`ewe skalarom);

(2) x ∈ U ∧ y ∈ U ⇒ x+ y ∈ U (tj. U je zatvoren za sabirawe vektora).

Dokaz. Ako U ≼ V onda je (U,+, ·, F ) vektorski prostor, pa je skup U zatvoren za sabirawe
vektora, kao i za mno`ewe vektora skalarom.

Obratno, neka je U ̸= ∅ i neka va`e osobine (1) i (2). Poka`imo da je (U,+, ·, F )
vektorski prostor.

Osobina (V1) va`i na osnovu slede}eg.

• Operacija + je komutativna i asocijativna na V , pa je takva i na wegovom podskupu
U .

• Iz U ̸= ∅ sledi da postoji element x ∈ U . Tada

−1 ∈ F, x ∈ U
(1)⇒ (−1) · x ∈ U ⇒ −x ∈ U .

• x ∈ U,−x ∈ U
(2)⇒ x+ (−x) ∈ U ⇒ 0V ∈ U .

Dakle, pokazali smo da je (U,+) Abelova grupa. Aksiome (V2)�(V5) va`e, jer va`e na celom
skupu V . �

Uslovi (1) i (2) su ekvivalentni uslovu

(1′) x, y ∈ U ∧ α, β ∈ F ⇒ α · x+ β · y ∈ U .

TEOREMA 3.3. Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i U1, U2 ≼ V . Tada je U1 ∩ U2 ≼ V .
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Dokaz. Iz 0 ∈ U1 i 0 ∈ U2 sledi 0 ∈ U1 ∩ U2, pa je U1 ∩ U2 ̸= ∅.
Proverimo uslove (1) i (2).

(1)

x ∈ U1 ∩ U2

α ∈ F

}
⇒ x ∈ U1, α ∈ F

x ∈ U2, α ∈ F

}
⇒ α · x ∈ U1

α · x ∈ U2

}
⇒ α · x ∈ U1 ∩ U2.

(2)

x, y ∈ U1 ∩ U2 ⇒
x, y ∈ U1

x, y ∈ U2

}
⇒ x+ y ∈ U1

x+ y ∈ U2

}
⇒ x+ y ∈ U1 ∩ U2.�

TEOREMA 3.4. (a) Presek proizvoqne familije vektorskih potprostora {Ui | i ∈ I}
prostora (V,+, ·, F ) je tako|e potprostor prostora V .

(b) Ako je U1 ≼ V i U2 ≼ V , tada
U1 ∪ U2 ≼ V akko U1 ⊆ U2 ili U2 ⊆ U1.

PRIMER 3.4. 1. {0} i V su trivijalni potprostori prostora V .

2. U1 = {(x, 3x)|x ∈ R} ≼ R2 (skup svih ta~aka na pravoj y = 3x je potprostor od R2).
Provera:

• U1 ̸= ∅ jer (0, 0) ∈ U1;

• (1) (a, 3a) ∈ U1 ∧ (b, 3b) ∈ U1 ⇒ (a, 3a) + (b, 3b) = (a+ b, 3(a+ b)) ∈ U1;

• (2) α ∈ R, (a, 3a) ∈ U1⇒ α · (a, 3a) = (αa, 3(αa)) ∈ U1.

U2 = {(x, 3x+ 2)|x ∈ R} nije potprostor od R2 (ne sadr`i nula vektor (0,0)).

U = {(x, y)|ax+ by + c = 0} ≼ R2 akko c = 0

tj. ta~ke neke prave u R2 ~ine potprostor akko ta prava prolazi kroz (0,0).

3. U = {(x, y, z)|x+y+2z = 0} ≼ R3 (skup ta~aka uR3 koje pripadaju ravnix+y+2z = 0
je potprostor od R3).

U = {(x, y, z)|ax+ by + cz + d = 0} ≼ R3 akko d = 0

(ravan u R3 je potprostor akko prolazi kroz koordinatni po~etak).

4. Ako V = RR, tj. V je prostor realnih funkcija tada

• U1 = {f ∈ RR|(∀x ∈ R)f(−x) = f(x)} ≼ V

(potprostor parnih realnih funkcija). Provera:

� 0 ∈ U1 jer 0(−x) = 0 = 0(x) (nula funkcija je parna)

�
(1) α ∈ R, f ∈ U1 ⇒ (α · f)(−x) = αf(−x) = αf(x) = (α · f)(x)

⇒ α · f ∈ U1

�

(2) f, g ∈ U1⇒ f(−x) = f(x), g(−x) = g(x)
⇒ (f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)
⇒ f + g ∈ U1.

• U2 = {f ∈ RR|(∀x ∈ R)f(−x) = −f(x)} ≼ V

(potprostor neparnih realnih funkcija).

• U3 = {f ∈ RR|f je neprekidna f-ja na R} ≼ V .

• U4 = {f ∈ RR|f je diferencijabilna f-ja na R} ≼ V .
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PRIMER 3.5. • Da li je R2 ≼ R3? Ne, R2 * R3.

• Da li je U = {(a, b, 0)|a, b ∈ R} potprostor od R3? Da.

• Da li je U ′ = {(a, b, 0)|a, b ∈ Z} potprostor od R3? Ne, nije zatvoren za mno`ewe
skalarom, npr. (1, 1, 0) ∈ U ′,

√
2 ∈ R,

√
2 · (1, 1, 0) = (

√
2,
√
2, 0) /∈ U ′.

DEFINICIJA 3.3. Ako su U1 i U2 potprostori vektorskog prostora V , tada

U1 + U2
def
= {x1 + x2|x1 ∈ U1, x2 ∈ U2}

zovemo zbir (suma) potprostora U1 i U2.

TEOREMA 3.5. Ako U1 ≼ V i U2 ≼ V onda i U1 + U2 ≼ V .

Dokaz. Zaista,

• 0 = 0︸︷︷︸
∈U1

+ 0︸︷︷︸
∈U2

⇒ 0 ∈ U1 + U2 ⇒ U1 + U2 ̸= ∅.

• x, y ∈ U1 + U2 ⇒ (∃x1, y1 ∈ U1)(∃x2, y2 ∈ U2) (x = x1 + x2, y = y1 + y2)

(1) α · x = α(x1 + x2) = αx1︸︷︷︸
∈U1

+ αx2︸︷︷︸
∈U2

∈ U1 + U2

(2)

x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) =
= (x1 + y1)︸ ︷︷ ︸

∈U1

+(x2 + y2)︸ ︷︷ ︸
∈U2

∈ U1 + U2.�

Napomena. Razlagawe x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2 vektora x, u op{tem slu~aju, nije
jedinstveno, tj. iz

x = y + z ∈ U1 + U2 i x = y′ + z′ ∈ U1 + U2,

u op{tem slu~aju, ne sledi y = y′ i z = z′.

Pokaza}emo da je ovo razlagawe jedinstveno, za svaki x ∈ V , akko U1 ∩ U2 = {0}.

DEFINICIJA 3.4. Zbir U1 + U2 je direktan ako je U1 ∩ U2 = {0}. Obele`ava se sa U1 ⊕ U2.

TEOREMA 3.6. (Spektralna teorema) Neka U1 ≼ V i U2 ≼ V . Tada V = U1 ⊕ U2 akko se
svaki vektor x ∈ V mo`e na jedinstven na~in predstaviti u obliku x = y + z, gde y ∈ U1 i
z ∈ U2, tj.

V = U1 ⊕ U2 ⇔ (∀x ∈ V )(∃1y ∈ U1)(∃1z ∈ U2) x = y + z.

Dokaz. (→) Neka je V = U1 ⊕ U2, tj. V = U1 + U2 i U1 ∩ U2 = {0}.

• Egzistencija razlagawa: V ⊆ U1 + U2 ⇒ (∀x ∈ V )(∃y ∈ U1)(∃z ∈ U2) x = y + z.

• Jedinstvenost: pretpostavimo suprotno, tj. da postoji vektor x koji se na dva na~ina
mo`e razlo`iti preko vektora iz U1 i U2. To zna~i

x = y + z x = y′ + z′, y, y′ ∈ U1, z, z
′ ∈ U2

y + z = y′ + z′

y + (−y′)︸ ︷︷ ︸
∈U1

= −z + z′︸ ︷︷ ︸
∈U2

∈ U1 ∩ U2

y + (−y′) = 0 −z + z′ = 0 jer U1 ∩ U2 = {0}.
y = y′ z = z′
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(←) Pretpostavimo da svaki vektor x ∈ V ima jedinstveno razlagawe
x = y + z, y ∈ U1, z ∈ U2.

• Doka`imo najpre V = U1 + U2.

(∀x ∈ V ) x ∈ U1 + U2 (jer svaki vektor ima razlagawe)
⇒ V ⊆ U1 + U2

⇒ V = U1 + U2.

• Poka`imo jo{ da je U1 ∩ U2 = {0}.

x ∈ U1 ∩ U2

⇒ x = x︸︷︷︸
∈U1

+ 0︸︷︷︸
∈U2

, x = 0︸︷︷︸
∈U1

+ x︸︷︷︸
∈U2

⇒ x = 0 (zbog jedinstvenosti razlagawa)
⇒ U1 ∩ U2 = {0}.�

PRIMER 3.6. Doka`imo

R3 = U1 ⊕ U2, gde je U1 = {(a, a, a) | a ∈ R}, U2 = {(a, b, c) | a+ b+ c = 0}.

Lako se proverava da U1 ≼ R3, U2 ≼ R3. Za (x, y, z) ∈ R3 odredimo (a, a, a) ∈ U1 i
(a′, b′, c′) ∈ U2 tako da

(x, y, z) = (a, a, a) + (a′, b′, c′),

tj.
(x, y, z) = (a+ a′, a+ b′, a+ c′).

Iz
x = a+ a′

y = a+ b′

z = a+ c′

a′ + b′ + c′ = 0

⇔

a = x+y+z
3

a′ = 2x−y−z
3

b′ = 2y−x−z
3

c′ = 2z−x−y
3

sledi da vektor (x, y, z) ima jedinstveno razlagawe

(x, y, z)=

(
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3
,
x+ y + z

3

)
︸ ︷︷ ︸

∈U1

+

(
2x− y − z

3
,
2y − x− z

3
,
2z − x− y

3

)
︸ ︷︷ ︸

∈U2

.

PRIMER 3.7. RR = U1 ⊕ U2, U1 = {f ∈ RR | (∀x ∈ R)f(−x) = f(x)},
U2 = {f ∈ RR | (∀x ∈ R)f(−x) = −f(x)}.

• RR = U1 + U2

Za f ∈ RR odredimo g ∈ U1 i h ∈ U2 tako da je f = g + h. Iz

(∀x ∈ R)
f(x) = g(x) + h(x)

f(−x) = g(−x) + h(−x) ⇒ (∀x ∈ R)
f(x) = g(x) + h(x)

f(−x) = g(x)− h(x)

sabirawem i oduzimawem posledwe dve jednakosti dobijamo

g(x) =
f(x) + f(−x)

2
, h(x) =

f(x)− f(−x)
2

,

pa proizvoqna funkcija f ∈ RR ima razlagawe

f(x) =
f(x) + f(−x)

2︸ ︷︷ ︸
∈U1

+
f(x)− f(−x)

2︸ ︷︷ ︸
∈U2

.



GLAVA 3. VEKTORSKI PROSTORI 39

• U1 ∩ U2 = {0}

f ∈ U1 ∩ U2 ⇒ f ∈ U1

f ∈ U2
⇒ (∀x ∈ R) f(−x) = f(x)

(∀x ∈ R) f(−x) = −f(x)

}
(−)

⇒ (∀x ∈ R) 2f(x) = 0⇒ (∀x) f(x) = 0⇒ f = 0

DEFINICIJA 3.5. Neka Ui ≼ V , 1 ≤ i ≤ n.

U1 + · · ·+ Un
def
=

{
x1 + · · ·+ xn | xi ∈ Ui, i = 1, 2, . . . , n

}
je zbir potprostora U1, . . . , Un.

Zbir je direktan, u oznaci U1 ⊕ · · · ⊕ Un, ako

Ui ∩ (U1 + · · ·+ Ui−1) = {0}, i = 2, . . . , n.

3.3 Linearna preslikavawa (homomorfizmi)

Veze izme|u vektorskih prostora uspostavqamo preslikavawima koja �~uvaju� strukturu
vektorskih prostora i koja se zovu linearna preslikavawa.

DEFINICIJA 3.6. Preslikavawe f : V → U je linearno preslikavawe (homomorfizam)
vektorskog prostora (V,+V , ·V , F ) u vektorski prostor (U,+U , ·U , F ) ako va`i:

1. f(x+V y) = f(x) +U f(y) (x, y ∈ V ) - aditivnost

2. f(α ·V x) = α ·U f(x) (x ∈ V, α ∈ F ) - homogenost.

Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni uslovu

1′. f(α ·V x+V β ·V y) = α ·U f(x) +U β ·U f(y) (x, y ∈ V, α, β ∈ F ) - linearnost

DEFINICIJA 3.7. Linearno preslikavawe f : V → V vektorskog prostora V u samog sebe
naziva se endomorfizam ili linearni operator vektorskog prostora V .

DEFINICIJA 3.8. Neka je f : V → U linearno preslikavawe vektorskih prostora.

(1) f je monomorfizam ako je �1-1�;

(2) f je epimorfizam ako je �na�;

(3) f je izomorfizam ako je bijekcija.

DEFINICIJA 3.9. Vektorski prostori U i V nad poqem F su izomorfni, u oznaciU ∼= V ,
ako postoji bar jedan izomorfizam f : U → V .

LEMA 3.1. Ako je f : V → U linearno preslikavawe vektorskih prostora, onda je

1. f(0V ) = 0U ,

2. f(−V x) = −Uf(x), x ∈ V.

Dokaz. Zaista, va`i da je

1. f(0V ) = f(0F ·V x) = 0F ·U f(x) = 0U ;

2. f(−V x) = f((−1)F ·V x) = (−1)F ·U f(x) = −U (1F · f(x)) = −Uf(x). �
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PRIMER 3.8. 1. f : V → V, f(x) = x, tj. f = iV -identi~no preslikavawe je izomor-
fizam.

2. f : V → V, f(x)
def
= 0, tj. f = 0 - nula funkcija je endomorfizam prostora V , jer je

f(α · x+ β · y) = 0 = 0 + 0 = α · 0 + β · 0 = α · f(x) + β · f(y).

3. f : R3 → R2, f(x, y, z) = (2x+ y, x− 2y + z) je linearno preslikavawe R3 u R2 jer

f((x, y, z) + (x′, y′, z′)) = f(x+ x′, y + y′, z + z′) =
= (2(x+ x′) + (y + y′), (x+ x′)− 2(y + y′) + (z + z′))
= ((2x+ y) + (2x′ + y′), (x− 2y + z) + (x′ − 2y′ + z′))
= (2x+ y, x− 2y + z) + (2x′ + y′, x′ − 2y′ + z′)
= f(x, y, z) + f(x′, y′, z′)

i
f(α(x, y, z)) = f(αx, αy, αz) = (2αx+ αy, αx− 2αy + αz)

= (α(2x+ y), α(x− 2y + z))
= α(2x+ y, x− 2y + z)
= αf(x, y, z).

4. D : Rn[x]→ Rn−1[x], D(f) = f ′ je linearno preslikavawe Rn[x] u Rn−1[x] jer je

D(α · f + β · g) = (α · f + β · g)′ = α · f ′ + β · g′ = α ·D(f) + β ·D(g).

5. pi : R
n → R, pi(x1, . . . , xn) = xi -i-ta projekcija je linearno preslikavawe R

n u R.

6. f : R2 → R2, f(x, y) = (x cosα−y sinα, x sinα+y cosα), 0 ≤ α < 2π (rotacija ravni
R2 oko (0,0) za ugao α) je linearno preslikavawe.

7. f : R2 → R2, f(x, y) = (x+ 1, x+ y) nije linearno, jer f(0, 0) = (1, 0) ̸= (0, 0).

3.4 Linearna nezavisnost vektora

Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor.

DEFINICIJA 3.10. Vektor x ∈ V je linearna kombinacija vektora x1, . . . , xn ∈ V ako
postoje skalari α1, . . . , αn ∈ F takvi da je

x = α1 · x1 + · · ·+ αn · xn.

PRIMER 3.9. Vektor (1, 2,−3) ∈ R3 je linearna kombinacija vektora (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1) jer je

(1, 2,−3) = (1, 0, 0) + (0, 2, 0) + (0, 0,−3)
= 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0)− 3 · (0, 0, 1).

PRIMER 3.10. Poka`imo da vektor (1, 2, 3) nije linearna kombinacija slede}ih vektora
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 2).

Potra`imo α, β, γ ∈ R takve da je

(1, 2, 3) = α(1, 1, 1) + β(1, 1, 0) + γ(1, 1, 2)
⇔ (1, 2, 3) = (α, α, α) + (β, β, 0) + (γ, γ, 2γ)
⇔ (1, 2, 3) = (α+ β + γ, α+ β + γ, α+ 2γ)

⇔

 1 = α+ β + γ
2 = α+ β + γ
3 = α+ 2γ.

Ovaj sistem jedna~ina nema re{ewe (1=2), pa (1, 2, 3) nije linearna kombinacija vektora
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 2).
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PRIMER 3.11. Da li je polinom p = 2 − 3x + x2 ∈ Q[x] linearna kombinacija polinoma
p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?

Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je

p = α1p1 + α2p2 + α3p3,

tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2),

{to je ekvivalentno sistemu linearnih jedna~ina

2 = 2α1 + 3α3

−3 = −α1 + α2 − 2α3

1 = 2α2 + 3α3

.

Ovaj sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe

α1 = −7

8
, α2 = −11

8
, α3 =

5

4
,

pa je

p = −7

8
p1 −

11

8
p2 +

5

4
p3.

Dakle, p je linearna kombinacija vektora p1, p2 i p3.

DEFINICIJA 3.11. 1. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postoje skalari
α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule, takvi da je α1x1+ · · ·+αnxn = 0, tj.

(∃α1, . . . , αn ∈ F ) (α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 ∧ (α1, . . . , αn) ̸= (0, . . . , 0)).

2. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno nezavisan ako nije linearno zavisan, tj.

(∀α1, . . . , αn ∈ F )(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0⇒ α1 = · · · = αn = 0).

DEFINICIJA 3.12. • Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je bar
jedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.

• Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako je svaki wegov kona~an
podskup linearno nezavisan.

TEOREMA 3.7. (1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearno zavisan.

(2) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearno nezavisan.

(3) Svaki skup koji sadr`i nula vektor je linearno zavisan.

Dokaz. (1) i (2) slede neposredno iz definicije.

(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takav da je
1 · 0V = 0V i 1 ̸= 0F .

Na osnovu (1) sledi da je i svaki skup koji sadr`i 0V linearno zavisan. �
POSLEDICA. Singlton {x} je linearno zavisan akko je x = 0.

PRIMER 3.12. Skup vektora {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} prostora R3 je linearno nezavisan,
jer

α(1, 0, 0) + β(1, 1, 0) + γ(1, 1, 1) = 0⇒ α = β = γ = 0.
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PRIMER 3.13. Skup vektora {f = x2 + 3x + 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x + 2} prostora
R2[x] je linearno zavisan, jer iz

α(x2 + 3x+ 1) + β(5x2 + x) + γ(−3x2 + 5x+ 2) = 0

sledi
(α+ 5β − 3γ)x2 + (3α+ β + 5γ)x+ (α+ 2γ) = 0

odakle dobijamo sistem jedna~ina

α+ 5β − 3γ = 0
3α+ β + 5γ = 0

α + 2γ = 0

koji ima i netrivijalna re{ewa, recimo α = 2, β = −1, γ = −1.

PRIMER 3.14. {1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].

Zaista, uo~imo proizvoqan kona~an podskup

{xm1 , xm2 , . . . , xmk} (m1 < m2 < · · · < mk).

Iz
α1x

m1 + α2x
m2 + · · ·+ αkx

mk = 0

(gde je 0 nula polinom, tj. 0 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xmk ) sledi

α1 = α2 = · · · = αk = 0,

pa je skup vektora {xm1 , . . . , xmk} linearno nezavisan, a kako je to proizvoqan kona~an
podskup skupa {1, x, x2, . . . }, sledi da je i {1, x, x2, . . . } linearno nezavisan.

PRIMER 3.15. Skup

{f, g} gde f, g ∈ RR, f(x) = ex, g(x) = ex sinx,

je linearno nezavisan.

Zaista,

αf + βg = 0, za α, β ∈ R

⇒ (∀x ∈ R) α · f(x) + β · g(x) = 0(x) (0 : R→ R, 0(x) = 0),
⇒ (∀x ∈ R) α · ex + β · exsinx = 0,

x=0⇒ α = 0
⇒ (∀x ∈ R) β · exsinx = 0

x=π
2⇒ β · eπ

2 · 1 = 0
⇒ β = 0

pa je {f, g} linearno nezavisan skup vektora.

^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijum dat slede}om teoremom.

TEOREMA 3.8. Skup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se bar jedan od
wih izra`ava kao linearna kombinacija ostalih.
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Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora. Tada postoje skalari
α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule, takvi da je

α1x1 + · · ·+ αnxn = 0.

Neka je αi ̸= 0. Tada postoji α−1
i ∈ F , pa mno`ewem prethodne jednakosti sa α−1

i

dobijamo

αi
−1α1x1 + · · ·+ α−1

i αi−1xi−1 + αiα
−1
i︸ ︷︷ ︸

=1

xi + α−1
i αi+1xi+1 + · · ·+ α−1

i αn · xn = 0,

odakle je

xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1 − (αi+1α

−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn,

tj. xi je linearna kombinacija ostalih vektora.

(←) Neka je xi linearna kombinacija preostalih vektora skupa {x1, . . . , xn}.
Tada postoje skalari β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn takvi da je

xi = β1x1 + . . . βi−1xi−1 + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn,

pa je
β1x1 + · · ·+ βi−1xi−1+ (−1)︸︷︷︸

̸=0

·xi + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn = 0 i

(β1, . . . , βi−1,−1, βi+1, . . . , βn) ̸= (0, . . . , 0)

,

{to zna~i da je {x1, . . . , xn} linearno zavisan skup vektora. �
Napomena. Ako je skup vektora linearno zavisan, ne sledi da se svaki element tog skupa
mo`e izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora.

PRIMER 3.16. Skup vektora {1− x, x, x2, 1} prostora polinoma R2[x] je linearno zavisan,
ali se vektor x2 ne mo`e izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora ovog skupa.

3.5 Linearni omota~ skupa vektora

Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor nad poqem F .

DEFINICIJA 3.13. Neka je ∅ ̸= S ⊆ V . Skup svih kona~nih linearnih kombinacija vektora
skupa S se zove linearni omota~ (pokriva~) ili lineal nad skupom S i ozna~ava sa L(S), tj.

L(S) def
=

{
α1 · x1 + · · ·+ αn · xn | n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, α1, . . . , αn ∈ F

}
.

TEOREMA 3.9. Ako je ∅ ̸= S ⊆ V , tada je L(S) najmawi potprostor vektorskog prostora V
koji sadr`i skup S.

Dokaz. Dokaz izvodimo po delovima.

• x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).

• Doka`imo da je L(S) ≼ V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · ·+ βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · ·+ (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).
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• Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e S.
Neka je U ≼ V takav da S ⊆ U . Tada

x ∈ L(S)
⇒ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
⇒ x ∈ U(jer je U ≼ V, pa je zatvoren za linearne kombinacije).

Dakle, L(S) ⊆ U . �

PRIMER 3.17. (1) Ako je V = R2, S = {(1, 2)}, tada L(S) = {α(1, 2) | α ∈ R} = {(α, 2α) |
α ∈ R} je prava u R2 kroz ta~ke (1,2) i (0,0).

(2) Ako je V = R3, S = {(1, 2, 3)} tada L(S) = {(x, 2x, 3x) | x ∈ R} je prava u prostoru
R3 odre|ena ta~kama (0, 0, 0) i (1, 2, 3).

(3) Ako je V = R3 i S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} tada je L(S) ravan xOy.

TEOREMA 3.10. (1) L(S) = S akko S ≼ V ;

(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);

(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );

(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );

(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );

(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).

Dokaz.

(1) Sledi neposredno iz Teoreme 3.9.

(2) L(S) ≼ V iz Teoreme 3.9. ⇒ L(L(S)) = L(S) iz (1).

(3) Sledi neposredno iz definicije linearnog omota~a skupa vektora.

(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T ) ?
x ∈ L(S ∪ T )⇔ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S ∪ T, αi ∈ F

⇔ x = β1y1 + · · ·+ βkyk︸ ︷︷ ︸
=y

+ γ1z1 + · · ·+ γlzl︸ ︷︷ ︸
=z

, yi ∈ S, zi ∈ T, k + l = n

⇔ x = y + z, y ∈ L(S), z ∈ L(T )
⇔ x ∈ L(S) + L(T ).

(5) S ⊆ T ⊆ L(S) ⇒ L(S) = L(T ) ?

S ⊆ T
(3)⇒ L(S) ⊆ L(T )

T ⊆ L(S) (3)⇒ L(T ) ⊆ L(L(S)) (2)
= L(S)

}
⇒ L(S) = L(T ).

(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S) ?
x ∈ L(S) ⇒ S ⊆ S ∪ {x} ⊆ L(S)

⇒ L(S) = L(S ∪ {x}) (iz (5)).
�

DEFINICIJA 3.14. Ako je L(S) = V ka`emo da skup S generi{e prostor V , a skup S se zove
generatorni skup (generatrisa) prostora V .



GLAVA 3. VEKTORSKI PROSTORI 45

PRIMER 3.18. (1) R3 = L({(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}), jer za proizvoqan vektor (x, y, z) ∈
R3 va`i (x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).

(2) R3[x] = L{1, x, x2, x3}, jer za svako f ∈ R3[x] va`i

f = a0 · 1 + a1 · x+ a2 · x2 + a3 · x3 (a0, a1, a2, a3 ∈ R).

Primetimo da i svaki nadskup skupa {1, x, x2, x3} generi{e prostor R3[x], kao i da
nijedan wegov pravi podskup ne generi{e prostor R3[x].

(3) R[x] = L{1, x, x2, . . . }.

PRIMER 3.19. Da li skup polinoma {f = x2 + x, g = x2 − 1, h = x+ 1} generi{e prostor
R2[x]?

Ispitajmo da li za proizvoqan polinom p = ax2 + bx + c ∈ R2[x] postoje skalari
α, β, γ ∈ R takvi da je

p = αf + βg + γh
⇔ ax2 + bx+ c = α(x2 + x) + β(x2 − 1) + γ(x+ 1)

⇔
α+ β = a
α+ γ = b
−β + γ = c

⇔
α+ β = a
−β + γ = b− a
−β + γ = c

⇔
α+ β = a
−β + γ = b− a

0 = c− b+ a.

Dobijeni sistem jedna~ina je saglasan akko c− b+ a = 0, pa skup {f, g, h} ne generi{e ceo
prostor R2[x], tj. L{f, g, h} $ R2[x]. Tako|e

L{f, g, h} = {ax2 + bx+ c ∈ R2[x] | c− b+ a = 0}
= {ax2 + bx+ c ∈ R2[x] | c = b− a}
= {ax2 + bx+ (b− a) | a, b ∈ R}
= {a(x2 − 1) + b(x+ 1) | a, b ∈ R} = L{g, h}.

Do istog zakqu~ka se moglo do}i i na slede}i na~in:
f = 1 · g + 1 · h ∈ L{g, h} ⇒ L{f, g, h} = L{g, h} (osobina (6)).

3.6 Baza vektorskog prostora

Neka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor i ∅ ≠ B ⊆ V .

DEFINICIJA 3.15. Skup vektoraB je baza prostora V ako je linearno nezavisan i generi{e
prostor V , tj.

(B1) L(B) = V ;

(B2) B je linearno nezavisan skup vektora.

PRIMER 3.20. 1. (F,+, ·, F ), jedna baza je B = {1}.

(B1) F = L{1} jer (∀x ∈ F ) x︸︷︷︸
vektor

= x︸︷︷︸
skalar

· 1︸︷︷︸
vektor

;

(B2) {1} je linearno nezavisan, jer α · 1 = 0⇒ α = 0.

2. (C,+, ·,R), jedna baza je B = {1, i}.

(B1) (∀x ∈ C)(∃α, β ∈ R) x = α · 1 + β · i⇒ C = L{1, i};
(B2) {1, i} je linearno nezavisan, jer α · 1 + β · i = 0⇒ α = β = 0.
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3. (Fn,+, ·, F ), bazaB = {e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)} se
zove standardna baza prostora Fn.

(B1) (x1, x2, . . . , xn) = x1 · (1, 0, . . . , 0) + · · ·+ xn · (0, . . . , 0, 1),
svaki (x1, . . . , xn) ∈ Fn je linearna kombinacija vektora iz B.

(B2)

α1 · (1, 0, . . . , 0) + · · ·+ αn · (0, . . . , 0, 1) = (0, . . . , 0)
⇒ (α1, 0, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , 0, αn) = (0, . . . , 0)
⇒ (α1, α2, . . . , αn) = (0, . . . , 0)
⇒ B je linearno nezavisan skup.

4. (FN,+, ·, F ), jedna baza je B = {(1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . ), . . . }.

5. (Fn[x],+, ·, F ), baza B = {1, x, x2, . . . , xn} se zove standardna baza prostora Fn[x].

6. (FS ,+, ·, F ), jedna baza je B = {χs | s ∈ S}, gde

χs : S → F , χs(t)
def
=

{
1, t = s
0, t ̸= s

.

TEOREMA 3.11. Neprazan skup B ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je skup B mini-
malni skup koji generi{e V .

Dokaz. (→) Neka za B va`e aksiome (B1) i (B2).

• Iz (B1) sledi da B generi{e V .

• Poka`imoda jeB minimalni skup sa tomosobinom, tj. da nijedanwegov pravi podskup
ne generi{e V .

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je ∅ ≠ B′ $ B takav da je L(B′) = V .

(∃x)x ∈ B \B′ (jer B′ $ B)
⇒ x ∈ L(B′) ( jer B′ generi{e ceo prostor V )
⇒ B′ ∪ {x} je linearno zavisan
⇒ B je linearno zavisan(kao nadskup linearno zavisnog skupa B′ ∪ {x})

Kontradikcija sa (B2).

(←) Neka je B minimalan skup vektora koji generi{e prostor V .

(B1) L(B) = V (po pretpostavci);

(B2) Doka`imo da je B linearno nezavisan skup vektora.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je B linearno zavisan skup. Tada postoji x ∈ B koji
je linearna kombinacija ostalih vektora iz B, tj.

x ∈ L(B′), gde je B′ = B \ {x}.

Tada va`i

L(B′)
(6)
= L(B′ ∪ {x}) = L(B) = V

{to je suprotno pretpostavci da je B minimalni skup koji generi{e V . Dakle, B je
linearno nezavisan skup vektora. �

TEOREMA 3.12. Neprazan skup B ⊆ V je baza vektorskog prostora V akko je maksimalan
linearno nezavisan skup.
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Dokaz.Iz (B2) sledi da jeB linearno nezavisan. Poka`imo da jeB maksimalan takav skup,
tj. da je svaki wegov pravi nadskup linearno zavisan.

Neka je B $ B′. Tada
(∃x)x ∈ B′ \B

⇒ x ∈ L(B) ( jer L(B) = V )
⇒ B ∪ {x} je linearno zavisan
⇒ B′ je linearno zavisan (iz B ∪ {x} ⊆ B′)

Dakle, B je maksimalan linearno nezavisan skup vektora.

(←) Neka je B maksimalan linearno nezavisan skup.

(B2) Va`i po pretpostavci.

(B1) Doka`imo da B generi{e ceo prostor V . Pretpostavimo suprotno, tj.
L(B) $ V

⇒ (∃x)x ∈ V \ L(B)
⇒ B′ = B ∪ {x} je linearno nezavisan

Kontradikcija sa pretpostavkom da je B maksimalan linearno nezavisan skup.

Dakle, L(B) = V . �

TEOREMA 3.13. (Karakterizacija baze.) Skup B = {x1, . . . , xn} je baza prostora V akko
svaki x ∈ V ima jedinstvenu reprezentaciju x = α1x1 + · · · + αnxn, gde α1, . . . , αn ∈ F,
tj.

(∀x ∈ V )(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · ·+ αnxn. (∗)

Dokaz. (→) Egzistencija reprezentacije: iz (B1) sledi

L(B) = V ⇒ (∀x ∈ V )(∃(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · ·+ αnxn.

Jedinstvenost:

x = α1x1+ · · ·+ αnxn, x = β1x1 + · · ·+ βnxn (αi, βi ∈ F )
⇒ α1x1 + · · ·+ αnxn = β1x1 + · · ·+ βnxn

⇒ (α1 − β1)x1 + · · ·+ (αn − βn)xn = 0
⇒ α1 − β1 = 0, . . . , αn − βn = 0 (sledi iz (B2))
⇒ α1 = β1, . . . , αn = βn

⇒ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn).

(←)

(B1) Iz egzistencije reprezentacije (∗) sledi V ⊆ L(B). Obrnuta inkluzija svakako va`i,
pa je L(B) = V .

(B2) Neka je
α1x1 + · · ·+ αnxn = 0, α1, . . . , αn ∈ F.

Svakako je
0F · x1 + · · ·+ 0F · xn = 0.

Iz jedinstvenosti reprezentacije nula vektora preko vektora iz B sledi

α1 = 0, . . . , αn = 0.

Dakle, B je linearno nezavisan skup vektora. �
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DEFINICIJA 3.16. Skalare α1, . . . , αn iz reprezentacije x = α1x1 + · · · + αnxn zovemo
koordinatama vektora x u bazi B = {x1, . . . , xn}.

PRIMER 3.21. Kako je (1, 2, 3) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 3 · (0, 0, 1), to vektor (1, 2, 3) u
standardnoj bazi e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ima koordinate (1, 2, 3).

Koordinate vektora (1, 2, 3) u bazi B = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} su (−1,−1, 3) jer je
(1, 2, 3) = −1 · (1, 0, 0)− 1 · (1, 1, 0) + 3 · (1, 1, 1).

TEOREMA 3.14. Neka je B = {x1, . . . , xn} baza prostora V . Preslikavawe

kB : V → Fn, kB(x)
def
= (α1, . . . , αn), za x = α1x1 + · · ·+ αnxn,

je izomorfizam prostora V na prostor Fn.

Dokaz.

• kB je dobro definisano i "1-1": Prema Teoremi 3.13. proizvoqni vektori x, y ∈ V
imaju jedinstvene reprezentacije x = α1x1 + · · · + αnxn, y = β1x1 + · · · + βnxn.
Tada x = y ⇔ (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn)⇔ kB(x) = kB(y).

• kB je "na" jer (∀(α1, . . . , αn) ∈ Fn)(∃x = α1x1+ · · ·+αnxn ∈ V )kB(x) = (α1, . . . , αn).

• kB je linearno:

(1) kB(x+ y) = kB((α1x1 + · · ·+ αnxn) + (β1x1 + · · ·+ βnxn))
= kB((α1 + β1)x1 + · · ·+ (αn + βn)xn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn)
= (α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = kB(x) + kB(y)

(2) kB(αx) = kB(α(α1x1 + · · ·+ αnxn) = kB((αα1)x1 + · · ·+ (ααn)xn)
= (αα1, . . . , ααn) = α(α1, . . . , αn) = αkB(x) �

Uporedimo broj linearno nezavisnih vektora sa brojem generatornih vektora nekog
prostora V .

TEOREMA 3.15. Ako jeS = {x1, . . . , xn} linearno nezavisan skup vektora iG = {y1, . . . , ym}
generatorni skup vektora vektorskog prostora V , onda je n ≤ m.

Dokaz.

x1 ∈ V, L(G) = V ⇒ G1 = {x1, y1, . . . , ym} je linearno zavisan
⇒ (∃β, α1, . . . , αm ∈ F )(βx1 + α1y1 + · · ·+ αmym = 0 ∧ (β, α1, . . . , αm) ̸= (0, . . . , 0))

• α1 = · · · = αm = 0⇒ βx1 = 0⇒ β = 0(x1 ̸= 0, jer je S linearno nezavisan), pa je G1

linearno nezavisan. Kontradikcija.

• Bar jedan od skalara α1, . . . , αm je razli~it od nule. Uo~imo ys, s ∈ {1, . . . ,m} takav
da je ys linearna kombinacija prethodnih u nizu.

Tada je
L(G1 \ {ys}) = L(G1) = V.

Izbacimo ys iz G1 i ponovimo postupak.

G2 = {x1, x2, y1, . . . , ŷs, . . . , ym}
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(gde ŷs ozna~ava da je element ys izba~en) je linearno zavisan. Uo~imo yt koji je linearna
kombinacija prethodnih i izbacimo ga.

Tada G2 \ {yt} generi{e V , pa je

G3 = {x1, x2, x3, y1, . . . , ŷs, . . . , ŷt, . . . , ym}

linearno zavisan.

...

U n−tom koraku dobijamo

Gn = {x1, x2, . . . , xn, yk, . . .︸ ︷︷ ︸
bar jedno yk

}

koji je linearno zavisan (po konstrukciji), pa sadr`i bar jedan yk (ako ne sadr`i nijedno
yk onda Gn = S, pa bi bio linearno nezavisan). Kako smo u svakom od prethodnih n − 1
koraku ubacili po jedan xi i izbacili po jedan element skupa G, sledi da je n ≤ m. �
POSLEDICA. Ako vektorski prostor V ima kona~nu bazu, onda svaka wegova baza ima isti
broj vektora.

Dokaz. Neka prostor V ima kona~nu bazu i neka su

B1 = {x1, . . . , xn} i B2 = {y1, . . . , ym} dve baze prostora V . Tada, prema Teoremi 3.15.

B1 je linearno nezavisan
B2 generi{e V

}
⇒ n ≤ m

B2 je linearno nezavisan
B1 generi{e V

}
⇒ m ≤ n

⇒ n = m.

TEOREMA 3.16. Svaki vektorski prostor V ̸= {0} ima bazu.

3.7 Dimenzija vektorskog prostora

DEFINICIJA 3.17. Dimenzija vektorskog prostora V se obele`ava sa dimV i defini{e na
slede}i na~in:

(1) Ako je V = {0}, onda dimV = 0.

(2) Ako prostor V ima bazu od n elemenata, onda dimV = n.

(3) Ako prostor nema kona~nu bazu, onda dimV =∞.

Ako je dimV ∈ N ∪ {0} onda je V kona~nodimenzionalan vektorski prostor.

PRIMER 3.22. 1. (F,+, ·, F ) ima bazu B = {1}, pa je dimF=1.

2. CR = (C,+, ·,R) ima bazu B = {1, i}, pa je dimCR = 2.

3. (Fn,+, ·, F ) ima bazu B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)}, pa je dimFn =
n.

4. (Fn[x],+, ·, F ) ima bazu B = {1, x, . . . , xn}, pa je dimFn[x] = n+ 1.

5. (F [x],+, ·, F ) nema kona~nu bazu, pa je dimF [x] =∞.
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6. (FN,+, ·, F ) nema kona~nu bazu, pa je dimFN =∞.

PRIMER 3.23. Dati su skupovi vektora

T1 = {(1, 2, 3), (2, 4, 5)},
T2 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 2, 3)},
T3 = {(1, 1, 1), (2, 0, 2), (0, 1, 0)},
T4 = {(2, 0, 0), (2, 2, 0), (2, 2, 2)} prostora R3.

Koji od datih skupova su

(i) linearno nezavisni,

(ii) generatorni za R3,

(iii) baza za R3?

PRIMER 3.24. Za svaki od datih potprostora prostora R3 odrediti po jednu bazu i dimen-
ziju:

• U1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z}.

• U2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 0}.

• U3 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + z2 = 0}.

• U4 = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y + z}.

TEOREMA 3.17. Svaki linearno nezavisan skup vektora kona~no dimenzionog prostora V
je ili baza ili se mo`e pro{iriti do baze tog prostora.

Dokaz. Neka je dimV = n i neka je S = {x1, . . . , xm} linearno nezavisan skup.
Tada, po Teoremi 3.15. m ≤ n.

• m = n sledi da je S baza za V (po Teoremi 3.12.)

• m < n⇒ L(S) ̸= V ⇒ ∃xm+1 ∈ V \ L(S)
⇒ S1 = {x1, . . . , xm, xm+1} je linearno nezavisan.

� m+ 1 = n ⇒ S1 je baza za V

� m+ 1 ̸= n nastavqamo postupak

...

Sk = {x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+k}, pri ~emum+ k = n, je linearno nezavisan

⇒ L(Sk) = V (u suprotnom bi postojalo n+ 1 linearno nezavisnih vektora, kontradik-
cija sa dimV = n)⇒ Sk je baza za V . �

PRIMER 3.25. Ukoliko je mogu}e, pro{iriti do baze slede}e skupove vektora:

(i) {1, x+ 2} u prostoru R2[x]

(ii) {(1, 1), (2, 2)} u prostoru R2.

TEOREMA 3.18. Neka je (V,+, ·, F ) kona~nodimenzioni vektorski prostor i neka suU,U1, U2

wegovi potprostori. Tada
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(1) dimU ≤ dimV ,

(2) dimU = dimV ⇒ U = V ,

(3) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) - Grasmanova formula.

Posebno, ako V = U1 ⊕ U2, onda dimV = dimU1 + dimU2.

Dokaz.

(1) Potrostor U ima kona~nu bazu, ina~e bi u U , a time i u V , postojao beskona~an line-
arno nezavisan skup vektora, {to bi protivre~ilo pretpostavci da je V kona~no-
dimenzionalan.

Neka je BU = {x1, . . . , xn} baza prostora U .
⇒ BU je linearno nezavisan skup vektora

⇒ BU se mo`e pro{iriti do baze prostora V

⇒ dimU ≤ dimV .

(2) Neka je

U ≼ V, dimU = dimV = n i BU = {x1, . . . , xn} baza od U

⇒ BU je linearno nezavisan skup vektora u prostoru V dimenzije n

⇒ L(BU ) = V

(L(BU ) ̸= V ⇒ postoji x ∈ V \ L(BU )
⇒ {x1, . . . , xn, x} je linearno nezavisan skup, kontradikcija sa dimV = n)

⇒ U = L(BU ) = V.

(3)
U1, U2 ≼ V ⇒ U1 ∩ U2 ≼ V

V kona~ne dimenzije
⇒ U1 ∩ U2 kona~ne dimenzije.

Neka je dim(U1 ∩ U2) = m > 0 i B′ = {x1, . . . , xm} jedna baza od U1 ∩ U2.

⇒ B′ je linearno nezavisan skup u U1

⇒ B′ je ili baza ili se mo`e pro{iriti do baze prostora U1.

� B′ je baza za U1⇒ dimU1 = dim(U1∩U2)
(2)⇒ U1 = U1∩U2⇒ U1 ⊆ U2, U1+U2 =

U2

⇒ dim(U1+U2) = dimU2 = dimU1+dimU2−dimU1 = dimU1+dimU2−dim(U1∩
U2),

� B′ se mo`e se pro{iriti do baze {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk} od U1.

B′ se mo`e pro{iriti do baze {x1, . . . , xm, z1, . . . , zl} prostora U2.

Doka`imo da je B = {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk, z1, . . . , zl} baza prostora U1 + U2.

(B1) L(B) = U1 + U2 ?

Ako x = y + z ∈ U1 + U2, onda y ∈ U1 i z ∈ U2 su oblika

y = α1x1 + . . . αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk, (α1, . . . , αm, β1, . . . , βk ∈ F )
z = γ1x1 + · · ·+ γmxm + δ1z1 + · · ·+ δlzl, (γ1, . . . , γm, δ1, . . . , δl ∈ F )

⇒ x = (α1 + γ1)x1 + · · ·+ (αm + γm)xm+
+β1y1 + · · ·+ βkyk + δ1z1 + · · ·+ δlzl ∈ L(B)

⇒ U1 + U2 = L(B)
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(B2) B je linearno nezavisan skup vektora?

Neka je

α1x1 + · · ·+ αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk + γ1z1 + · · ·+ γlzl︸ ︷︷ ︸
=z

= 0.

z = γ1z1 + · · ·+ γlzl ∈ U2

z = (−α1)x1 + · · ·+ (−αm)xm + (−β1)y1 + · · ·+ (−βk)yk ∈ U1
⇒ z ∈ U1 ∩ U2

⇒ z = λ1x1 + · · ·+ λmxm (λi ∈ F )

λ1x1 + · · ·+ λmxm = γ1z1 + · · ·+ γlzl
λ1x1 + · · ·+ λmxm + (−γ1)z1 + · · ·+ (−γl)zl = 0
λ1 = · · · = λm = γ1 = · · · = γl = 0(jer je {x1, . . . , xm, z1, . . . , zl} baza za U2)
α1x1 + · · ·+ αmxm + β1y1 + · · ·+ βkyk = 0
α1 = · · · = αm = β1 = · · · = βk = 0(jer je {x1, . . . , xm, y1, . . . , yk} baza za U1)
⇒ B je linearno nezavisan skup vektora.

B je baza prostora U1 + U2, pa je

dim(U1 + U2) = m+ k + l = (m+ k) + (m+ l)−m = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).

V = U1 ⊕ U2 ⇒ U1 ∩ U2 = ∅ ⇒ dim(U1 ∩ U2) = 0⇒ dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2.

PRIMER 3.26. Odrediti sve potprostore prostora R2. Odrediti U = L{(1, 1), (1, 3)}.

PRIMER 3.27. Neka su U1 i U2 potprostori od V , dimU1 = 3, dimU2 = 4 i dimV = 6.
Odrediti mogu}e dimenzije za U1 ∩ U2.

3.8 Osnovni stav linearne algebre

DEFINICIJA 3.18. Preslikavawe f : V → U je linearno preslikavawe (homomorfizam)
vektorskog prostora (V,+V , ·V , F ) u vektorski prostor (U,+U , ·U , F ) ako va`i:

1. f(x+V y) = f(x) +U f(y) (x, y ∈ V ) - aditivnost

2. f(α ·V x) = α ·U f(x) (x ∈ V, α ∈ F ) - homogenost.

Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni uslovu

1′. f(α ·V x+V β ·V y) = α ·U f(x) +U β ·U f(y) (x, y ∈ V, α, β ∈ F ) - linearnost

Doka`imo da je svako linearno preslikavawe kona~nodimenzionog vektorskog prostora
potpuno odre|eno slikama baznih vektora.

TEOREMA 3.19. (Osnovni stav linearne algebre) Ako je B = {x1, . . . , xn} baza vektorskog
prostoraV1 i y1, . . . , yn proizvoqnivektoriprostoraV2, tada postoji ta~no jednolinearno
preslikavawe f : V1 → V2 tako da je f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.

Dokaz. Egzistencija:

(∀x ∈ V1)(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Fn) x = α1x1 + · · ·+ αnxn (jer je B baza za V1).

Defini{imo f(x)
def
= α1 · y1 + · · ·+ αn · yn.

• f je dobro definisano, jer je (α1, . . . , αn) jednozna~no odre|eno.
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• Proverimo da je f linearno.

x = α1x1 + · · ·+ αnxn, y = β1x1 + · · ·+ βnxn, λ, µ ∈ F
⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1x1 + · · ·+ βnxn)

= (λα1 + µβ1)x1 + · · ·+ (λαn + µβn)xn

⇒ f(λx+ µy) = (λα1 + µβ1)y1 + · · ·+ (λαn + µβn)yn,
= λ(α1y1 + · · ·+ αnyn) + µ(β1y1 + · · ·+ βnyn)
= λf(x) + µf(y).

• Proverimo da va`i f(xi) = yi, za svako i = 1, . . . , n.

f(xi) = f(0 · x1 + · · ·+ 1 · xi + · · ·+ 0 · xn)
= 0 · y1 + · · ·+ 1 · yi + · · ·+ 0 · yn
= yi (i = 1, 2, . . . , n).

Sledi da je f tra`eno preslikavawe.

Jedinstvenost:

Neka je g : V1 → V2 linearno preslikavawe takvo da je g(xi) = yi, i = 1, . . . , n.

Tada, za proizvoqno x = α1x1 + · · ·+ αnxn ∈ V1 va`i

g(x) = g(α1x1 + · · ·+ αnxn)
= α1g(x1) + · · ·+ αng(xn)
= α1y1 + · · ·+ αnyn = f(x),

⇒ g = f. �

PRIMER 3.28. Odrediti linearno preslikavawe f : R2 → R3 takvo da va`i f(1, 0) =
(2,−1, 0), f(1, 1) = (3,−1,−2).

B = {(1, 0), (1, 1)} je baza prostora R2

⇔ (∀(x, y) ∈ R2)(∃1(α, β) ∈ R2) (x, y) = α(1, 0) + β(1, 1)
⇔ (x, y) = (α+ β, β)
⇔ x = α+ β, y = β (sistem jedna~ina po α i β)
⇔ β = y, α = x− y
⇔ (x, y) = (x− y) · (1, 0) + y · (1, 1)
⇒ f(x, y) = f((x− y) · (1, 0) + y · (1, 1))

= (x− y) · f(1, 0) + y · f(1, 1)
= (x− y) · (2,−1, 0) + y · (3,−1,−2)
= (2x− 2y,−x+ y, 0) + (3y,−y,−2y)
= (2x+ y,−x,−2y).

TEOREMA 3.20. Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada:

(1) Ako je {x1, . . . , xn} ⊆ V1 linearno zavisan skup vektora, onda je i {f(x1), . . . , f(xn)}
linearno zavisan (u V2).

(2) f je monomorfizam akko svaki linearno nezavisni skup vektora u V1 slika u linearno
nezavisni skup vektora u V2.

(3) f je epimorfizam akko svaki generatorni skup vektora prostora V1 slika u genera-
torni skup vektora prostora V2.

(4) f je izomorfizam akko f ~uva bazu.
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Dokaz.

(1)

{x1, . . . , xn} je linearno zavisan u V1

⇒ (∃i ∈ {1, . . . , n}) xi ∈ L{x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn}
⇒ xi = α1x1 + · · ·+ αi−1xi−1 + αi+1xi+1 + · · ·+ αnxn, αi ∈ F
⇒ f(xi) = α1f(x1) + · · ·+ αi−1f(xi−1) + αi+1f(xi+1) + · · ·+ αnf(xn))
⇒ f(xi) ∈ L{f(x1), . . . , f(xi−1), f(xi+1), . . . , f(xn)}
⇒ {f(x1), . . . , f(xn)} je linearno zavisan skup u V2

(2) (→) Neka je f linearno 1-1 preslikavawe i {x1, . . . , xn} linearno nezavisan skup
vektora u V1. Poka`imo da je i {f(x1), . . . , f(xn)} linearno nezavisan.

α1 · f(x1) + · · ·+ αn · f(xn) = 0, α1, . . . , αn ∈ F
⇒ f(α1 · x1 + · · ·+ αn · xn) = 0 = f(0) (jer je f linearno)
⇒ α1 · x1 + · · ·+ αn · xn = 0 (jer je f 1-1)
⇒ α1 = · · · = αn = 0 (jer je {x1, . . . , xn} lin. nezavisan).

(←) Neka linearno preslikavawe f svaki linearno nezavisni skup vektora slika u
linearno nezavisan skup vektora. Doka`imo da je f 1-1.

x1 ̸= x2 ⇒ {x1 − x2} je lin. nezavisan (jer x1 − x2 ̸= 0)
⇒ {f(x1 − x2)} je lin. nezavisan (sledi iz pretpostavke)
⇒ f(x1 − x2) ̸= 0
⇒ f(x1)− f(x2) ̸= 0
⇒ f(x1) ̸= f(x2).

(3) (→) Neka je f epimorfizam i V1 = L{x1, . . . , xn}. Poka`imo da {f(x1), . . . , f(xn)}
generi{e prostor V2.

f je "na" ⇒ (∀y ∈ V2)(∃x ∈ V1) y = f(x)
⇒ y = f(x) = f(α1x1 + · · ·+ αnxn)

= α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn)
⇒ y ∈ L{f(x1), . . . , f(xn)}
⇒ V2 ⊆ L{f(x1), . . . , f(xn)}

Svakako je L{f(x1), . . . , f(xn)} ⊆ V2, pa va`i V2 = L{f(x1), . . . , f(xn)}.
(←) Neka linearno preslikavawa f : V1 → V2 svaki skup generatora prostora V1

slika u skup generatora prostora V2 i neka {x1, . . . , xn} generi{e prostor V1. Tada

V1 = L{x1, . . . , xn}
⇒ V2 = L{f(x1), . . . , f(xn)} (po pretpostavci)
⇒ (∀y ∈ V2)(∃β1, . . . , βn ∈ F ) y = β1f(x1) + · · ·+ βnf(xn)

= f(β1x1 + · · ·+ βnxn︸ ︷︷ ︸
=x∈V1

)

⇒ (∀y ∈ V2)(∃x
def
= β1x1 + · · ·+ βnxn ∈ V1) y = f(x)

⇒ f je "na".

(4) sledi iz (2) i (3). �

TEOREMA 3.21. Ako su V1 i V2 kona~no dimenzioni vektorski prostori nad istim poqem
F , tada

V1
∼= V2 ⇐⇒ dimV1 = dimV2.
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Dokaz. (→)

f : V1
∼= V2 i {x1, . . . , xn} baza za V1

⇒ {f(x1), . . . , f(xn)} je baza za V2 (Teorema 3.20.(4))
⇒ dimV2 = n = dimV1.

(←) Neka je dimV1 = dimV2 = n,

B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn} baze, redom, za V1 i V2

⇒ postoji jedinstveno linearno preslikavawe f : V1 → V2, tako da je

f(xi) = yi, i = 1, . . . , n (iz Osnovnog stava linearne algebre)

⇒ f je izomorfizam (Teorema 3.20. (4))

⇒ V1
∼= V2. �

3.9 Slika i jezgro linearnog preslikavawa

DEFINICIJA 3.19. Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada

• kerf
def
= {x ∈ V1|f(x) = 0} se zove jezgro homomorfizma f

• Imf
def
= {f(x)|x ∈ V1} se zove slika homomorfizma f .

Neke osobine jezgra i slike linearnog preslikavawa su date slede}om teoremom.

TEOREMA 3.22. Neka je f : V1 → V2 linearno preslikavawe. Tada

(1) Imf ≼ V2.

(2) f je "na" akko Imf = V2.

(3) kerf ≼ V1.

(4) f je 1-1 akko kerf = {0}.

(5) f : V1
∼= V2 akko kerf = {0} i Imf = V2.

(6) Ako je V1 kona~no dimenzioni vektorski prostor, tada su kerf i Imf kona~ne dimen-
zije i va`i dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).

Dokaz.

(1) � 0 = f(0)⇒ 0 ∈ Imf ⇒ ∅ ̸= Imf ⊆ V2

�
y1, y2 ∈ Imf, α, β ∈ F ⇒ (∃x1, x2 ∈ V1) y1 = f(x1), y2 = f(x2)
⇒ αy1 + βy2 = αf(x1) + βf(x2) = f(αx1 + βx2) ∈ Imf

(2) sledi iz definicije "na" funkcije i Imf

(3) � f(0) = 0⇒ 0 ∈ kerf ⇒ ∅ ̸= kerf ⊆ V1

�

x1, x2 ∈ kerf, α, β ∈ F ⇒ f(αx1 + βx2) = αf(x1) + βf(x2)
= α · 0 + β · 0 = 0

⇒ αx1 + βx2 ∈ kerf
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(4) (→) Neka je f "1-1". Tada

x ∈ kerf ⇒ f(x) = 0 = f(0)⇒ x = 0

⇒ kerf = {0}.
(←) Neka je kerf = {0}. Tada
f(x) = f(y) ⇒ f(x)− f(y) = 0

⇒ f(x− y) = 0
⇒ x− y ∈ kerf
⇒ x− y = 0
⇒ x = y

⇒ f je "1-1"

(5) sledi iz (2) i (4).

(6) V1 kona~ne dimenzije, kerf ≼ V1 ⇒ kerf je kona~ne dimenzije i 0 ≤ dim(kerf) ≤
dimV1. Mogu}i su slede}i slu~ajevi:

• dim(kerf) = 0 ⇒ kerf = {0} ⇒ f : V1 → Imf je izomorfizam ⇒ dim(Imf) =
dimV1 ⇒ dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf).

• dim(kerf) = dimV1 ⇒ kerf = V1 ⇒ Imf = {0} ⇒ dim(Imf) = 0 ⇒ dimV1 =
dim(kerf) + dim(Imf).

• 0 < dim(kerf) < dimV1 i {x1, . . . , xk} neka je baza za kerf .
Pro{irimo je do baze {x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn} prostora V1.

Poka`imo da je B = {f(xk+1), . . . , f(xn)} baza prostora Imf .

(B1)

y ∈ Imf ⇒ (∃x ∈ V1)y = f(x)
⇒ y = f(α1x1 + · · ·+ αkxk + αk+1xk+1 + · · ·+ αnxn)

= α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk) + αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf(xn)
= α1 · 0 + · · ·+ αk · 0 + αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf(xn)
= αk+1f(xk+1) + · · ·+ αnf(xn)

⇒ y ∈ L(B)

⇒

Imf = L(B).

(B2) linearna nezavisnost

λk+1f(xk+1) + · · ·+ λnf(xn) = 0, λk+1, . . . , λn ∈ F
⇒ f(λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn) = 0
⇒ λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn ∈ kerf
⇒ λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn = α1x1 + · · ·+ αkxk, α1, . . . , αk ∈ F
⇒ (−α1)x1 + · · ·+ (−αk)xk + λk+1xk+1 + · · ·+ λnxn = 0
⇒ −α1 = · · · = −αk = λk+1 = · · · = λn = 0 (jer {x1, . . . , xn} baza za V1)

⇒ B = {f(xk+1), . . . , f(xn)} je linearno nezavisan skup vektora.
B je baza za imf ⇒ dim(Imf) = |B| = n− k = dimV1 − dim(kerf)

⇒ dimV1 = dim(kerf) + dim(Imf) �

DEFINICIJA 3.20. Ako je f : V1 → V2 linearno preslikavawe, onda

• r(f)
def
= dim(Imf) se zove rang homomorfizma f

• d(f)
def
= dim(kerf) se zove defekt homomorfizma f .
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PRIMER 3.29. Za data linearna preslikavawa odreditiKerf i Imf :

(i) pi : Rn → R, pi(x1, . . . , xn) = xi

(ii) D : Rn[x]→ Rn[x], D(p) = p′

(iii) f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x+ y, 0, y − z)

(iv) f : R4 → R3, f(x, y, z, u) = (x+ y, y − z, x+ u)

Za svako od datih preslikavawa odrediti da li je iwektivno i da li je sirjektivno.



Glava 4

Matrice i determinante

4.1 Definicija matrice

Neka je (F,+, ·, 0, 1) poqe, n,m ∈ N.

DEFINICIJA 4.1. Matrica tipam× n nad poqem F je svako preslikavawe

A : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → F.

Ako je A(i, j) = aij ∈ F , matricu A zapisujemo u obliku

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ili kra}e, A = [aij ]m×n.

Skalari aij se zovu elementi matrice,

vi = [ai1 ai2 . . . ain] je i-ta vrsta (i ∈ {1, . . . ,m}),

kj =


a1j
a2j
...
amj

 je j−ta kolona (j ∈ {1, . . . , n}) matrice A.

Prvi indeks ozna~ava broj vrste, a drugi indeks broj kolone u kojoj se element nalazi.
Matrica tipam× n imam vrsta i n kolona.

Mm×n(F ) - skup svih matrica tipam×n nad poqem F . Ako jem = n (broj vrsta jednak
broju kolona) ka`emo da je A kvadratna matrica reda n. Mn(F ) - skup svih kvadratnih
matrica reda n nad poqem F .

PRIMER 4.1. Matrice A =

 1 2
3 4
5 6

 , B =

 1
3
4

 C = [1 3 − 2 5] su tipa, redom,

3 × 2 (3 vrste, 2 kolone), 3 × 1 (matrica kolona) i 1 × 4 (matrica vrsta) a12 = 2, a21 =

3, a32 = 6, b11 = 1, b31 = 4, c12 = 3, c13 = −2, D =

 1 2 0
3 4 −1
5 6 7

 kvadratna matrica

reda 3.

58
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DEFINICIJA 4.2. Neka su A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(F ). Tada

A = B
def⇔ (∀i ∈ {1, . . . ,m})(∀j ∈ {1, . . . , n}) aij = bij .

PRIMER 4.2. [
x y
z u

]
=

[
1 2
3 4

]
⇔


x = 1
y = 2
z = 3
u = 4.

Na skupuMm×n(F ) defini{emo binarnu operaciju sabirawematrica na slede}i na~in:

DEFINICIJA 4.3. Ako su A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(F ), tada

A+B
def
= [aij + bij ]m×n, tj.

a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

. . .
...

am1 . . . amn

+


b11 . . . b1n
b21 . . . b2n
...

. . .
...

bm1 . . . bmn

 =


a11 + b11 . . . a1n + b1n
a21 + b21 . . . a2n + b2n

...
. . .

...
am1 + bm1 . . . amn + bmn

 .

PRIMER 4.3.

 1 2
3 4
5 6

+

 0 −2
1 5
3 −3

 =

 1 0
4 9
8 3

 .

DEFINICIJA 4.4. • Matrica 0
def
= [0]m×n (tj. svi elementi su jednaki 0) se zove nula

matrica.

• Matrica −A def
= [−aij ]m×n se zove suprotna matrica matrice A = [aij ]m×n.

TEOREMA 4.1. (Mm×n(F ),+) je Abelova grupa.

Dokaz. Lako se proveravaju aksiome Abelove grupe:

(0) A,B ∈Mm×n(F )⇒ A+B ∈Mm×n(F );

(1) (A+B) + C = A+ (B + C), A,B,C ∈Mm×n(F );

(2) A+B = B +A

A+B = [aij ]m×n+[bij ]m×n = [aij + bij ]m×n = [bij +aij ]m×n = [bij ]m×n+[aij ]m×n =
B +A;

(3) A+ 0 = A (nula matrica je neutralni za sabirawe matrica);

(4) A+ (−A) = 0. �

Defini{emo i mno`ewe matrice skalarom.

DEFINICIJA 4.5. Neka A = [aij ] ∈Mm×n(F ) i λ ∈ F . Tada

λ ·A def
= [λaij ]m×n, tj.

λ


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 =


λa11 λa12 . . . λa1n
λa21 λa22 . . . λa2n
...

...
. . .

...
λam1 λam2 . . . λamn

 .
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PRIMER 4.4. 3 ·
[

1 2 3
4 5 6

]
=

[
3 6 9
12 15 18

]
.

Osobine mno`ewa matrice skalarom date su slede}om teoremom.

TEOREMA 4.2. Ako A,B ∈Mm×n(F ) i λ, µ ∈ F onda

(1) λ(A+B) = λ ·A+ λ ·B;

(2) (λ+ µ) ·A = λ ·A+ µ ·A;

(3) λ · (µ ·A) = (λµ) ·A;

(4) 1 ·A = A.

Dokaz. (1)

λ(A+B) = λ([aij ] + [bij ])
= λ[aij + bij ] (po def. sabirawa matrica)
= [λ(aij + bij)] (po def. mno`ewa skalarom)
= [λaij + λbij ] (distributivnost + i · u poqu)
= [λaij ] + [λbij ] (po def. sabirawa matrica)
= λ[aij ] + λ[bij ] (po def. mno`ewa skalarom)
= λA+ λB.

Sli~no se proveravaju ostale osobine. �
POSLEDICA. (Mm×n(F ),+, ·, F ) je vektorski prostor dimenzijemn.

Dokaz.

• Iz Teoreme 4.1. i Teoreme 4.2. neposredno sledi da jeMm×n(F ) vektorski prostor.

• Neka je

Eij =


0 0 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . 1 . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . 0 . . . 0

 , 1 je u i-toj vrsti i j-toj koloni.

B = {Eij |i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} je jedna baza prostoraMm×n(F ) jer:

(B1) za svako A ∈Mm×n(F ) va`i A = [aij ]m×n = a11E11 + a12E12 + · · ·+ amnEmn ∈
L(B),

(B2) B je linearno nezavisan skup vektora (o~igledno).

⇒ dim(Mm×n(F )) = m · n. �

PRIMER 4.5.{[
1 0 0
0 0 0

]
,

[
0 1 0
0 0 0

]
,

[
0 0 1
0 0 0

]
,

[
0 0 0
1 0 0

]
,

[
0 0 0
0 1 0

] [
0 0 0
0 0 1

]}
je jedna baza prostoraM2×3(R),

⇒ dim(M2×3(R)) = 6.
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4.2 Mno`ewe matrica. Transponovana matrica

DEFINICIJA 4.6. Ako A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, tada

A ·B = [cij ]m×p, gde je cij
def
=

n∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj , tj.


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ·


b11 b12 . . . b1p
b21 b22 . . . b2p
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnp

 def
=


∑n

k=1 a1kbk1
∑n

k=1 a1kbk2 . . .
∑n

k=1 a1kbkp∑n
k=1 a2kbk1

∑n
k=1 a2kbk2 . . .

∑n
k=1 a2kbkp

...
...

. . .
...∑n

k=1 amkbk1
∑n

k=1 amkbk2 . . .
∑n

k=1 amkbkp

 .

PRIMER 4.6.[
0 1 2
3 0 −1

]
2×3

·

 1 2
3 4
5 6


3×2

=

[
0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 5 0 · 2 + 1 · 4 + 2 · 6
3 · 1 + 0 · 3− 1 · 5 3 · 2 + 0 · 4− 1 · 6

]
2×2

=

[
13 16
−2 0

]
.

[
0 1
3 0

]
2×2

·

 1 2
3 4
5 6


3×2

nije definisano,

 1 2
3 4
5 6


3×2

·
[

0 1
3 0

]
2×2

=

 6 1
12 3
18 5

 .

[
1 0
0 0

]
·
[

0 0
1 0

]
=

[
0 0
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
·
[

1 0
0 0

]
=

[
0 0
1 0

]
.

Ako je A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, onda

• zam ̸= p proizvod BA nije definisan

• zam = p proizvod BA je definisan,

� zam ̸= n matrice AB i BA nisu istog tipa,

� zam = n = p matrice AB i BA su istotipne, ali ne moraju biti jednake.

AB ̸= BA u op{tem slu~aju, pa operacija · nije komutativna.

DEFINICIJA 4.7. Kvadratne matrice A i B istog reda su komutativne ako je AB = BA.

PRIMER 4.7. Matrice A =

[
2 −1
0 2

]
i B =

[
1 1
0 1

]
su komutativne, jer

AB =

[
2 1
0 2

]
= BA.

DEFINICIJA 4.8. Kvadratna matrica In = [δij ] ∈Mn(F ), gde δij
def
=

{
1, i = j
0, i ̸= j

, tj.

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


se zove jedini~na matrica reda n.
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TEOREMA 4.3. Va`e slede}e jednakosti (pod uslovom da svi navedeni proizvodi postoje):

(1) A · (B · C) = (A ·B) · C - asocijativnost mno`ewa matrica,

(2) A · In = A = Im ·A, A ∈Mm×n(F ),

(3) (A+B) · C = A · C +B · C, A · (B + C) = A ·B +A · C,

(4) λ · (AB) = (λA) ·B = A · (λB).

Dokaz.

(1) Neka A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, C = [cij ]p×q, BC = [dij ]n×q, AB = [fij ]m×p,
A(BC) = [eij ]m×q, (AB)C = [gij ]m×q. Tada

eij =
∑n

k=1 aikdkj =
∑n

k=1 aik(
∑p

l=1 bklclj) =
=

∑p
l=1(

∑n
k=1 aikbkl)clj =

∑p
l=1 filclj = gij

(i = 1, . . .m, j = 1, . . . , q)

(2) Neka je A = [aij ]m×n, In = [δij ] i A · In = [bij ]m×n. Tada bij =
∑n

k=1 aikδkj =
ai1 δ1j︸︷︷︸

=0

+ · · ·+ aij δjj︸︷︷︸
=1

+ · · ·+ ain δnj︸︷︷︸
=0

= aij

⇒ A · In = A.

(3) i (4) se sli~no dokazuju. �

Iz Teoreme 4.1. i Teoreme 4.3. dobija se slede}a posledica.

POSLEDICA. Struktura (Mn(F ),+, ·), gde je + sabirawe matrica, a · mno`ewe matrica, je
nekomutativan prsten sa jedinicom In.

NAPOMENA. Prsten Mn(F ) ima delioce nule, jer postoje nenula matrice ~iji je proizvod
nula matrica.

PRIMER 4.8. Za n = 2: [
1 0
0 0

]
·
[

0 0
1 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

U semigrupi (Mn(F ), ·) induktivno defini{emo stepen kvadratne matrice A:

A0 = In, A1 = A, . . . , Am+1 = Am ·A, (m ∈ N).

DEFINICIJA 4.9. Ako je A = [aij ]m×n onda se matrica

AT def
= [aji]n×m

se zove transponovana matrica matrice A.

Drugim re~ima, AT se dobija iz A, pi{u}i, redom, vrste od A kao kolone od AT .

PRIMER 4.9.  1 2
3 4
5 6

⊤

=

[
1 3 5

4 6

]
.

Osobine transponovawa su date u slede}oj teoremi.
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TEOREMA 4.4. (1) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤,

(2) (λ ·A)⊤ = λ ·A⊤,

(3) (A ·B)⊤ = B⊤ ·A⊤,

(4) (A⊤)⊤ = A.

Dokaz.

• (1), (2) i (4) se jednostavno dokazuju.

• (3) Neka je

A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, AT = [eij ]n×m, BT = [fij ]p×n

AB = [cij ]m×p, (A ·B)⊤ = [dij ]p×m i BT ·AT = [gij ]p×m.

Tada

dij = cji =
n∑

k=1

ajkbki =
n∑

k=1

ekjfik =
n∑

k=1

fikekj = gij , (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,m)

⇒ (AB)T = BTAT . �

DEFINICIJA 4.10. Kvadratna matrica A ∈Mn(F ) je

• simetri~na ako je AT = A,

• kososimetri~na ako je AT = −A.

PRIMER 4.10.

 1 −2 3
−2 4 5
3 5 6

 je simetri~na, jer

 1 −2 3
−2 4 5
3 5 6

T

=

 1 −2 3
−2 4 5
3 5 6

.
 0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0

 je kososimetri~na, jer

 0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0

T

=

 0 −2 −3
2 0 5
3 −5 0

 = −

 0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0

.
DEFINICIJA 4.11. Trag kvadratne matriceA = [aij ] ∈Mn(F ), u oznaci tr(A), je zbir svih
elemenata na glavnoj dijagonali matrice A, tj.

tr(A)
def
= a11 + a22 + · · ·+ ann.

PRIMER 4.11. Ako A =

 1 2 3
2 4 5
3 5 6

, onda tr(A) = 1 + 4 + 6 = 11.

TEOREMA 4.5. Za matrice A,B i λ ∈ F va`i:

(1) tr(A+B) = tr(A) + tr(B),

(2) tr(λA) = λtr(A),
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(3) tr(AT ) = tr(A),

(4) tr(A ·B) = tr(B ·A).

Dokaz. (4) Neka je A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×m, AB = [cij ]m×m, BA = [dij ]n×n. Tada

tr(AB) =
m∑
i=1

cii =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbji =
m∑
j=1

n∑
i=1

bijaji =
n∑

i=1

m∑
j=1

bijaji =
n∑

i=1

dii = tr(BA). �

4.3 Regularne matrice

DEFINICIJA 4.12. • Kvadratna matrica A ∈Mn(F ) je regularna ako postoji kvadrat-
na matrica B ∈Mn(F ) takva da va`i

A ·B = In i B ·A = In.

Tada se matrica B zove inverzna matrica matrice A i obele`ava sa A−1.

• Matrica A ∈Mn(F ) je singularna ako nije regularna.

Inverzna matrica regularne matrice A je jedinstvena, jer iz pretpostavke da matrica
A ima inverzne matrice B i C sledi

AB = BA = In, AC = CA = In ⇒ B = InB = CAB = CIn = C.

TEOREMA 4.6. Ako su A i B regularne matrice onda su i matrice A · B i AT regularne i
va`i:

(1) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1,

(2) (AT )−1 = (A−1)T .

Dokaz. A i B su regularne⇒ postoje A−1, B−1 ∈Mn(F )⇒ postoje B−1A−1, (A−1)T .

(1) (AB)(B−1A−1) = ABB−1A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = In.

(2) AT (A−1)T = (A−1A)T = ITn = In, (A
−1)TAT = (AA−1)T = ITn = In. �

TEOREMA 4.7. Ako su svi elementi neke vrste (kolone) matrice A jednaki nuli, onda je ta
matrica singularna.

Dokaz. A ∈ Mn(F ) ima nula vrstu (kolonu)⇒ AB (BA) ima nula vrstu (kolonu), za svako
B ∈Mn(F ) ⇒ AB ̸= In (BA ̸= In)⇒ A je singularna. �

DEFINICIJA 4.13. Neka je A ∈ Mm×n(F ). Elementarne operacije vrsta ili v-operacije
su:

• vij - razmena i-te i j-te vrste matrice A,

• vλi , λ ̸= 0 - mno`ewe elemenata i-te vrste brojem λ ̸= 0,

• vλij - mno`ewe elemenata j-te vrste brojem λ i dodavawe elementima i-te vrste.
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Analogno se defini{u elementarne operacije na kolonama (k-operacije):

kij , kλi , λ ̸= 0, kλij .

DEFINICIJA 4.14. • Matrica A je v-ekvivalentna matrici B istog tipa, u oznaci
A ∼v B, ako se B dobija iz A kona~nom primenom v-operacija.

• MatricaA je k-ekvivalentna matriciB istog tipa, u oznaciA ∼k B, ako seB dobija
iz A kona~nom primenom k-operacija.

• Matrica A je ekvivalentna matrici B istog tipa, u oznaci A ∼ B, ako se B dobija
iz A kona~nom primenom v ili k-operacija.

O~igledno, relacije ∼v, ∼k, ∼ su relacije ekvivalencije na skupuMm×n(F ).

DEFINICIJA 4.15. • Matrica A je stepenasta po vrstama (v-stepenasta) ako broj nula
koje prethode prvom nenula elementu vrste raste od vrste do vrste.

Prvi nenula element vrste }emo zvati istaknuti element te vrste.

• v-stepenasta matrica A je redukovana ako su svi weni istaknuti elementi jednaki 1,
a svi ostali elementi u wihovim kolonama su jednaki 0.

PRIMER 4.12.

 0 2 3 4
0 0 5 1
0 0 0 0

 je v-stepenasta, ali nije redukovana v-stepenasta matrica,

istaknuti elementi su 2 i 5.
1 2 3 4
0 3 5 4
0 0 1 2
0 0 1 0

 nije v-stepenasta,


0 1 2 0 3 0 0
0 0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

 je redukovana v-stepe-

nasta matrica.

TEOREMA 4.8. (a) Svaka ne-nula matrica A ∈ Mm×n(F ) je v-ekvivalentna nekoj v-
stepenastoj matrici istog tipa.

(b) Svaka ne-nula matrica A ∈ Mm×n(F ) je v-ekvivalentna nekoj redukovanoj v-stepe-
nastoj matrici istog tipa.

(v) Svaka ne-nula matrica A ∈Mm×n(F ) je ekvivalentna matrici

1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . 0


(r jedinica na dijagonali, ostalo nule, r ≤ m,n) koju

kra}e zapisujemo u obliku blok matrice

[
Ir 0
0 0

]
.

Dokaz.

(a) Algoritam za dovo|ewe matrice na v-stepenastu matricu primenom elementarnih
v-operacija:
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1) Nalazimo prvu nenula kolonu (postoji jer A ̸= 0).

2) U toj koloni nalazimo ne-nula element.

3) Ako je na|eni element u i-toj vrsti zamenimo i-tu i prvu vrstu, tj. v1i(A).

4) Pomno`imo prvu vrstu inverzom na|enog nenula elementa (tako dobijamo da je
istaknuti element prve vrste jednak 1).

5) Prvu vrstu mno`imo pogodnim skalarima i dodajemo preostalim vrstama, tako
da se ispod dobijene jedinice dobiju sve nule.

6) Posmatramo podmatricu dobijenu izbacivawem prve vrste, svih po~etnih nula-
kolona (ako ih ima) i prve ne-nula kolone. Prelazimo na korak 1) i ponavqamo
postupak na dobijenoj podmatrici. Ukoliko ovakva podmatrica ne postoji - kraj
postupka.

(b) Postupkom opisanim pod (a) dobijamo v-stepenastu matricu ~iji su svi istaknuti
elementi jednaki 1.

Mno`ewem svake nenula vrste pogodnoizabranim skalarima i dodavawemprethodnim
vrstama posti`e se da u svakoj ne-nula koloni, osim jedne jedinice svi ostali elementi
budu jednaki 0.

(v) Postupcima pod (a) i (b) dobija se v-ekvivalentna redukovana v-stepenasta matrica.

Neka se istaknuta jedinica prve vrste nalazi u l koloni. Zamenimo prvu i l-tu kolonu.

Mno`ewem prve kolone pogodno izabranim skalarima i dodavawem preostalim ko-
lonama posti`e se da svi elementi prve vrste, osim prvog, budu jednaki nuli.

Posmatramo matricuD dobijenu izbacivawem prve vrste i prve kolone.

� Ako je D nula matrica, teorema je dokazana

� ako D nije nula matrica, ponavqamo postupak na matriciD, i daqe, sve dok ne
dobijemo 0 matricu ili stignemo do posledwe vrste. �

PRIMER 4.13. Odredimo v-stepenastu matricuB i redukovanu v-stepenastu matricu C koje

su v-ekvivalentne matrici A =

 1 −2 −2 3
−3 2 9 −7
2 5 −9 3

.
 1 −2 −2 3
−3 2 9 −7
2 5 −9 3

 ∼v

 1 −2 −2 3
0 −4 3 2
0 9 −5 −3

 ∼v

 1 −2 −2 3
0 −4 3 2
0 0 7 6

 = B

(primenom najpre v321, v
−2
31 , a zatim v43 , v

9
32).

B ∼v

 1 −2 −2 3
0 1 −3

4 − 1
2

0 0 1 6
7

 ∼v

 1 0 − 7
2 2

0 1 − 3
4 −1

2
0 0 1 6

7

 ∼v

 1 0 0 5
0 1 0 1

7
0 0 1 6

7

 = C

(primenom najpre v
− 1

4
2 , v

1
7
3 , zatim v212 pa v

7
2
13, v

3
4
23).

DEFINICIJA 4.16. Ako jeA ∈Mm×n(F ) iA ∼
[

Ir 0
0 0

]
(r ≤ m,n) onda se blok matrica[

Ir 0
0 0

]
zove normalna forma matrice A.
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PRIMER 4.14. Odrediti normalnu formu matrice A =

 0 2 3 4
2 3 5 4
4 8 13 12



A =

 0 2 3 4
2 3 5 4
4 8 13 12

 v12∼

 2 3 5 4
0 2 3 4
4 8 13 12

 k
1
2
1∼

 1 3 5 4
0 2 3 4
2 8 13 12


v−2
31∼

 1 3 5 4
0 2 3 4
0 2 3 4

 k−3
21 ,k−5

31 ,k−4
41∼

 1 0 0 0
0 2 3 4
0 2 3 4

 k
1
2
2∼

 1 0 0 0
0 1 3 4
0 1 3 4


v−1
32∼

 1 0 0 0
0 1 3 4
0 0 0 0

 k−3
32 , k−4

42∼

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 =

[
I2 0
0 0

]
.

Primenom elementarnih v-operacija na jedini~nu matricu dobijamo elementarne v-
matrice.

Primenom elementarnih k-operacija na jedini~nu matricu dobijamo elementarne k-
matrice.

DEFINICIJA 4.17. Elementarne v-matrice su

Pij
def
= vij(In),

Pλ
i

def
= vλi (In), λ ̸= 0

Pλ
ij

def
= vλij(In),

Elementarne k-matrice su

Qij
def
= kij(In),

Qλ
i

def
= kλi (In), λ ̸= 0

Qλ
ij

def
= kλij(In).

PRIMER 4.15. n = 3: I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

, P12 = v12(I3) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 = k12(I3) =

Q12,

P 5
3 = v53(I3) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 5

 = k53(I3) = Q5
3,

P 2
31 = v231(I3) =

 1 0 0
0 1 0
2 0 1

 = k213(I3) = Q2
13.

Lako se mo`e primetiti da va`i:

Pij = Qij , Pλ
i = Qλ

i , λ ̸= 0, Pλ
ij = Qλ

ji.

Primenom v(k)-operacije na neku matricu posti`e se isti efekat kao mno`ewem te
matrice sa leve (desne) strane elementarnom v(k) matricom odgovaraju}eg tipa.

TEOREMA 4.9. Ako je A ∈Mn(F ) tada:

(1) vij(A) = Pij ·A, vλi (A) = Pλ
i ·A, λ ̸= 0, vλij(A) = Pλ

ij ·A,
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(2) kij(A) = A ·Qij , kλi (A) = A ·Qλ
i , λ ̸= 0, kλij(A) = A ·Qλ

ij .

Dokaz. Pλ
i ·A =

=



1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . λ . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . 0 . . . 1





a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


=



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
λai1 λai2 . . . λain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


= vλi (A). Sli~no se dokazuju ostali delovi tvr|ewa. �
POSLEDICA.

(a) A ∼v B akko B = Pr · · · · · P1 ·A, gde su Pi elementarne v-matrice.

(b) A ∼k B akko B = A ·Q1 · · · · ·Qs, gde su Qi elementarne k-matrice.

(v) A ∼ B akko B = Pr · · · · · P1 · A · Q1 · · · · · Qs, gde su Pi elementarne v-matrice, a Qj

elementarne k-matrice.

TEOREMA 4.10. Elementarne matrice su regularne.

Dokaz. Pij · Pij = vij(Pij) = vij(vij(In)) = In ⇒ P−1
ij = Pij .

Sli~no, (Pλ
i )

−1 = Pλ−1

i , λ ̸= 0, (Pλ
ij)

−1 = P−λ
ij . �

TEOREMA 4.11. Matrica A ∈Mn(F ) je regularna akko A ∼v In.

Dokaz.

(→) Neka je A ∈Mn(F ) regularna matrica

⇒ A ̸= 0

⇒ A ∼v B gde je B ∈Mn(F ) redukovana v-stepenasta matrica (Teorema 8(b))

⇒ B = Pr . . . P1A, gde su P1, . . . , Pr elementarne v-matrice (Posledica (a))

⇒ B je regularna matrica (kao proizvod regularnih matrica)

⇒ B nema nula vrstu (ina~e bi bila singularna)

⇒ B ima n jedinica kao istaknute elemente

⇒ B = In (B je redukovana, pa iznad (naravno i ispod) svake jedinice su sve nule)

⇒ A ∼v In.

(←) A ∼v In ⇒ In ∼v A (jer je ∼v simetri~na)

⇒ postoje elementarne v-matrice P1, . . . , Pk takve da je A = Pk . . . P1In

⇒ A je regularna (kao proizvod regularnih matrica). �
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PRIMER 4.16.

A =

 2 3 −9
1 0 0
0 −2 7

 v12∼ v

 1 0 0
2 3 −9
0 −2 7

 v−2
21∼ v

 1 0 0
0 3 −9
0 −2 7


v

1
3
2∼ v

 1 0 0
0 1 −3
0 −2 7

 v2
32∼ v

 1 0 0
0 1 −3
0 0 1

 v3
23∼ v

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3

⇒ I3 = P 3
23P

2
32P

1
3
2 P−2

21 P12A
⇒ A ∼v I3
⇒ A je regularna i A = P12P

2
21P

3
2P

−2
32 P−3

23

Jedan od postupaka za nala`ewe inverzne matrice regularne matrice A ∈ Mn(F ): iz
A ∼v In ⇒ In = Pr . . . P1A / · A−1 ⇒ A−1 = Pr . . . P1In sledi da A−1 dobijamo primenom
na In istih elementarnih v-operacija ~ijom primenom na A dobijamo In, tj.

[A|In] ∼v

[
In|A−1

]
.

PRIMER 4.17.

[A|I3] =

 2 3 −9 | 1 0 0
1 0 0 | 0 1 0
0 −2 7 | 0 0 1

 ∼v

 1 0 0 | 0 1 0
2 3 −9 | 1 0 0
0 −2 7 | 0 0 1


∼v

 1 0 0 | 0 1 0
0 3 −9 | 1 −2 0
0 −2 7 | 0 0 1

 ∼v

 1 0 0 | 0 1 0
0 1 −3 | 1

3 −2
3 0

0 −2 7 | 0 0 1


∼v

 1 0 0 | 0 1 0
0 1 −3 | 1

3 −2
3 0

0 0 1 | 2
3 −4

3 1

 ∼v

 1 0 0 | 0 1 0
0 1 0 | 7

3 −14
3 3

0 0 1 | 2
3 −4

3 1

= [
I3|A−1

]

⇒ A−1 =

 0 1 0
7
3 − 14

3 3
2
3 −4

3 1

 .

TEOREMA 4.12. Matrica A ∈ Mn(F ) je singularna akko je v-ekvivalentna matrici B koja
ima bar jednu nula vrstu.

Dokaz.

(→) Neka je A ∈Mn(F ) singularna.

A ∼v B, gde je B redukovana v-stepenasta matrica (Teorema 4.8.(b)).

Ako B nema nula vrstu onda B = In, tj. A ∼v In, pa je A regularna (Teorema 4.10.).
Kontradikcija.

(←) Ako A ∼v B i B ima nula vrstu, tada B je singularna (Teorema 4.7.) i B = Pr . . . P1A
(Posledica), pa je i A singularna (u suprotnom B bi bila regularna kao proizvod
regularnih matrica). �

PRIMER 4.18.

A =

 1 2 −3
3 −1 5
5 3 −1

 ∼v

 1 2 −3
0 −7 14
0 −7 14

 ∼v

 1 2 −3
0 −1 2
0 0 0


⇒ A je singularna matrica.
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4.4 Permutacije skupa

Neka jeX neprazan skup.

DEFINICIJA 4.18. • Svaka bijekcija skupaX se zove permutacija skupaX .

• Sn
def
=

{
σ | σ : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , n} i σ je bijekcija

}
- skup svih permutacija

skupaX = {1, 2, . . . , n}

TEOREMA 4.13. (Sn, ◦) je grupa (gde je operacija ◦ kompozicija funkcija).

DEFINICIJA 4.19. Grupa (Sn, ◦) se zove simetri~na grupa stepena n.

Permutaciju σ ∈ Sn zapisujemo u obliku

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
, ili kra}e σ = σ(1)σ(2) . . . σ(n).

DEFINICIJA 4.20. • Par (σ(i), σ(j)) predstavqa inverziju permutacije σ ako va`i
i < j, σ(i) > σ(j),

tj. inverziju ~ine svaka dva elementa permutacije koji nisu u svom prirodnom poretku
iz skupa N.

• Sa inv(σ) ozna~ava}emo skup svih inverzija permutacije σ.

• Permutacija je parna ako sadr`i paran broj inverzija.

• Ako je broj inverzija neparan, permutacija je neparna.

Mo`e se pokazati da je kompozicija permutacija iste parnosti parna permutacija, a
kompozicija permutacija razli~ite parnosti neparna permutacija.

DEFINICIJA 4.21. Preslikavawe sgn : Sn → {−1, 1} definisano sa

sgn(σ)
def
=

{
1, σ je parna permutacija
−1, σ je neparna permutacija

tj. sgn(σ) = (−1)|inv(σ)|

}emo zvati znak permutacije.

PRIMER 4.19. Posmatrajmo permutacije skupaX = {1, 2, 3, 4, 5}.

• Za σ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
va`i

inv(σ) =
{
(4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2), (5, 1), (5, 2)

}
,

pa je σ neparna permutacija, tj. sgn(σ) = −1.

• Za τ =

(
1 2 3 4 5
4 3 1 5 2

)
va`i

inv(τ) =
{
(4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2), (5, 2)

}
,

pa je τ parna permutacija, tj. sgn(τ) = 1.
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• Za 1 =

(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
va`i inv(1) = ∅, pa je 1 parna permutacija.

DEFINICIJA 4.22. Neka su i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Permutacija τ ∈ Sn oblika

τ =

(
1 2 . . . i . . . j . . . n
1 2 . . . j . . . i . . . n

)
zove se transpozicija.

Svaka permutacija je kompozicija kona~nog broja transpozicija.

Osobine znaka permutacije su date slede}om teoremom:

TEOREMA 4.14. Za σ, τ ∈ Sn va`i

(1) sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ) · sgn(τ),

(2) sgn(σ−1) = sgn(σ),

(3) Ako je τ transpozicija, onda je sgn(τ) = −1.

Dokaz.

(1) � σ i τ iste parnosti⇒ σ ◦ τ je parna permutacija⇒
sgn(σ ◦ τ) = 1 = 1 · 1 = sgn(σ) · sgn(τ) (σ i τ parne) ili

sgn(σ ◦ τ) = 1 = (−1) · (−1) = sgn(σ) · sgn(τ) (σ i τ neparne)

� σ i τ razli~ite parnosti⇒ σ ◦ τ je neparna permutacija⇒
sgn(σ ◦ τ) = −1 = 1 · (−1) = sgn(σ) · sgn(τ)

(2)
σ ◦ σ−1 = 1, sgn(1) = 1 ⇒ sgn(σ) · sgn(σ−1) = 1

⇒ sgn(σ−1) = sgn(σ).

(3) za τ =

(
1 2 . . . i i+ 1 . . . j − 1 j . . . n
1 2 . . . j i+ 1 . . . j − 1 i . . . n

)
va`i

inv(τ) =
{

(j, i+ 1), (j, i+ 2), . . . , (j, i+ (j − i− 1)︸ ︷︷ ︸
=j−1

), (j, i),

(i+ 1, i), (i+ 2, i), . . . , (i+ (j − i− 1︸ ︷︷ ︸
j−1

, i)
}

⇒ |inv(τ)| = 2(j − i− 1) + 1,

⇒ τ je neparna permutacija. �

4.5 Determinante (definicija i osnovna svojstva)

DEFINICIJA 4.23. Neka je A = [aij ] ∈ Mn(F ). Determinantu matrice A defini{emo na
slede}i na~in

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
def
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . anσ(n).
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Iz definicije neposredno dobijamo:

Za n = 1 trivijalno va`i |a11| = a11.

Za n = 2 va`i S2 =

{(
1 2
1 2

)
,

(
1 2
2 1

)}
, pa je

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Za n = 3:

S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,(

1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)}

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33,

{to se mo`e zapisati i u obliku∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11(a22a33 − a32a23)− a12(a21a33 − a23a31) +

+ a13(a21a32 − a22a31) =

= a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
Izla`emo osobine determinanti koje }e nam olak{ati wihovo izra~unavawe.

TEOREMA 4.15. det(AT ) = detA.

Dokaz. Neka je A = [aij ] ∈Mn(F ), AT = [bij ], gde je bij = aji. Tada

det(AT ) =
∑

σ∈Sn
sgn(σ) · b1σ(1) · b2σ(2) · · · bnσ(n)

=
∑

σ∈Sn
sgn(σ) · · · aσ(1)1 · aσ(2)2 · · · aσ(k)︸︷︷︸

=1

k
· · · aσ(n)n

=
∑

σ∈Sn
sgn(σ) · a1σ−1(1) · a2σ−1(2) · · · anσ−1(n) (σ(k) = 1⇔ k = σ−1(1)

=
∑

σ∈Sn
sgn(σ−1) · a1σ−1(1) · a2σ−1(2) . . . anσ−1(n)

=
∑

σ−1∈Sn
sgn(σ−1) · a1σ−1(1) · a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

(jer je preslikavawe σ 7→ σ−1 bijekcija skupa Sn)
= detA�

TEOREMA 4.16. Ako se matrica B dobija iz A permutacijom τ vrsta (kolona) matrice A,
onda je

detB = sgn(τ)detA.



GLAVA 4. MATRICE I DETERMINANTE 73

Dokaz. Neka se B = [bij ] dobija permutacijom τ kolona matrice A = [aij ], tj. bij = aiτ(j).
Tada je

detB =
∑

σ∈Sn
sgn(σ) · b1σ(1) · b2σ(2) . . . bnσ(n)

=
∑

σ∈Sn
sgn(σ) · a1τ(σ(1)) · a2τ(σ(2)) . . . anτ(σ(n))

Ozna~imo ρ = τ ◦ σ. Tada iz sgn(ρ) = sgn(τ) · sgn(σ) i sgn(τ) ∈ {1,−1} sledi
sgn(σ) = sgn(ρ) · sgn(τ).

Preslikavawe σ 7→ τ ◦ σ je bijekcija skupa Sn, pa kada σ prolazi skup Sn, onda i ρ prolazi
celi skup Sn. Imaju}i sve ovo u vidu, imamo daqe

detB =
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ) · sgn(τ)a1ρ(1) · a2ρ(2) . . . anρ(n) = sgn(τ)detA.�

POSLEDICA 1.

B = vij(A) ⇒ detB = −detA,

tj. ako dve vrste (kolone) matrice zamene mesta wena determinanta mewa znak.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dokaz.Kako seB dobija izA transpozicijom τ vrsta, a transpozicija je neparna permutacija
tj. sgn(τ) = −1, primenom prethodne teoreme dobijamo

detB = sgn(τ)detA = −detA.�

POSLEDICA 2. Ako su dve vrste (kolone) matrice A jednake, onda je wena determinanta
jednaka 0 (uz uslov da char(F ) ̸= 2).

Dokaz.

vij(A) = A (jer su i− ta i j − ta vrsta matrice A jednake)
⇒ detA = −detA (iz prethodne teoreme)
⇒ (1 + 1)detA = 0
⇒ detA = 0 (1 + 1 ̸= 0 jer char(F ) ̸= 2).�

TEOREMA 4.17.

B = vλi (A) ⇒ detB = λdetA,

tj. determinanta se mno`i skalarom tako {to se svi elementi jedne vrste (kolone) pomno`e
tim skalarom.

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
λai1 λai2 . . . λain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Dokaz.

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

λai1 λai2 . . . λain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . (λaiσ(i)) . . . anσ(n) =

= λ
∑

σ∈Sn
sgn(σ)a1σ(1) . . . aiσ(i)) . . . anσ(n) = λdetA.�

POSLEDICA 1. Ako su dve vrste (kolone) matrice A proporcionalne, tada je detA = 0.

Dokaz.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
λai1 λai2 . . . λain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ · 0 = 0.�

POSLEDICA 2. Za svaku matricu A ∈Mn(F ) i skalar λ ∈ F va`i

det(λA) = λndetA.

Dokaz.

det(λA) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λa11 λa12 . . . λa1n
λa21 λa22 . . . λa2n
...

...
. . .

...
λan1 λan2 . . . λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
λa21 λa22 . . . λa2n
...

...
. . .

...
λan1 λan2 . . . λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ . . . λ︸ ︷︷ ︸

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λndetA�

TEOREMA 4.18.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . .
. . . . . .

bi1 . . . bin
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . .
. . . . . .

ci1 . . . cin
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dokaz. Ozna~imo determinantu na levoj strani sa L, a zbir determinanti na desnoj strani
sa D. Tada
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L =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . (biσ(i) + ciσ(i)) . . . anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . biσ(i) . . . anσ(n) +

+
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . ciσ(i) . . . anσ(n)

= D.�

POSLEDICA 1.

det(A+B) ̸= detA+ detB (u op{tem slu~aju)

tj. det : Mn(F )→ F nije linearna funkcionela.

POSLEDICA 2. B = vλij(A) ⇒ detA = detB, tj. ako sve elemente neke vrste (kolone)
matrice A pomno`imo skalarom i dodamo odgovaraju}im elementima neke druge vrste
(kolone) matrice A, determinanta matrice A se ne}e promeniti.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 + λaj1 ai2 + λaj2 . . . ain + λajn
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dokaz.

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 + λaj1 ai2 + λaj2 . . . ain + λajn
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

λaj1 λaj2 . . . λajn
...

...
. . .

...
aj1 aj2 . . . ajn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= detA+ λ · 0 = detA.�

TEOREMA 4.19. Za matrice A,B ∈Mn(F ) va`i det(AB) = detA · detB.
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Dokaz. Neka A = [aij ], B = [bij ] i AB = [cij ], gde je cij =
∑n

k=1 aikbkj . Tada

det(AB) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
k1=1 a1k1bk11

∑n
k1=1 a1k1bk12 . . .

∑n
k1=1 a1k1bk1n∑n

k2=1 a2k2bk21

∑n
k2=1 a2k2bk22 . . .

∑n
k2=1 a2k2bk2n

...
...

. . .
...∑n

kn=1 ankn
bkn1

∑n
kn=1 ankn

bkn2 . . .
∑n

kn=1 ankn
bknn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑n
k1=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1k1bk11 a1k1bk12 . . . a1k1bk1n∑n

k2=1 a2k2bk21

∑n
k2=1 a2k2bk22 . . .

∑n
k2=1 a2k2bk2n

...
...

. . .
...∑n

kn=1 anknbkn1

∑n
kn=1 anknbkn2 . . .

∑n
kn=1 anknbknn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑n
k1=1

∑n
k2=1 · · ·

∑n
kn=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1k1bk11 a1k1bk12 . . . a1k1bk1n

a2k2bk21 a2k2bk22 . . . a2k2bk2n

...
...

. . .
...

anknbkn1 anknbkn2 . . . anknbknn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

· · ·
n∑

kn=1

a1k1a2k2 . . . ankn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bk11 bk12 . . . bk1n

bk21 bk22 . . . bk2n

...
...

. . .
...

bkn1 bkn2 . . . bknn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• u sumi ima nn sabiraka, ali su neki od wih jednaki nuli

• ako u n-torci (k1, . . . , kn) ima jednakih elemenata, onda u∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bk11 bk12 . . . bk1n

bk21 bk22 . . . bk2n

...
...

. . .
...

bkn1 bkn2 . . . bknn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ima jednakih vrsta, pa je ova determinanta =0
• razli~iti od 0 mogu biti samo oni sabirci koji se dobijaju u slu~aju kada (k1, . . . , kn)
predstavqa permutaciju skupa {1, 2, . . . , n}

• sumirawe se, zapravo, vr{i po svim permutacijama iz skupa Sn

det(AB) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bσ(1)1 bσ(1)2 . . . bσ(1)n
bσ(2)1 bσ(2)2 . . . bσ(2)n
...

...
. . .

...
bσ(n)1 bσ(n)2 . . . bσ(n)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n) · sgn(σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

= detA · detB.�
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POSLEDICA. Ako je matrica A regularna, onda

det(A−1) =
1

detA
.

Dokaz.

A je regularna
⇒ A ·A−1 = In
⇒ detA · det(A−1) = detIn = 1 (Teorema 4.19.)
⇒ det(A−1) = 1

detA .�

4.6 Minori i kofaktori

• Vrednost determinanti drugog i tre}eg reda se lako odre|uje po definiciji.

• To nije slu~aj sa determinantama vi{eg reda, potrebno je izra~unati n! proizvoda.

• Zato izla`emo postupak kojim se izra~unavawe determinante matrice reda n svodi
na izra~unavawe n determinanati matrica reda n− 1.

DEFINICIJA 4.24. Neka je A = [aij ] ∈Mn(F ).

• Sa Mij ozna~imo matricu reda n − 1 dobijenu iz A izostavqawem i-te vrste i j-te
kolone,

• detMij }emo zvati minor elementa aij ,

• Aij = (−1)i+jdetMij kofaktor elementa aij , tj.

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1j| . . . a1n
...

. . . |
. . .

...
ai1−− −− aij|−− −− ain−−
...

. . . |
. . .

...
an1 . . . anj| . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pridru`ivawe znaka (−1)i+j minoruMij mo`emo prikazati

+ − + − . . .
− + − + . . .
+ − + − . . .
...

...
...

...
. . .



PRIMER 4.20. A =

 1 2 3
−2 4 5
0 6 7


M23 =

[
1 2
0 6

]
, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 1 2
0 6

∣∣∣∣ = −(1 · 6− 0 · 2) = −6

TEOREMA 4.20. Ako je A = [aij ] ∈Mn(F ), tada

(1) detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (i = 1, . . . , n) (razvoj determinante po i-toj
vrsti)
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(2) detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, . . . , n) (razvoj determinante po j-toj
koloni).

Dokaz. (1) Grupisawem ~lanova determinante matrice A koji sadr`e, redom, ai1, . . . , ain,
determinantu matrice A mo`emo zapisati u obliku

detA = ai1Bi1 + · · ·+ ainBin.

Stavqaju}i aij = 1 i aik = 0, k ̸= j, dobijamo Bij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1j . . . a1n
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 1 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Poka`imo Bij = Aij .

• za i = j = n va`i

Bnn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n

0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∑

σ∈Sn,σ(n)=n

sgn(σ)a1σ(1) . . . an−1σ(n−1) · 1

= detMnn = (−1)n+ndetMnn = Ann

• i i j proizvoqni

� i-tu vrstu razmenimo redom sa svim narednim vrstama,

� j-tu kolonu zamenimo sa svim narednim kolonama

� detMij se ne mewa (wene vrste i kolone ostaju u istom me|. polo`aju)

Bij = (−1)n−i(−1)n−j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n a1j
...

. . .
...

...
. . .

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n ai−1,j

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n ai+1,j

...
. . .

...
...

. . .
...

...
an1 . . . anj−1 an,j+1 . . . ann anj
0 . . . 0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+jdetMij = Aij .�

TEOREMA 4.21. Ako je A = [aij ] ∈Mn(F ) tada

(1) ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0, za i ̸= j

(2) a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj = 0, za i ̸= j.

Dokaz.

• Posmatrajmo matricuB dobijenu iz matriceA tako {to je j-ta vrsta zamewena i-tom,
pri ~emu i ̸= j.

• Matrica B ima dve iste vrste, pa je detB = 0.
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• Razvijawem detB po j-toj vrsti (Teorema 6.) dobijamo 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

ai1Aj1 + · · ·+ ainAjn. �

NAPOMENA. Objediwuju}i prethodne dve teoreme dobijamo

•
ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn =

{
detA, i = j

0, i ̸= j
,

•
a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj =

{
detA, i = j

0, i ̸= j
.

Po kojoj vrsti (koloni) razviti determinantu?

• najmawe ra~unawa iziskuje razvoj determinante po onoj vrsti ili koloni koja ima
najve}i broj nula

• najoptimalnije je razviti determinantu po vrsti ili koloni koja ima samo jedan
nenula element ( izra~unavawe determinante reda n se svodi na izra~unavawe samo
jedne determinante reda n− 1)

• takva vrsta (kolona) se uvek mo`e dobiti (primenom Posledice Teoreme 4.)

PRIMER 4.21. Dokazati da je determinanta gorwe trougaone matrice jednaka proizvodu
elemenata na glavnoj dijagonali.∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 . . . a2n
0 a33 . . . a3n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 a34 . . . a3n
0 a44 . . . a4n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = a11a22 . . . ann

4.7 Inverzna matrica

DEFINICIJA 4.25. Neka je A = [aij ] ∈ Mn(F ) i Aij = (−1)i+jdetMij kofaktor elementa

aij . Tada se matrica adjA
def
= [Aij ]

T zove adjungovana matrica matrice A.

TEOREMA 4.22. Za A ∈Mn(F ) va`i
A · adjA = adjA ·A = detA · In.
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Dokaz.

A · adjA =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann



=


∑n

k=1 a1kA1k

∑n
k=1 a1kA2k . . .

∑n
k=1 a1kAnk∑n

k=1 a2kA1k

∑n
k=1 a2kA2k . . .

∑n
k=1 a2kAnk

...
...

. . .
...∑n

k=1 ankA1k

∑n
k=1 ankA2k . . .

∑n
k=1 ankAnk



=


detA . . . 0
0 detA . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . detA

 = detA


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 = detA · In.

Sli~no se dokazuje i druga jednakost. �
POSLEDICA. Kvadratna matrica A ∈Mn(F ) je regularna akko detA ̸= 0.

U tom slu~aju va`i

A−1 =
1

detA
· adjA.

Dokaz. (→) Neka je A regularna

⇒ postoji A−1 i va`i A ·A−1 = In

⇒ detA · det(A−1) = det(A ·A−1) = detIn = 1

⇒ detA ̸= 0.

(←) Neka je detA ̸= 0. Tada, primenom osobina mno`ewa matrica skalarom i prethodne
teoreme dobijamo

A ·
(

1
detAadjA

)
= 1

detA (A · adjA) = 1
detA · detA · In = In(

1
detAadjA

)
·A = 1

detA (adjA ·A) = In
,

⇒ A je regularna, A−1 =
1

detA
adjA.�

PRIMER 4.22. A =

 2 3 −9
1 0 0
0 −2 7

 ⇒ detA =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −9
1 0 0
0 −2 7

∣∣∣∣∣∣ = −1 ·
∣∣∣∣ 3 −9
−2 7

∣∣∣∣ = −3 ̸=
0 ⇒ A je regularna.

adjA=[Aij ]
T=



∣∣∣∣ 0 0
−2 7

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 1 0
0 7

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1 0
0 −2

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ 3 −9
−2 7

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 −9
0 7

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 3
0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 −9
0 0

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 2 −9
1 0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2 3
1 0

∣∣∣∣



T

=

 0 −3 0
−7 14 −9
−2 4 −3



⇒ A−1 =
1

detA
adjA = −1

3

 0 −3 0
−7 14 −9
−2 4 −3

 =

 0 1 0
7
3 −14

3 3
2
3 − 4

3 1

 .
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4.8 Rang matrice

Neka je:

• A = [aij ] ∈Mm×n(F ),

• vAi = [ai1 ai2 . . . ain] - i-ta vrsta matrice A (i = 1, 2, . . . ,m)

• V (A) = L{vA1 , vA2 , . . . , vAm} - vektorski prostor vrsta matrice A

• kAj =


a1j
a2j
...
amj

 = [a1j a2j . . . amj ]
T
- j-ta kolona matrice A (j = 1, . . . , n)

• K(A) = L{kA1 , . . . , kAn } - vektorski prostor kolona matrice A.

O~igledno va`i

V (A) ≼M1×n(F ) ∼= Fn, K(A) ≼Mm×1(F ) ∼= Fm.

TEOREMA 4.23. Ako A ∼v B, tada V (A) = V (B)

(tj. v-ekvivalentne matrice imaju isti prostor vrsta).

Dokaz.

A ∼v B ⇒ svaka vrsta matrice B je dobijena iz vrsta matrice A
primenom v − operacija

⇒ svaka vrsta matrice B je linearna kombinacija vrsta matrice A
⇒ (∀i ∈ {1, . . . ,m}) vBi ∈ L{vA1 , vA2 , . . . , vAm}
⇒ (∀i ∈ {1, . . . ,m}) vBi ∈ V (A)
⇒ L{vB1 , vB2 , . . . , vBm} ⊆ V (A)
⇒ V (B) ⊆ V (A)

V (A) ⊆ V (B) (zbog simetri~nosti relacije ∼v)

⇒ V (A) = V (B).

Kako odrediti jednu bazu i dimenziju prostora V (A), za A ∈Mm×n(F )?

A ̸= 0 ⇒ A ∼v B, gde je B v − stepenasta matrica
⇒ V (A) = V (B), V (B) generi{u nenula vrste matrice B

(jer su linearno nezavisne)
⇒ dimV (A) = dimV (B) = broj nenula vrsta matrice B.�

PRIMER 4.23. Odrediti jednu bazu i dimenziju prostora
U = L{(1, 2, 3,−4, 5), (−2, 0, 3, 1, 4), (−1, 2, 6,−3,−1), (0, 4, 9,−7,−6)} ⊆ R5.

dimU = dim(V (A)), gde je A =


1 2 3 −4 −5
−2 0 3 1 4
−1 2 6 −3 −1
0 4 9 −7 −6

 .

Matricu A elementarnim v-operacijama svodimo na v-stepenastu matricu ~ije nenula
vrste ~ine bazu prostora V (A):
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A
v2
21,v

1
31∼ v


1 2 3 −4 −5
0 4 9 −7 −6
0 4 9 −7 −6
0 4 9 −7 −6

 v−1
32 ,v−1

42∼ v


1 2 3 −4 −5
0 4 9 −7 −6
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


⇒ V (A) = L

{
[1 2 3 − 4 − 5], [0 4 9 − 7 − 6]

}
⇒ U = L

{
(1, 2, 3,−4,−5), (0, 4, 9,−7,−6)

}
, dimU = 2.

TEOREMA 4.24. Za svako A ∈Mm×n(F ) va`i

dimV (A) = dimK(A).

Dokaz. Tvr|ewe je o~igledno ta~no za A = 0.

Neka je: A ̸= 0, dimV (A) = r ≤ m, {B1, . . . , Br} jedna baza prostora V (A), gde
Bi = [bi1 bi2 . . . bin] (i = 1, . . . , r)

Tada je svaka vrsta matrice A linearna kombinacija B1, . . . , Br, tj.

vA1 = c11B1 + c12B2 + · · ·+ c1rBr

· · ·
vAm = cm1B1 + cm2B2 + · · ·+ cmrBr

, cij ∈ F, tj.

[a11 . . . a1n] = c11[b11 . . . b1n] + c12[b21 . . . b2n] + · · ·+ c1r[br1 . . . brn]
. . .

[am1 . . . amn] = cm1[b11 . . . b1n] + cm2[b21 . . . b2n] + · · ·+ cmr[br1 . . . brn]

⇒
a1j = c11b1j + c12b2j + · · ·+ c1rbrj

. . .
amj = cm1b1j + cm2b2j + · · ·+ cmrbrj ,

za svako j ∈ {1, . . . , n}

⇒
a1j = c11b1j + c12b2j + · · ·+ c1rbrj

. . .
amj = cm1b1j + cm2b2j + · · ·+ cmrbrj ,

za svako j ∈ {1, . . . , n}

⇒ kAj =

 a1j
...
amj

 = b1j

 c11
...
cm1


︸ ︷︷ ︸

=C1

+b2j

 c12
...
cm2


︸ ︷︷ ︸

=C2

+ · · ·+ brj

 c1r
...
cmr


︸ ︷︷ ︸

=Cr

(j = 1, . . . , n)

⇒ (∀j ∈ {1, . . . , n}) kAj ∈ L{C1, . . . , Cr}
⇒ L{kA1 , . . . , kAn } ⊆ L{C1, . . . , Cr}
⇒ K(A) ⊆ L{C1, . . . , Cr}
⇒ dimK(A) ≤ r
⇒ dimK(A) ≤ dimV (A)

Sli~no, posmatrawem AT , dobijamo i dimV (A) ≤ dimK(A). �

DEFINICIJA 4.26. (1) rang0=0 (rang nula matrice jednak je nula).

(2) Ako je A ̸= 0 onda je rang(A)
def
= dimV (A) = dimK(A).

Iz definicije sledi da

rang : Mm×n(F )→ {0, 1, . . . ,min{m,n}}.
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TEOREMA 4.25. Za A,B ∈Mm×n(F ) va`i
A ∼ B akko rangA = rangB.

Dokaz.

(→)

A ∼ B ⇒ matrica B se dobija iz A elementarnim v i/ili k operacijama
⇒ matrica B se dobija iz A mno`ewem nekim elementarnim v-matricama

sa leve i/ili nekim elementarnim k-matricama sa desne strane
⇒ B = Pr . . . P1︸ ︷︷ ︸

=P

AQ1 . . . Qs︸ ︷︷ ︸
=Q

, gde su sve Pi elementarne v-matrice,

a sve Qj su elementarne k-matrice
⇒ B = PAQ gde su P i Q regularne matrice.

B ∼v AQ ⇒ rangB = rang(AQ), na osnovu Teoreme 1.

A ∼k AQ ⇒ rang(AQ) = rangA.

⇒ rangA = rangB.

(←) Neka je A ∼
[

Ir 0
0 0

]
, B ∼

[
Is 0
0 0

]
(normalna forma matrica A i B).

⇒ rangA = rangIr = r, rangB = s.

rangA = rangB ⇒ r = s ⇒ Ir = Is ⇒ A ∼ B. �

PRIMER 4.24. Odrediti rang matrice A =

 1 2 −1 a
2 5 a −1
1 1 −6 10

 u zavisnosti od parametra

a ∈ R.

A
v−2
21 ,v−1

31∼ v

 1 2 −1 a
0 1 a+ 2 −1− 2a
0 −1 −5 10− a

 v1
32∼ v

 1 2 −1 a
0 1 a+ 2 −1− 2a
0 0 a− 3 9− 3a

 ,

pa je

(1) rangA = 2, za a = 3
(2) rangA = 3, za a ̸= 3

.

TEOREMA 4.26. Za A ∈Mn(F ) va`i
rangA = n akko A ∼v In.

Dokaz.

(→) rangA = n ⇒ A ̸= 0
⇒ A ∼v B, B je redukovana v-stepenasta
⇒ rangB = rangA = n (po Teoremi 1.)
⇒ B nema nula vrstu
⇒ B = In

(←) A ∼v In ⇒ V (A) = V (In) (Teorema 1.)⇒ rangA = rangIn = n. �
POSLEDICA.

(1) A ∈Mn(F ) je regularna akko rangA = n.

(2) A ∈Mn(F ) je singularna akko rangA < n.

Dokaz. (1) A je regularna akko A ∼v In akko rangA = n.

(2) A je singularna akko A ∼v B, B ima nula vrstu akko rangA = rangB < n. �



Glava 5

Sistemi linearnih jedna~ina

5.1 Sistemi linearnih jedna~ina, osnovni pojmovi

Neka je F poqe im,n prirodni brojevi.

DEFINICIJA 5.1. Konjunkcija jedna~ina

(S)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

, aij , bi ∈ F (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)

se naziva sistem od m linearnih jedna~ina sa n nepoznatih nad poqem F . Skalari aij se
zovu koeficijenti, bi slobodni ~lanovi sistema (S), a x1, . . . , xn su nepoznate.

• Sistem (S) je:

� kvadratni akom = n (broj jedna~ina jednak broju nepoznatih)

� pravougaoni ako jem ̸= n.

• Sistem (S) je:

� homogen ako (b1, . . . , bm) = (0, . . . , 0) (svi slobodni ~lanovi su =0),

� nehomogen ako (b1, . . . , bm) ̸= (0, . . . , 0) (bar jedan slobodni ~lan je ̸= 0).

DEFINICIJA 5.2. • Ure|ena n-torka (ξ1, . . . , ξn) ∈ Fn je re{ewe sistema (S) ako
(∀i = 1, . . . ,m) ai1ξ1 + ai2ξ2 + · · ·+ ainξn = bi.

• Re{iti sistem (S) zna~i odrediti skupRS ⊆ Fn svih wegovih re{ewa.

• Sistem (S) je:

� nesaglasan (protivre~an, nemogu}) ako jeRS = ∅,
� saglasan (neprotivre~an, konzistentan) ako jeRS ̸= ∅
∗ cardRS = 1- sistem je odre|en (ima jedinstveno re{ewe)

∗ cardRS > 1 - sistem je neodre|en.

84
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• Homogen sistem

(H)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

je uvek saglasan, jer ima bar jedno re{ewe (0, . . . , 0) (n-torka nula).

� re{ewe (0, . . . , 0) se zove trivijalno re{ewe homogenog sistema

� ostala re{ewa, ako postoje, nazivaju se netrivijalna.

PRIMER 5.1. Posmatrajmo sistem ax = b od jedne jedna~ine, sa jednom nepoznatom, nad
proizvoqnim poqem F .

• a = 0, b ̸= 0 ⇒ RS = ∅ - sistem nije saglasan

• a = 0, b = 0 ⇒ RS = F - sistem je neodre|en, svaki element poqa je re{ewe

• a ̸= 0 ⇒ RS = {a−1b} - sistem ima jedinstveno re{ewe

TEOREMA 5.1. Ako su ξ = (ξ1, . . . , ξn) i η = (η1, . . . , ηn) dva razli~ita re{ewa sistema (S)
i λ ∈ F, λ ̸= 0, λ ̸= 1, tada je i λξ+(1−λ)η = (λξ1+(1−λ)η1, . . . , λξn+(1−λ)ηn) re{ewe
sistema (S) razli~ito od prethodnih.

Dokaz.

(∀i = 1, . . .m) ai1(λξ1 + (1− λ)η1) + · · ·+ ain(λξn + (1− λ)ηn) =
= λ(ai1ξ1 + · · ·+ ainξn) + (1− λ)(ai1η1 + · · ·+ ainηn) =
= λbi + (1− λ)bi = bi

⇒ λξ + (1− λ)η je re{ewe sistema (S).

Kako je λ ̸= 0 i λ ̸= 1 ovo re{ewe je razli~ito od ξ i η.

U suprotnom,

λξ + (1− λ)η = ξ ⇒ (λ− 1)ξ − (λ− 1)η = 0
⇒ (λ− 1)︸ ︷︷ ︸

̸=0

(ξ − η)︸ ︷︷ ︸
̸=0

= 0, kontradikcija. �

Ako sistem linearnih jedna~ina nad beskona~nim poqem ima dva razli~ita re{ewa,
onda ih ima i beskona~no mnogo.

TEOREMA 5.2. Ako je ξ = (ξ1, . . . , ξn) re{ewe saglasnog sistema (S) i (H) odgovaraju}i
homogen sistem, tj.

(H)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

, tada je RS = RH + ξ.

Dokaz.
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• Doka`imo najpreRS ⊆ RH + ξ.

Neka je η = (η1, . . . , ηn) ∈ RS . Tada, za η − ξ = (η1 − ξ1, . . . , ηn − ξn) i svako
i = 1, . . . ,m va`i

ai1(η1−ξ1)+ · · ·+ain(ηn−ξn)= (ai1η1+ · · ·+ainηn)−(ai1ξ1+ · · ·+ainξn)= bi−bi = 0

tj. η − ξ ∈ RH , pa η = (η − ξ)︸ ︷︷ ︸
∈RH

+ξ ∈ RH + ξ.

• Doka`imo sadaRS ⊇ RH + ξ.

Za η ∈ RH lako se proverava da je η + ξ re{ewe sistema (S), tj. η + ξ ∈ RS . �

5.2 Elementarne transformacije sistema jedna~ina. Gausov

postupak re{avawa

DEFINICIJA 5.3. Sistemi linearnih jedna~ina (S) i (S′) nad istim poqem i sa istim
brojem nepoznatih, su ekvivalentni (oznaka (S)∼(S′)) ako imaju isti skup re{ewa, tj. RS =
RS′ .

O~igledno, relacija ∼ (ekvivalentnosti dva sistema jedna~ina) je relacija ekvivalen-
cije.

DEFINICIJA 5.4. Pod elementarnim operacijama sistema linearnih jedna~ina podrazu-
mevamo:

• Jij - razmena i−te i j-te jedna~ine,

• Jλ
i , λ ̸= 0 - mno`ewe i-te jedna~ine skalarom λ ̸= 0,

• Jλ
ij -dodavawe i-toj jedna~ini j-te jedna~ine koja je pomno`ena skalarom λ,

• izostavqawe jedna~ine oblika 0x1 + · · ·+ 0xn = 0.

Elementarne operacije su invertibilne:

J−1
ij = Jij , (Jλ

i )
−1 = J

1
λ
i , λ ̸= 0, (Jλ

ij)
−1 = J−λ

ij .

LEMA 5.1. Sistem (S′) dobijen od sistema (S) primenom kona~nog niza elementarnih op-
eracija je ekvivalentan sistemu (S).

Dokaz. Dovoqno je dokazati za slu~aj kada je (S′) dobijen iz (S) primenom jedne elementarne
operacije.

• Ako je (S′) dobijen primenom Jij ili Jλ
i tvr|ewe je o~igledno.

• Neka je (S′) dobijen iz (S) primenom Jλ
ij . Tada, sistemi (S) i (S′) se razlikuju samo u

i-toj jedna~ini, koja u sistemu (S′) glasi

(ai1 + λaj1)x1 + (ai2 + λaj2)x2 + · · ·+ (ain + λajn)xn = bi + λbj .

(1) Neka je (S) saglasan i ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ RS . Tada

(ai1 + λaj1)ξ1 + · · ·+ (ain + λajn)ξn =
(ai1ξ1 + · · ·+ ainξn) + λ(aj1ξ1 + · · ·+ ajnξn) = bi + λbj
⇒ (ξ1, . . . , ξn) ∈ RS′

⇒ RS ⊆ RS′ .
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(2) Ako je (S′) saglasan onda je i (S) saglasan i va`iRS′ ⊆ RS

(sledi iz (1) imaju}i u vidu da sistem (S) dobijamo iz (S′) primenom inverzne
elementarne operacije J−λ

ij ).

(3) Ako jedan od sistema (S) ili (S′) nije saglasan, kontrapozicijom ve} dokazanog
zakqu~ujemo da i drugi sistem nije saglasan. �

DEFINICIJA 5.5. Sistem linearnih jedna~ina oblika

(ST )

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
akkxk + · · ·+ aknxn = bk

0 = bk+1

...
0 = bm,

a11a22 . . . akk ̸= 0,

se zove stepenast sistem. Nepoznate x1, x2, . . . , xk se zovu glavne nepoznate, a ostale, ako
postoje, su slobodne nepoznate.

Re{avawe stepenastog sistema linearnih jedna~ina:

• Ako je (bk+1, . . . , bm) ̸= (0, . . . , 0) onda sistem nije saglasan, tj. RS = ∅.

• Ako je (bk+1, . . . , bm) = (0, . . . , 0) onda je sistem saglasan i razlikujemo dva slu~aja:

• ako je k = n sistem ima jedinstveno re{ewe (sve nepoznate su glavne)

re{avamo sistem od posledwe prema prvoj jedna~ini:

� xn = bn/ann.

� Zamenimo dobijeno xn u pretposledwoj jedna~ini i iz we odredimo jedinstveno
xn−1.

� Nastavqaju}i postupak odredimo i preostale nepoznate.

• Ako je k < n tada postoje slobodne nepoznate {xk+1, . . . , xn} koje "prebacimo" na
desnu stranu tako da dobijamo:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk = b1 − a1k+1xk+1 − · · · − a1nxn

a22x2 + . . . a2kxk = b2 − a2k+1xk+1 − · · · − a2nxn

...
akkxk = bk − akk+1xk+1 − · · · − aknxn

zatim sistem re{imo po glavnim nepoznatim x1, . . . , xk. Dakle, sistem ima beskona-
~no mnogo re{ewa, tj. neodre|en je.

TEOREMA 5.3. (Gaus) Svaki sistem linearnih jedna~ina ekvivalentan je nekom stepenastom
sistemu.

Dokaz. Ne umawuju}i op{tost mo`emo pretpostaviti da je a11 ̸= 0 (ako nije, kako je bar
jedan koeficijent uz x1 razli~itit od nule, recimo ai1 ̸= 0, zamenom prve i i-te vrste
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posti`emo da je koeficijent uz x1 u prvoj jedna~ini razli~it od nule). Primewuju}i

J
− a21

a11
21 , . . . , J

− am1
a11

m1 dobijamo slede}i sistem ekvivalentan sistemu (S):

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a′22x2 + · · ·+ a′2nxn = b′2

...
a′m2x2 + · · ·+ a′mnxn = b′m

, gde
a′ij = aij − a1j

ai1

a11

b′i = bi − b1
ai1

a11

.

Sada, zanemaruju}i prvu jedna~inu, ponovimo postupak na sistem koji ~ine preostale
jedna~ine. Nastavqaju}i postupak dobijamo stepenast sistem. �

PRIMER 5.2.

(S)
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 6

3x1 + 2x2 − 5x3 = λ

J−2
21 ,J−3

31⇐⇒
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
−2x2 − 7x3 − 6x4 = −4
−4x2 − 14x3 − 12x4 = λ− 15

J−1
2 ,J−2

32⇐⇒
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5

2x2 + 7x3 + 6x4 = 4
0 = λ− 7

• λ ̸= 7⇒RS = ∅

• λ = 7:

(S)⇔ x1 + 2x2 = −3x3 − 4x4 + 5
2x2 = −7x3 − 6x4 + 4

⇔ x1 = 1 + 4x3 + 2x4

x2 = 2− 7
2x3 − 3x4

RS = {(1 + 4α+ 2β, 2− 7

2
α− 3β, α, β)|α, β ∈ R}.

POSLEDICA. Svaki homogen sistem u kome je broj jedna~ina mawi od broja nepoznatih
(m < n) ima i netrivijalna re{ewa.

Dokaz. Svo|ewem homogenog sistema u kome jem < n na stepenast oblik dobija se da su sve
kontrolne jedna~ine oblika 0 = 0 i k < n, pa je sistem neodre|en, tj. ima i netrivijalnih
re{ewa. �

PRIMER 5.3.

(H)
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 0

3x1 + 2x2 − 5x3 + λx4 = 0
⇔

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
2x2 + 7x3 + 6x4 = 0

−4x2 − 14x3 + (λ+ 2)x4 = 0

⇔
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

2x2 + 7x3 + 6x4 = 0
λx4 = 0

(1) Za λ ̸= 0: (H)⇔
x1 + 2x24 = −3x3

2x2 = −7x3

x4 = 0
⇔

x1 = 4x3

x2 = −7
2 x3

x4 = 0
,

RH = {(4α,−7

2
α, α, 0)|α ∈ R}.

(2) Za λ = 0: (H)⇔ x1 + 2x2 = −3x3 − 4x4

2x2 = −7x3 − 6x4
⇔ x1 = 4x3 + 2x4

x2 = −7
2x3 − 3x4

RH = {(4α+ 2β,−7

2
α− 3β, α, β)|α, β ∈ R}.
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5.3 Kroneker-Kapelijeva teorema

Sistem linearnih jedna~ina

(S)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

je ekvivalentan matri~noj jedna~ini

A ·X = B,

gde je

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

, X =


x1

x2

...
xn

, B =


b1
b2
...
bm

, pa se re{avawe sistema

(S) svodi na re{avawe matri~ne jedna~ine AX = B.

Ako je m = n i A regularna matrica, onda postoji A−1, pa je A−1 · \AX = B ⇔
A−1AX = A−1B ⇔ InX = A−1B ⇔ X = A−1B,

tj. matrica A−1B je jedinstveno re{ewe matri~ne jedna~ine AX = B.

PRIMER 5.4. Sistem jedna~ina

x1 + 2x2 − 3x3 = 8
x1 + 2x3 = −1
−2x2 + x3 = −5

je ekvivalentan matri~noj jedna~ini AX = B, gde je

A =

 1 2 −3
1 0 2
0 −2 1

 , X =

 x1

x2

x3

 , B =

 8
−1
−5


detA = 8 ̸= 0 ⇒ A je regularna ⇒ A−1 = 1

8

 4 4 4
−1 1 −5
−2 2 −2

 ⇒ X = A−1B =

1
8

 4 4 4
−1 1 −5
−2 2 −2

 8
−1
−5

 = 1
8

 8
16
−8

 =

 1
2
−1


⇒ RS = {(1, 2,−1)}.

Sistem (S) je potpuno odre|en matricama A i B, tj. matricom

[A|B] =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm


koju nazivamo pro{irena matrica sistema.

Tada, Gausov metod eliminacije nepoznatih matri~no opisujemo svode}i pro{irenu
matricu [A|B] sistema (S) na v-ekvivalentnu matricu stepenastu po vrstama.

Ako pak matricu [A|B] svedemo na redukovanu v-stepenastu matricu, dobijamo matri~ni
opis jedne modifikacije Gauss-ove metode, tzv. Gauss-Jordan-ove metode redukcije. Na ovaj
na~in se dobija v-stepenast sistem koji je ve} re{en, naravno ukoliko je saglasan.
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PRIMER 5.5. Re{iti nad poqem R sistem jedna~ina

(S)
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 6

3x1 + 2x2 − 5x3 = λ
, λ ∈ R.

[A|B] =

 1 2 3 4 5
2 2 −1 2 6
3 2 −5 0 λ

 v−2
21 ,v−3

31∼ v

 1 2 3 4 5
0 −2 −7 −6 −4
0 −4 −14 −12 λ− 15


v−2
32 ,v−1

2∼ v

 1 2 3 4 5
0 2 7 6 4
0 0 0 0 λ− 7

 ,

pa je sistem (S) ekvivalentan stepenastom sistemu

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
2x2 + 7x3 + 6x4 = 4

0 = λ− 7
.

Matricu [A|B] mo`emo svesti i na ekvivalentnu redukovanu v-stepenastu matricu:

[A|B]
v−1
12 ,v

1
2
2∼ v

 1 0 −4 −2 1
0 1 7

2 3 2
0 0 0 0 λ− 7

− redukovana v-stepenasta matrica

Ovo je pro{irena matrica sistema

x1 −4x3 −2x4 = 1
x2 + 7

2x3 +3x4 = 2
0 = λ− 7

.

Sistem je saglasan za λ = 7 i re{ewe je

x1 = 1 + 4x3 + 2x4

x2 = 2− 7
2x3 − 3x4

x3, x4 ∈ R (slobodne nepoznate)

tj.

RS = {(1 + 4α+ 2β, 2− 7

2
α− 3β, α, β)|α, β ∈ R}

Neka je

(S)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

kA1 =


a11
a21
...
am1

 , kA2 =


a12
a22
...
am2

 , . . . , kAn =


a1n
a2n
...
amn

 kolone matrice sistema A = [aij ], tada

(S) ⇔ x1k
A
1 + · · ·+ xnk

A
n = B,

tj. (S) je saglasan akko B je linearna kombinacija kolona matrice A.
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TEOREMA 5.4. Teorema (Cronecker-Capelli) Sistem jedna~ina A ·X = B je saglasan akko je
rangA = rang[A|B].

Dokaz.

(S) je saglasan ⇔ RS ̸= ∅
⇔ (∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ Fn) ξ1 · kA1 + · · ·+ ξn · kAn = B
⇔ L{kA1 , . . . , kAn } = L{kA1 , . . . , kAn , B}
⇔ dimL{kA1 , . . . , kAn } = dimL{kA1 , . . . , kAn , B}

((←) sledi iz L{kA1 , . . . , kAn } ≼ L{kA1 , . . . , kAn , B})
⇔ rangA = rang[A|B]�

Neka je

(H)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

, A = [aij ]m×n.

TEOREMA 5.5. Homogen sistem jedna~ina (H) san nepoznatih ima netrivijalna re{ewa akko
rangA < n.

Dokaz.

(H) ima netrivijalna re{ewa
⇔ (∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ Fn) (ξ1 · kA1 + · · ·+ ξn · kAn = 0 ∧ (ξ1, . . . , ξn) ̸= (0, . . . , 0))
⇔ {kA1 , . . . , kAn } je linearno zavisan skup vektora
⇔ dimL{kA1 , . . . , kAn } < n
⇔ rangA < n�

TEOREMA 5.6. Skup re{ewa homogenog sistema linearnih jedna~inaRH je potprostor vek-
torskog prostora Fn i dimRH = n− rangA, gde je A matrica sistema (H).

Dokaz.

• Doka`imo najpre da jeRH ≼ Fn.

� RH ̸= ∅ (jer (H) ima trivijalno re{ewe (0,. . . ,0))

�

(ξ1, . . . , ξn), (η1, . . . , ηn) ∈ RH , λ, µ ∈ F
⇒ λ(ξ1, . . . , ξn) + µ(η1, . . . , ηn) = (λξ1 + µη1, . . . , λξn + µηn)
⇒ (∀i = 1, n) ai1(λξ1 + µη1) + · · ·+ ain(λξn + µηn) =

= λ (ai1ξ1 + · · ·+ ainξn)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ (ai1η1 + · · ·+ ainηn)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

⇒ λ(ξ1, . . . , ξn) + µ(η1, . . . , ηn) ∈ RH

• Doka`imo da je dimRH = n− rangA, gde je A matrica sistema (H).

Neka je fA : Mn×1(F )→Mm×1(F ), fA(X)
def
= A ·X , za X ∈Mn×1(F ).



GLAVA 5. SISTEMI LINEARNIH JEDNA^INA 92

Tada

kerfA =
{
X ∈Mn×1(F )

∣∣fA(X) = 0
}
=

{
X ∈Mn×1(F )

∣∣AX = 0
} ∼= RH

ImfA = L

fA


 1

...
0


 , . . . , fA


 0

...
1



 = L{kA1 , . . . , kAn }

n = dimMn×1(F ) = dim(kerfA) + dim(ImfA) = dimRH + rangA

⇒ dimRH = n− rangA�

POSLEDICA.

(1) Akom < n onda homogeni sistem (H) ima netrivijalna re{ewa.

(2) Kvadratni homogen sistem (H) ima netrivijalna re{ewa akko detA = 0.

Dokaz.

(1) m < n ⇒ rangA ≤ min{m,n} < n ⇒ dimRH = n − rangA > 0, pa sistem ima
netrivijalna re{ewa.

(2) Ako jem = n onda sistem ima netrivijalna re{ewa akko dimRH > 0 akko rangA < n
akko detA = 0. �

5.4 Kramerove formule

Neka je dat kvadratni sistem linearnih jedna~ina

(KS)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

.

Neka je A = [aij ] ∈ Mn(F ) matrica sistema, D = detA wena determinanta i za
svako i ∈ {1, . . . , n} neka je Dxi determinanta dobijena iz D zamenom i−te kolone kolonom
slobodnih ~lanova, tj.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

Dx1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n
b2 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , . . . , Dxn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . b1
a21 a22 . . . b2
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
TEOREMA 5.7. Teorema (Cramer) Kvadratni sistem linearnih jedna~ina (KS) ima jedin-
stveno re{ewe akkoD ̸= 0 i tada va`i

(x1, . . . , xn) = (Dx1/D, . . . ,Dxn/D).
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Dokaz. Svakako va`i
(KS) ⇔ AX = B,

gde je B = [bi] ∈ Mn×1(F ) matrica slobodnih ~lanova, a X = [xi] ∈ Mn×1(F ) matrica
nepoznatih.

(→) Neka je ξ = (ξ1, . . . , ξn) re{ewe (jedinstveno) sistema (KS). Tada je sistem (KS)
saglasan i va`i

RKS = RH + ξ ⇒RH = {(0, . . . 0)} ⇒ dimRH = 0⇒ rangA = n⇒ D ̸= 0.

(←) Neka je D ̸= 0. Tada postoji A−1 i va`i

X = A−1 ·B = 1
DadjA ·B = 1

D


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 . . . Ann


T

·


b1
b2
...
bn



= 1
D


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ·


b1
b2
...
bn


= 1

D

 b1A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1

...
b1A1n + b2A2n + · · ·+ bnAnn

 = 1
D

 Dx1

...
Dxn

 =


Dx1

D
...

Dxn

D


⇒ x1 =

Dx1

D , x2 =
Dx2

D , . . . , xn =
Dxn

D . �

Za nehomogen sistem (KS):

• D ̸= 0⇒RKS = {(Dx1/D, . . . ,Dxn/D)} (jedinstveno re{ewe);

• D = 0, (∃i ∈ {1, . . . , n}) Dxi ̸= 0⇒ RKS = ∅ (sistem nije saglasan);

(Ako (ξ1, . . . , ξn) ∈ RKS , D = 0 onda, primenom osobina determinanti dobijamo

Dxi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . .

∑n
j=1 a1jξj . . . a1n

a21 . . .
∑n

j=1 a2jξj . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . .
∑n

j=1 anjξj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∑n

j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1jξj . . . a1n
a21 . . . a2jξj . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anjξj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∑n

j=1 ξj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ξ1 · 0 + ξ2 · 0 + · · ·+ ξi ·D + . . . ξn · 0 = ξi · 0 = 0
(za j ̸= i determinanta u gorwoj sumi ima dve jednake kolone, pa je =0,
samo za j = i dobija se upravoD).

Dakle,Dxi
= 0, za svako i = 1, . . . , n, suprotno pretpostavci.

• D = Dx1 = · · · = Dxn = 0 ⇒ sistem ili nema re{ewa ili ima beskona~no mnogo
re{ewa (Kramerova teorema ne daje odgovor).
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Za homogen kvadratni sistem

(KH)

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

va`i Dx1 = · · · = Dxn = 0, pa je:

• D ̸= 0⇒RKS = {(0, . . . , 0)} (samo trivijalno re{ewe),

• D = 0⇒ sistem (KH) ima i netrivijalna re{ewa.

NAPOMENA. Zbog glomaznog ra~una, Kramerova teorema ima ve}i teorijski, nego prakti~ni
zna~aj. U praksi se obi~no, za n ≥ 4, primewuju druge metode.

PRIMER 5.6. Re{iti nad poqem R sistem jedna~ina

ax+ y + z = 1
x+ ay + z = 1
x+ y + az = 1

, a ∈ R.

D =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)2(a+ 2), Dx =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)2,

Dy =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 1 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)2, Dz =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 a 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)2

• a ̸= 1, a ̸= −2⇒ D ̸= 0⇒ sistem ima jedinstveno re{ewe

RS =
{
(Dx

D ,
Dy

D , Dz

D )
}
=

{
( 1
a+2 ,

1
a+2 ,

1
a+2 )

}
• a = 1⇒ D = Dx = Dy = Dz = 0⇒ x+ y + z = 1

⇒ RS = {(1− y − z, y, z)|y, z ∈ R} - beskona~no mnogo re{ewa

• a = −2⇒ D = 0, Dx = 9⇒ RS = ∅ - sistem nije saglasan

PRIMER 5.7. Re{iti nad poqem R sistem jedna~ina

ax+ y + z = 1
x+ ay + z = 0
x+ y + az = 2

, a ∈ R.

D = (a− 1)2(a+ 2), Dx = (a− 1)2, Dy = 3(1− a), Dz = (2a+ 1)(a− 1)

• a ̸= 1, a ̸= −2 : D ̸= 0 ⇒ sistem ima jedinstveno re{ewe RS =
{
(Dx

D ,
Dy

D , Dz

D )
}
={

( 1
a+2 ,

3
(a+2)(1−a) ,

2a+1
(a+2)(a−1) )

}
• a = −2 : D = 0, Dx = 9 ̸= 0⇒ sistem nije saglasan

• a = 1 : D = Dx = Dy = Dz = 0, ali ipak sistem nije saglasan!


