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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ija matri
eNeka je (F,+, ·, 0, 1) poqe, n,m ∈ N.Defini
ijaMatri
a tipam× n nad poqem F je svako preslikavawe
A : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → F.Ako je A(i, j) = aij ∈ F , matri
u A zapisujemo u obliku

A =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn








ili kra}e, A = [aij ]m×n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ijaSkalari aij se zovu elementi matri
e,
vi = [ai1 ai2 . . . ain] je i-ta vrsta (i ∈ {1, . . . ,m}),
kj =








a1j
a2j...
amj







je j−ta kolona (j ∈ {1, . . . , n}) matri
e A.Prvi indeks ozna~ava broj vrste, a drugi indeks broj kolone u kojojse element nalazi. Matri
a tipam× n ima m vrsta i n kolona.

Mm×n(F ) - skup svih matri
a tipam× n nad poqem F . Ako je
m = n (broj vrsta jednak broju kolona) ka`emo da je A kvadratnamatri
a reda n. Mn(F ) - skup svih kvadratnih matri
a reda n nadpoqem F .Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimerMatri
e A =





1 2
3 4
5 6



 , B =





1
3
4



 C = [1 3 − 2 5] sutipa, redom, 3× 2 (3 vrste, 2 kolone), 3× 1 (matri
a kolona) i
1× 4 (matri
a vrsta)
a12 = 2, a21 = 3, a32 = 6, b11 = 1, b31 = 4, c12 = 3, c13 = −2,
D =





1 2 0
3 4 −1
5 6 7



 kvadratna matri
a reda 3.Defini
ijaNeka su A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(F ). Tada
A = B

def
⇔ (∀i ∈ {1, . . . ,m})(∀j ∈ {1, . . . , n}) aij = bij.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
[
x y
z u

]

=

[
1 2
3 4

]

⇔







x = 1
y = 2
z = 3
u = 4.Na skupuMm×n(F ) defini{emo binarnu opera
iju sabirawematri
a na slede}i na~in:
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ijaAko su A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(F ), tada
A+B

def
= [aij + bij]m×n, tj.








a11 . . . a1n
a21 . . . a2n... . . . ...
am1 . . . amn







+








b11 . . . b1n
b21 . . . b2n... . . . ...
bm1 . . . bmn








=








a11 + b11 . . . a1n + b1n
a21 + b21 . . . a2n + b2n... . . . ...
am1 + bm1 . . . amn + bmn







.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer




1 2
3 4
5 6



+





0 −2
1 5
3 −3



 =





1 0
4 9
8 3



 .Defini
ija
◮ Matri
a 0 def

= [0]m×n (tj. svi elementi su jednaki 0) se zovenula matri
a.
◮ Matri
a −A def

= [−aij ]m×n se zove suprotna matri
a matri
e
A = [aij ]m×n.Teorema

(Mm×n(F ),+) je Abelova grupa.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDokaz. Lako se proveravaju aksiome Abelove grupe:(0) A,B ∈Mm×n(F )⇒ A+B ∈Mm×n(F );(1) (A+B) + C = A+ (B + C), A,B,C ∈Mm×n(F );(2) A+B = B +A
A+B = [aij ]m×n + [bij]m×n = [aij + bij ]m×n =
[bij + aij ]m×n = [bij ]m×n + [aij ]m×n = B +A;(3) A+ 0 = A (nula matri
a je neutralni za sabirawe matri
a);(4) A+ (−A) = 0. �Defini{emo i mno`ewe matri
e skalarom.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ijaNeka A = [aij ] ∈Mm×n(F ) i λ ∈ F . Tada
λ ·A

def
= [λaij ]m×n, tj.

λ








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn







=








λa11 λa12 . . . λa1n
λa21 λa22 . . . λa2n... ... . . . ...
λam1 λam2 . . . λamn







.Primer

3 ·

[
1 2 3
4 5 6

]

=

[
3 6 9
12 15 18

]
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaAko A,B ∈Mm×n(F ) i λ, µ ∈ F onda(1) λ(A+B) = λ ·A+ λ ·B;(2) (λ+ µ) ·A = λ ·A+ µ ·A;(3) λ · (µ ·A) = (λµ) ·A;(4) 1 ·A = A.Dokaz. (1)
λ(A+B) = λ([aij ] + [bij])

= λ[aij + bij ] (po def. sabirawa matri
a)
= [λ(aij + bij)] (po def. mno`ewa skalarom)
= [λaij + λbij ] (distributivnost + i · u poqu)
= [λaij ] + [λbij ] (po def. sabirawa matri
a)
= λ[aij ] + λ[bij ] (po def. mno`ewa skalarom)
= λA+ λB.Sli~no se proveravaju ostale osobine. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePosledi
a. (Mm×n(F ),+, ·, F ) je vektorski prostor dimenzije
mn.Dokaz.

◮ Iz Teoreme 4.1. i Teoreme 4.2. neposredno sledi da je
Mm×n(F ) vektorski prostor.

◮ Neka je
Eij =











0 0 . . . 0 . . . 0... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 1 . . . 0... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 0 . . . 0











, 1 je u i-toj vrsti i j-toj koloni.
B = {Eij |i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} je jedna baza prostora
Mm×n(F ) jer:Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
e(B1) za svako A ∈Mm×n(F ) va`i
A = [aij ]m×n = a11E11 + a12E12 + · · · + amnEmn ∈ L(B),(B2) B je linearno nezavisan skup vektora (o~igledno).

⇒ dim(Mm×n(F )) = m · n. �Primer
{[

1 0 0
0 0 0

]

,

[
0 1 0
0 0 0

]

,

[
0 0 1
0 0 0

]

,

[
0 0 0
1 0 0

]

,

[
0 0 0
0 1 0

] [
0 0 0
0 0 1

]}je jedna baza prostoraM2×3(R),
⇒ dim(M2×3(R)) = 6.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eMno`ewe matri
a. Transponovana matri
aDefini
ijaAko A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, tada
A · B = [cij ]m×p, gde je

cij
def
=

n∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj , tj.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ija







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn







·








b11 b12 . . . b1p
b21 b22 . . . b2p... ... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnp








=








∑n
k=1

a1kbk1
∑n

k=1
a1kbk2 . . .

∑n
k=1

a1kbkp∑n
k=1

a2kbk1
∑n

k=1
a2kbk2 . . .

∑n
k=1

a2kbkp... ... . . . ...
∑n

k=1
amkbk1

∑n
k=1

amkbk2 . . .
∑n

k=1
amkbkp







.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
[
0 1 2
3 0 −1

]

2×3

·





1 2
3 4
5 6





3×2

=

[
0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 5 0 · 2 + 1 · 4 + 2 · 6
3 · 1 + 0 · 3− 1 · 5 3 · 2 + 0 · 4− 1 · 6

]

2

[
0 1
3 0

]

2×2

·





1 2
3 4
5 6





3×2

nije definisano,




1 2
3 4
5 6





3×2

·

[
0 1
3 0

]

2×2

=





6 1
12 3
18 5



 .

[
1 0
0 0

]

·

[
0 0
1 0

]

=

[
0 0
0 0

]

,

[
0 0
1 0

]

·

[
1 0
0 0

]

=

[
0 0
1 0

]
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eAko je A = [aij ]m×n, B = [bij]n×p, onda
◮ zam 6= p proizvod BA nije definisan
◮ zam = p proizvod BA je definisan,

◮ zam 6= n matri
e AB i BA nisu istog tipa,
◮ zam = n = p matri
e AB i BA su istotipne, ali ne morajubiti jednake.

AB 6= BA u op{tem slu~aju, pa opera
ija · nije komutativna.Defini
ijaKvadratne matri
e A i B istog reda su komutativne ako je
AB = BA.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimerMatri
e A =

[
2 −1
0 2

] i B =

[
1 1
0 1

] su komutativne, jer
AB =

[
2 1
0 2

]

= BA.Defini
ijaKvadratna matri
a In = [δij ] ∈Mn(F ), gde
δij

def
=

{
1, i = j
0, i 6= j

, tj. In =








1 0 . . . 0
0 1 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . 1







se zove jedini~namatri
a reda n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaVa`e slede}e jednakosti (pod uslovom da svi navedeni proizvodipostoje):(1) A · (B · C) = (A · B) · C - aso
ijativnost mno`ewa matri
a,(2) A · In = A = Im · A, A ∈Mm×n(F ),(3) (A+B) · C = A · C +B · C, A · (B + C) = A · B +A · C,(4) λ · (AB) = (λA) · B = A · (λB).Dokaz.(1) Neka A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, C = [cij ]p×q,
BC = [dij ]n×q, AB = [fij]m×p, A(BC) = [eij ]m×q,
(AB)C = [gij ]m×q . Tada
eij =

∑n
k=1

aikdkj =
∑n

k=1
aik(

∑p
l=1

bklclj) =
=

∑p
l=1

(
∑n

k=1
aikbkl)clj =

∑p
l=1

filclj = gij
(i = 1, . . . m, jLinearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
e(2) Neka jeA = [aij ]m×n, In = [δij ] iA · In = [bij ]m×n. Tada bij =
∑n

k=1
aikδkj = ai1 δ1j

︸︷︷︸

=0

+ · · ·+ aij δjj
︸︷︷︸

=1

+ · · · + ain δnj
︸︷︷︸

=0

= aij

⇒ A · In = A.(3) i (4) se sli~no dokazuju. �Iz Teoreme 4.1. i Teoreme 4.3. dobija se slede}a posledi
a.Posledi
a. Struktura (Mn(F ),+, ·), gde je+ sabirawe matri
a, a
· mno`ewe matri
a, je nekomutativan prsten sa jedini
om In.Napomena. PrstenMn(F ) ima delio
e nule, jer postoje nenulamatri
e ~iji je proizvod nula matri
a.PrimerZa n = 2: [

1 0
0 0

]

·

[
0 0
1 0

]

=

[
0 0
0 0

]

.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eU semigrupi (Mn(F ), ·) induktivno defini{emo stepen kvadratnematri
e A:
A0 = In, A1 = A, . . . , Am+1 = Am · A, (m ∈ N).Defini
ijaAko je A = [aij ]m×n onda se matri
a

AT def
= [aji]n×mse zove transponovana matri
a matri
e A.Drugim re~ima, AT se dobija iz A, pi{u}i, redom, vrste od A kaokolone od AT .Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer




1 2
3 4
5 6





⊤

=

[
1 3 5

4 6

]

.Osobine transponovawa su date u slede}oj teoremi.Teorema(1) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤,(2) (λ ·A)⊤ = λ ·A⊤,(3) (A ·B)⊤ = B⊤ ·A⊤,(4) (A⊤)⊤ = A.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDokaz.
◮ (1), (2) i (4) se jednostavno dokazuju.
◮ (3) Neka je

A = [aij ]m×n, B = [bij]n×p, AT = [eij ]n×m,
BT = [fij]p×n

AB = [cij ]m×p, (A · B)⊤ = [dij ]p×m i BT ·AT = [gij ]p×m.Tada
dij = cji =

∑n
k=1 ajkbki =

∑n
k=1 ekjfik =

∑n
k=1 fikekj = gij ,

(i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,m)⇒ (AB)T = BTAT . �Defini
ijaKvadratna matri
a A ∈Mn(F ) je
◮ simetri~na ako je AT = A,
◮ kososimetri~na ako je AT = −A.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer




1 −2 3
−2 4 5
3 5 6



 je simetri~na, jer




1 −2 3
−2 4 5
3 5 6





T

=





1 −2 3
−2 4 5
3 5 6



.




0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0



 je kososimetri~na, jer




0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0





T

=





0 −2 −3
2 0 5
3 −5 0



 = −





0 2 3
−2 0 −5
−3 5 0



.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDefini
ijaTrag kvadratne matri
e A = [aij ] ∈Mn(F ), u ozna
i tr(A), je zbirsvih elemenata na glavnoj dijagonali matri
e A, tj.
tr(A)

def
= a11 + a22 + · · ·+ ann.PrimerAko A =





1 2 3
2 4 5
3 5 6



, onda tr(A) = 1 + 4 + 6 = 11.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaZa matri
e A,B i λ ∈ F va`i:(1) tr(A+B) = tr(A) + tr(B),(2) tr(λA) = λtr(A),(3) tr(AT ) = tr(A),(4) tr(A · B) = tr(B · A).Dokaz. (4) Neka je A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×m, AB = [cij ]m×m,
BA = [dij ]n×n. Tada

tr(AB) =
m∑

i=1

cii =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijbji =
m∑

j=1

n∑

i=1

bijaji

=

n∑

i=1

m∑

j=1

bijaji =

n∑

i=1

dii = tr(BA). �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eRegularne matri
eDefini
ija
◮ Kvadratna matri
a A ∈Mn(F ) je regularna ako postojikvadratna matri
a B ∈Mn(F ) takva da va`i

A ·B = In i B ·A = In. Tada se matri
a B zove inverznamatri
a matri
e A i obele`ava sa A−1.
◮ Matri
a A ∈Mn(F ) je singularna ako nije regularna.Inverzna matri
a regularne matri
e A je jedinstvena, jer izpretpostavke da matri
a A ima inverzne matri
e B i C sledi

AB = BA = In, AC = CA = In ⇒ B = InB = CAB = CIn = C.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaAko su A i B regularne matri
e onda su i matri
e A · B i ATregularne i va`i:(1) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1,(2) (AT )−1 = (A−1)T .Dokaz. A i B su regularne⇒ postoje A−1, B−1 ∈Mn(F )⇒postoje B−1A−1, (A−1)T .(1) (AB)(B−1A−1) = ABB−1A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = In.(2) AT (A−1)T = (A−1A)T = ITn = In, (A
−1)TAT = (AA−1)T =

ITn = In. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaAko su svi elementi neke vrste (kolone) matri
e A jednaki nuli,onda je ta matri
a singularna.Dokaz. A ∈Mn(F ) ima nula vrstu (kolonu)⇒ AB (BA) ima nulavrstu (kolonu), za svako B ∈Mn(F ) ⇒ AB 6= In (BA 6= In)
⇒ A je singularna. �Defini
ijaNeka je A ∈Mm×n(F ). Elementarne opera
ije vrsta ili
v-opera
ije su:

◮ vij - razmena i-te i j-te vrste matri
e A,
◮ vλi , λ 6= 0 - mno`ewe elemenata i-te vrste brojem λ 6= 0,
◮ vλij - mno`ewe elemenata j-te vrste brojem λ i dodavaweelementima i-te vrste.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eAnalogno se defini{u elementarne opera
ije na kolonama(k-opera
ije):
kij , kλi , λ 6= 0, kλij .Defini
ija

◮ Matri
a A je v-ekvivalentna matri
i B istog tipa, u ozna
i
A ∼v B, ako se B dobija iz A kona~nom primenom v-opera
ija.

◮ Matri
a A je k-ekvivalentna matri
i B istog tipa, u ozna
i
A ∼k B, ako seB dobija iz A kona~nom primenom k-opera
ija.

◮ Matri
a A je ekvivalentna matri
i B istog tipa, u ozna
i
A ∼ B, ako se B dobija iz A kona~nom primenom v ili
k-opera
ija.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eO~igledno, rela
ije ∼v, ∼k, ∼ su rela
ije ekvivalen
ije naskupuMm×n(F ).Defini
ija
◮ Matri
a A je stepenasta po vrstama (v-stepenasta) ako brojnula koje prethode prvom nenula elementu vrste raste odvrste do vrste.Prvi nenula element vrste }emo zvati istaknuti element tevrste.
◮ v-stepenasta matri
a A je redukovana ako su svi weniistaknuti elementi jednaki 1, a svi ostali elementi uwihovim kolonama su jednaki 0.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer




0 2 3 4
0 0 5 1
0 0 0 0



 je v-stepenasta, ali nije redukovana v-stepenastamatri
a, istaknuti elementi su 2 i 5.






1 2 3 4
0 3 5 4
0 0 1 2
0 0 1 0






nije v-stepenasta, 





0 1 2 0 3 0 0
0 0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1






jeredukovana v-stepenasta matri
a.Teorema(a) Svaka ne-nula matri
a A ∈Mm×n(F ) je v-ekvivalentna nekoj

v-stepenastoj matri
i istog tipa.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeorema(b) Svaka ne-nula matri
a A ∈Mm×n(F ) je v-ekvivalentna nekojredukovanoj v-stepenastoj matri
i istog tipa.(v) Svaka ne-nula matri
a A ∈Mm×n(F ) je ekvivalentnamatri
i











1 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0













(r jedini
a na dijagonali, ostalonule, r ≤ m,n) koju kra}e zapisujemo u obliku blok matri
e
[
Ir 0
0 0

].Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDokaz.(a) Algoritam za dovo|ewe matri
e na v-stepenastu matri
uprimenom elementarnih v-opera
ija:1) Nalazimo prvu nenula kolonu (postoji jer A 6= 0).2) U toj koloni nalazimo ne-nula element.3) Ako je na|eni element u i-toj vrsti zamenimo i-tu i prvu vrstu,tj. v1i(A).4) Pomno`imo prvu vrstu inverzom na|enog nenula elementa(tako dobijamo da je istaknuti element prve vrste jednak 1).5) Prvu vrstu mno`imo pogodnim skalarima i dodajemopreostalim vrstama, tako da se ispod dobijene jedini
e dobijusve nule.6) Posmatramo podmatri
u dobijenu izba
ivawem prve vrste,svih po~etnih nula-kolona (ako ih ima) i prve ne-nula kolone.Prelazimo na korak 1) i ponavqamo postupak na dobijenojpodmatri
i. Ukoliko ovakva podmatri
a ne postoji - krajpostupka.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
e(b) Postupkom opisanim pod (a) dobijamo v-stepenastu matri
u~iji su svi istaknuti elementi jednaki 1. Mno`ewem svakenenula vrste pogodno izabranim skalarima i dodavawemprethodnim vrstama posti`e se da u svakoj ne-nula koloni,osim jedne jedini
e svi ostali elementi budu jednaki 0.(v) Postup
ima pod (a) i (b) dobija se v-ekvivalentna redukovana
v-stepenasta matri
a.Neka se istaknuta jedini
a prve vrste nalazi u l koloni.Zamenimo prvu i l-tu kolonu.Mno`ewem prve kolone pogodno izabranim skalarima idodavawem preostalim kolonama posti`e se da svi elementiprve vrste, osim prvog, budu jednaki nuli.Posmatramo matri
uD dobijenu izba
ivawem prve vrste iprve kolone.

◮ Ako jeD nula matri
a, teorema je dokazana
◮ akoD nije nula matri
a, ponavqamo postupak na matri
i D, idaqe, sve dok ne dobijemo 0 matri
u ili stignemo do posledwevrste. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimerOdredimo v-stepenastu matri
u B i redukovanu v-stepenastumatri
u C koje su v-ekvivalentne matri
i
A =





1 −2 −2 3
−3 2 9 −7
2 5 −9 3



.




1 −2 −2 3
−3 2 9 −7
2 5 −9 3



 ∼v





1 −2 −2 3
0 −4 3 2
0 9 −5 −3



 ∼v





1 −2 −2 3
0 −4 3 2
0 0 7 6



 = B (primenom najpre v321, v−2
31 , a zatim

v43 , v
9
32).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
B ∼v





1 −2 −2 3
0 1 −3

4
−1

2

0 0 1 6
7



 ∼v





1 0 −7
2

2
0 1 −3

4
−1

2

0 0 1 6
7



 ∼v





1 0 0 5
0 1 0 1

7

0 0 1 6
7



 = C (primenom najpre v− 1

4

2 , v
1

7

3 , zatim v212 pa
v

7

2

13, v
3

4

23).Defini
ijaAko je A ∈Mm×n(F ) i A ∼ [
Ir 0
0 0

]

(r ≤ m,n) onda se blokmatri
a [ Ir 0
0 0

] zove normalna forma matri
e A.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimerOdrediti normalnu formu matri
e A =





0 2 3 4
2 3 5 4
4 8 13 12





A =





0 2 3 4
2 3 5 4
4 8 13 12




v12∼





2 3 5 4
0 2 3 4
4 8 13 12




k
1
2

1∼





1 3 5 4
0 2 3 4
2 8 13 12





v
−2

31∼





1 3 5 4
0 2 3 4
0 2 3 4




k
−3

21
,k−5

31
,k−4

41∼





1 0 0 0
0 2 3 4
0 2 3 4




k
1
2

2∼





1 0 0 0
0 1 3 4
0 1 3 4





v
−1

32∼





1 0 0 0
0 1 3 4
0 0 0 0




k
−3

32
, k−4

42∼





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 =

[
I2 0
0 0

]
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimenom elementarnih v-opera
ija na jedini~nu matri
udobijamo elementarne v-matri
e.Primenom elementarnih k-opera
ija na jedini~nu matri
udobijamo elementarne k-matri
e.Defini
ijaElementarne v-matri
e su Pij
def
= vij(In),

P λ
i

def
= vλi (In), λ 6= 0

P λ
ij

def
= vλij(In),Elementarne k-matri
e su Qij
def
= kij(In),

Qλ
i

def
= kλi (In), λ 6= 0

Qλ
ij

def
= kλij(In).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
n = 3: I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



,
P12 = v12(I3) =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 = k12(I3) = Q12,

P 5
3 = v53(I3) =





1 0 0
0 1 0
0 0 5



 = k53(I3) = Q5
3,

P 2
31 = v231(I3) =





1 0 0
0 1 0
2 0 1



 = k213(I3) = Q2
13.Lako se mo`e primetiti da va`i:

Pij = Qij , P λ
i = Qλ

i , λ 6= 0, P λ
ij = Qλ

ji.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimenom v(k)-opera
ije na neku matri
u posti`e se isti efekatkao mno`ewem te matri
e sa leve (desne) strane elementarnom
v(k) matri
om odgovaraju}eg tipa.TeoremaAko je A ∈Mn(F ) tada:(1) vij(A) = Pij ·A, vλi (A) = P λ

i · A, λ 6= 0,
vλij(A) = P λ

ij ·A,(2) kij(A) = A ·Qij, kλi (A) = A ·Qλ
i , λ 6= 0,

kλij(A) = A ·Qλ
ij.
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Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eDokaz.
P λ
i ·A =













1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . λ . . . 0... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 0 . . . 1

























a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann













=













a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
λai1 λai2 . . . λain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann













= vλi (A). Sli~no se dokazuju ostali delovi tvr|ewa. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePosledi
a.(a) A ∼v B akko B = Pr · · · · · P1 · A, gde su Pi elementarne
v-matri
e.(b) A ∼k B akko B = A ·Q1 · · · · ·Qs, gde suQi elementarne
k-matri
e.(v) A ∼ B akko B = Pr · · · · · P1 · A ·Q1 · · · · ·Qs, gde su Pielementarne v-matri
e, a Qj elementarne k-matri
e.TeoremaElementarne matri
e su regularne.Dokaz. Pij · Pij = vij(Pij) = vij(vij(In)) = In ⇒ P−1

ij = Pij .Sli~no, (P λ
i )

−1 = P λ−1

i , λ 6= 0, (P λ
ij)

−1 = P−λ
ij . �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaMatri
a A ∈Mn(F ) je regularna akko A ∼v In.Dokaz.(→) Neka je A ∈Mn(F ) regularna matri
a
⇒ A 6= 0
⇒ A ∼v B gde je B ∈Mn(F ) redukovana v-stepenastamatri
a (Teorema 8(b))
⇒ B = Pr . . . P1A, gde su P1, . . . , Pr elementarne v-matri
e(Posledi
a (a))
⇒ B je regularna matri
a (kao proizvod regularnih matri
a)
⇒ B nema nula vrstu (ina~e bi bila singularna)
⇒ B ima n jedini
a kao istaknute elemente
⇒ B = In (B je redukovana, pa iznad (naravno i ispod) svakejedini
e su sve nule)
⇒ A ∼v In.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
e(←) A ∼v In ⇒ In ∼v A (jer je ∼v simetri~na)
⇒ postoje elementarne v-matri
e P1, . . . , Pk takve da je

A = Pk . . . P1In
⇒ A je regularna (kao proizvod regularnih matri
a). �Primer

A =





2 3 −9
1 0 0
0 −2 7




v12∼ v





1 0 0
2 3 −9
0 −2 7




v
−2

21∼ v





1 0 0
0 3 −9
0 −2 7





v
1
3

2∼ v





1 0 0
0 1 −3
0 −2 7




v2
32∼ v





1 0 0
0 1 −3
0 0 1




v3
23∼ v





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I3

⇒ I3 = P 3
23P

2
32P

1

3

2 P−2
21 P12A⇒ A ∼v I3

⇒ A je regularna i A = P12P
2
21P

3
2P

−2
32 P−3

23Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eJedan od postupaka za nala`ewe inverzne matri
e regularnematri
e A ∈Mn(F ): iz
A ∼v In ⇒ In = Pr . . . P1A / ·A−1 ⇒ A−1 = Pr . . . P1In sledi da
A−1 dobijamo primenom na In istih elementarnih v-opera
ija~ijom primenom na A dobijamo In, tj.

[A|In] ∼v

[
In|A

−1
]
.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
[A|I3] =





2 3 −9 | 1 0 0
1 0 0 | 0 1 0
0 −2 7 | 0 0 1



 ∼v





1 0 0 | 0 1 0
2 3 −9 | 1 0 0
0 −2 7 | 0 0 1

∼v





1 0 0 | 0 1 0
0 3 −9 | 1 −2 0
0 −2 7 | 0 0 1



 ∼v





1 0 0 | 0 1 0
0 1 −3 | 1

3
−2

3
0

0 −2 7 | 0 0 1





∼v





1 0 0 | 0 1 0
0 1 −3 | 1

3
−2

3
0

0 0 1 | 2
3
−4

3
1



 ∼v





1 0 0 | 0 1 0
0 1 0 | 7

3
−14

3
3

0 0 1 | 2
3
−4

3
1



=
[
I

⇒ A−1 =





0 1 0
7
3
−14

3
3

2
3
−4

3
1



 .Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
eTeoremaMatri
a A ∈Mn(F ) je singularna akko je v-ekvivalentna matri
i
B koja ima bar jednu nula vrstu.Dokaz.(→) Neka je A ∈Mn(F ) singularna.

A ∼v B, gde je B redukovana v-stepenasta matri
a (Teorema4.8.(b)).Ako B nema nula vrstu onda B = In, tj. A ∼v In, pa je Aregularna (Teorema 4.10.). Kontradik
ija.(←) Ako A ∼v B i B ima nula vrstu, tada B je singularna(Teorema 4.7.) i B = Pr . . . P1A (Posledi
a), pa je i Asingularna (u suprotnom B bi bila regularna kao proizvodregularnih matri
a). �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Defini
ija matri
e Mno`ewe matri
a. Transponovana matri
a Regularne matri
ePrimer
A =





1 2 −3
3 −1 5
5 3 −1



 ∼v





1 2 −3
0 −7 14
0 −7 14



 ∼v





1 2 −3
0 −1 2
0 0 0





⇒ A je singularna matri
a.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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