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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Permutaije skupaNeka jeX neprazan skup.Definiija
◮ Svaka bijekija skupaX se zove permutaija skupaX .
◮ Sn

def
=

{
σ | σ : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , n} i σ je bijekija} -skup svih permutaija skupaX = {1, 2, . . . , n}Teorema

(Sn, ◦) je grupa (gde je operaija ◦ kompoziija funkija).DefiniijaGrupa (Sn, ◦) se zove simetri~na grupa stepena n.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Permutaiju σ ∈ Sn zapisujemo u obliku
σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

), ili kra}e
σ = σ(1)σ(2) . . . σ(n).Definiija

◮ Par (σ(i), σ(j)) predstavqa inverziju permutaije σ ako va`i
i < j, σ(i) > σ(j),tj. inverziju ~ine svaka dva elementa permutaije koji nisu usvom prirodnom poretku iz skupa N.

◮ Sa inv(σ) ozna~ava}emo skup svih inverzija permutaije σ.
◮ Permutaija je parna ako sadr`i paran broj inverzija.
◮ Ako je broj inverzija neparan, permutaija je neparna.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Mo`e se pokazati da je kompoziija permutaija iste parnostiparna permutaija, a kompoziija permutaija razli~ite parnostineparna permutaija.DefiniijaPreslikavawe sgn : Sn → {−1, 1} definisano sa
sgn(σ)

def
=

{
1, σ je parna permutaija

−1, σ je neparna permutaija tj. sgn(σ) = (−1)|inv(σ)|}emo zvati znak permutaije.
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)PrimerPosmatrajmo permutaije skupaX = {1, 2, 3, 4, 5}.
◮ Za σ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

) va`i
inv(σ) =

{
(4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2), (5, 1), (5, 2)

}
,pa je σ neparna permutaija, tj. sgn(σ) = −1.

◮ Za τ =

(
1 2 3 4 5
4 3 1 5 2

) va`i
inv(τ) =

{
(4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2), (5, 2)

}
,pa je τ parna permutaija, tj. sgn(τ) = 1.

◮ Za 1 =

(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

) va`i inv(1) = ∅, pa je 1 parnapermutaija.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)DefiniijaNeka su i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Permutaija τ ∈ Sn oblika
τ =

(
1 2 . . . i . . . j . . . n

1 2 . . . j . . . i . . . n

)zove se transpoziija.Svaka permutaija je kompoziija kona~nog broja transpoziija.Osobine znaka permutaije su date slede}om teoremom:TeoremaZa σ, τ ∈ Sn va`i(1) sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ) · sgn(τ),(2) sgn(σ−1) = sgn(σ),(3) Ako je τ transpoziija, onda je sgn(τ) = −1.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Dokaz.(1) ◮ σ i τ iste parnosti ⇒ σ ◦ τ je parna permutaija ⇒
sgn(σ ◦ τ) = 1 = 1 · 1 = sgn(σ) · sgn(τ) (σ i τ parne) ili
sgn(σ ◦ τ) = 1 = (−1) · (−1) = sgn(σ) · sgn(τ) (σ i τ neparne)

◮ σ i τ razli~ite parnosti ⇒ σ ◦ τ je neparna permutaija ⇒
sgn(σ ◦ τ) = −1 = 1 · (−1) = sgn(σ) · sgn(τ)(2) σ ◦ σ−1 = 1, sgn(1) = 1 ⇒ sgn(σ) · sgn(σ−1) = 1

⇒ sgn(σ−1) = sgn(σ).
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Dokaz.(3) za τ =

(
1 2 . . . i i+ 1 . . . j − 1 j . . . n

1 2 . . . j i+ 1 . . . j − 1 i . . . n

)va`i
inv(τ) =

{
(j, i + 1), (j, i + 2), . . . , (j, i + (j − i− 1)

︸ ︷︷ ︸

=j−1

), (j, i),

(i+ 1, i), (i + 2, i), . . . , (i + (j − i− 1
︸ ︷︷ ︸

j−1

, i)
}

⇒ |inv(τ)| = 2(j − i− 1) + 1,
⇒ τ je neparna permutaija. �
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Determinante, definiija i osnovna svojstvaDefiniijaNeka je A = [aij] ∈ Mn(F ). Determinantu matrie A defini{emona slede}i na~in
detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

def
=

∑

σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) . . . anσ(n).Iz definiije neposredno dobijamo:Za n = 1 trivijalno va`i |a11| = a11.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Za n = 2 va`i S2 =

{(
1 2
1 2

)

,

(
1 2
2 1

)}, pa je
∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a12a21.Za n = 3:

S3 =

{ (
1 2 3
1 2 3

)

,

(
1 2 3
2 3 1

)

,

(
1 2 3
3 1 2

)

,
(

1 2 3
1 3 2

)

,

(
1 2 3
3 2 1

)

,

(
1 2 3
2 1 3

)}

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a13a22a31−a12a21a33,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva){to se mo`e zapisati i u obliku
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11(a22a33 − a32a23)− a12(a21a33 − a23a31)+

+a13(a21a32 − a22a31) =

= a11

∣
∣
∣
∣

a22 a23
a32 a33

∣
∣
∣
∣
− a12

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a33

∣
∣
∣
∣
+ a13

∣
∣
∣
∣

a21 a22
a31 a32

∣
∣
∣
∣
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Izla`emo osobine determinanti koje }e nam olak{ati wihovoizra~unavawe.Teorema
det(AT ) = detA.TeoremaAko se matria B dobija iz A permutaijom τ vrsta (kolona)matrie A, onda je

detB = sgn(τ)detA.
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Posledia 1.
B = vij(A) ⇒ detB = −detA,tj. ako dve vrste (kolone) matrie zamene mesta wenadeterminanta mewa znak.∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣Posledia 2. Ako su dve vrste (kolone) matrie A jednake, onda jewena determinanta jednaka 0 (uz uslov da char(F ) 6= 2).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Teorema
B = vλi (A) ⇒ detB = λdetA,tj. determinanta se mno`i skalarom tako {to se svi elementijedne vrste (kolone) pomno`e tim skalarom.

λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
λai1 λai2 . . . λain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Dokaz.
detB =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

λai1 λai2 . . . λain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . (λaiσ(i)) . . . anσ(n) =

= λ
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . aiσ(i)) . . . anσ(n) = λdetA.�
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Posledia 1. Ako su dve vrste (kolone) matrie Aproporionalne, tada je detA = 0.Dokaz.∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
λai1 λai2 . . . λain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ · 0

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Posledia 2. Za svaku matriu A ∈ Mn(F ) i skalar λ ∈ F va`i
det(λA) = λndetA.Dokaz.

det(λA) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λa11 λa12 . . . λa1n
λa21 λa22 . . . λa2n... ... . . . ...
λan1 λan2 . . . λann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
λa21 λa22 . . . λa2... ... . . . ...
λan1 λan2 . . . λann

= λ . . . λ
︸ ︷︷ ︸

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λndetA�
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Teorema
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n

. . .
. . . . . .

bi1 . . . bin... . . . ...
an1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n

. . .
. . . . . .

ci1 . . . cin... . . . ...
an1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)Posledia 1. det(A+B) 6= detA+ detB (u op{tem slu~aju) tj.
det : Mn(F ) → F nije linearna funkionela.Posledia 2. B = vλij(A) ⇒ detA = detB, tj. ako sveelemente neke vrste (kolone) matrie A pomno`imo skalarom idodamo odgovaraju}im elementima neke druge vrste (kolone)matrie A, determinanta matrie A se ne}e promeniti.
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 + λaj1 ai2 + λaj2 . . . ain + λajn... ... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . .
. . . . . .

ai1 ai2 . . . ain... ... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣Linearna algebra 1 PMF Kragujeva



Permutaije skupa Determinante (definiija i osnovna svojstva)TeoremaZa matrie A,B ∈ Mn(F ) va`i det(AB) = detA · detB.Posledia. Ako je matria A regularna, onda
det(A−1) =

1

detA
.Dokaz.

A je regularna
⇒ A · A−1 = In
⇒ detA · det(A−1) = detIn = 1 (preth. teorema)
⇒ det(A−1) = 1

detA
.�Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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