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Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li je polinom p = 2− 3x+ x2 ∈ Q[x] linearna kombina
ijapolinoma p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je
p = α1p1 + α2p2 + α3p3, tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2),

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li je polinom p = 2− 3x+ x2 ∈ Q[x] linearna kombina
ijapolinoma p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je
p = α1p1 + α2p2 + α3p3, tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2), {to jeekvivalentno sistemu linearnih jedna~ina

2 = 2α1 + 3α3

−3 = −α1 + α2 − 2α3

1 = 2α2 + 3α3

.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li je polinom p = 2− 3x+ x2 ∈ Q[x] linearna kombina
ijapolinoma p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je
p = α1p1 + α2p2 + α3p3, tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2), {to jeekvivalentno sistemu linearnih jedna~ina

2 = 2α1 + 3α3

−3 = −α1 + α2 − 2α3

1 = 2α2 + 3α3

.Ovaj sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe
α1 = −

7
8 , α2 = −

11
8 , α3 =

5
4 ,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li je polinom p = 2− 3x+ x2 ∈ Q[x] linearna kombina
ijapolinoma p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je
p = α1p1 + α2p2 + α3p3, tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2), {to jeekvivalentno sistemu linearnih jedna~ina

2 = 2α1 + 3α3

−3 = −α1 + α2 − 2α3

1 = 2α2 + 3α3

.Ovaj sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe
α1 = −

7
8 , α2 = −

11
8 , α3 =

5
4 , pa je p = −7

8p1−
11
8 p2 +

5
4p3.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li je polinom p = 2− 3x+ x2 ∈ Q[x] linearna kombina
ijapolinoma p1 = 2− x, p2 = x+ 2x2 i p3 = 3− 2x+ 3x2?Ispitajmo da li postoje skalari α1, α2, α3 ∈ Q takvi da je
p = α1p1 + α2p2 + α3p3, tj.
2− 3x+ x2 = α1(2− x) + α2(x+ 2x2) + α3(3− 2x+ 3x2), {to jeekvivalentno sistemu linearnih jedna~ina

2 = 2α1 + 3α3

−3 = −α1 + α2 − 2α3

1 = 2α2 + 3α3

.Ovaj sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe
α1 = −

7
8 , α2 = −

11
8 , α3 =

5
4 , pa je p = −7

8p1−
11
8 p2 +

5
4p3. Dakle,

p je linearna kombina
ija vektora p1, p2 i p3.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija1. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postojeskalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule,takvi da je α1x1 + · · · + αnxn = 0, tj.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija1. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postojeskalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule,takvi da je α1x1 + · · · + αnxn = 0, tj.
(∃α1, . . . , αn ∈ F )

(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 ∧ (α1, . . . , αn) 6= (0, . . . , 0)).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija1. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postojeskalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule,takvi da je α1x1 + · · · + αnxn = 0, tj.
(∃α1, . . . , αn ∈ F )

(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 ∧ (α1, . . . , αn) 6= (0, . . . , 0)).2. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno nezavisan ako nijelinearno zavisan, tj.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija1. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno zavisan ako postojeskalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it od nule,takvi da je α1x1 + · · · + αnxn = 0, tj.
(∃α1, . . . , αn ∈ F )

(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0 ∧ (α1, . . . , αn) 6= (0, . . . , 0)).2. Skup vektora {x1, . . . , xn} je linearno nezavisan ako nijelinearno zavisan, tj.
(∀α1, . . . , αn ∈ F )(α1x1 + · · ·+ αnxn = 0⇒ α1 = · · · = αn = 0).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je barjedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je barjedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako jesvaki wegov kona~an podskup linearno nezavisan.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je barjedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako jesvaki wegov kona~an podskup linearno nezavisan.Teorema(1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearnozavisan.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je barjedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako jesvaki wegov kona~an podskup linearno nezavisan.Teorema(1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearnozavisan.(2) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearnonezavisan.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDefini
ija
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno zavisan ako je barjedan wegov kona~an podskup linearno zavisan.
◮ Beskona~an skup vektora S ⊆ V je linearno nezavisan ako jesvaki wegov kona~an podskup linearno nezavisan.Teorema(1) Svaki nadskup linearno zavisnog skupa vektora je linearnozavisan.(2) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearnonezavisan.(3) Svaki skup koji sadr`i nula vektor je linearno zavisan.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takavda je
1 · 0V = 0V i 1 6= 0F .
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takavda je
1 · 0V = 0V i 1 6= 0F .Na osnovu (1) sledi da je i svaki skup koji sadr`i 0V linearnozavisan. �
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takavda je
1 · 0V = 0V i 1 6= 0F .Na osnovu (1) sledi da je i svaki skup koji sadr`i 0V linearnozavisan. �Posledi
a. Singlton {x} je linearno zavisan akko je x = 0.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takavda je
1 · 0V = 0V i 1 6= 0F .Na osnovu (1) sledi da je i svaki skup koji sadr`i 0V linearnozavisan. �Posledi
a. Singlton {x} je linearno zavisan akko je x = 0.PrimerSkup vektora {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} prostoraR3 je linearnonezavisan, jer

α(1, 0, 0) + β(1, 1, 0) + γ(1, 1, 1) = 0Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. (1) i (2) slede neposredno iz defini
ije.(3) Skup {0V } je linearno zavisan, jer postoji skalar α = 1 takavda je
1 · 0V = 0V i 1 6= 0F .Na osnovu (1) sledi da je i svaki skup koji sadr`i 0V linearnozavisan. �Posledi
a. Singlton {x} je linearno zavisan akko je x = 0.PrimerSkup vektora {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} prostoraR3 je linearnonezavisan, jer

α(1, 0, 0) + β(1, 1, 0) + γ(1, 1, 1) = 0⇒ α = β = γ = 0.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup vektora {f = x2 + 3x+ 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x+ 2}prostora R2[x] je linearno zavisan,
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup vektora {f = x2 + 3x+ 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x+ 2}prostora R2[x] je linearno zavisan, jer iz
α(x2 + 3x+ 1) + β(5x2 + x) + γ(−3x2 + 5x+ 2) = 0sledi

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup vektora {f = x2 + 3x+ 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x+ 2}prostora R2[x] je linearno zavisan, jer iz
α(x2 + 3x+ 1) + β(5x2 + x) + γ(−3x2 + 5x+ 2) = 0sledi
(α+ 5β − 3γ)x2 + (3α + β + 5γ)x+ (α+ 2γ) = 0

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup vektora {f = x2 + 3x+ 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x+ 2}prostora R2[x] je linearno zavisan, jer iz
α(x2 + 3x+ 1) + β(5x2 + x) + γ(−3x2 + 5x+ 2) = 0sledi
(α+ 5β − 3γ)x2 + (3α + β + 5γ)x+ (α+ 2γ) = 0odakle dobijamo sistem jedna~ina

α+ 5β − 3γ = 0
3α+ β + 5γ = 0

α + 2γ = 0Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup vektora {f = x2 + 3x+ 1, g = 5x2 + x, h = −3x2 + 5x+ 2}prostora R2[x] je linearno zavisan, jer iz
α(x2 + 3x+ 1) + β(5x2 + x) + γ(−3x2 + 5x+ 2) = 0sledi
(α+ 5β − 3γ)x2 + (3α + β + 5γ)x+ (α+ 2γ) = 0odakle dobijamo sistem jedna~ina

α+ 5β − 3γ = 0
3α+ β + 5γ = 0

α + 2γ = 0koji ima i netrivijalna re{ewa, re
imo α = 2, β = −1, γ = −1.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer
{1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer
{1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].Zaista, uo~imo proizvoqan kona~an podskup

{xm1 , xm2 , . . . , xmk} (m1 < m2 < · · · < mk).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer
{1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].Zaista, uo~imo proizvoqan kona~an podskup

{xm1 , xm2 , . . . , xmk} (m1 < m2 < · · · < mk).Iz
α1x

m1 + α2x
m2 + · · ·+ αkx

mk = 0(gde je 0 nula polinom, tj. 0 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xmk ) sledi
α1 = α2 = · · · = αk = 0,
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer
{1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].Zaista, uo~imo proizvoqan kona~an podskup

{xm1 , xm2 , . . . , xmk} (m1 < m2 < · · · < mk).Iz
α1x

m1 + α2x
m2 + · · ·+ αkx

mk = 0(gde je 0 nula polinom, tj. 0 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xmk ) sledi
α1 = α2 = · · · = αk = 0,pa je skup vektora {xm1 , . . . , xmk} linearno nezavisan, a kako je toproizvoqan kona~an podskup skupa {1, x, x2, . . . }, sledi da je i

{1, x, x2, . . . } linearno nezavisan.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer
{1, x, x2, x3 . . . } je linearno nezavisan skup vektora prostora F [x].Zaista, uo~imo proizvoqan kona~an podskup

{xm1 , xm2 , . . . , xmk} (m1 < m2 < · · · < mk).Iz
α1x

m1 + α2x
m2 + · · ·+ αkx

mk = 0(gde je 0 nula polinom, tj. 0 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xmk ) sledi
α1 = α2 = · · · = αk = 0,pa je skup vektora {xm1 , . . . , xmk} linearno nezavisan, a kako je toproizvoqan kona~an podskup skupa {1, x, x2, . . . }, sledi da je i

{1, x, x2, . . . } linearno nezavisan.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup {f, g} gde f, g ∈ RR, f(x) = ex, g(x) = ex sinx, jelinearno nezavisan.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerSkup {f, g} gde f, g ∈ RR, f(x) = ex, g(x) = ex sinx, jelinearno nezavisan.Zaista,
αf + βg = 0, za α, β ∈ R

⇒ (∀x ∈ R) α · f(x) + β · g(x) = 0(x) (0 : R→ R, 0(x) = 0),
⇒ (∀x ∈ R) α · ex + β · exsinx = 0,

x=0
⇒ α = 0
⇒ (∀x ∈ R) β · exsinx = 0

x=π

2⇒ β · e
π

2 · 1 = 0
⇒ β = 0pa je {f, g} linearno nezavisan skup vektora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora.
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora.Tada postoje skalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it odnule, takvi da je
α1x1 + · · · + αnxn = 0.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora.Tada postoje skalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it odnule, takvi da je
α1x1 + · · · + αnxn = 0.Neka je αi 6= 0.

Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora.Tada postoje skalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it odnule, takvi da je
α1x1 + · · · + αnxn = 0.Neka je αi 6= 0. Tada postoji α−1

i ∈ F , pa mno`ewem prethodnejednakosti sa α−1
i dobijamo
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektora^esto se za utvr|ivawe linearne zavisnosti koristi kriterijumdat slede}om teoremom.TeoremaSkup vektora {x1, . . . , xn}, n > 1, je linearno zavisan akko se barjedan od wih izra`ava kao linearna kombina
ija ostalih.Dokaz. (→) Neka je {x1, . . . , xn} skup linearno zavisnih vektora.Tada postoje skalari α1, . . . , αn od kojih je bar jedan razli~it odnule, takvi da je
α1x1 + · · · + αnxn = 0.Neka je αi 6= 0. Tada postoji α−1

i ∈ F , pa mno`ewem prethodnejednakosti sa α−1
i dobijamo

αi
−1α1x1+· · ·+α−1

i αi−1xi−1+αiα
−1
i

︸ ︷︷ ︸

=1

xi+α−1
i αi+1xi+1+· · ·+α−1

i αn·xn

= 0,Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn,
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn, tj. xi je linearnakombina
ija ostalih vektora.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn, tj. xi je linearnakombina
ija ostalih vektora.(←) Neka je xi linearna kombina
ija preostalih vektora skupa
{x1, . . . , xn}.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn, tj. xi je linearnakombina
ija ostalih vektora.(←) Neka je xi linearna kombina
ija preostalih vektora skupa
{x1, . . . , xn}.Tada postoje skalari β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn takvi da je

xi = β1x1 + . . . βi−1xi−1 + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn,
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn, tj. xi je linearnakombina
ija ostalih vektora.(←) Neka je xi linearna kombina
ija preostalih vektora skupa
{x1, . . . , xn}.Tada postoje skalari β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn takvi da je

xi = β1x1 + . . . βi−1xi−1 + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn,pa je
β1x1+ · · ·+ βi−1xi−1 + (−1)

︸︷︷︸

6=0

·xi + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn = 0 i
(β1, . . . , βi−1,−1, βi+1, . . . , βn) 6= (0, . . . , 0),Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraodakle je xi = −(α1αi
−1)x1 − · · · − (αi−1α

−1
i )xi−1

−(αi+1α
−1
i )xi+1 − · · · − (αnαi

−1) · xn, tj. xi je linearnakombina
ija ostalih vektora.(←) Neka je xi linearna kombina
ija preostalih vektora skupa
{x1, . . . , xn}.Tada postoje skalari β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn takvi da je

xi = β1x1 + . . . βi−1xi−1 + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn,pa je
β1x1+ · · ·+ βi−1xi−1 + (−1)

︸︷︷︸

6=0

·xi + βi+1xi+1 + · · ·+ βnxn = 0 i
(β1, . . . , βi−1,−1, βi+1, . . . , βn) 6= (0, . . . , 0),{to zna~i da je {x1, . . . , xn} linearno zavisan skup vektora. �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraNapomena. Ako je skup vektora linearno zavisan, ne sledi da sesvaki element tog skupa mo`e izraziti kao linearna kombina
ijaostalih vektora.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraNapomena. Ako je skup vektora linearno zavisan, ne sledi da sesvaki element tog skupa mo`e izraziti kao linearna kombina
ijaostalih vektora.PrimerSkup vektora {1− x, x, x2, 1} prostora polinomaR2[x] je linearnozavisan, ali se vektor x2 ne mo`e izraziti kao linearnakombina
ija ostalih vektora ovog skupa.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraNapomena. Ako je skup vektora linearno zavisan, ne sledi da sesvaki element tog skupa mo`e izraziti kao linearna kombina
ijaostalih vektora.PrimerSkup vektora {1− x, x, x2, 1} prostora polinomaR2[x] je linearnozavisan, ali se vektor x2 ne mo`e izraziti kao linearnakombina
ija ostalih vektora ovog skupa.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraLinearni omota~ skupa vektoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor nad poqem F .
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraLinearni omota~ skupa vektoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor nad poqem F .Defini
ijaNeka je ∅ 6= S ⊆ V . Skup svih kona~nih linearnih kombina
ijavektora skupa S se zove linearni omota~ (pokriva~) ili lineal nadskupom S i ozna~ava sa L(S),
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraLinearni omota~ skupa vektoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor nad poqem F .Defini
ijaNeka je ∅ 6= S ⊆ V . Skup svih kona~nih linearnih kombina
ijavektora skupa S se zove linearni omota~ (pokriva~) ili lineal nadskupom S i ozna~ava sa L(S), tj.
L(S)

def
=

{
α1 · x1 + · · · + αn · xn | n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, α1, . . . , αn ∈ F
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraLinearni omota~ skupa vektoraNeka je (V,+, ·, F ) vektorski prostor nad poqem F .Defini
ijaNeka je ∅ 6= S ⊆ V . Skup svih kona~nih linearnih kombina
ijavektora skupa S se zove linearni omota~ (pokriva~) ili lineal nadskupom S i ozna~ava sa L(S), tj.
L(S)

def
=

{
α1 · x1 + · · · + αn · xn | n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, α1, . . . , αn ∈ FTeoremaAko je ∅ 6= S ⊆ V , tada je L(S) najmawi potprostor vektorskogprostora V koji sadr`i skup S.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).

◮ Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e
S.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).

◮ Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e
S.Neka je U � V takav da S ⊆ U .
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).

◮ Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e
S.Neka je U � V takav da S ⊆ U . Tada

x ∈ L(S)
⇒ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
⇒ x ∈ U(jer je U � V, pa je zatvoren za linearne kombina
ije).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).

◮ Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e
S.Neka je U � V takav da S ⊆ U . Tada

x ∈ L(S)
⇒ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
⇒ x ∈ U(jer je U � V, pa je zatvoren za linearne kombina
ije).Dakle, L(S) ⊆ U . �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz. Dokaz izvodimo po delovima.
◮ x ∈ S ⇒ x = 1 · x ∈ L(S), pa je S ⊆ L(S).
◮ Doka`imo da je L(S) � V .

x, y ∈ L(S), λ, µ ∈ F

⇒
x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
y = β1y1 + · · · + βmym, yj ∈ S, βj ∈ F, j = 1, . . . ,m

⇒ λx+ µy = λ(α1x1 + · · ·+ αnxn) + µ(β1y1 + · · ·+ βmym) =
= (λα1)x1 + · · · + (λαn)xn + (µβ1)y1 + · · ·+ (µβm)ym ∈ L(S).

◮ Poka`imo da je L(S) najmawi od svih potprostora koji sadr`e
S.Neka je U � V takav da S ⊆ U . Tada

x ∈ L(S)
⇒ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S, αi ∈ F, i = 1, . . . , n
⇒ x ∈ U(jer je U � V, pa je zatvoren za linearne kombina
ije).Dakle, L(S) ⊆ U . �Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer(1) Ako je V = R2, S = {(1, 2)}, tada
L(S) = {α(1, 2) | α ∈ R} = {(α, 2α) | α ∈ R} je prava u R2kroz ta~ke (1,2) i (0,0).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer(1) Ako je V = R2, S = {(1, 2)}, tada
L(S) = {α(1, 2) | α ∈ R} = {(α, 2α) | α ∈ R} je prava u R2kroz ta~ke (1,2) i (0,0).(2) Ako je V = R3, S = {(1, 2, 3)} tada
L(S) = {(x, 2x, 3x) | x ∈ R} je prava u prostoruR3 odre|enata~kama (0, 0, 0) i (1, 2, 3).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer(1) Ako je V = R2, S = {(1, 2)}, tada
L(S) = {α(1, 2) | α ∈ R} = {(α, 2α) | α ∈ R} je prava u R2kroz ta~ke (1,2) i (0,0).(2) Ako je V = R3, S = {(1, 2, 3)} tada
L(S) = {(x, 2x, 3x) | x ∈ R} je prava u prostoruR3 odre|enata~kama (0, 0, 0) i (1, 2, 3).(3) Ako je V = R3 i S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} tada je L(S) ravan
xOy.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimer(1) Ako je V = R2, S = {(1, 2)}, tada
L(S) = {α(1, 2) | α ∈ R} = {(α, 2α) | α ∈ R} je prava u R2kroz ta~ke (1,2) i (0,0).(2) Ako je V = R3, S = {(1, 2, 3)} tada
L(S) = {(x, 2x, 3x) | x ∈ R} je prava u prostoruR3 odre|enata~kama (0, 0, 0) i (1, 2, 3).(3) Ako je V = R3 i S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} tada je L(S) ravan
xOy.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).
Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).Dokaz.(1) Sledi neposredno iz prethodne teoreme.
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).Dokaz.(1) Sledi neposredno iz prethodne teoreme.(2) L(S) � V iz preth. teoreme ⇒ L(L(S)) = L(S) iz (1).Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).Dokaz.(1) Sledi neposredno iz prethodne teoreme.(2) L(S) � V iz preth. teoreme ⇒ L(L(S)) = L(S) iz (1).(3) Sledi neposredno iz defini
ije linearnog omota~a skupavektora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraTeorema(1) L(S) = S akko S � V ;(2) L(L(S)) = L(S), tj. L2 = L (idempotentnost);(3) S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T );(5) S ⊆ T ⊆ L(S)⇒ L(S) = L(T );(6) x ∈ L(S)⇒ L(S ∪ {x}) = L(S).Dokaz.(1) Sledi neposredno iz prethodne teoreme.(2) L(S) � V iz preth. teoreme ⇒ L(L(S)) = L(S) iz (1).(3) Sledi neposredno iz defini
ije linearnog omota~a skupavektora.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva




Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraDokaz.(4) L(S ∪ T ) = L(S) + L(T ) ?
x ∈ L(S ∪ T )⇔ x = α1x1 + · · ·+ αnxn, xi ∈ S ∪ T, αi ∈ F

⇔ x = β1y1 + · · ·+ βkyk
︸ ︷︷ ︸

=y

+ γ1z1 + · · ·+ γlzl
︸ ︷︷ ︸

=z

, yi ∈ S, zi ∈ T, k

⇔ x = y + z, y ∈ L(S), z ∈ L(T )
⇔ x ∈ L(S) + L(T ).
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ijaAko je L(S) = V ka`emo da skup S generi{e prostor V , a skup S sezove generatorni skup (generatrisa) prostora V .
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ijaAko je L(S) = V ka`emo da skup S generi{e prostor V , a skup S sezove generatorni skup (generatrisa) prostora V .Primer(1) R3 = L({(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}), jer za proizvoqanvektor (x, y, z) ∈ R3 va`i
(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li skup polinoma {f = x2 + x, g = x2 − 1, h = x+ 1}generi{e prostorR2[x]?
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Linearna preslikavawa (homomorfizmi) Linearna nezavisnost vektora Linearni omota~ skupa vektoraPrimerDa li skup polinoma {f = x2 + x, g = x2 − 1, h = x+ 1}generi{e prostorR2[x]?Ispitajmo da li za proizvoqan polinom p = ax2 + bx+ c ∈ R2[x]postoje skalari α, β, γ ∈ R takvi da je
p = αf + βg + γh

⇔ ax2 + bx+ c = α(x2 + x) + β(x2 − 1) + γ(x+ 1)

⇔
α+ β = a

α+ γ = b

−β + γ = c

⇔
α+ β = a

−β + γ = b− a

−β + γ = c

⇔
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⇔
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−β + γ = c

⇔
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−β + γ = b− a

−β + γ = c

⇔

α+ β = a

−β + γ = b− a

0 = c− b+ a.Linearna algebra 1 PMF Kragujeva
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f = 1 · g + 1 · h ∈ L{g, h} ⇒ L{f, g, h} = L{g, h} (osobina (6)).
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