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2. Izometrije euklidske ravni

Podudarne figure u euklidskoj ravni imaju isti oblik i iste
su veliqine. S obzirom na tu osobinu, one se mogu poklopiti
pomo�u transformacija koje predstav	aju odgovaraju�e
kreta�e u euklidskoj ravni.

Transformacije pomo�u kojih se dve podudarne figure mogu
poklopiti, nazivaju se izometrijske transformacije ili
izometrije.

Izometrije se obiqno definixu kao bijektivne
transformacije koje quvaju du�inu du�i.

Definicija 2.1. Transformacija I : A → B je bijektivna,
ako je 1-1 i ,,na", odnosno ako va�i:

(a) (∀x, y ∈ A) ako je x ̸= y, tada je I(x) ̸= I(y) (1-1)

(b) (∀y ∈ B) (∃x ∈ A) tako da je I(x) = y (,,na")
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Definicija 2.2. Bijektivna transformacija I : E2 → E2 se
naziva izometrija euklidske ravni, ako za svake dve taqke A i
B i �ihove slike I(A) = C i I(B) = D va�i da je du� AB
podudarna du�i CD.

Slika 18. Izometrijska transformacija

Podudarne du�i su iste du�ine.
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Zato se ka�e da izometrije quvaju du�inu du�i, jer je du�ina
polazne du�i AB jednaka du�ini �ene slike CD.

Definisa�emo sada jednu posebnu transformaciju u
euklidskoj ravni.

Definicija 2.4. Transformacija E : E2 → E2 sa osobinom

da je E(A) = A za svaku taqku A u ravni, naziva se identiqna
transformacija ili koincidencija.

Teorema 2.3. Koincidencija je izometrija euklidske ravni.

Mo�emo re�i da je koincidencija najjednostavnija izometrija
euklidske ravni, jer ne pomera taqke iz �ihovog prvobitnog
polo�aja, pa je zato du�ina svake du�i oquvana.
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Navodimo neke teoreme koje se odnose na izometrije.

Teorema 2.4. Kompozicija dve izometrije euklidske ravni je
izometrija te ravni.

Teorema 2.5. Inverzna transformacija I−1 izometrije I je
izometrija.

Primenom Teorema 2.3, 2.4 i 2.5 dobijamo teoremu koja se
naziva osnovna teorema o izometrijama ravni i koja glasi:

Teorema 2.6. Skup svih izometrija euklidske ravni
predstav	a grupu (I, ◦) u odnosu na kompoziciju tih
transformacija.

O grupi �e biti vixe informacija u okviru predmeta
Algebarske strukture na drugoj godini studija.
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Pored toga xto quvaju du�inu du�i, izometrije imaju i
slede�e tri osobine, o kojima govore slede�e tri teoreme.
Teorema 2.8. Izometrija preslikava kolinearne taqke u
kolinearne taqke.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da izometrije quvaju
kolinearnost taqaka. Za tri ili vixe taqaka se ka�e da su
kolinearne, ako pripadaju istoj pravoj.

Teorema 2.7. Ako va�i raspored taqaka B(A,B,C) (tj. ako je
taqka B izme�u taqaka A i C) i ako je I izometrija euklidske
ravni takva da je I(A) = A′, I(B) = B′, I(C) = C ′, tada je
B(A′, B′, C ′) (tj. taqka B′ je izme�u taqaka A′ i C ′).

Na osnovu prethodne teoreme sledi da izometrije quvaju
raspored taqaka na pravoj.
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Teorema 2.9. Izometrija preslikava paralelne prave u
paralelne prave.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da izometrije quvaju
paralelnost pravih.

Pomo�u izometrija se uvodi relacija ,,podudarnosti
geometrijskih figura". Geometrijska figura je proizvo	an
skup taqaka.

Definicija 2.5. Geometrijske figure Φ i Ψ u euklidskoj
ravni su podudarne, u oznaci Φ ∼= Ψ, ako postoji izometrija
I : E2 → E2 takva da je I(Φ) = Ψ.

Teorema 2.12. Relacija podudarnosti geometrijskih figura
je relacija ekvivalencije.
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Dokaz. Dokaza�emo da je relacija podudarnosti figura
refleksivna, simetriqna i tranzitivna.

Dokaza�emo najpre refleksivnost. Na osnovu Teoreme 2.3
znamo da je koincidencija E izometrija, a na osnovu
Definicije 2.4 je E(Φ) = Φ. Otuda na osnovu Definicije 2.5
sledi da je Φ ∼= Φ qime je dokazana refleksivnost.

Dokaza�emo sada simetriqnost. Pretpostavimo da je Φ ∼= Ψ.
Na osnovu Definicije 2.5, postoji izometrija I ravni takva
da je I(Φ) = Ψ.
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Poxto je izometrija I bijektivna transformacija, postoji
�oj inverzna transformacija I−1 koja je tako�e izometrija
(na osnovu Teoreme 2.5). Kako je I(Φ) = Ψ, sledi da je
I−1(Ψ) = Φ. Sada na osnovu Definicije 2.5 sledi da je
Ψ ∼= Φ, qime je dokazana simetriqnost.

Da bismo dokazali tranzitivnost, pretpostavimo da je Φ ∼= Ψ
i Ψ ∼= Ω. Tada na osnovu Definicije 2.5 postoje izometrije
I1 i I2 takve da je I1(Φ) = Ψ i I2(Ψ) = Ω.

Na osnovu Teoreme 2.4 sledi da je kompozicija I2 ◦ I1
izometrija. Kako je

(I2 ◦ I1)(Φ) = I2(I1(Φ)) = I2(Ψ) = Ω,

primenom Definicije 2.5 dobijamo da je Φ ∼= Ω, qime je
dokazana tranzitivnost. □
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Tako�e va�i i slede�a teorema.

Teorema 2.10. Izometrija euklidske ravni preslikava:

(a) du� u podudarnu du�;

(b) polupravu u polupravu;

(v) ugao u podudaran ugao;

(g) poluravan u poluravan;

(d) trougao u podudaran trougao.

Napomena: Svake dve poluprave su podudarne, svake dve
poluravni su podudarne, svake dve ravni su podudarne.

Primer: Objasniti zaxto su svake dve poluprave podudarne.


