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4. Podudarnost uglova

Ugao je jedan od osnovnih pojmova u planimetriji. On se
definixe pomo�u ugaone linije i relacije ,,sa iste strane
ugaone linije" .

Definicija 1. Ugaona linija ∠xOy je unija dve poluprave
Ox i Oy koje imaju zajedniqku poqetnu taqku.

Da bismo uveli relaciju ,,sa iste strane ugaone linije",
potrebna nam je poligonska linija.

Definicija 2. Poligonska linija A1A2 . . . An je unija du�i
A1A2, A2A3, . . . ,An−1An, pri qemu su svake tri uzastopne
taqke te linije nekolinearne i n ≥ 3.
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Definicija 3. Neka su u ravni π date taqke A i B i ugaona
linija ∠xOy. Taqke A i B su ,,sa iste strane ugaone linije"
∠xOy, ako postoji poligonska linija A1A2 . . . An koja ih spaja
i ne seqe tu ugaonu liniju (slika 31).

Slika 31
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Definicija 4. Ugao je unija ugaone linije i skupa taqaka u
ravni koje se nalaze sa iste strane ugaone linije.

Poluprave koje qine ugaonu liniju se zovu kraci ugla, a
�ihova zajedniqka poqetna taqka je teme ugla.

Definicija 5. Uglovi su komplementni, ako je �ihov zbir
90◦, odnosno suplementni ako je �ihov zbir 180◦.

Definicija 6. Ugao je opru�en, ako je �egova ugaona linija
prava linija.

Slika 32. Opru�en ugao

Opru�eni ugao ima 180◦.
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Definicija 7. Uglovi su naporedni (uporedni), ako imaju
jedan zajedniqki krak i ako druga dva kraka tih uglova
odre�uju pravu liniju.

Slika 35. Naporedni uglovi α i β

Ako su uglovi naporedni, tada su oni suplementni.

Ugao naporedan opru�enom uglu je ugao od 0◦.
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Definicija 8. Ugao je pun, ako je zbir dva opru�ena ugla.

Slika 34. Pun ugao

Svaki pun ugao ima 360◦.
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Definicija 9. Ugao je oxtar, prav ili tup, ako je redom
ma�i, podudaran ili ve�i od svog naporednog ugla.

Slika 36. Oxtar, prav i tup ugao

Pomo�u pravog ugla se uvode normalne (ortogonalne, upravne)
prave.
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Definicija 10. Prave p i q u euklidskoj ravni E2 su

normalne (ortogonalne, upravne), u oznaci p ⊥ q, ako sadr�e
krake nekog pravog ugla.

Slika 37. Ortogonalne prave

Koriste�i normalnost pravih, mo�emo definisati simetralu
du�i.
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Definicija 11. Simetrala du�i (medijatrisa) je prava

koja je normalna na du� i sadr�i �eno sredixte (slika 38).

Slika 38. Simetrala du�i

Proizvo	na du� ima jedinstvenu simetralu koja je �ena osa
simetrije.
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Definicija 12. Simetrala ugla je prava koja ugao deli na
dva podudarna ugla.

Slika 39. Simetrala ugla

Proizvo	an ugao ima jedinstvenu simetralu, koja je �egova
osa simetrije.

Poluprava koja polovi ugao naziva se bisektrisa.
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Slede�e tri teoreme govore o podudarnim uglovima.

Teorema 2.19. Naporedni uglovi podudarnih uglova su
podudarni.

Teorema 2.20. Ugao podudaran pravom uglu je prav.

Teorema 2.21. Pravi uglovi su me�usobno podudarni.

Dokaza�emo Teoremu 2.21.
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Dokaz. Pretpostavimo da su uglovi ∢POQ i ∢P ′O′Q′ pravi.

Suprotno tvr�e�u teoreme, pretpostavimo da oni nisu
podudarni (tj. da nisu jednaki). Neka je ∢P ′O′Q′ > ∢POQ
(slika 41).

Slika 41

Tada unutar ugla ∢P ′O′Q′ postoji poluprava O′Q′′ takva da je
ugao ∢P ′O′Q′′ podudaran uglu ∢POQ.
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Kako je ∢POQ prav, na osnovu Teoreme 2.20 i ugao ∢P ′O′Q′′

je prav.

Oznaqimo sa O′R′ polupravu komplementnu polupravoj O′P ′.

S obzirom da su uglovi ∢P ′O′Q′ i ∢P ′O′Q′′ pravi, oni su po
definiciji podudarni svojim naporednim uglovima, tj.
∢P ′O′Q′ ∼= ∢Q′O′R′ i P ′O′Q′′ ∼= ∢Q′′O′R′.

Tada su dve poluprave O′Q′ i O′Q′′ simetrale opru�enog ugla
∢P ′O′R′ xto je nemogu�e, jer svaki ugao ima jedinstvenu
simetralu.

Ako pretpostavimo da je ∢P ′O′Q′ < ∢POQ, tako�e se dobija
kontradikcija. Otuda sledi da su uglovi ∢POQ i ∢P ′O′Q′

podudarni. □
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Definicija 13. Unakrsni uglovi su uglovi koje obrazuju
dve prave koje se seku, a koji nisu naporedni.

Slika 42. Unakrsni uglovi α i β

Teorema 2.22. Unakrsni uglovi su me�usobno podudarni.

Dokaz. Neka su α i β unakrsni uglovi nastali u preseku
pravih a i b. Oznaqimo sa θ ugao naporedan uglovima α i β
(slika 42).
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Tada imamo da je θ ∼= θ, ugao α je naporedan uglu θ i ugao β je
naporedan uglu θ.

Na osnovu Teoreme 2.19 va�i da su naporedni uglovi
podudarnih uglova podudarni, pa na osnovu te teoreme sledi
da je α ∼= β. □



ZADACI ZA VE�BA�E

ZADACI ZA VE�BA�E

1. Dati su naporedni uglovi α i β. Dokazati da su simetrale
tih uglova normalne prave.

2. Neka su A,B taqke na pravoj p i C,D taqke na pravoj q,
tako da je B(A,O,B) i B(C,O,D). Ako je
∢AOC + ∢COB + ∢BOD = 274◦, izraqunati uglove ∢AOC i
∢COB.

3. Uglovi θ i ω su komplementni. Ako su θ1 i ω1 uglovi
suplementni uglovima θ i ω redom, izraqunati θ1 + ω1.

4. Dokazati da je ugao koji obrazuju bisektrisa ugla ∢ACB i
proizvo	na poluprava CM sa temenom C izvan tog ugla,
jednak poluzbiru uglova ∢MCA i ∢MCB.



ZADACI ZA VE�BA�E

5. Dati su uglovi ∢AOB i ∢A1OB1 sa normalnim kracima
OA ⊥ OA1 i OB ⊥ OB1, tako da su taqke A1 i B1 sa
razliqitih strana prave OA. Dokazati da su konveksni uglovi
∢AOB i ∢A1OB1 suplementni i da imaju istu simetralu.

6. Iz taqke O na pravoj AA1 povuqene su poluprave OB i OX
sa iste strane prave AA1 tako da OX ∈ ∢AOB. Ako je
∢XOA = α i ∢XOB = β, izraqunati uglove AOB i ∢XOM ,
gde je OM bisektrisa ugla ∢AOB.


