
UVOD U GEOMETRIJU

prof. dr Emilija Nexovi�

Institut za matematiku i informatiku

Prirodno-matematiqki fakultet

Kragujevac

xkolska 2022/23



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Prisetimo se da je u pravouglom trouglu sa pravim uglom u
temenu B

sinα =
BC

AC
, cosα =

AB

AC
.

U tom trouglu, na osnovu Pitagorine teoreme va�i

BC2 +AB2 = AC2.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Koriste�i prethodne jednakosti, nalazimo da je

sin2 α+ cos2 α =
(BC

AC

)2
+
(AB
AC

)2
=

AC2

AC2
= 1. (1)

Formula (1) se zove osnovna trigonometrijska identiqnost.
Poxto je

tgα =
BC

AB
, ctgα =

AB

BC
,

dobijamo da se tangens i kotangens mogu izraziti pomo�u
sinusa i kosinusa na slede�i naqin:

tgα =
BC

AB
=

BC

AC
AB

AC

=
sinα

cosα
, ctgα =

AB

BC
=

AB

AC
BC

AC

=
cosα

sinα
.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Koriste�i prethodne dve jednakosti, dobijamo

tgα · ctgα = 1.

Pomo�u jednakosti (1), dobijamo da je:

sinα =
sinα√

sin2 α+ cos2 α
=

sinα

cosα√
sin2 α+ cos2 α

cosα

=
tgα√
1 + tg2α

,

cosα =
cosα√

sin2 α+ cos2 α
=

cosα

cosα√
sin2 α+ cos2 α

cosα

=
1√

1 + tg2α
.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Kako je tgα · ctgα = 1, koriste�i prethodne dve jednakosti
mo�emo da izrazimo sinus i kosinus preko kotangensa:

sinα =
1√

1 + ctg2α
, cosα =

ctgα√
1 + ctg2α

.

Osim trigonometrijskih funkcija sinus, kosinus, tangens i
kotangens, ponekad se koriste i trigonometrijske funkcije
sekans i kosekans, u oznaci sec i cosec, definisane na slede�i
naqin:

secα =
1

cosα
, cosecα =

1

sinα
.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Za oxtre uglove α i γ u trouglu △ABC sa pravim uglom u
temenu B, va�e trigonometrijske formule komplementnog
ugla:

sinα =
BC

AC
= cos γ = cos(90◦ − α),

cosα =
AB

AC
= sin γ = sin(90◦ − α),

tgα =
BC

AB
= ctg γ = ctg (90◦ − α),

ctgα =
AB

BC
= tg γ = tg (90◦ − α).



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Rexiti trougao znaqi izraqunati du�ine stranica i mere
uglova trougla, ako su date du�ine nekih stranica, mere nekih
uglova, visine, te�ixne du�i, povrxina trougla i sl.

Pri rexava�u trougla, qesto se koriste sinusna teorema,
kosinusna teorema i teorema o projekcijama.

Pomenute teoreme �emo dokazati u sluqaju kada je trougao
oxtrougli.

Va�no je naglasiti da pomenute teoreme va�e za proizvo	an
trougao (oxtrougli, pravougli ili tupougli). U tom sluqaju, u
dokazu teorema se koriste odgovaraju�e adicione formule.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Teorema 9.3. (Teorema o projekcijama) Ako je △ABC
trougao sa stranicama a, b, c i uglovima α, β, γ naspram tih
stranica redom, tada je

a = b cos γ+c cosβ, b = a cos γ+c cosα, c = a cosβ+b cosα.

Dokaz. Pretpostavimo da je △ABC oxtrougli trougao. Neka
je AD visina iz temena A.
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19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Iz pravouglih trouglova △BDA i △ADC, redom nalazimo da
je

cosβ =
BD

c
, cos γ =

CD

b
,

pa je
a = BC = BD + CD = c cosβ + b cos γ.

Druge dve jednakosti se sliqno dokazuju. □

Pomo�u teoreme o projekcijama se mo�e dokazati kosinusna
teorema. Na osnovu te teoreme, mo�emo da izraqunamo
du�ine stranica, ako su date du�ine drugih dveju stranica i
ugao naspram tra�ene stranice.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Teorema 9.4. (Kosinusna teorema) U trouglu △ABC va�i:

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ,

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Dokaz. U dokazu koristimo teoremu o projekcijama.
Pretpostavimo da je △ABC oxtrougli trougao. Mno�e�em
relacija (iz teoreme o projekcijama)

a = b cos γ+c cosβ, b = a cos γ+c cosα, c = a cosβ+b cosα.

sa a, −b i −c redom i sabira�em dobijenih jednakosti,
dobijamo da je



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

a2 − b2 − c2 = ab cos γ + ac cosβ − ab cos γ − bc cosα

− ac cosβ − bc cosα

= −2bc cosα,

odakle je
a2 = b2 + c2 − 2bc cosα.

Druge dve jednakosti se sliqno dokazuju. □



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Teorema analogna kosinusnoj teoremi zove se sinusna teorema.
Pomo�u ove teoreme se mo�emo da izraqunamo du�ine
stranice trougla, ako je poznat ugao naspram stranice i
polupreqnik opisanog kruga, ili du�ina druge stranice, ugao
naspram �e i ugao naspram tra�ene stranice.

Teorema 9.5. (Sinusna teorema) Ako je r polupreqnik
opisanog kruga trougla △ABC, tada je

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2r. (2)



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Dokaz. Pretpostavimo da je oko oxtrouglog trougla △ABC
opisan krug k(O, r). Neka je AD preqnik tog kruga. Tada je
periferijski ugao ∢ABD prav. Periferijski uglovi ∢ACB
i ∢ADB su podudarni, jer se nalaze nad istim kru�nim

lukom
⌢
AB.



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Pomo�u pravouglog trougla △ABD i Definicije 9.1
trigonometrijskih funkcija, nalazimo da je

sin γ =
AB

AD
=

c

2r
. (3)

Analogno, povlaqe�em preqnika BE i CF dobijamo da je

sinβ =
AC

AE
=

b

2r
, sinα =

BC

CF
=

a

2r
. (4)

Pomo�u relacija (3) i (4), dobijamo da va�i relacija (2). □



19. Osnovne trigonometrijske formule i rexava�e

pravouglog trougla

Pomo�u trigonometrijskih formula, mo�emo da izvedemo
formule za povrxinu trougla.

Teorema 9.6. Ako je r polupreqnik opisanog kruga i s
poluobim trougla △ABC, tada je �egova povrxina data
formulom:

(a) P =
1

2
bc sinα =

1

2
ac sinβ =

1

2
ab sin γ,

(b) P =
abc

4r
,

(v) P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c).

Formula (v) se zove Heronov obrazac.



ZADACI ZA VE�BA�E

ZADACI ZA VE�BA�E

1. Izraqunati vrednost izraza sin2 1◦ + sin2 2◦ + · · ·+ sin2 89◦.

2. Ako je α oxtar ugao, dokazati identitet

sinα

1− cosα
=

1 + cosα

sinα
.

3. Visina koja odgovara hipotenuzi deli hipotenuzu na
odseqke du�ine 16 cm i 9 cm. Izraqunati trigonometrijske
funkcije oxtrih uglova ovog trougla.

4. Uprostiti izraz

1

(1 + tgα)2 + (1− tgα)2
+

1

(1 + ctgα)2 + (1− ctgα)2
.



ZADACI ZA VE�BA�E

5. Neka su a i b katete, c hipotenuza, h visina koja odgovara
hipotenuzi, p i q normalne projekcije kateta a i b redom na
hipotenuzu c i P povrxina pravouglog trougla △ABC.
Rexiti taj trougao, ako je dato:

(a) a = 2
√
3 cm, α = 30◦;

(b) a = 6
√
3 cm, b = 6 cm;

(v) b = 3
√
2 cm, a : c =

√
2 : 2;

6. Rexiti pravougli trougao △ABC, ako je
a+ b+ c = 3 +

√
3 cm i ugao α = 30◦.

7. Rexiti pravougli trougao △ABC, ako je a+ h =
√
3 cm i

ugao α = 60◦, gde je h visina koja odgovara hipotenuzi.

8. Dijagonale pravougaonika ABCD povrxine P seku se pod
oxtrim uglom φ. Izraqunati stranice pravogaonika.


