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13. Razmera du�i i Talesova teorema

Da bismo definisali razmeru du�i, najpre �emo definisati
meru du�i. To je funkcija koja svakoj du�i pridru�uje
pozitivan realan broj koji predstav	a �enu meru u
odgovaraju�em sistemu mere�a.

Definicija 8.1. Neka je D skup svih du�i i R+ skup

pozitivnih realnih brojeva. Funkcija m : D → R+ se naziva
mera (du�ina) du�i, ako su ispu�eni uslovi:

(1) postoji du� A0B0, takva da je m(A0B0) = 1;

(2) za svake dve du�i AB i CD, ako je AB ∼= CD tada je
m(AB) = m(CD);

(3) za svake tri du�i AB, CD i EF , ako je AB + CD ∼= EF
tada je

m(AB) +m(CD) = m(EF ).
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Broj m(AB) se zove mera du�i AB. Ure�ena trojka (D,R+,m)
se naziva sistem mere�a.

Ako je mera du�i jednaka jedinici, takva du� se naziva
jediniqna du�.

Definicija 8.2. Razmera du�i AB i CD je koliqnik

�ihovih mera m(AB) : m(CD).

Ponekad se razmera du�i a i b, umesto m(a) : m(b) oznaqava
sa a : b.

Ako je razmera du�i racionalan broj, du�i su samer	ive, a
ako je ta razmera iracionalan broj, du�i su nesamer	ive.

Definicija 8.3. Par du�i a, b je proporcionalan

(srazmeran) paru du�i c, d ako je a : b = c : d.
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Proporcionalne du�i se koriste u direktnoj i obrnutoj
Talesovoj teoremi.

Direktna Talesova teorema: Ako se prave p i q seku u taqki O
i ako paralelne prave m i n seku pravu p u taqkama A i B
redom i pravu q u taqkama C i D redom, tada je

OA : OB = OC : OD = AC : BD.
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Direktna Talesova teorema tvrdi da dve paralelne prave m i
n odsecaju proporcionalne du�i na pravama p i q.

Napomenimo da se direktna Talesova teorema mo�e dokazati
koriste�i vektore, povrxinu trougla, ili sliqne trouglove.

Na primer, ako dokazujemo direktnu Talesovu teoremu pomo�u
sliqnih trouglova, mo�emo uoqiti da su trouglovi △OAC i
△OBD sliqni, jer imaju podudarne uglove.

Otuda su stranice naspram podudarnih uglova
proporcionalne, pa je

OA : OB = OC : OD = AC : BD,

qime je dokazana direktna Talesova teorema.
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Obrnuta Talesova teorema: Ako se prave p i q seku u taqki O
i ako dve proizvo	ne prave m i n seku pravu p u taqkama A i
B redom i pravu q u taqkama C i D redom tako da je

OA : OB = OC : OD,

tada je m ||n.

Dokaz. Pretpostavimo da se prave p i q seku u taqki O. Neka
proizvo	ne prave m i n seku pravu p u taqkama A i B redom
i pravu q u taqkama C i D redom tako da va�i

OA : OB = OC : OD.

Pretpostavimo da va�i raspored taqaka B(O,A,B), xto
znaqi da je taqka A izme�u taqaka O i B.
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Slika 172. Obrnuta Talesova teorema

Na osnovu aksiome paralelnosti, postoji jedinstvena prava l
koja sadr�i taqku B i paralelna je pravoj m.
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Ako bi prava l bila paralelna pravoj q, na osnovu relacija
m||l i l||q bi sledilo m || q, xto nije mogu�e, jer se prave m i
q seku u taqki C. Prema tome, prava l seqe pravu q u nekoj
taqki Q.

Poxto va�i raspored taqaka B(O,A,B) i m || l, va�i�e i
raspored taqaka B(O,C,Q) na pravoj q.

Kako je m || l, na osnovu direktne Talesove teoreme sledi da je

OA : OB = OC : OQ.

Po pretpostavci je

OA : OB = OC : OD.

Posled�e dve jednakosti daju OQ ∼= OD.
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Kako su taqke Q i D sa iste strane taqke O i va�i
OQ ∼= OD, one se poklapaju, pa se i prave n i l poklapaju.

Poxto je m || l, a prave l i n se poklapaju, zak	uqujemo da je
m ||n xto je i trebalo dokazati. □

Va�na posledica Talesove teoreme je teorema o osnovnoj
proporcionalnosti.

Ona je bila izlo�ena u xestoj k�izi Euklidovih ,,Elemenata"
i smatra se da je ona originalni oblik Talesove teoreme.

Na osnovu teoreme o osnovnoj proporcionalnosti, ako je prava
paralelna jednoj stranici trougla, tada ona odseca
proporcionalne du�i na drugim dvema stranicama. I
obrnuto, ako prava odseca proporcionalne du�i na dvema
stranicama trougla, tada je ona paralelna tre�oj stranici.
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Teorema o osnovnoj proporcionalnosti: Ako je prava p
paralelna stranici AB trougla △ABC i seqe stranice AC i
BC redom u taqkama M i N , tada je

CM : MA = CN : NB.

Obrnuto, ako prava p seqe stranice AC i BC trougla △ABC
redom u taqkama M i N tako da je

CM : MA = CN : NB,

tada je prava p paralelna stranici AB.
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Dokaz. Pretpostavimo najpre da je prava p paralelna
stranici AB trougla △ABC i da seqe stranice AC i BC
redom u taqkama M i N .

Slika 173. Teorema o osnovnoj proporcionalnosti
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Na osnovu direktne Talesove teoreme imamo da je

CM : CA = CN : CB.

Koriste�i osobinu proporcije dobijamo da je

CA : CM = CB : CN.

Kako je CA = CM +MA i CB = CN +NB, zamenom u
prethodnoj proporciji nalazimo da je

CM +MA

CM
=

CN +NB

CN
,

pa je

1 +
MA

CM
= 1 +

NB

CN
.
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Iz prethodne jednakosti sledi da je

CM : MA = CN : NB,

xto je i trebalo dokazati.

Obrnuto, pretpostavimo da prava p seqe stranice AC i BC
trougla △ABC redom u taqkama M i N tako da va�i
proporcija

CM : MA = CN : NB.

Koriste�i osobinu proporcije, dobijamo da je

CM

CN
=

MA

NB
.
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Koriste�i osobinu proporcije

a

b
=

c

d
=

a+ c

b+ d
,

i prethodnu jednakost, sledi da je

CM

CN
=

MA

NB
=

CM +MA

CN +NB
=

CA

CB
.

Dakle,
CM

CN
=

CA

CB
,
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pa je
CM

CA
=

CN

CB
.

Slika 173. Teorema o osnovnoj proporcionalnosti

Primenom obrnute Talesove teoreme zak	uqujemo da je p ||AB,
xto je i trebalo dokazati □

Slede�a teorema je posledica direktne Talesove teoreme.
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Teorema 8.5. Neka se prave p1, p2 i p3 seku u taqki O. Ako
paralelne prave a i b seku pravu p1 u taqkama A1 i B1 redom,
pravu p2 u taqkama A2 i B2 redom i pravu p3 u taqkama A3 i
B3 redom, tada je

A1A2 : A2A3 = B1B2 : B2B3.
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Teorema o osnovnoj proporcionalnosti se koristi pri podeli
du�i u datom odnosu (u datoj razmeri).

Primer 8.1. Na du�i AB odrediti taqku X koja je deli u
odnosu 2 : 3.

Rexe�e. Da bismo du� AB podelili u odnosu 2 : 3,
konstruixemo proizvo	nu polupravu sa temenom u taqki A
ili B.

Zatim na tu polupravu nanesemo 5 proizvo	nih podudarnih
du�i AA1

∼= A1A2
∼= · · · ∼= A4A5.

Spojimo posled�u taqku A5 sa taqkom B i povuqemo prave
a1, . . . , a4 paralelne du�i BA5 koje redom prolaze kroz taqke
A1, . . . , A4.

Oznaqimo preseqne taqke pravih a1, . . . , a4 i du�i AB sa
M1, . . . ,M4 (slika 176).
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Slika 176. Podela du�i u datom odnosu

Poxto su prave a1, . . . , a4 paralelne, na osnovu Teoreme o
osnovnoj proporcionalnosti je AA2 : A2A5 = AM2 : M2B.
Kako je po konstrukciji AA2 : A2A5 = 2 : 3, sledi da je
AM2 : M2B = 2 : 3, xto znaqi da je taqka M2 = X tra�ena
taqka.
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Slede�a teorema ima veliku praktiqnu primenu u zadacima.

Teorema 8.6. Prava s je simetrala ugla kod temena C trougla
ABC ako i samo ako je

AC : BC = AE : BE,

gde je E preseqna taqka simetrale i stranice AB.



ZADACI ZA VE�BA�E

ZADACI ZA VE�BA�E

1. Datu du� CD podeliti u odnosu 3 : 4.

2. Dokazati da preseqna taqka dijagonala trapeza deli obe
dijagonale na odseqke koji su proporcionalni osnovicama
trapeza.

3. Dat je oxtar ugao ∢xOy. Ako su A, B i C taqke na kraku
Ox takve da je B(O,A,B,C), D i E taqke na kraku Oy takve
da je B(O,D,E), pri qemu je AD||BE i BD ||CE, dokazati da
je OB2 = OA ·OC.

4. Date su du�i a, b, c i jediniqna du� e. Konstruisati du�
x takvu da je:

(a) a : b = c : x; (b) x : b = a : c; (v) xe = ab; (g) xe = a2.



ZADACI ZA VE�BA�E

5. Dokazati da te�ixna du� trougla △ABC koja odgovara
stranici AB polovi svaku du� koja je paralelna stranici
AB i qije se kraj�e taqke nalaze na stranicama BC i AC.

6. Dat je trougao △ABC i sredixte D stranice BC. Ako
simetrale uglova ∢ADB i ∢ADC seku stranice AB i AC
redom u taqkama M i N , dokazati da je MN ||BC.

7. Na stranici AD paralelograma ABCD data je taqka N
takva da je 5AN = AD. Du� BN i dijagonala AC seku se u
taqki M . Dokazati da je 6AM = AC.


