KOHBEPTEHLIMJA HU30BA

KOHBEPIEHIIUJA HU30BA Y METPUUKOM TPOCTOPY

JEOUHULWIA 1. Hus peannux opojesa (T )neN je Konsep2enimian ako wociwoju peanan 6poj ro € R ca
ocobunom ga 3a ceaxo £ > 0 docimioju ng € IN Wakas ga 3a ceaxo n = ng easicu |x, — xo| < &, iWj.

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n = ng = |z, — 29| < €). (1)
Peanan 6poj o ce nazusa mumec umu SpaHuyna pegrocitl hu3a (Tn)neN.

Kako je y nuramwy merpuuku npocrop (R, d) saxwu na je d(zy, xo) = |25, — 20|, Moxkemo 3anmcaru (1)
y 00IuKy

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n = ng = d(zn, z0) < €),
Tj.

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n = ng = x, € K(x9,¢)).
JEOUHULWIA 2. Heka je (xy)neN nuz y meimpuuxom ipocimopy (X, d). 3a nuz (xyn)neN kascemo ga
konsep2upa ka xo € X axo 3a céaxo € > 0 @ocmoju ng € N ga 3a cee n > ng easrcu d(xy,, o) < €, Wy
ako

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(n = np = d(zp,x0) < €),
.

(Ve > 0)(3ng € N)(Yn € N)(n = np = z,, € K(x0,¢)).

Tauxka xo € N nasusa ce 2panuuna spegrociti huza (Ty)neN U GUWEMO To = 1151_1 Ty,
n—-r+oo

IpumernMo aa Hu3 (T )pelN Y MeTpuakoM npoctopy (X, d) konseprupa ka xo € X aKo ¥ caMo aKko

Hu3 peannux 6pojesa (d(zy, To))neN KOHBEPTUpa Ka HylH y MeTpuakoM mpoctopy (R, d).

TEOPEMA 1. Ako nuz (Tyn)neN y meiipuuxom apocimopy (X,d) xonsepiupa, onga my je Zpanuuna
BPEGHOCTH jequHCTIBeHO ogpehera.
JTOKA3. IpernioctaBumo na Baku lim z, =a, lim xz, = bua # b. [Ipumernmo naje d(a, b) > 0.
n—-+0o00 n—-+o0o
d(a,b)

Hexa jee = —5 W3 nedunmmmje 1. ciean

(3ng € N)(Vn € N)(n > nd = d(zn,a) <), (3nd € N)(Vn e N)(n>nd = d(z,,b) <e).
Hexa je ng = max{ng,n3}. 3a craxo n > ng Baxu

2d(a,b)
3

KOHTpaguKnuja! g

d(a,b) < d(a,z,) + d(zp,b) <e+e=

ITPUMEP 1. /JJoxazailiu ga KOHCIIAHTIAH HU3 KOHGEPIUPA Y CBAKOM METHPULKOM UpOCHiopy.

Pewere. Heka je (X, d) nponsBosbaH METPUYKH IIPOCTOP U Ty, = a, n € IN, 3a neko a € X, nu3 us
X. Kako je d(a,a) = 0, umamo d(x,,,a) = d(a,a) < € 3a cBako € > 0, Tj.

(Ve > 0)(Ing =1 € N)(Vn € N)(n = ng = d(xn,a) < ),

na T, — a, n — -+0o. %
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TEOPEMA 2. Heka je (X, d) memipuuru apociwiop. Cryia F C X je saimisopen axo u camo axko céaxu Hu3
(Zn)nen us F roju konsepeupa y X uma cpanuuny epegnociai y F.

JTIOKA3. (=) Hexka je F' 3aTtBopeH ckyn y MeTprukoM npoctopy (X, d), (zp)nen Hu3 w3 F u x,, — x,
n — +oo. Jdoxaxumo na o € F. Tpernocrasumo cynpotHo, 1j. £9 € X \F. Tlourro je F 3atBopeH,
X\F je orsopen, na mocroju £ > 0 tako ma K(xg,e) C X\F. Kako z, — g, n — 400, MOCTOjH
ng € N pa x, € K(xg,e) C X\F 3a cBako n > ng, 1j. n, € X\F, n > ng, WTO je KOHTPaAMKIH]ja
ca MPeTIOCTaBKOM &y, € F,n € IN.

(<) Heka FF C X caapku rpaHudHe BPEIHOCTH CBUX KOHBEPreHTHMX Hu3oBa m3 F. Ilper-
NocTaBuMo cynpotno, Tj. F' uuje 3arsopen. Tama X \F uuje orBopen, ma mocroju g € X\F na
3a cako r > 0 Baxu K(xo,r) umje nena caapxkana y X\F, 1j. K(xg,r) N F # &. 3ak € Nu
r= % Haa3uMo tauke xy € F taxse na d(zg, xg) < % Hus () ken je us F v d(zg, zx) < % — 0,
k — 400, ma xp — o, k — +oou xg € X\F, mTO je KOHTPAJUKIIHja ca MPETIIOCTABKOM JIa CBAKU
KOHBEPreHTaH Hu3 u3 I uma mumec y F' O

[puMeTHMO Ia KOHBEPTeHTHH HU30BH 4]y KapAaKTEpU3aIfjy 3aTBOPEHUX CKYIIOBA, Tla CAMUM THM
U OTBOPEHUX KOjH Cy KOMIIEMEHTH 3aTBOPEHHX CKYITOBA.

JEOUHUNWIA 3. 3anus (Tn)neN y meiupuuxom ipociiopy (X, d) kascemo ga je oepanuuen axo iocimoje
wmauxa xo € X u peanan 6poj M > 0 wmaras ga x, € K(xo, M) 3a ceaxo n € N. Jpy2auuje peueno,

HU3 (Tn )neN je 02panuden ako eaicu

(IM > 0)(Vm,n € N)d(xm, z,) < M.
TEOPEMA 3. Cesaku konsep2enimian nu3 y mempuuxom apociaopy (X, d) je ozpanuuen.

JTOKA3. Heka je (zn)new HU3 13 X U x,, — x9, n — +00. Heka je ¢ = 1. Iocroju ny € IN na 3a
CBAKO N = ng Baxu Ty € K (x¢,1). Oznaunmo ca R’ = max{d(zg,x1),d(zo,x2),...,d(z0, Tny—1)}
n neka je R = R’ + 1. Ouurnenno je z,, € K(zo, R) 3a ceako n € IN, m1a je (2, )nen orpannden. [

JIEMA 1. Hexka je (xp)new Hus y memipuuxom apocimopy (X,d). Axo nus (Tp)neN KoHsepSupa ka
xo € X, onga u ceaxu mwe2oe H0gHU3 KOHEEPSUPA KA T().

JIOKA3. Heka je (2, ) ke MOOHU3 HU3A (Zr )neN. TIomro (Z,)ncv KOHBEpIUpa Ka To, IMaMo
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(n = ng = d(zp,x0) < €).

Kox noanusa je dbynkiumja n crporo pacryha, 1j. n1 = n(l) > 1, ng = n(2) > 2,..., na je
d(zp,,x0) < €,3a cBako k > ng. TUMe cMO MOKa3amu aa (Tn, )kelN KOHBEPTUpa Ka Z. O

TTPUMEP 2. Hasewhemo nexe apumepe nuzoea y R™.

n=((=1)" 1+ %)") n € N, ¢y nuzosu y R?;
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2) x, = (”—1,2%, n+1—\/ﬁ),n€]N,jeHu3yIR3;

3) {(%ﬂ?ﬁﬁ”#) \neﬂ\l}ukd)ukcupaHojeHusyRk. O
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TEOPEMA 4. 1) Hexka je (Tn)neN, Tn = (§§”),§§"), . ,(Cn)) HU3 TaYaKa y Mempudkom apociiaopy

R’; = (R¥,d,), 1 < p < oo. Kousepzenyuja nusa (Tn)nen epanuunoj epegrociau © = (&1,&2,. .., &n)

. — - . . — — — . n
y R’; Je ekeusaneniiina KOH8epEeHYUjU HU308a t—HUX KOOPGUHATHA THAHAKA Ty, Wj. HU308a ({z( ))nG]N;

1—itioj koopgunaitiu wauke Ty R 3a cee i = 1, k.
2) Vapociiopy £y, 1 < p < 00, uz kongepéenyuje iio KOOpGuHATAMA He Clegu KOHEepZeHyuja o
Metapuyu.

JToKA3. 1) Ako nu3 (zy)neN KonBeprupa ka © = (&1,...,&,), Yy CMUCILy METPHKE Y R’;, Tajga Hu3
dp(zn,x) — 0, n — +00. MehyTnm, Kako 3a cBako i = 1, n Baxu ]51(”) —&| < dp(zn, ), TO HU30BH
1—THUX KOOPJUHATA TAYaKa Ly, KOHBEPTUPAJy K& %—TOj KOOPAMHATH TAUKe I.

O6paTHO, aKo 3a CBAKO i = 1,n Baxn §Z-(n — &, n — +oo, Taga cnemn ga d(zp,x) — 0,
n — +00, OMHOCHO X, — L, N — —+00.

2) Youumo y npocropy ¢p, 1 < p < 00, cnenehu nus tauaxa:

er = (1,0,0,0,...), e =(0,1,0,0,...), es=(0,0,1,0,0,...),...

CBHU KOOPIAMHATHH HU30BH KOoHBeprupajy ka 0. Osnaunmo ca 0 € £, Tauky (0,0,0,...). Ounraeqno
je d(en,0) = 1, na uu3 (e, )neN He KoHBeprupa ka 0. O
IIPUMEP 3. Hus (Tp)neN 4uju je omwitiu uian T, = (%, %) konsepeupa xa (0,0) y R%, gox nusz
(=)™, (1 + %)”) n € I, ue xonsepeupay R? jep nuz (—1)", n € N, ne xonsepeupa y R. O

HAMOMEHA. Y R" Baxe cBe anrebapcke koMOMHaIje HA30Ba Koje Baxe y R.

JEOUHULWIA 4. Heka je (Tn)neN Hu3 y meiipuuxom ipociiopy (X, d). 3a wauxy xo € X kasxcemo ga
Je Wauka naZomunagarsa nuza (Tn)ncN AKO C6AKA KY2Ia ¢a YeHIUPOM Y WaUKU T CAgpH#Cu OeCKOHAYHO
MHOZ0 uNaH06a HU3a (T )neN.

TIPUMEP 4. Hasewhemo nexe ipumepe y meipuuxom ipociopy R,

1) Huz z, = ((—1)", 1), n € N, uma gee maure nazomunasarsa, (—1,0) u (1,0).

2) Huz x, = (%, n) n € N, nema mauaxa nazomunasarea. O

JEOUHULIA 5. 3a nuz (Tn)neN y memipuuxom apocimiopy (X, d) kascemo ga je Kowwjes axo 3a céaxo
e > 0 @ocimoju ny € N ca ceojcimicom ga je d(Tm, xn) < € 3a cee m,n = ng, ij.

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n € N)(m,n = ng = d(xm,x,) < €).

IMpumernmo s1a je uu3 (T, )nen Konmjes axo d(zy,, x,) — 0, kaga m,n — +oo.

1

A neE N, nuz y X. Hexa

IIPUMEP 5. Heka je X = (0, 1) u d eykmugcrxa mempuxa na (0,1) u x, =
cym,n € Num > n. Taga

| T —

1 1 1 1 1
ZTn| = — = — < .
m+1 n+1 n+1 m+1 n+1

Hexa je € > 0. Ogabepumo ng € N ga je ng > é — 1. Taga je 3a cée m,n € Num,n = ng, éasxcu

|Tm — xn| < €, @1a je (”%rl)ne]N Kowwujes nuz. Kaxo je nEIEOO Tn, = 0, 08aj nus ne konsepeupa y X.
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TEOPEMA 5. ¥V meimpuuxom apocinopy (X, d) sasce cregeha wispherva.
1) Cesaku konsepenitian nus je Kowujes.
2) Csaxu Kowwujes nus je o2panuyen.

3) Axo nexu iognuz Kowujeso2 nuza koneep2upa Ka To, OHGA U Yeau Hu3 KOHEePSUPa Ka xo.

JTOKA3. 1) Hexka je (T5)neN KOHBEPIE€HTAH HM3 W HEKA T, — Xo, n — +00. Heka je & > 0
npoussBosbHo. Taxa

(3no € N)(¥n € IN) ( > no = d(wn, 7o) < ;) .

Heka cy m,n € IN rakBu ga je m,n > ng. Taga
AT, ) < d(Tpm, x0) + d(z0, 20) <

OJIaKIle 3aKJbyuyjeMo Aa je Hu3 (T, )nen Kormjes.

2) Heka je (zp)nen Kommjes nus u Heka je € = 1. 3a m = ng umamo d(Zy, Tn,) < 1 3a cBako
n = no. Jaxie, cBU WIaHOBU HU3A (T )necN CEM EBHUX KOHAYHO MHOTO Haase ce y Kyriau K (xy,,, 1).
Heka je R = max{d(z1, Zn,), d(T2,Tny), .-, d(Tny—1,Tny)}. 3acBakon € Njex, € K(xg, R+ 1),
Tj. HU3 je OTpaHWYEH.

3) Hexa je € > 0. Iocroju ng € IN na 3a csako ng = k > nf je d(zn, , 20) < § nnocrojunf € N
na je d(xm, xn) < § 3a cBe m,n > nd. Heka je ng := max{n},ng}. 3a cBako n > ng Baxu

€ €
d(zp, x0) < d(xn, Tn, ) + d(xn,,, o) < 3 + 3= €,

Tj. HH3 (Zy, )nelN KOHBEPTUPA Ka Tg. O

HANOMEHA. ITpumetnMmo aa ko1 KormnjeBor Hu3a KOHBepreHiyja MoIHu3a TTOBIauYd KOHBEPIeHIIN]y
HM3a, JOK Y OIIITEM CIIyJajy To Huje Tauno, urp. (1,0,1,0,1,0,...).

IIPUMEP 6. Hexa je gaimi mempuuxu dpocitiop (Q,d) u x, € Q, n € N, nuz makas ga x,, apegcmasva
geyumannu 3aiuc 6poja \/2 ca waunux n geyumana. Osaj nus ne xousepupa y (Q,d), mehymum 3a
m,n € Nun < mjed(zy,zmn) < 10% — 0, m,n — +oo, Wj. Hus je Kowujes. O

3AJIATAK. I/ICHHTaTH na v je 13 (T )nelN Jat ca o, (t) = max{L,1}, n € IN, Koumjes y (C[0, 1], d)

rae je d(f, 9) flf (t)| dt.

PELIERE. 3at € [0, 1] je z1(t) = max{t, 1} = 1, z(t) = max{5,1} =1, ..., z,(t) = max{%,1} =
1, ma je (zp)nen KoHcranTan Hus Qynknuja y C[0, 1], omakie cneam ma je KOHBEpreHTaH Ia je u
Konmjes. A

JEOUHULWIA 6. Mempuurku apociiop (X, d) je komiineman axo je ceaxu Kowwjes nuz y X koneepen-
wan.

TEOPEMA 6. Ilompeban u gosoman ycnoe ga mempuuxu apocimop (X,d) 6yge xomineman je ga je
dpecex ceakol odagajyhes nusa netipasnux satmigopenux cxkyiosa y X, uuju Hu3s qujameimiapa wexcu Hyu,
JegHOouNaH CKYIl.
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JTOKA3.(3a Behy oueny.) IIpernocraBuMo Hajipe aa je merpuuku npocrop (X, d) kommueran. Heka
je (F,) onasajyhu Hus Hempasnux 3aTBopenux ckynosa y (X, d), unju uus aujamerapa Texu Hyim. 3a
caxo € > 0 mocroju n(g) € N, Taxso ga je diam(F),.)) < . Ha ocHOBY akcrome u360pa, 13 CBaKOT
F,, wzaBojumo 1o jenan enement f,. Hus (f,) je Kommujes, jep 3a csako € > 0, 3a n > n(e), Baxn
fn € Fy C Fyoy, maje d(fm, frn) < diam(F,)) < ¢ 3am > n > n(e). Kaxo je mo npermocrapuu
npocrop X xoMiureTaH, To cBaku Koinjes Hu3 konseprupa y ieemy. Heka f, — f,n — 4o00. Iomro
Cy CBH CKynoBH [}, 3atBopen, T0 f € F,3acBen € N,matame n f € (), oy Fn. Ako 61 HoCTOjaI0
9 € pen Frno 9 # f, Tana 6m 6o d(f,g) = r > 0, ma f u g He G MOTIIM HCTOBPEMEHO NIPUIIAIATH
ckyny Fp,«, TakBom ma je diam(F.) < 7.
IIpermocTaBuMO cajfia Jia je MpeceK CBAKOT omagajyher HmM3a Hempa3HMX 3aTBOPEHUX CKYIIOBA Y
X, udju HU3 AWjaMeTapa TeXH HyJIM, jemHowraH ckyn. Heka je (x,) npousBosban Kommjes Hu3
y X. 3a cBako n € N nocroju k(n) € N, taxso na je d(zym),zr) < 1/n 3a cee k > k(n).
dopmupajmo omaiajyhi HA3 HETIPA3HIX 3aTBOPEHNX cKynoBa F, wa cnenehn naunn. Fy = K[z, 1],
Fy = F1 N Klwye),1/2],..., Fn = Foo1 N K[z, 1/n],.... Hus (diam(F,)) Texun Hymm, ma
Men Fn canpxn jesmounan ckyn {a}. Jlako ce mokasyje fa Hu3 (7)) KonBeprupa ka a. Ho Taga n
Kommjes nus (x,,) Kouseprupa Ka a jep 3a k > k(n) Baxu
1
_l’_

— =——0,n— +oo.
n

1
d(wg,a) < d(@g, Tp(n)) + d(Tpem), a) < S =

ITIpema Tome, mpoctop X je KoMIUIeTaH. g

[IPUMEP 7. IlIpumepu komiireimnux mempuurux apocimopa cy (R",dp), 1 < p < 400, (Cla,b], do);
(lp,dp), p € [1,400); (c,d); (co,d); (m,d); guckpemmian mewmipuuku wipocimiop; Bla, bl-ckyi ceux

moyhux oZpanuuenux gynxyuja na uniiiepsany [a, b ca memwpuxom d(f,g) = sup |f(t) —g(t)]. O
te€(a,b]

TTIPUMEP 8. Cregehu meipuuru Gpocitiopu HUCy KOMILICTTHI.
1. (Q,d);
2. (C[Ov 1]7 dl) u (0[07 1}7 d2);
3.([0,1),d) 2ge je d eyknugceka memipuxa na [0, 1). 3aucma, muz r, = 1 — % n € N, je Kowwjes jep
3am > nje
1 1

ATy, Tp) = |Tm — xn| = P

=———<-=—0, m,n— +oo,

anu lirf xn, =1 ¢ 1[0,1), da 3a gamiu nuz saxwyuyjemo ga je Kowwujes anu ne u koneepeeniuai;
n—-+0oo

4. Cryii P[0, 1] ceux moeyhux wtorunoma na uninepsary [0, 1] ca memwipuxom
d(Pl, PQ) — Imax |P1(t) - Pz(t)|
te(0,1]

Huje KoMilnemian. O

TEOPEMA 7. Heka je (X,d) komitnewmian metmpuuru apociop, a Y mwe2os womiapocmop. Taga, Y je
KOMEEaH apocimiop ako u camo ako je Y saitieopen uogckyi og X.

JTIOKA3. Heka je Y 3atBopenu noxackyn ox X u (Ypn)neN nponssosban Kommjes nuz y Y. Kako je
Y C X, 10 je (Yn)nenw Konmjes nuz y X, na on xouseprupa y X. Kako je ckyn Y 3atBopeH, TO je

lim y, € Y, najeckyn Y xoMIieraH.
n—-—+o0o
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IIpernocTaBuMO caja Ja je Y KOMIuleTaH Impoctop u yo € Y. Taza je 3a ceako n € N ckyn
K(yo,1/n) N'Y uenpazan. Heka Tauka y, npumaga ToMm ckyn. Yoummo caga uus (y,). 3a cBako
k € N Baxu d(yn+k,Yn) < 2/n, na je (y,) Kommjes nu3 y Y. Taj HM3 KOHBEPIUpa Ka Tauku Yo € Y.
TTpema Tome, Y = Y, ma je ckyn Y 3aTBOpEH. O

3AIATAK. AKoO je MO3HATO Aa je MPOCTOp M KoMIUIeTaH (BUAETH BexOe), ToKa3aTH Ja Cy IPOCTOPH C
U €y KOMITJIETHU.

PENERE. Kaxo je c moTIpocTOp KOMITIETHOT POCTOPA 1M, IOBOJHHO j€ IOKA3ATH HETOBY 3aTBOPEHOCT,
Tj. ako je (ZTp)neN, Tn = ({5"))%]1\1, KOHBEPreHTaH HU3 Y POCTOPY ¢, a & = (£,),eN € M Werosa
rpaHUYHa BpEOHOCT, TaJa T € C.

Kaxo je mpoctop m xoMInieTaH, a OW JoKa3aly /1a je HUu3 £ € M KOHBEpTeHTaH (Tj. 1a T € c),
JOBOJBHO je mokasaTd aa je ums3 ¢ = (§,),en Kommjes. Kako x, — x, n — 400, TO 3a CBaKO

e > 0, mocroju ng € N, Tako ma 3a cBe n > ng Baku d(T,,x) = sup fl(,n) — &, < e, omakne je
eN
1(,n)—§,j <esaceev € N, n > nyg. v
Youumo ungexc ny € N, rakas ja je l(,m) — 5,,’ < ¢e/3,v € N. Kako nuz ,, = (&(f“))yem €c,

< £/3. TIpema Towme,

. . . n n
TO je on Kolujes, TO 3Ha4M J1a 3a JI0BOJBHO BEJIMKE J, k BAXKU ’é*]( D f,i 1

+ | — g

n n g g g
& — &l < |& — g™ e —a < s+ =

3 3

na je mm3 (§,),en Kommjes, nakie, KOHBEpreHTaH, OAHOCHO T € c. Ilpema TOMe, ¢ je 3aTBOPEH
MOTIPOCTOP KOMITIETHOT TIPOCTOPA, T1A je M CaM KOMIUIETAH.

HopMupaHu IIpocTop ¢p je MOTIPOCTOP KOMILUIETHOT HOPMHPAHOT IIPOCTOPA C, I j€ JOBOJBHO
JOKa3aTH lEeTOBY 3aTBOPEHOCT. A

JEOUHULIMIA 7. 3a cxyii A C X kascemo ga je Zyciu y ckyity B C X axo je B C A. Ako je A = X
oHga kaxcemo ga je A ceyga eyciuy X. Cryi A je ceyga 2yciti y B axo ce y ceaxoj oxonunu ipouseoswhe
wwaurxe uz B nanaszu b6ap jegua maura cxyia A.

TIPUMEP 9. Cryii Q je ceyga dyciu y R, wj. usmehy ceaxa gea pasnuuuitia peanna 6poja ociuioju
payuonanan 6poj. O

IPUMEP 10. ¥V apociopy Cla,b] ckyi gyuryuja fo(t) = 1, f1(t) =t, fo(t) =12, ..., fult) =1", ...,
Je ceyga gyci ckyil. Osa wursenuya je fosnaimia uz Anamse 2 ga ce c6axa HeupeKugHa QyHKYuja Moxce

S~ F9(0)
paznoxcuimiu y Maknopenos peg, wj. f(x) = Z Tt”. O
k=0 '

Yumennna 1a HeK METPUYKH MPOCTOPH HIUCY KOMITIETHU HUje oTexaBajyha 1 1ako ce mpeBasmiasi.

TEOPEMA 8. (TEOPEMA O KOMIUIETUPABY ) 3a ceaxu meimipuuku ipocimop (X, d) diocimioju komineman
meimpuuku dpocimiop Y wakas ga je:

1. X CY,
2. Xjeceygacyciwiy Y.

JIOKA3. Ocragpa ce CTyJeHTHMA 32 caMOCTalaH paf 3a Behy oneHy.
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IpuMEP 11. ([0,1],d) je xominemuparse apocimopa ([0,1),d); (R,d) je xomiieimuparse Gpociiopa

(Q,d). 0

JEOUHULWIA 8. Heka cy (X,dx) u (Y, dy) mempuuxu apocimopuu f : X — Y. 3a apecmuxasare f
Kaxcemo ga je uzomeitipuja uz X y'Y axo je uHjekiiusHo Upeciukaearse u 6axicu

dy (f(2'), f(z")) = dx(a',2"), 2’2" € X.

JEOUHULWIA 9. Heka cy (X,dx) u (Y, dy) mempuuxu apocimopu. Ilpecuxasarve f @ X — Y je
HetipexugHo y wauku To € X ako eaxcu

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € X)(dx(x,xz0) < = dy(f(x), f(x0)) < &),

ognocno axo je im f(x) = f(xg). Ipecruxasarve f je neiipexugno na X axo je neipexugno y c6axoj
r—x0

mauku ¢ € X.
TIPUMEP 12. Joxasatiiu ga je meltipuxa Hedpexugua hyuKyuja ceojux apcymenaiia.

PENEWKE. Tpeba nokaszat jaje lim d(x,,y,) = d(z,y). Hexaje z, — xuy, — y,Kagan — +oo.
Yn—Y
Tana
|d(.’£n, yn) - d(x7 y)‘ = |d(xnv yn) - d(xnv y) + d(xna y) - d(l‘, y)|
|d($nv yn) - d(ZEn, y)| + |d(33na y) - d(l‘, y)|
|

<
< d(ynay)| + ‘d(xmx)’ — 0, n— +oo,

jep je zl,ilrllz d(zp,yn) = d(z,y).
Yn—Y

IMpumeTrmo aa cmo kopuctumd |d(a,b) — d(a, )| < d(b,c), 3a cBe a, b, c € X. Hanwme,
d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) wm d(a,c) <d(a,b)+d(b,c),

mna je
_d(b7 C) < d(au b) - d(a7 C) < d(C, b)7

1j. |d(a,b) — d(a,c)| < d(b,c). O




DYHKIIMOHAITHA AHAJI3A

BAHAXOBA TEOPEMA O ®UKCHOJ TAYKU

Yecto mocToju nmoTtpeba HCIUTHBAMKA Ja JTH Heka (YHKIMja MMa (hMKCHUX Tavyaka M KakBa je
BUXO0Ba Npupoaa. [lurame er3ucTeHITIje pelleha HEKNX jeTHaYNHA MOXKe ce (POpMYyTHCATH KA TUTAhEe
rocTojama (PMKCHUX Tadaka 3a Heke ImpuapyxkeHe dyHknuje. banaxoma Teopema o (HUKCHO] TaYKH
rapanTyje IOCTOjalkbe U JEAMHCTBEHOCT (PMKCHE TAUKE HEKOT IMPECIUKABarhad U3 jeTHOT METPUUYKOT
IpocTopa y caMor cebe, U Jaje KOHCTPYKTUBHH METO/T 33 HaJaXKemhe Te TauKe.

JEOUHULIMIA 10. Heka je f: X — X apouseomno upechuxasarve. 3a wiauxky x € X kascemo ga je
uxcna (neitoxpemna) wauxa ipecauxasarea f : X — X axo je f(x) = x.

TIPUMEP 13. 3a apeciuxasare f : R — R gamio ca f(x) = 2% — 12 gurcne wauxe cy pewersa
Jeguauune x> — 12 = x a wo ¢y r1 = —3 u o = 4. O

ITPUMEP 14. Hexka je A : C[0,1] — C[0,1] gaiwio ca A(f(x)) = f'(x). Hpecruxasare A uma guxciy
mauxy [ € C[0,1] gamy ca f(x) = €. O

JEOUHULIMIA 11. 3a apeciukasarve f : X — X kasicemo ga je KoHUpakyuja MempuukoZ upociiopa
X axo wocimioju koncmaniua q € 0, 1) wmaxea ga sa apouseomne x,y € X eaxncu

d(f(z), f(y)) < qd(z,y).

bpoj q 30se ce koeuyujenit koumpaxyuje.

Jlaxite, KOHTpaKIMje TIpeciuKaBajy TauKe Tako Ja je yaaJbeHOCT CIIMKa OWIIO KOT Mapa Tayaka OMTHO
Mama O] YIaJbeHOCTH THX Tadaka.

IIPUMEP 15. Ipecnuxasamwe f : RT — R gadio ca f(x) = arctg x na ocnosy Jlazpanicose weopeme
3ago80npasa

1
arctg x — arct < —yl,
|arctg x — arctg y| 1+62I$ Yl
3a nexo ¢ € R™ u cee x,y € R. Heka je q = I +1 Ouuznegno je q € [0,1) u axo ocmamipamo
cmangapgny mempuxy na R umamo d(f(x), f(y)) < qd(z,y), @mj. [ je konmpaxyuja. O

TEOPEMA 9. (BAHAXOBA TEOPEMA O ®UKCHOJ TAUKM) Ako je (X, d) komilreitian meipuyry dpocitiop
uf: X — X konmpaxkyuja ca koeuyujeniiiom q, onga upeciuxkasarse f uma jequnciaseny QuKcHy waiky
y € X. Hpuitiom, wauxa y je 2paruya Husa (Tn)ncN 4Uju je Bpeu wiar T1 ipou3eosan, a OCan WiaHosu
¢y gegunucanu ca Ty, = f(xn—1), n = 2, u 6axcu oyena

A0, y) < T—d(z1, f(z1)).

Vcnosu banaxose TeopeMe ¢y JOBOJBHU ajIu He M MOTPEOHU 3a TTOCTOjahe U jJeIMHCTBEHOCT (PUKCHE
TadkKe, IITO IIpUKa3yje cienehn mpumep.

TIPUMEP 16. Ipecukasarmwe f(x) = 22 uma duxcny wauxy na (3, 3], Haume, f(z) = z axo u camo

ako je x = 0w x = 1 am xaxo je X = [2, g] apecnuxasarbe [ uma jequuciieeny QuUKCHY Wa4Ky




KOHBEPTEHLIMJA HU30BA

x = 1. Mehyimum, ycrosu fheopeme nucy 3agosovenu. Ckya X = [%, %] Jjecitie komiielian, anu He 8adicu

[ X — X jep je apecnuxasarse [ monoitono pacityhe u netipexugho ia je
1 3 19 13
0= [rGhr)] - Y [53]
J(X) [f 2 / 2 4° 4 Z 2°2
Taxobe, f nuje nu xonmparyuja jep xaxo je

d(f(z), f(y)) = [f(z) = fW)] = |z — yllz + yl,
1

@wo jesax =S uy = % ucayweno d(f(x), f(y)) =2 > d(z,y) = 1. Jukne, yciosu ¢y gososwhu, anu He
J 2 b} 'y
u dompednu. O




