
KONVERGENCIJA NIZOVA

KONVERGENCIJA NIZOVA U METRI^KOM PROSTORU

DEFINICIJA 1. Niz realnih brojeva (xn)n∈N je konvergentan ako postoji realan broj x0 ∈ R sa
osobinom da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da za svako n > n0 va`i |xn − x0| < ε, tj.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ |xn − x0| < ε). (1)

Realan broj x0 se naziva limes ili grani~na vrednost niza (xn)n∈N.

Kako je u pitawu metri~ki prostor (R, d) va`i da je d(xn, x0) = |xn − x0|, mo`emo zapisati (1)
u obliku

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ d(xn, x0) < ε),

tj.
(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ xn ∈ K(x0, ε)).

DEFINICIJA 2. Neka je (xn)n∈N niz u metri~kom prostoru (X, d). Za niz (xn)n∈N ka`emo da
konvergira ka x0 ∈ X ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N da za sve n > n0 va`i d(xn, x0) < ε, tj.
ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ d(xn, x0) < ε),

tj.
(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ xn ∈ K(x0, ε)).

Ta~ka x0 ∈ N naziva se grani~na vrednost niza (xn)n∈N i pi{emo x0 = lim
n→+∞xn.

Primetimo da niz (xn)n∈N u metri~kom prostoru (X, d) konvergira ka x0 ∈ X ako i samo ako
niz realnih brojeva (d(xn, x0))n∈N konvergira ka nuli u metri~kom prostoru (R, d).

TEOREMA 1. Ako niz (xn)n∈N u metri~kom prostoru (X, d) konvergira, onda mu je grani~na
vrednost jedinstveno odre|ena.

DOKAZ. Pretpostavimo da va`i lim
n→+∞xn = a, lim

n→+∞xn = b i a 6= b. Primetimo da je d(a, b) > 0.

Neka je ε =
d(a, b)

3
. Iz definicije 1. sledi

(∃na
0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > na

0 ⇒ d(xn, a) < ε), (∃nb
0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > nb

0 ⇒ d(xn, b) < ε).

Neka je n0 = max{na
0, n

b
0}. Za svako n > n0 va`i

d(a, b) 6 d(a, xn) + d(xn, b) < ε + ε =
2d(a, b)

3
< d(a, b),

kontradikcija! ¤

PRIMER 1. Dokazati da konstantan niz konvergira u svakom metri~kom prostoru.

Re{ewe. Neka je (X, d) proizvoqan metri~ki prostor i xn = a, n ∈ N, za neko a ∈ X , niz iz
X . Kako je d(a, a) = 0, imamo d(xn, a) = d(a, a) < ε za svako ε > 0, tj.

(∀ε > 0)(∃n0 = 1 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ d(xn, a) < ε),

pa xn → a, n → +∞. ♦
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TEOREMA 2. Neka je (X, d) metri~ki prostor. Skup F ⊆ X je zatvoren ako i samo ako svaki niz
(xn)n∈N iz F koji konvergira u X ima grani~nu vrednost u F .

DOKAZ. (⇒) Neka je F zatvoren skup u metri~kom prostoru (X, d), (xn)n∈N niz iz F i xn → x,
n → +∞. Doka`imo da x0 ∈ F . Pretpostavimo suprotno, tj. x0 ∈ X\F . Po{to je F zatvoren,
X\F je otvoren, pa postoji ε > 0 tako da K(x0, ε) ⊆ X\F . Kako xn → x0, n → +∞, postoji
n0 ∈ N da xn ∈ K(x0, ε) ⊆ X\F za svako n > n0, tj. xn ∈ X\F , n > n0, {to je kontradikcija
sa pretpostavkom xn ∈ F , n ∈ N.

(⇐) Neka F ⊆ X sadr`i grani~ne vrednosti svih konvergentnih nizova iz F . Pret-
postavimo suprotno, tj. F nije zatvoren. Tada X\F nije otvoren, pa postoji x0 ∈ X\F da
za svako r > 0 va`i K(x0, r) nije cela sadr`ana u X\F , tj. K(x0, r) ∩ F 6= ∅. Za k ∈ N i
r = 1

k nalazimo ta~ke xk ∈ F takve da d(x0, xk) < 1
k . Niz (xk)k∈N je iz F i d(x0, xk) < 1

k → 0,
k → +∞, pa xk → x0, k → +∞ i x0 ∈ X\F , {to je kontradikcija sa pretpostavkom da svaki
konvergentan niz iz F ima limes u F . ¤

Primetimo da konvergentni nizovi daju karakterizaciju zatvorenih skupova, pa samim tim
i otvorenih koji su komplementi zatvorenih skupova.

DEFINICIJA 3. Za niz (xn)n∈N umetri~kom prostoru (X, d) ka`emo da je ograni~en ako postoje
ta~ka x0 ∈ X i realan broj M > 0 takav da xn ∈ K(x0,M) za svako n ∈ N. Druga~ije re~eno,
niz (xn)n∈N je ograni~en ako va`i

(∃M > 0)(∀m, n ∈ N)d(xm, xn) < M.

TEOREMA 3. Svaki konvergentan niz u metri~kom prostoru (X, d) je ograni~en.

DOKAZ. Neka je (xn)n∈N niz iz X i xn → x0, n → +∞. Neka je ε = 1. Postoji n0 ∈ N da za
svako n > n0 va`i xn ∈ K(x0, 1). Ozna~imo sa R′ = max{d(x0, x1), d(x0, x2), . . . , d(x0, xn0−1)}
i neka je R = R′ + 1. O~igledno je xn ∈ K(x0, R) za svako n ∈ N, pa je (xn)n∈N ograni~en. ¤

LEMA 1. Neka je (xn)n∈N niz u metri~kom prostoru (X, d). Ako niz (xn)n∈N konvergira ka
x0 ∈ X , onda i svaki wegov podniz konvergira ka x0.

DOKAZ. Neka je (xnk
)k∈N podniz niza (xn)n∈N. Po{to (xn)n∈N konvergira ka x0, imamo

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ d(xn, x0) < ε).

Kod podniza je funkcija n strogo rastu}a, tj. n1 = n(1) > 1, n2 = n(2) > 2,. . ., pa je
d(xnk

, x0) < ε, za svako k > n0. Time smo pokazali da (xnk
)k∈N konvergira ka x0. ¤

PRIMER 2. Nave{}emo neke primere nizova u Rn.

1) xn =
(

1
n , 1

n2

)
i yn =

(
(−1)n, (1 + 1

n)n
)
, n ∈ N, su nizovi u R2;

2) xn =
(

n+1
n , 1

2n ,
√

n + 1−√n
)
, n ∈ N, je niz u R3;

3)
{(

1
n+1 , 1

n+2 , . . . , 1
n+k

)
| n ∈ N

}
i k fiksirano je niz u Rk. ♦
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TEOREMA 4. 1) Neka je (xn)n∈N, xn = (ξ(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . . , ξ

(n)
k ), niz ta~aka u metri~kom prostoru

Rk
p = (Rk, dp), 1 6 p 6 ∞. Konvergencija niza (xn)n∈N grani~noj vrednosti x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)

u Rk
p je ekvivalentna konvergenciji nizova i−tih koordinata ta~aka xn, tj. nizova (ξ(n)

i )n∈N,
i−toj koordinati ta~ke x u R za sve i = 1, k.

2) U prostoru `p, 1 6 p < ∞, iz konvergencije po koordinatama ne sledi konvergencija po
metrici.

DOKAZ. 1) Ako niz (xn)n∈N konvergira ka x = (ξ1, . . . , ξn), u smislu metrike u Rk
p , tada niz

dp(xn, x) → 0, n → +∞. Me|utim, kako za svako i = 1, n va`i |ξ(n)
i − ξi| 6 dp(xn, x), to nizovi

i−tih koordinata ta~aka xn konvergiraju ka i−toj koordinati ta~ke x.
Obratno, ako za svako i = 1, n va`i ξ

(n)
i → ξ, n → +∞, tada sledi da d(xn, x) → 0,

n → +∞, odnosno xn → x, n → +∞.
2) Uo~imo u prostoru `p, 1 6 p < ∞, slede}i niz ta~aka:

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .), e2 = (0, 1, 0, 0, . . .), e3 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .), . . .

Svi koordinatni nizovi konvergiraju ka 0. Ozna~imo sa 0 ∈ `p ta~ku (0, 0, 0, . . .). O~igledno
je d(en,0) = 1, pa niz (en)n∈N ne konvergira ka 0. ¤

PRIMER 3. Niz (xn)n∈N ~iji je op{ti ~lan xn =
(

1
n , 1

n2

)
konvergira ka (0, 0) u R2, dok niz

((−1)n, (1 + 1
n)n), n ∈ N, ne konvergirau R2 jer niz (−1)n, n ∈ N, ne konvergira u R. ♦

NAPOMENA. U Rn va`e sve algebarske kombinacije nizova koje va`e u R.

DEFINICIJA 4. Neka je (xn)n∈N niz u metri~kom prostoru (X, d). Za ta~ku x0 ∈ X ka`emo da
je ta~ka nagomilavawa niza (xn)n∈N ako svaka kugla sa centrom u ta~ki x0 sadr`i beskona~no
mnogo ~lanova niza (xn)n∈N.

PRIMER 4. Nave{}emo neke primere u metri~kom prostoru R2.

1) Niz xn =
(
(−1)n, 1

n

)
, n ∈ N, ima dve ta~ke nagomilavawa, (−1, 0) i (1, 0).

2) Niz xn =
(

1
n , n

)
, n ∈ N, nema ta~aka nagomilavawa. ♦

DEFINICIJA 5. Za niz (xn)n∈N u metri~kom prostoru (X, d) ka`emo da je Ko{ijev ako za svako
ε > 0 postoji n0 ∈ N sa svojstvom da je d(xm, xn) < ε za sve m,n > n0, tj.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)(m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε).

Primetimo da je niz (xn)n∈N Ko{ijev ako d(xm, xn) → 0, kada m,n → +∞.

PRIMER 5. Neka je X = (0, 1) i d euklidska metrika na (0, 1) i xn = 1
n+1 , n ∈ N, niz u X . Neka

su m,n ∈ N i m > n. Tada

|xm − xn| =
∣∣∣∣

1
m + 1

− 1
n + 1

∣∣∣∣ =
1

n + 1
− 1

m + 1
6 1

n + 1
.

Neka je ε > 0. Odaberimo n0 ∈ N da je n0 > 1
ε − 1. Tada je za sve m, n ∈ N i m,n > n0, va`i

|xm − xn| < ε, pa je
(

1
n+1

)
n∈N

Ko{ijev niz. Kako je lim
n→+∞xn = 0, ovaj niz ne konvergira u X . ♦
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TEOREMA 5. U metri~kom prostoru (X, d) va`e slede}a tvr|ewa.

1) Svaki konvergentan niz je Ko{ijev.

2) Svaki Ko{ijev niz je ograni~en.

3) Ako neki podniz Ko{ijevog niza konvergira ka x0, onda i celi niz konvergira ka x0.

DOKAZ. 1) Neka je (xn)n∈N konvergentan niz i neka xn → x0, n → +∞. Neka je ε > 0
proizvoqno. Tada

(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)
(
n > n0 ⇒ d(xn, x0) <

ε

2

)
.

Neka su m, n ∈ N takvi da je m,n > n0. Tada

d(xm, xn) 6 d(xm, x0) + d(x0, xn) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

odakle zakqu~ujemo da je niz (xn)n∈N Ko{ijev.
2) Neka je (xn)n∈N Ko{ijev niz i neka je ε = 1. Za m = n0 imamo d(xn, xn0) < 1 za svako

n > n0. Dakle, svi ~lanovi niza (xn)n∈N sem wih kona~no mnogo nalaze se u kugli K(xn0 , 1).
Neka je R = max{d(x1, xn0), d(x2, xn0), . . . , d(xn0−1, xn0)}. Za svako n ∈ N je xn ∈ K(x0, R + 1),
tj. niz je ograni~en.

3) Neka je ε > 0. Postoji n1
0 ∈ N da za svako nk > k > n1

0 je d(xnk
, x0) < ε

2 i postoji n2
0 ∈ N

da je d(xm, xn) < ε
2 za sve m, n > n2

0. Neka je n0 := max{n1
0, n

2
0}. Za svako n > n0 va`i

d(xn, x0) 6 d(xn, xnk
) + d(xnk

, x0) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

tj. niz (xn)n∈N konvergira ka x0. ¤

NAPOMENA. Primetimo da kod Ko{ijevog niza konvergencija podniza povla~i konvergenciju
niza, dok u op{tem slu~aju to nije ta~no, npr. (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .).

PRIMER 6. Neka je dat metri~ki prostor (Q, d) i xn ∈ Q, n ∈ N, niz takav da xn predstavqa
decimalni zapis broja

√
2 sa ta~nih n decimala. Ovaj niz ne konvergira u (Q, d), me|utim za

m,n ∈ N i n < m je d(xn, xm) 6 1
10n → 0, m,n → +∞, tj. niz je Ko{ijev. ♦

ZADATAK. Ispitati da li je niz (xn)n∈N dat sa xn(t) = max{ t
n , 1}, n ∈ N, Ko{ijev u (C[0, 1], d)

gde je d(f, g) =
1∫
0

|f(t)− g(t)| dt.

RE[EWE. Za t ∈ [0, 1] je x1(t) = max{t, 1} = 1, x2(t) = max{ t
2 , 1} = 1, . . ., xn(t) = max{ t

n , 1} =
1, pa je (xn)n∈N konstantan niz funkcija u C[0, 1], odakle sledi da je konvergentan pa je i
Ko{ijev. M

DEFINICIJA 6. Metri~ki prostor (X, d) je kompletan ako je svaki Ko{ijev niz uX konvergen-
tan.

TEOREMA 6. Potreban i dovoqan uslov da metri~ki prostor (X, d) bude kompletan je da je
presek svakog opadaju}eg niza nepraznih zatvorenih skupova uX , ~iji niz dijametara te`i nuli,
jedno~lan skup.
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DOKAZ.(Za ve}u ocenu.) Pretpostavimo najpre da je metri~ki prostor (X, d) kompletan. Neka
je (Fn) opadaju}i niz nepraznih zatvorenih skupova u (X, d), ~iji niz dijametara te`i nuli. Za
svako ε > 0 postoji n(ε) ∈ N, takvo da je diam(Fn(ε)) < ε. Na osnovu aksiome izbora, iz svakog
Fn izdvojimo po jedan element fn. Niz (fn) je Ko{ijev, jer za svako ε > 0, za n > n(ε), va`i
fn ∈ Fn ⊆ Fn(ε), pa je d(fm, fn) 6 diam(Fn(ε)) < ε za m > n > n(ε). Kako je po pretpostavci
prostorX kompletan, to svaki Ko{ijev niz konvergira u wemu. Neka fn → f , n → +∞. Po{to
su svi skupovi Fn zatvoreni, to f ∈ Fn za sve n ∈ N, pa time i f ∈ ⋂

n∈N Fn. Ako bi postojalo
g ∈ ⋂

n∈N Fn, g 6= f , tada bi bilo d(f, g) = r > 0, pa f i g ne bi mogli istovremeno pripadati
skupu Fn∗ , takvom da je diam(Fn∗) < r.

Pretpostavimo sada da je presek svakog opadaju}eg niza nepraznih zatvorenih skupova u
X , ~iji niz dijametara te`i nuli, jedno~lan skup. Neka je (xn) proizvoqan Ko{ijev niz
u X . Za svako n ∈ N postoji k(n) ∈ N, takvo da je d(xk(n), xk) < 1/n za sve k > k(n).
Formirajmo opadaju}i niz nepraznih zatvorenih skupovaFn na slede}i na~in. F1 = K[xk(1), 1],
F2 = F1 ∩ K[xk(2), 1/2], . . . , Fn = Fn−1 ∩ K[xk(n), 1/n], . . .. Niz (diam(Fn)) te`i nuli, pa⋂

n∈N Fn sadr`i jedno~lan skup {a}. Lako se pokazuje da niz (xk(n)) konvergira ka a. No tada i
Ko{ijev niz (xn) konvergira ka a jer za k > k(n) va`i

d(xk, a) 6 d(xk, xk(n)) + d(xk(n), a) <
1
n

+
1
n

=
2
n
→ 0, n → +∞.

Prema tome, prostor X je kompletan. ¤

PRIMER 7. Primeri kompletnih metri~kih prostora su (Rn, dp), 1 6 p 6 +∞; (C[a, b], d∞);
(`p, dp), p ∈ [1,+∞); (c, d); (c0, d); (m, d); diskretan metri~ki prostor; B[a, b]-skup svih
mogu}ih ograni~enih funkcija na intervalu [a, b] sa metrikom d(f, g) = sup

t∈[a,b]
|f(t)− g(t)|. ♦

PRIMER 8. Slede}i metri~ki prostori nisu kompletni.
1. (Q, d);
2. (C[0, 1], d1) i (C[0, 1], d2);
3. ([0, 1), d) gde je d euklidska metrika na [0, 1). Zaista, niz xn = 1− 1

n , n ∈ N, je Ko{ijev jer
za m > n je

d(xm, xn) = |xm − xn| =
∣∣∣∣
1
m
− 1

n

∣∣∣∣ =
1
n
− 1

m
<

1
n
→ 0, m, n → +∞,

ali lim
n→+∞xn = 1 /∈ [0, 1), pa za dati niz zakqu~ujemo da je Ko{ijev ali ne i konvergentan;
4. Skup P[0, 1] svih mogu}ih polinoma na intervalu [0, 1] sa metrikom

d(P1, P2) = max
t∈[0,1]

|P1(t)− P2(t)|

nije kompletan. ♦

TEOREMA 7. Neka je (X, d) kompletan metri~ki prostor, a Y wegov potprostor. Tada, Y je
kompletan prostor ako i samo ako je Y zatvoren podskup od X .

DOKAZ. Neka je Y zatvoreni podskup od X i (yn)n∈N proizvoqan Ko{ijev niz u Y . Kako je
Y ⊆ X , to je (yn)n∈N Ko{ijev niz u X , pa on konvergira u X . Kako je skup Y zatvoren, to je
lim

n→+∞ yn ∈ Y , pa je skup Y kompletan.
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Pretpostavimo sada da je Y kompletan prostor i y0 ∈ Y . Tada je za svako n ∈ N skup
K(y0, 1/n) ∩ Y neprazan. Neka ta~ka yn pripada tom skup. Uo~imo sada niz (yn). Za svako
k ∈ N va`i d(yn+k, yn) < 2/n, pa je (yn) Ko{ijev niz u Y . Taj niz konvergira ka ta~ki y0 ∈ Y .
Prema tome, Y = Y , pa je skup Y zatvoren. ¤

ZADATAK. Ako je poznato da je prostor m kompletan (videti ve`be), dokazati da su prostori c
i c0 kompletni.

RE[EWE. Kako je cpotprostorkompletnog prostoram, dovoqno je dokazatiwegovu zatvorenost,
tj. ako je (xn)n∈N, xn = (ξ(n)

ν )ν∈N, konvergentan niz u prostoru c, a x = (ξν)ν∈N ∈ m wegova
grani~na vrednost, tada x ∈ c.

Kako je prostor m kompletan, da bi dokazali da je niz x ∈ m konvergentan (tj. da x ∈ c),
dovoqno je dokazati da je niz x = (ξν)ν∈N Ko{ijev. Kako xn → x, n → +∞, to za svako
ε > 0, postoji n0 ∈ N, tako da za sve n > n0 va`i d(xn, x) = sup

ν∈N

∣∣∣ξ(n)
ν − ξν

∣∣∣ < ε, odakle je∣∣∣ξ(n)
ν − ξν

∣∣∣ < ε za sve ν ∈ N, n > n0.

Uo~imo indeks n1 ∈ N, takav da je
∣∣∣ξ(n1)

ν − ξν

∣∣∣ < ε/3, ν ∈ N. Kako niz xn1 = (ξ(n1)
ν )ν∈N ∈ c,

to je on Ko{ijev, {to zna~i da za dovoqno velike j, k va`i
∣∣∣ξ(n1)

j − ξ
(n1)
k

∣∣∣ < ε/3. Prema tome,

|ξj − ξk| 6
∣∣∣ξj − ξ

(n1)
j

∣∣∣ +
∣∣∣ξ(n1)

j − ξ
(n1)
k

∣∣∣ +
∣∣∣ξ(n1)

k − ξk

∣∣∣ <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

pa je niz (ξν)ν∈N Ko{ijev, dakle, konvergentan, odnosno x ∈ c. Prema tome, c je zatvoren
potprostor kompletnog prostora, pa je i sam kompletan.

Normirani prostor c0 je potprostor kompletnog normiranog prostora c, pa je dovoqno
dokazati wegovu zatvorenost. M

DEFINICIJA 7. Za skup A ⊆ X ka`emo da je gust u skupu B ⊆ X ako je B ⊆ A. Ako je A = X
onda ka`emo da je A svuda gust u X . Skup A je svuda gust u B ako se u svakoj okolini proizvoqne
ta~ke iz B nalazi bar jedna ta~ka skupa A.

PRIMER 9. Skup Q je svuda gust u R, tj. izme|u svaka dva razli~ita realna broja postoji
racionalan broj. ♦

PRIMER 10. U prostoru C[a, b] skup funkcija f0(t) = 1, f1(t) = t, f2(t) = t2, . . ., fn(t) = tn, . . .,
je svuda gust skup. Ova ~iwenica je poznata iz Analize 2 da se svaka neprekidna funkcija mo`e

razlo`iti u Maklorenov red, tj. f(x) =
+∞∑

k=0

f (k)(0)
k!

tn. ♦

^iwenica da neki metri~ki prostori nisu kompletni nije ote`avaju}a i lako se prevazilazi.

TEOREMA 8. (TEOREMAOKOMPLETIRAWU) Za svaki metri~ki prostor (X, d) postoji kompletan
metri~ki prostor Y takav da je:

1. X ⊆ Y ,

2. X je svuda gust u Y .

DOKAZ. Ostavqa se studentima za samostalan rad za ve}u ocenu.
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PRIMER 11. ([0, 1], d) je kompletirawe prostora ([0, 1), d); (R, d) je kompletirawe prostora
(Q, d). ♦

DEFINICIJA 8. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metri~ki prostori i f : X → Y . Za preslikavawe f
ka`emo da je izometrija iz X u Y ako je injektivno preslikavawe i va`i

dY (f(x′), f(x′′)) = dX(x′, x′′), x′, x′′ ∈ X.

DEFINICIJA 9. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metri~ki prostori. Preslikavawe f : X → Y je
neprekidno u ta~ki x0 ∈ X ako va`i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ X)(dX(x, x0) < δ ⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε),

odnosno ako je lim
x→x0

f(x) = f(x0). Preslikavawe f je neprekidno na X ako je neprekidno u svakoj
ta~ki x ∈ X .

PRIMER 12. Dokazati da je metrika neprekidna funkcija svojih argumenata.

RE[EWE. Treba pokazati da je lim
xn→x
yn→y

d(xn, yn) = d(x, y). Neka je xn → x i yn → y, kada n → +∞.

Tada

|d(xn, yn)− d(x, y)| = |d(xn, yn)− d(xn, y) + d(xn, y)− d(x, y)|
6 |d(xn, yn)− d(xn, y)|+ |d(xn, y)− d(x, y)|
6 |d(yn, y)|+ |d(xn, x)| → 0, n → +∞,

jer je lim
xn→x
yn→y

d(xn, yn) = d(x, y).

Primetimo da smo koristili |d(a, b)− d(a, c)| 6 d(b, c), za sve a, b, c ∈ X . Naime,

d(a, b) 6 d(a, c) + d(c, b) i d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c),

pa je
−d(b, c) 6 d(a, b)− d(a, c) 6 d(c, b),

tj. |d(a, b)− d(a, c)| 6 d(b, c). ♦

7
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BANAHOVA TEOREMA O FIKSNOJ TA^KI

^esto postoji potreba ispitivawa da li neka funkcija ima fiksnih ta~aka i kakva je
wihova priroda. Pitawe egzistencije re{ewanekih jedna~inamo`e seformulisati kaopitawe
postojawa fiksnih ta~aka za neke pridru`ene funkcije. Banahova teorema o fiksnoj ta~ki
garantuje postojawe i jedinstvenost fiksne ta~ke nekog preslikavawa iz jednog metri~kog
prostora u samog sebe, i daje konstruktivni metod za nala`ewe te ta~ke.

DEFINICIJA 10. Neka je f : X → X proizvoqno preslikavawe. Za ta~ku x ∈ X ka`emo da je
fiksna (nepokretna) ta~ka preslikavawa f : X → X ako je f(x) = x.

PRIMER 13. Za preslikavawe f : R → R dato sa f(x) = x2 − 12 fiksne ta~ke su re{ewa
jedna~ine x2 − 12 = x a to su x1 = −3 i x2 = 4. ♦

PRIMER 14. Neka je A : C[0, 1] → C[0, 1] dato sa A(f(x)) = f ′(x). Preslikavawe A ima fiksnu
ta~ku f ∈ C[0, 1] datu sa f(x) = ex. ♦

DEFINICIJA 11. Za preslikavawe f : X → X ka`emo da je kontrakcija metri~kog prostora
X ako postoji konstanta q ∈ [0, 1) takva da za proizvoqne x, y ∈ X va`i

d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y).

Broj q zove se koeficijent kontrakcije.

Dakle, kontrakcije preslikavaju ta~ke tako da je udaqenost slika bilo kog para ta~aka bitno
mawa od udaqenosti tih ta~aka.

PRIMER 15. Preslikavawe f : R+ → R+ dato sa f(x) = arctg x na osnovu Lagran`ove teoreme
zadovoqava

| arctg x− arctg y| 6 1
1 + c2

|x− y|,

za neko c ∈ R+ i sve x, y ∈ R. Neka je q = 1
1+c2

. O~igledno je q ∈ [0, 1) i ako posmatramo
standardnu metriku na R imamo d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y), tj. f je kontrakcija. ♦

TEOREMA 9. (BANAHOVA TEOREMAOFIKSNOJ TA^KI)Ako je (X, d) kompletanmetri~ki prostor
i f : X → X kontrakcija sa koeficijentom q, onda preslikavawe f ima jedinstvenufiksnuta~ku
y ∈ X . Pritom, ta~ka y je granica niza (xn)n∈N ~iji je prvi ~lan x1 proizvoqan, a ostali ~lanovi
su definisani sa xn = f(xn−1) , n > 2 , i va`i ocena

d(xn, y) 6 qn−1

1− λ
d(x1, f(x1)).

Uslovi Banahove teoreme su dovoqni ali ne i potrebni za postojawe i jedinstvenost fiksne
ta~ke, {to prikazuje slede}i primer.

PRIMER 16. Preslikavawe f(x) = x2 ima fiksnu ta~ku na [12 , 3
2 ]. Naime, f(x) = x ako i samo

ako je x = 0 ili x = 1 ali kako je X = [12 , 3
2 ], preslikavawe f ima jedinstvenu fiksnu ta~ku

8
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x = 1. Me|utim, uslovi teoreme nisu zadovoqeni. SkupX = [12 , 3
2 ] jeste kompletan, ali ne va`i

f : X → X jer je preslikavawe f monotono rastu}e i neprekidno pa je

f(X) =
[
f
(1

2

)
, f

(3
2

)]
=

[
1
4
,
9
4

]
*

[
1
2
,
3
2

]
.

Tako|e, f nije ni kontrakcija jer kako je

d(f(x), f(y)) = |f(x)− f(y)| = |x− y||x + y|,

to je za x = 3
2 i y = 1

2 ispuweno d(f(x), f(y)) = 2 > d(x, y) = 1. Dakle, uslovi su dovoqni, ali ne
i potrebni. ♦
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