
LINEARNI OPERATORI

LINEARNA PRESLIKAVAWA NORMIRANOG PROSTORA U NORMIRAN PROSTOR

Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) normirani prostori nad istim poqem skalara F ∈ {R,C}.

DEFINICIJA 1. Preslikavawe A : X → Y je:

1◦ aditivno ako je A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 za sve x1, x2 ∈ X;

2◦ homogeno ako je A(λx) = λAx za sve x ∈ X , λ ∈ F;

3◦ linearno ako je aditivno i homogeno, tj. ako je

A(λ1x1 + λ2x2) = λ1Ax1 + λ2Ax2, x1, x2 ∈ X, λ1, λ2 ∈ F.

Vrednost preslikavawa A u ta~ki x ozna~ava}emo sa Ax. Umesto termina preslikavawe ko-
risti}emo termin operator.

NAPOMENA. Primetimo da za aditivan operator A : X → Y va`i A(0X) = 0Y . Zaista,

A(0X) = A(0X + 0X) = A(0X) + A(0X),

odakle je A(0X) = 2A(0X), pa je A(0X) = 0Y .

Za nula vektor u vektorskom prostoru koristili smo oznaku 0 dok je sa 0 ozna~en realan broj
nula. Sada su ukqu~ena dva vektorska prostora pa se zato nagla{ava prostor kome pripadaju.
Smatramo da }e to ubudu}e biti jasno i zato }emo pisati jednostavnije A(0) = 0.

DEFINICIJA 2. Linearan operator A : X → F, gde je F realno ili kompleksno poqe skalara
u zavisnosti od toga da li je X realan ili kompleksan vektorski prostor, zove se linearna
funkcionela.

PRIMER 1. Nave{}emo neke primere operatora.

1) A : `2 → `2 dat sa Ax = (0, x1, x2, x3, . . .), x = (xn)n∈N ∈ `2 je operator na `2.

2) A : C[0, 1] → R dat sa Ax =
1∫
0

x(t) dt, x ∈ C[0, 1], je funkcionela na C[0, 1].

TEOREMA 1. Operator A : X → Y je neprekidan na X ako i samo ako je neprekidan u ta~ki
0 ∈ X .

DOKAZ. Ako je operator A je neprekidan na X , tada je neprekidan u svakoj ta~ki x ∈ X , pa
je neprekidan u ta~ki 0 ∈ X

Neka je operator A neprekidan u ta~ki 0 ∈ X . Tada koriste}i definiciju 9 oblast
Konvergencija nizova i A(0) = 0, dobijamo

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x ∈ X)(‖x‖X < δ(ε) ⇒ ‖Ax‖Y < ε). (1)
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Ako u (1) umesto x stavimo x− x0 ∈ X , dobijamo

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x ∈ X)(‖x− x0‖X < δ(ε) ⇒ ‖A(x− x0)‖Y < ε).

Operator A je linearan, pa je A(x− x0) = A(x)−A(x0), a time dobijamo

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x ∈ X)(‖x− x0‖X < δ(ε) ⇒ ‖A(x)−A(x0)‖Y < ε),

odnosno A je neprekidan u ta~ki x0 ∈ X . Kako je x0 ∈ X proizvoqna ta~ka, sledi da je A
neprekidan na X . ¤

DEFINICIJA 3. Linearni operator A : X → Y je ograni~en ako postoji nenegativan broj M
takav da je

‖Ax‖ 6 M‖x‖, x ∈ X.

NAPOMENA. Primetimo da M nije jedinstven broj.

TEOREMA 2. Linearan operator A : X → Y je neprekidan ako i samo ako je ograni~en.

DOKAZ. Pretpostavimo, najpre, da je linearan operator A neprekidan na X . Tada za svako
ε > 0 postoji δ(ε) > 0 tako da je ‖Ax‖Y < ε za svako x ∈ X koje zadovoqava ‖x‖X < δ(ε).
Ako je ε = 1, tada ‖x‖X < δ(ε) povla~i ‖Ax‖Y < 1. Pokaza}emo da za svako x ∈ X va`i
‖Ax‖Y 6 2

δ(1)‖x‖X .

• Ako je x = 0, nejednakost trivijalno va`i.

• Ako je x 6= 0, neka je x1 = δ(1)
2‖x‖X

x. Tada je ‖x1‖X = δ(1)
2 < δ(1), pa je

‖Ax1‖Y =
∥∥∥A

( δ(1)
2‖x‖X

x
)∥∥∥

Y
=

∥∥∥ δ(1)
2‖x‖X

Ax
∥∥∥

Y
=

δ(1)
2‖x‖X

‖Ax‖Y < 1.

Iz posledwe nejednakosti zakqu~ujemo da je

‖Ax‖Y <
2‖x‖X

δ(1)
=

2
δ(1)

‖x‖X ,

odnosno M = 2
δ(1) .

Neka je operator A ograni~en i doka`imo da je neprekidan. Tada postoji M > 0 tako da je
‖Ax‖Y 6 M‖x‖X , za svako x ∈ X , pa za ‖x‖ < ε

M je

‖Ax‖Y 6 M‖x‖X < M · ε

M
= ε.

Zakqu~ujemo da je operator A neprekidan u ta~ki 0 ∈ X , pa na osnovu teoreme 1. sledi da je
neprekidan na X . ¤

Skup svih ograni~enih linearnih operatora A : X → Y ozna~ava}emo sa L(X, Y ). Speci-
jalno, ako je X = Y koristimo oznaku L(X).
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PRIMER 2. Neka je X = Y = Rn. Za x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn je ‖x‖Rn =

√
n∑

k=1

|xk|2.

Ortonormirana baza je data sa e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., en = (0, 0, 0, . . . , 1).
Svako x ∈ X se mo`e predstaviti u obliku x =

n∑
k=1

xkek za neke skalare xk ∈ R.
Svako linearno preslikavaweA : Rn → Rn je ograni~eno, pa samimtim i neprekidno. Zaista,

Ax = A
( n∑

k=1

xkek

)
=

n∑
k=1

xkAek, pa koriste}i nejednakost Heldera (p = q = 2) dobijamo

‖Ax‖Rn =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xkAek

∥∥∥∥∥
Rn

6
n∑

k=1

|xk| · ‖Aek‖Rn 6

√√√√
n∑

k=1

|xk|2Rn ·
√√√√

n∑

k=1

‖Aek‖2
Rn = M‖x‖Rn ,

gde je M =

√
n∑

k=1

‖Aek‖2
Rn .

DEFINICIJA 4. Neka jeA : X → Y linearan i ograni~en operator. Infimum brojevaM za koje
va`i nejednakost ‖Ax‖Y 6 M‖x‖X za svako x ∈ X ozna~ava}emo sa ‖A‖.

NAPOMENA. Primetimo da je infimum skupa pozitivnih vrednosti nenegativan realan broj,
tj. ‖A‖ > 0.

Slede}a teorema nam omogu}ava da za ograni~en i linearan operator lako izra~unamo
nenegativan broj ‖A‖.

TEOREMA 3. Za svaki operator A ∈ L(X,Y ) va`i

‖A‖ = sup
x∈X\{0}

‖Ax‖Y

‖x‖X
= sup
‖x‖X61

‖Ax‖Y = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y .

DOKAZ. Neka je x 6= 0 proizvoqan element iz X iM skup svih M > 0 za koje va`i nejednakost
‖Ax‖Y 6 M‖x‖X , x ∈ X . Za svako M ∈M i x 6= 0 va`i ‖Ax‖Y

‖x‖X
6 M , odakle je

‖Ax‖Y

‖x‖X
6 inf{M | M ∈M} = ‖A‖.

Dakle, za svako x 6= 0 va`i ‖Ax‖Y 6 ‖A‖ ·‖x‖X . Za x = 0 o~igledno va`i ‖Ax‖Y 6 ‖A‖ ·‖x‖X .
Ako je x 6= 0, tada iz nejednakosti ‖Ax‖Y

‖x‖X
6 ‖A‖, sledi da je

∥∥∥ 1
‖x‖X

Ax
∥∥∥

Y
6 ‖A‖, a iz

linearnosti operatora A je
∥∥∥A

( x

‖x‖X

)∥∥∥
Y

6 ‖A‖. Uzimaju}i da je y = x
‖x‖X

∈ X , lako se
dobija da je ‖y‖X = 1, pa iz posledwe nejednakosti zakqu~ujemo da je

sup
‖y‖X=1

‖Ay‖Y 6 ‖A‖. (2)

Iz definicije ‖A‖ sledi da za svako ε > 0 postoji xε ∈ X da je

‖Axε‖Y > (‖A‖ − ε)‖xε‖X .
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Sada je
sup

‖y‖X=1
‖Ay‖Y >

∥∥∥A
( xε

‖xε‖X

)∥∥∥
Y

=
1

‖xε‖X
‖Axε‖Y > ‖A‖ − ε, ε > 0,

pa je
sup

‖y‖X=1
‖Ay‖Y > ‖A‖. (3)

Iz nejednakosti (2) i (3) sledi da je sup
‖y‖X=1

‖Ay‖Y = ‖A‖.
Daqe je

sup
y∈X
y 6=0

‖Ay‖Y

‖y‖X
= sup

y∈X
y 6=0

∥∥∥A
( y

‖y‖X

)∥∥∥
Y

= sup
‖y‖X=1

‖Ay‖Y = ‖A‖,

pa je ‖A‖ = sup
y∈X
y 6=0

‖Ay‖Y

‖y‖X
.

Kori{}ewem predhodno dokazanih jednakosti imamo da je

‖A‖ = sup
y∈X
y 6=0

‖Ay‖Y

‖y‖X
> sup

‖y‖X61
y 6=0

‖Ay‖Y

‖y‖X
> sup
‖y‖X61

‖Ay‖Y

i
sup

‖y‖X61
‖Ay‖Y > sup

‖y‖X=1
‖Ay‖Y = ‖A‖,

to je ‖A‖ = sup
‖y‖X61

‖Ay‖Y . ¤

NAPOMENA. Do sada smo koristili oznaku ‖A‖ za nenegativan broj za koji va`i nejednakost
‖Ax‖Y 6 ‖A‖ · ‖x‖X za svako x ∈ X , odnosno za koji va`i

‖A‖ = sup
x∈X\{0}

‖Ax‖Y

‖x‖X
= sup
‖x‖X61

‖Ax‖Y = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y .

Naravno, oznaka nije slu~ajno izabrana da bude ista kao za normu. Svakom elementuA ∈ L(X, Y )
se mo`e dodeliti nenegativan broj ‖A‖ i time je na skupu L(X,Y ) dobro definisano preslika-
vawe A 7→ ‖A‖. U slede}oj teoremi }emo pokazati da broj ‖A‖ predstavqa normu operatora A u
prostoru svih ograni~enih linearnih operatora L(X,Y ).

U prostoru L(X, Y ) se defini{e sabirawe operatora i mno`ewe operatora skalarom na
slede}i na~in:

(A + B)x = Ax + Bx, (λA)x = λ(Ax), A,B ∈ L(X, Y ), λ ∈ F.

TEOREMA 4. Preslikavawe A 7→ ‖A‖, A ∈ L(X,Y ), defini{e normu na L(X, Y ).

DOKAZ. 1. Doka`imo da je ‖A‖ = 0 ako i samo ako je A = 0, tj. Ax = 0, za svako x ∈ X .
Ako je ‖A‖ = 0, tada je ‖Ax‖Y = 0 za svako x ∈ X , pa po definiciji norme u Y sledi da je

Ax = 0 za svako x ∈ X .
Ako je Ax = 0 za svako x ∈ X , jasno je iz definicije broja ‖A‖ da je ‖A‖ = 0.
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2. Doka`imo da je ‖αA‖ = |α| · ‖A‖ za svako α ∈ F iA ∈ L(X,Y ). Koriste}i osobine norme
u prostoru Y i teoremu 3. dobijamo

‖αA‖ = sup
‖x‖X=1

‖αAx‖Y = |α| sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y = |α| · ‖A‖.

3. Doka`imo da je ‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖, A,B ∈ L(X,Y ).
Koriste}i nejednakost trougla za normu u prostoru Y i osobine supremuma, dobijamo

‖A + B‖ = sup
‖x‖X=1

‖Ax + Bx‖Y 6 sup
‖x‖X=1

(‖Ax‖Y + ‖Bx‖Y )

6 sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y + sup
‖x‖X=1

‖Bx‖Y = ‖A‖+ ‖B‖. ¤

NAPOMENA. Primetimo da u dokazu 1 kod re~enice �A = 0, tj. Ax = 0, za svako x ∈ X .� prva
oznaka 0 predstavqa nulu u prostoru L(X, Y ) a druga nulu u normiranom prostoru Y .

Nadaqe, da bismo rasteretili sam zapis, ne}emo nagla{avati prostor u kojom se norma
javqa. Naime, umesto ‖Ax‖Y 6 ‖A‖ · ‖x‖X , x ∈ X , pisa}emo ‖Ax‖ 6 ‖A‖ · ‖x‖, x ∈ X , i
podrazumevati o kojoj je normi re~.

PRIMER 3. Ispitati da li je operatorA : `2 → `2 dat saAx = (x2, x3, . . .), x = (xn)n∈N ∈ `2,
linearan i ograni~en.

Doka`imo, najpre, linearnost. Za proizvoqne nizove x = (xn)n∈N i y = (yn)n∈N iz `2, i
proizvoqne skalare α, β ∈ F va`i

A(αx + βy) = (αx2 + βy2, αx3 + βy3, . . .) = α(x2, x3, . . .) + β(y2, y3, . . .) = αAx + βAy,

odakle zakqu~ujemo da je operator A linearan.
Kako je

‖Ax‖ =

√√√√
+∞∑

n=2

|xn|2 6

√√√√
+∞∑

n=1

|xn|2 = ‖x‖,

imamo da je ‖Ax‖ 6 1 · ‖x‖, pa je ‖A‖ 6 1, a samim tim operator A je ograni~en.
Ako bi trebalo odrediti normu operatora A, potrebno je na}i element x0 ∈ `2 koji bi nam

pomogao da do|emo do nejednakosti ‖A‖ > 1. Neka je x0 = (0, 1, 0, 0, . . .). Tada je ‖x0‖ = 1 i
Ax0 = (1, 0, 0, . . .) = e1, pa je ‖Ax0‖ = 1. Samim tim je

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > ‖Ax0‖ = 1,

odnosno ‖A‖ > 1.
Iz ‖A‖ 6 1 i ‖A‖ > 1, zakqu~ujemo da je ‖A‖ = 1.

PRIMER 4. Dokazati da je operator A : C[0, 1] → C[0, 1] dat sa (Ax)(t) =
t∫
0

x(u) du, 0 6 t 6 1,
linearan i ograni~en i odrediti wegovu normu.

Primetimo prvo da je operator A dobro definisan na celom C[0, 1]. Naime, za neprekidnu
funkciju x ∈ C[0, 1] funkcija Ax je neprekidna na [0, 1] (podsetiti se tvr|ewa iz Analize 2).

5



FUNKCIONALNA ANALIZA

Za x, y ∈ C[0, 1] i α, β ∈ F va`i

A(αx + βy)(t) =

t∫

0

(αx + βy)(u) du = α

t∫

0

x(u) du + β

t∫

0

y(u) du

= αAx(t) + βAy(t), t ∈ [0, 1],

pa zakqu~ujemo da je
A(αx + βy) = αAx + βAy.

Na osnovu Lagran`ove teoreme (podsetiti se Analize 2), za svako t ∈ [0, 1] postoji t0 ∈ [0, t]
da je Ax(t) = (t− 0)x(t0). Daqe je

‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| = max
t∈[0,1]

|t| · |x(t0)| = |x(t0)| 6 max
t∈[0,1]

|x(t)| = ‖x‖.

Dakle, ‖A‖ 6 1, pa je operator ograni~en.
Za x0(t) = 1, t ∈ [0, 1], je ‖x0‖ = 1 i ‖Ax0‖ = max

t∈[0,1]
|t| = 1, pa je

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > ‖Ax0‖ = 1.

Iz ‖A‖ 6 1 i ‖A‖ > 1, zakqu~ujemo da je ‖A‖ = 1.

Nave{}emo primer operatora koji jeste linearan ali nije ograni~en.

PRIMER 5. Neka je X normirani prostor svih polinoma na [0, 1] sa normom ‖P‖ = max
t∈[0,1]

|P (t)|.
Defini{imo operator A na prostoru X sa AP (t) = P ′(t), 0 6 t 6 1. Dokazati da je operator
A linearan, ali ne i ograni~en.

Za proizvoqne polinome P1 i P2 definisane na [0, 1], α, β ∈ F i za sve 0 6 t 6 1, va`i

A
(
αP1(t) + βP2(t)

)
=

(
αP1(t) + βP2(t)

)′ = αP ′
1(t) + βP ′

2(t)
= αA

(
P1(t)

)
+ βA

(
P2(t)

)
,

odakle zakqu~ujemo da je operator A linearan.
Doka`imo da operator A nije ograni~en. Uo~imo niz polinoma (Pn)n∈N dat sa

Pn(t) = tn, n ∈ N, 0 6 t 6 1.

Tada je ‖Pn‖ = max
t∈[0,1]

|tn| = 1 za svako n ∈ N i APn(t) = P ′
n(t) = n tn−1, pa je ‖APn‖ = n, n ∈ N.

Zakqu~ujemo da ne postoji realan broj M takav da je ‖APn‖ 6 M za svako n ∈ N. Kako je

‖A‖ = sup
‖P‖=1

‖AP‖ > sup
n∈N

‖APn‖,

sledi da operator A nije ograni~en.

NAPOMENA. Operator diferencirawa je vrlo va`an operator, koji se ~esto koristi. U
prethodnom zadatku smo videli da je on neograni~en. To nam ukazuje na zna~aj neograni~enih
operatora. Me|utim, wihove osobine ne}emo detaqnije analizirati.
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