JIVHEAPHU OITEPATOPU

JINMHEAPHA TIPECJIMKABAA HOPMUPAHOT IMPOCTOPA Y HOPMUPAH TTPOCTOP

Hekacy (X, || - ||x) u (Y,] - |ly) nopmupann npocropu naa nctim mnosbeM ckanapa F € {R, C}.
JEOUHULWIA 1. ITpecmuxasarve A : X — Y je:
1° aguimusno axo je A(x1 + x2) = Ax1 + Axg 3a cée x1,x9 € X;
2° xomozeno axo je A(\x) = NAx 3a cee v € X, \ € TF;

3° numeapno axko je aguiueHo U XOMOSeHO, Wj. AKO je

A()\liﬁl + )\2.172) = MAx1 + Az, x1,220 € X, A, A2 €F.

Bpemnoct npecnukaBamwa A y Tauku x o3HavaBahemo ca Az. YMecTo TepMHHA MpECTHKaBarmbe KO-
puctTrheMo TEPMUH OTIEPATOP.

HANOMEHA. IIpumeiiumo ga 3a aguiiusan oiepaimiop A : X — 'Y eaxncu A(Ox) = Oy. 3auciua,
A(0x) = A(0x +0x) = A(0x) + A(0x),
ogaxne je A(0x) = 2A(0x), @ta je A(0x) = Oy

3a HyNa BEKTOP ¥ BEKTOPCKOM NMPOCTOPY KOPUCTUIIM cMo 03HaKyY 0 1ok je ca 0 o3HaveH peanan 6poj
nyna. Cajia cy yKJbydeHa JiBa BEKTOPCKA MPOCTOPA M4 ce 3aTO HATJalllaBa MPOoCTOP KOMe IPUIajiajy.
Cmatpamo na hie To yoyayhe 6utu jacHo u 3ato hiemo mucatu jemnocrasuuje A(0) = 0.

JEOUHULWIA 2. Juneapan oiiepaiuop A : X — F, 2ge je F peanrno wu xomitnexcro ome crarapa
V 3a6uUCHOCHIU 0g Woca ga mu je X peanan uiu KOMIAEKCAH GeKIOPCKU UPOCTIOp, 306€ ce JTUHeApHd
@yuryuonena.

TIPUMEP 1. Hasewihemo neke iipumepe oepainiopa.

1) A:ly — Uy gami ca Az = (0,21, 22,23, ...), = (Tn)nenN € {2 je oniepaimiop na ls.

1
2) A:C[0,1] — R gaiw ca Az = [ z(t)dt, z € C[0,1], je pynxyuonera na C|0, 1.
0

TEOPEMA 1. Oidepaiiop A : X — Y je neiipexugan na X axo u camo axo je Heupexugaun y waqku
0eX.

JIOKA3. Ako je omepaTtop A je Henpexuman Ha X, Tafa je HEMpeKUIaH y CBAKoj Taukn € X, ma
je Herpekujan y tauku 0 € X

Hexka je omepatop A menpekuman y tauku 0 € X. Taga kopucrelin medununujy 9 obmact
Kounseprennuja nuzosa u A(0) = 0, no6ujamo

(Ve > 0)(Fd(e) > 0)(Vz € X)(||lz]|x < d(e) = ||Az|ly < ¢e). (1)
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Axoy (1) ymecro = craBumo = — zp € X, 106ujamo
(Ve > 0)(Jd(e) > 0)(Vz € X)(||lz — zollx < d(e) = [[A(z — o)y <e).
Onepatop A je nuneapamn, na je A(x — z9) = A(x) — A(zp), a THMe H06HjaMO
(Ve > 0)(Fd(e) > 0)(Vx € X)(||lx — zol|x < d(e) = ||A(x) — A(zo)|ly < &),

onHocHO A je Hempexwman y Tauxku 9 € X. Kako je zg € X mpowmssosbHa Tauka, ciean aa je A
Helpekuaal Ha X . O

JEOUHULWIA 3. Juneapnu oiepaiiop A : X — Y je o2panuuen axo docitioju nene2aimusan opoj M
maxas ga je
|Az|| < M||z|]|, =€ X.

HAMNIOMEHA. IIpumeimiumo ga M nuje jequucitieen 6poj.
TEOPEMA 2. Jluneapan oitepaitiop A : X — Y je neipexugan ako u camo ako je 0ZpaHuuen.

JIOKA3. TpeTmocTaBuMO, HajIipe, 1a je TuHeapad onepatop A Henpekuaad Ha X . Tama 3a cBako
e > 0 mocroju d(¢) > 0 tako xa je ||Az|ly < € 3a ceako x € X xoje 3an0BosbaBa ||z||x < 0(¢).
Axo je ¢ = 1, Tama ||z|]|x < d(¢) mosmaum ||Az|y < 1. IToxasahemo ma 3a cBako x € X Baku
IAzlly < s&5llelx.

e Axo je x = 0, HejeTHAKOCT TPUBMJATTHO BAXKU.

e Axojex # 0, Heka je 1 = 2‘(‘55}'))( z. Tamaje ||z1||x = @ < 0(1), maje

= W) gy <1

N, = Izl
2Hﬂc‘llx 2||9UHX v 2llx

Al =||A (55

W3 mocneame HejeMHAKOCTH 3aK/bYIyjeMo Ja je

2||z]| x

Jdally < 7 = s lallx.

ofHOCHO M = %.
Heka je omepatop A orpaHudeH W JOKAXUMO Ja je Henpekumaan. Tama mocroju M > 0 taxko 1a je
|Az|ly < Mlz|x,3acBako x € X, ma3a [|z]| < 57 je

lAzlly < Mlz|x < M-~ =e.
M
3akspydyjemo n1a je onepatop A Hempexugan y tauku 0 € X, ma Ha oCHOBY TeopeMe 1. cienm f1a je
Helpekuaal Ha X . O
Cxyn cBuX orpannuennx jJuHeapuux oneparopa A : X — Y oznauasahemo ca L(X,Y). Creun-
jamno, ako je X = Y xopuctumo osnaky L(X).
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n
IPUMEP 2. Heka je X =Y = R™ 3a xz = (r1,22,...,2,) € R" je |z||gn = kz |z |2.

Opinionopmupana 6asa je gaia ca e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1).
n

Csaxo x € X ce moxce Gipegeiiasuiniu y 00IUKy T = Y, Trek 3a Heke ckatape Ty, € R.
k=1
Csaro auneapno upecauxasarve A - R™ — R” je oZpanuueno, ia camum wum u neipexugno. 3auciua,
n n

Ax = A( > xkek> = Y xpAeg, @ta kopucitiehu nejegnaxocii Xeagepa (p = q = 2) gobujamo
k=1 k=1

n n n

<D lawl - N Aenllre < | D @l | D ekl = Ml2l|re,

R™ k=1 k=1 k=1

n
2ge je M = ,/kZl [

JAEOUHULWIA 4. Hekaje A : X — Y auneapan u oZpanuuen otepainiop. Hndumym bpojesa M 3a xoje
saxcu nejequaxoci || Azx||ly < M||z||x 3a ceaxo © € X osnauasahemo ca || Al|.

i rpAep

k=1

| Az]lg =

HATIOMEHA. lpumeitiumo ga je ungumym cKyia Go3ulliu6HUX 8pegroCiiu HeHeZatliuean peaiar Opoj,
wy. | Al = 0.

Creneha Teopema mam omoryhama Ja 3a OrpaHMYeH W TUHEApaH OIEepaTop JaKo M3padyHAMO
HeHeratusan 6poj || Al.

TEOPEMA 3. 3a ceaxu oitepainiop A € L(X,Y") saxcu

| Az|ly
[All = sup = sup [[Az|y = sup |[Az|y.
sex\foy 1Zlx e el =1

JTOKA3. Hexka je x # 0 mpousBosban exement n3 X u M ckyn ceux M > 0 3a Koje BAXH HEJeTHAKOCT

Az|ly < M||z||x,x € X. 3acBako M € M ux # 0 Baxu IAzlly < M, omaxie je
=l x

Ax
|Azlly inf{M | M € M} = ||A|.
]| x
Maxie, 3a cako x # 0 Baxu || Azx|y < ||A] - ||z||x. 3az = 0 ounrnenno Baxwu | Az|ly < ||A|- [z x.
Axo je x # 0, Tajga U3 HejeHAKOCTH ”ﬁﬁ!{y | All, cienu ma je ‘ WA.%’ . < ||A|l, a u3z
JMHeapHOCTH omepaTtopa A je HA(M> H |All. Vsumajyhu na je y = I ”ﬁ € X, mako ce
b's
nobuja na je ||y||x = 1, ma u3 nocnemme HejeIHAKOCTH 3aKIbydyjeMO JIa je
sup [l Aylly < [l Al 2

llyllx=1

W3 nedpununuje | Al| cnenn na 3a csako € > 0 mocroju x € X na je

[Azelly > ([All = e)llz<llx-
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Capa je
T 1
sup Ayl > [[A( )| = ey > Al - e, e >0,
lyllx=1 lzellx /Ty [zl x
Ta je
sup || Aylly = [|Al|. 3)
lyll x=1

W3 nejennakocrn (2) u (3) cnemn naje  sup || Aylly = ||A]l.

lyllx=1
Hame je
Aylly Yy
p LY qup [a( 2, = sup Ayl = 141,
vex [lyllx wex D\ lyllix 2y =
y#0 y#0
- _ I Aylly
ma je ||A|| = su .
je [|All yeg Tollx

y#0
KopurihemeM mpenxoaHo Toka3aHUX jeTHAKOCTH UMaMo Ja je

A A
14]| = sup ‘” ?,/”Y> ”‘ Z“ﬁ”y/ sup || Ayl
Z% Ylix ||y£§0<1 Ylix lyllx <1
nu
sup [[Aylly = sup [Aylly = [[All,
lyllx <1 lyllx=1
toje ||All = sup |[|Aylly. O

lyllx <t
HAIOMEHA. Jlo caga cmo kopucitiuu osnaky || All sa nenezamuean opoj 3a koju éasicu nejegakoci
|Az|ly < [|A] - ||x||x 3a ceaxo x € X, ognocro 3a koju éaxcu

Azx|ly
|Al| = sup | Az] = sup |Az|y = sup |Az|y.
zex\foy 1Zlx e el x =1

Hapaeno, osnaxa nuje cyuajno uzabpana ga 6yge ucimia kao 3a nopmy. Ceaxom enemeniiy A € L(X,Y)
ce modice gogenuimiu nenedaimusan opoj || Al u wume je na cxyiy L(X,Y') gobpo geunucano apeciuxa-
sawe A — ||A||. V cregehoj meopemu hemo wokaszamu ga opoj ||A|| apegcemasva nopmy onepaimiopa A y
apocitiopy ceux o2panuqenux auneapnux oiepamiopa L(X,Y).

VY npocropy L(X,Y) ce nedunuine cabupame oreparopa ¥ MHOXKEE OIEPATOPA CKaIapoM Ha
cienehu HauuH:

(A+ B)x = Ax + Bz, M)z = AN(Az), A,Be L(X,Y), AeF.

TEOPEMA 4. [lpecmuxasarwe A — || A

,Ae L(X,Y), gedpurue nopmy na L(X,Y).

JTOKA3. 1. Joxaxumo 1a je ||A|| = 0 ako u camo axo je A = 0, 1j. Az = 0, 3a cBako x € X.

Axo je ||A|| = 0, tana je || Az|ly = 03a cako x € X, na no aepununmju Hopme y Y cieau aa je
Az = 03acBako z € X.

Axo je Az = 0 3a cako = € X, jacuo je u3 nedpununuje 6poja ||A|| ma je ||A|| = 0.
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2. Toxaxumo naa je || A| = |af - ||Al| 3a cBako « € Fu A € L(X,Y). Kopucrehin ocobune Hopme
y ipoctopy Y u Teopemy 3. 1obujamo

Al = sup [ledAzlly = |a| sup [[Azlly = |af-[[A]l.

llzllx=L1 lzll x=1

3. Joxaxumo ga je ||[A + B| < ||A]| + || B, 4, B € L(X,Y).
Kopucrehu HejeqHaKOCT TPOYIIIA 32 HOPMY Y TPOCTOPY Y M ocobuHe cynpeMyma, 1001jamMmo

A+ Bl = sup [[Az+ Brlly < sup ([|Az|y + | Bz|y)

el x=1 ol x=1
< sup [Azfy + sup |[|Bzfy = [|A] + [ B]|. =
Jellx=1 el x=1

HATIOMEHA. Tlpumernmo aa y goka3dy 1 xox pevennre ,,A = 0, 1j. Ax = 0, 3a cBako x € X.* mipsa
osnaka 0 mpencrasiba Hyity y npocropy L(X,Y') a apyra Hyiny y HopMupaHOM mpocTopy Y.

Haname, 1a OucMo pacTepeTwia caM 3amuc, HeheMo HariamaBaTh IPOCTOp y KOJoM ce HOpMa
jaa. Hanwme, ymecro [|Azlly < [lA[| - [lz]lx, z € X, macahemo [[Az]| < [|A]| - [lz]l, 2 € X, n
[0/Ipa3yMeBaTH O KOjOj j& HOPMH peY.

TIPUMEP 3. Hciaumaiuu ga i je oiiepaiiop A : Uy — lo gaiti ca Ax = (x2,23,...), T = (Tp)neN € {2,
JUHeAPan U 02PaAHUYEH.

Jokasxcumo, najiipe, nuneapnocii. 3a iipoussomshe nuz06e T = (Tp)peN U Y = (Yn)nen uz o, u
dpoussomne ckanape o, 3 € F saxcu

A(O&ZE + ﬁy) = (a$2 + ﬁy2,041'3 + ﬁyfﬂv .- ) = CY(l‘Q,ZEg, .- ) + ﬁ(y27y37 .. ) = aAx + ﬁAyv

ogakzie 3aKwyuyjemo ga je ovepaimiop A auneapan.
Kako je

+00 +0o0
lAz] = | D lzal? < | D lzal? = J2],
n=2 n=1

, ia je | Al| < 1, a camum iwium oiepaitiop A je ocpanuuen.

Ako 6u mpebano ogpequitiu Hopmy ofiepaitiopa A, omipebno je nahu enemeniti xo € fo Koju 6u Ham
iomo2ao ga gohemo go nejeguaxociuu ||A|| = 1. Heka je xo = (0,1,0,0,...). Taga je ||zo| = 1 u
Azg = (1,0,0,...) = ey, aa je || Axo|| = 1. Camum mum je

umamo gaje ||Az|| < 1- ||z

[All = sup [|[Az] > [[Azo] = 1,
[lzf|=1

ognocno ||A|| > 1.
s ||A|| < 1ul|Al| = 1, sakwyuyjemo ga je |A|| = 1.

IIPUMEP 4. Jorasaimu ga je ouepaiiop A : C|0, 1] — CI0, 1] gaim ca (Ax)(t) z(u)du, 0 <t <1,

I
o o

JIUHEAPAH U 02PAHUYCH U OGPEeqUITILL 1he208Y HOPMY.
Ipumeimiumo wipso ga je oiepaitiop A goopo gegpunucan na yerom C[0,1]. Haume, 3a neapexugny
@ynxyujy x € C0, 1] pyuxyuja Ax je neapexugna na [0, 1] (dogcemuinu ce wmephersa us Ananuze 2).
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Zax,y € Cl0,1] ua, B € F sasncu

Aoz -+ B)(t) = [ (o + gy du=a [atu)du+p [y du
0 0

ila 3aKmyuyjemo ga je

A(ax + By) = aAx + [Ay.

Ha ocnosy Jlazpansicose weopeme (ilogeemuiniu ce Ananuse 2), 3a céaxo t € [0, 1] tocimoju ty € [0, t]
gaje Ax(t) = (t — 0)x(to). Hawe je

] = ma | (A)(2)] = ma 1] ot0)| = [o0)| < ma [e(4)| = ]

Haxne, ||A|| < 1, @ia je odepaimiop o2panuuen.
3ao(t) = 1.+ € [0,1],je llrol| = L Az = e 1] = 1. 7 je
telo,1

[All = sup [[Az] > [[Azo]| = 1.
[[zf|=1

s ||A|| < 1u||A| = 1, sacwyuyjemo ga je || Al = 1.
Hagemhemo npumep onepaTopa Koju jecTe TMHEapaH ald HHje OrpaHUYCH.

IIPUMEP 5. Heka je X nopmupanu tpocimop ceux aomunoma na [0, 1] ca nopmom ||P|| = m[amlc} |P(t)].
telo,
Hepuruuumo otiepaiiop A na apociiopy X ca AP(t) = P'(t), 0 <t < 1. Jokaszaitiu ga je oiepaitiop
A nuneapan, anu e u 0Zpanuyen.
3a apoussomne domnome Py u Py gegpunucane na [0,1], o, 8 € Fusa cee 0 <t < 1, sasicu

A(aPi(t) + BPs(t)) = (aPi(t) + BP2(1)) = aP{(t) + BP5(t)
— aA(Py(1)) + BA(Py(t)),

ogakne 3aKkmyuyjemo ga je oidepaitiop A nuneapar.
Jokazxcumo ga oiiepaimiop A nuje o2panuuen. Youumo nus ionunoma (Pp)neN gaiti ca

P,(t)=t", neN, 0<t<1.
Taga je || P, | = trél[(?)l(] [t"| = 13a ceaxon € Nu AP,(t) = P.(t) = nt" ! qaje |AP,|| =n, n € N.

3axkmyuyjemo ga ne ocimioju peanar opoj M wmaxae ga je ||AP,|| < M 3a ceaxon € N. Kaxo je

|Al]l = sup [|AP| > sup AP,
|P|=1 neN

ciequ ga oitepaitiop A Huje 0Zpanuten.

HANOMEHA. Onmnepatop audepeHInpama je BpJIO BaXkaH ONepaTop, KOjU Ce 4ecTo KOopuctu. Y
MIPETXOAHOM 3aJaTKy CMO BHJIENM /1A je OH HeoTpanndeH. 1o HaM yKka3yje Ha 3Ha4aj HeOTpaHUUEHUX
oneparopa. Mehytum, \mruxoBe ocobmHe HeheMo AeTalbHMje aHATM3HPATH.




