
Banahovi i Hilbertovi prostori

Banahovi prostori

Zadatak 1. Dokazati da je vektorski prostor P svih mogu�ih polinoma P (t) = a0+ a1t+
· · ·+ ant

n (a0, . . . , an ∈ K, n ∈ N0) jedan normiran prostor nad po	em K sa normom

‖P‖ = |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|,

ali da nije Banahov.

Rexe�e. Ispitiva�e osobina norme za preslikava�e P 7→ ‖P‖ na prostoru P se ostav	a

za samostalni rad.

Poka�imo sada da ovaj prostor nije Banahov. Uoqimo niz polinoma (Pn)n∈N, defini-
san sa

Pn(t) = 1 +
t

2
+
t2

22
+ · · ·+ tn

2n
.

Tada za proizvo	ne indekse m > n > n0 va�i

‖Pm − Pn‖ =
m∑

ν=n+1

1

2ν
<

∞∑
ν=n+1

1

2ν
=

1

2n+1
· 1

1− 1
2

=
1

2n
< ε,

pa je niz (Pn)n∈N Koxijev. Pretpostavimo da niz (Pn)n∈N konvergira u P ka polinomu

P (t) = b0 + b1t+ · · ·+ brt
r. Tada za n > r va�i

‖Pn − P‖ = |b0 − 1|+
∣∣∣b1 − 1

2

∣∣∣+ · · · ∣∣∣br − 1

2r

∣∣∣+ 1

2r+1
+ · · ·+ 1

2n
>

1

2r+1
,

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da Pn → P , n→ +∞. Dakle, normirani prostor

P nije kompletan, a time ni Banahov. 4

Zadatak 2. Dokazati da je normirani prostor X kompletan ako i samo ako je jediniqna

sfera S = {x ∈ X | ‖x‖ = 1} kompletan skup.

Rexe�e. Neka je prostor X kompletan. Kako je S zatvoren skup (jer je inverzna slika

zatvorenog skupa zatvoren skup, a S mo�emo predstaviti u obliku S = ‖ ·‖−1{1}, pri qemu
je ‖ · ‖ neprekidno preslikava�e i {1} zatvoren skup) u kompletnom metriqkom prostoru,

on je kompletan, pa je dokaz u ovom smeru zavrxen.

Pretpostavimo sada da je skup S kompletan. Neka je (xn)n∈N proizvo	an Koxijev niz

u X. Iz nejednakosti
∣∣‖xm‖ − ‖xn‖∣∣ 6 ‖xm − xn‖ sledi da je (‖xn‖)n∈N Koxijev niz u R.

Kako je prostor R kompletan, to niz (‖xn‖)n∈N konvergira u R. Neka ‖xn‖ → r, n→ +∞.

Ako je r = 0, tada xn → 0, n→ +∞, pa niz (xn)n∈N konvergira. Pretpostavimo da je r 6= 0
i uoqimo niz (yn)n∈N, definisan sa yn = xn/‖xn‖ za sve n dovo	no velike (n > k). Kako
‖xn‖ → r, n → +∞, to postoji n0 ∈ N tako da je r/2 6 ‖xn‖ za sve n > n0. Tada za svako
ε > 0 postoji indeks n(ε) tako da za sve m > n > n(ε) va�i

‖ym − yn‖ =
∥∥∥∥ xm
‖xm‖

− xn
‖xn‖

∥∥∥∥ =
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+
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6
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6
2ε

r/2
=

4ε

r
,
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Funkcionalna analiza

xto znaqi da je niz (yn)n∈N Koxijev u X. Kako je ‖yn‖ = 1, to je niz (yn)n∈N Koxijev

na jediniqnoj kugli S. Iz kompletnosti skupa S sledi da postoji y ∈ S tako da yn → y,
n → +∞, tj. xn/‖xn‖ → y, n → +∞. Kako ‖xn‖ → r, n → +∞, to xn → ry, n → +∞.

Poxto je X vektorski prostor, y ∈ X i r ∈ R\{0}, to ry ∈ X, pa niz (xn)n∈N konvergira

u X, xto znaqi da je prostor X kompletan. 4

Zadatak 3. (a) Neka su X1, . . . , Xn normirani prostori. Dokazati da je prostor X = X1×
· · · ×Xn normirani prostor ako za proizvo	an vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ X definixemo

normu sa ‖x‖ = ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖.
(b) Dokazati da je prostor X sa ovako uvedenom normom Banahov ako i samo ako su svi

prostori X1, . . . , Xn Banahovi.

(v) Dokazati da je prostor X sa ovako uvedenom normom separabilan ako i samo ako su

svi prostori X1, . . . , Xn separabilni.

Rexe�e. (a) Ostav	a se studentu da proveri osobine norme.

(b) Pretpostavimo najpre da je prostor X Banahov. Neka je za svako fiksirano ν,

1 6 ν 6 n, (x
(m)
ν )m∈N Koxijev niz u prostoru Xν . Uoqimo niz (xm)m∈N u prostoru X

definisan na slede�i naqin xm = (0, . . . , 0, x
(m)
ν , 0 . . . , 0), m ∈ N, pri qemu se x

(m)
ν nalazi

na ν−toj poziciji. Tada za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > k > n0 va�i

‖xm − xk‖ = ‖x
(m)
ν − x(k)ν ‖ < ε, xto znaqi da je (xm)m∈N Koxijev niz u prostoru X. Kako

je X Banahov prostor to niz (xm)m∈N konvergira. Neka xm → y = (y1, . . . , yν , . . . , yn),
m→ +∞. Kako je

‖y − xm‖ =
n∑
k=1
k 6=ν

‖yk‖+ ‖x(m)
ν − yν‖,

to je yk = 0 za k = 1, . . . , n, k 6= ν i x
(m)
ν → yν , m → +∞, u prostoru Xν . Dakle, za svako

ν = 1, . . . , n u prostoru Xν proizvo	an Koxijev niz konvergira, pa su svi prostori Xν ,

ν = 1, . . . , n, kompletni.
Pretpostavimo sada da su svi prostori Xν , ν = 1, . . . , n, kompletni. Neka je (xm)m∈N

Koxijev niz u prostoru X, xm = (x
(m)
1 , . . . , x

(m)
n ). Tada za svako ε > 0 postoji n0 tako da

za sve m > k > n0 va�i

‖xm − xk‖ =
n∑
ν=1

‖x(m)
ν − x(k)ν ‖ < ε,

pa za svako ν = 1, . . . , n va�i ‖x(m)
ν − x(k)ν ‖ 6 ε, m > k > n0, tj. (x

(m)
ν )m∈N je Koxijev

niz u prostoru Xν , ν = 1, . . . , n. Iz kompletnosti prostora Xν , ν = 1, . . . , n, sledi da

su svi nizovi (x
(m)
ν )m∈N konvergentni, odnosno postoje yν ∈ Xν , ν = 1, . . . , n, takvi da je

‖x(m)
ν − yν‖ < ε/n, za m dovo	no veliko (m > Nν , ν = 1, . . . , n). Neka je y = (y1, . . . , yn) i

N = max{N1, . . . , Nn}. Tada za sve m > N va�i ‖xm − y‖ < ε, pa niz (xm)m∈N konvergira

u X, xto znaqi da je prostor X Banahov.

(v) Pretpostavimo da je prostor X = X1 × · · · ×Xn separabilan. Neka je

B = {(x(m)
1 , . . . , x(m)

n ) | m ∈ N}

svuda gust skup taqaka u X. Dokaza�emo da je tada skup Bν = {x(m)
ν | m ∈ N} svuda

gust skup taqaka u prostoru Xν , ν = 1, . . . , n. Neka je xν ∈ Xν proizvo	na taqka. Tada
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Banahovi i Hilbertovi prostori

je yν = (0, . . . , 0, xν , 0, . . . , 0) ∈ X, pa za svako ε > 0 postoji indeks m0 ∈ N takav da je∥∥∥yν − (x(m0)
1 , . . . , x

(m0)
n

)∥∥∥ < ε, tj.

n∑
k=1
k 6=ν

‖x(m0)
k ‖+ ‖xν − x(m0)

ν ‖ < ε.

Iz posled�e nejednakosti sledi da je ‖xν − x(m0)
ν ‖ < ε, xto znaqi da je skup Bν svuda gust

u Xν . Kako je Bν oqigledno najvixe prebrojiv skup, to je prostor Xν separabilan za sve

ν = 1, . . . , n.

Pretpostavimo sada da su prostori Xν , ν = 1, . . . , n, separabilni. Neka je Bν = {x(m)
ν |

m ∈ N} svuda gust skup taqaka u prostoru Xν , ν = 1, . . . , n. Uoqimo skup

B = {(x(m1)
1 , . . . x(mn)n ) | m1, . . . ,mn ∈ N}

u prostoru X. Oqigledno je skup B najvixe prebrojiv. Kako je skup Bν svuda gust u

Xν , ν = 1, . . . , n, to za svaku taqku x = (x1, . . . , xn) ∈ X i sve ε > 0 postoje indeksi

m1, . . . ,mn ∈ N takvi da je

‖xν − x(mν)ν ‖ < ε

n
, ν = 1, . . . , n.

Tada je ∥∥∥x− (x(m1)
1 , . . . , x(mn)n

)∥∥∥ =
n∑
ν=1

‖xν − x(mν)ν ‖ < ε,

pa je skup B svuda gust u X. Dakle, X je separabilan prostor. 4
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Hilbertovi prostori

Zadatak 1. Ako su x1, x2, . . . , xn uzajamno ortogonalni vektori u pred{Hilbertovom pro-

storu, dokazati da va�i jednakost

(1) ‖x1 + x2 + · · ·+ xn‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + · · ·+ ‖xn‖2.

Osim toga, dokazati da su vektori x, y 6= 0 uzajamno ortogonalni ako i samo ako za proi-

zvo	ne skalare α, β ∈ K va�i jednakost

(2) ‖αx‖2 + ‖βy‖2 = ‖αx+ βy‖2.

Rexe�e. Ako su vektori x1, x2, . . . , xn uzajamno ortogonalni, tada je 〈xν , xk〉 = 0 za ν 6= k,
pa se jednakost (1) dobija direktnim raquna�em

‖x1 + x2 + · · ·+ xn‖2 = 〈x1 + x2 + · · ·+ xn, x1 + x2 + · · ·+ xn〉

=
n∑
ν=1

〈xν , xν〉+
∑
ν 6=k
〈xν , xk〉 =

n∑
ν=1

‖xν‖2.

Pretpostavimo sada da su vektori x, y 6= 0 uzajamno ortogonalni i da su α i β proi-

zvo	ni skalari. Tada je 〈x, y〉 = 0, pa je 〈αx, βy〉 = αβ〈x, y〉 = 0, tj. αx ⊥ βy. Prema tome,
iz jednakosti (1), direktno sledi jednakost (2).

Pretpostavimo sada da za proizvo	ne α, β ∈ K jednakost (2) va�i. Tada je

‖αx+ βy‖2 = 〈αx+ βy, αx+ βy〉
= 〈αx, αx〉+ 〈βy, βy〉+ 2Re 〈αx, βy〉
= ‖αx‖2 + ‖βy‖2 + 2Re 〈αx, βy〉,

odakle, zbog jednakosti (2), sledi Re 〈αx, βy〉 = 0, tj. Re(αβ〈x, y〉) = 0 za sve α, β ∈ K.
Specijalno, za α = β = 1 dobijamo Re〈x, y〉 = 0, a za α = 1, β = i dobijamo Im〈x, y〉 = 0,
pa je 〈x, y〉 = 0, tj. x ⊥ y. 4

Zadatak 2. Dokazati da je normirani prostor H pred{Hilbertov ako i samo ako za sve

x, y ∈ H va�i jednakost paralelograma

(∗) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Rexe�e. Neka je H pred{Hilbertov prostor. Tada va�i

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉
= 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉
+ 〈x, x〉+ 〈y, y〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉
= 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Pretpostavimo sada da va�i jednakost (∗). Razmotrimo prvo jednostavniji sluqaj K = R.
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Neka je

f(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
, x, y ∈ H.

Dokaza�emo da je preslikava�em f definisan jedan skalarni proizvod u prostoru H sa-

glasan sa normom prostora H.
Iz f(x, y) = f(y, x) i f(x, x) = ‖x‖2 sledi da va�e osobine (SP1), (SP2) i (SP3).

Za sve a, b, c ∈ H va�i jednakost (dokazati!)

(1) f(a+ c, b) + f(a− c, b) = 2f(a, b),

odakle za c = a dobijamo f(2a, b) = 2f(a, b), a, b ∈ H. Sada za a = (x1+x2)/2, c = (x1−x2)/2
i b = y dobijamo

f(x1, y) + f(x2, y) = 2f
(x1 + x2

2
, y
)
= f(x1 + x2, y),

tj. va�i (SP5).

Pretpostavimo da za neko n ∈ N i sve a, b ∈ H va�i f(na, b) = nf(a, b) i f((n−1)a, b) =
(n− 1)f(a, b). Na osnovu te pretpostavke i jednakosti (1) sledi

f((n+ 1)a, b) + f((n− 1)a, b) = 2f(na, b) = 2nf(a, b),

odnosno

f((n+ 1)a, b) = (2n− (n− 1))f(a, b) = (n+ 1)f(a, b).

Na osnovu principa matematiqke indukcije je f(na, b) = nf(a, b) za sve n ∈ N.
Da	e, za sve m ∈ N, na osnovu definicije funkcije f , dobijamo

f
( x
m
, y
)
=

1

m2
f(x,my) =

1

m2
f(my, x) =

1

m2
·mf(x, y) = 1

m
f(x, y).

Oqigledno je f(−x, y) = −f(x, y), pa sledi da za sve α ∈ Q (α = m
n , n ∈ N, m ∈ Z) va�i

f(αx, y) = f
(m
n
x, y
)
= mf

(
1

n
x, y

)
=
m

n
f(x, y) = αf(x, y).

Neka je α ∈ R proizvo	no. Tada postoji niz racionalnih brojeva (αn) koji konvergira
ka α kada n→ +∞. Kako je f neprekidna funkcija, za sve x, y ∈ H je

f(αx, y) = f
(

lim
n→+∞

αnx, y
)
= lim

n→+∞
f(αnx, y)

= lim
n→+∞

αnf(x, y) = αf(x, y),

tj. va�i i (SP4). Prema tome, f je skalarni proizvod u prostoru H, saglasan sa normom

tog prostora, tj. prostor H je pred{Hilbertov.

Razmotrimo sada sluqajK = C. Za prethodno definisano preslikava�e f definiximo

〈x, y〉 = f(x, y)− if(ix, y), x, y ∈ H.

Dokaza�emo da je preslikava�e (x, y) 7→ 〈x, y〉 skalarni proizvod na prostoru H.

5



Funkcionalna analiza

Lako se dobijaju slede�e jednakosti

f(ix, iy) = f(x, y),

f(ix, y) = f(ix, iiy) = f(x, iy) = f(iy, x) = −f(iy, x),
f(ix, x) = f(ix, iix) = f(x, ix) = f(ix, x) = −f(ix, x),

odakle je f(ix, x) = 0, pa je 〈x, x〉 = f(x, x) − if(ix, x) = ‖x‖2. Odavde direktno sledi

da su osobine (SP1) i (SP2) skalarnog proizvoda zadovo	ene. Osobina (SP5) se dobija

jednostavno.

Kako je

〈ix, y〉 = f(ix, y)− if(−x, y) = f(ix, y) + if(x, y)

= i
(
f(x, y)− if(ix, y)

)
= i〈x, y〉,

to je i osobina (SP4) skalarnog proizvoda zadovo	ena.

Konaqno, zadovo	ena je i osobina (SP3) jer je

〈y, x〉 = f(y, x)− if(iy, x) = f(x, y)− if(iy, iix)
= f(x, y)− if(y, ix) = f(x, y)− if(ix, y) = f(x, y) + if(ix, y)

= 〈x, y〉,

pa je normirani prostor H pred{Hilbertov. 4

Zadatak 3. Neka je {eν | ν ∈ N} ortonormirani sistem u separabilnom Hilbertovom

prostoru H. Dokazati da vektorski red
+∞∑
n=1

αnen konvergira u H ako i samo ako numeriqki

red
+∞∑
n=1
|αn|2 konvergira.

Rexe�e. Zbog kompletnosti prostora H, red
+∞∑
n=1

αnen konvergira ako i samo ako je niz

(sn)n∈N, gde je sn =
n∑
ν=1

ανeν , Koxijev. Tada za m > n va�i

‖sm − sn‖2 = 〈sm − sn, sm − sn〉 =

〈
m∑

ν=n+1

ανeν ,
m∑

ν=n+1

ανeν

〉
=

m∑
ν=n+1

|αν |2 = sm − sn,

gde je sn =
n∑
ν=1
|αν |2. Dakle, niz (sn)n∈N je Koxijev ako i samo ako je niz (sn)n∈N Koxijev,

a to je ispu�eno ako i samo ako red
+∞∑
n=1
|αn|2 konvergira. 4

Zadatak 4. Dokazati da se u vektorski prostor X realnih nizova x = (xn)n∈N, takvih

da je
+∞∑
n=1

xn < +∞, mo�e uvesti skalarni proizvod sa

〈x, y〉 =
+∞∑
n=1

λnxnyn,
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ako su λn ∈ R, takvi da je 0 < λn < 1, n ∈ N, i
+∞∑
n=1

λn konvergira. Da li je dobijeni

prostor Hilbertov?

Rexe�e.Ostav	a se studentu da poka�e da je preslikava�e 〈·, ·〉 skalarni proizvod na

prostoru X.

Izaberimo niz (λn)n∈N koji zadovo	ava sve uslove zadatka. Tada za svako ε > 0 postoji

n0 ∈ N tako da za sve N > n0 va�i
+∞∑

ν=N+1

λν < ε. Uoqimo u prostoru X niz (xn)n∈N, n ∈ N,

gde je xn = (ξ
(n)
ν ), ν ∈ N, dat sa

xn = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n puta

, 0, 0, . . . , 0, . . .).

Tada za m > n va�i

‖xm − xn‖ =
√
〈xm − xn, xm − xn〉 =

√√√√+∞∑
ν=1

λν
(
ξ
(m)
ν − ξ(n)ν

)2
=

√√√√ m∑
ν=n+1

λν ,

pa je za m,n dovo	no velike ‖xm − xn‖ < ε, tj. niz (xn)n∈N je Koxijev u X.

Oqigledno xn → x = (1, 1, . . . , 1, . . .), n → +∞. Me�utim, x 6∈ X jer je
+∞∑
n=1

12 = +∞.

Prema tome, prostor X nije kompletan u odnosu na normu indukovanu skalarnim proizvo-

dom, pa on nije Hilbertov. 4
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