BAHAXOBU U XUJBEPTOBU MMPOCTOPU

BAHAXOBU ITPOCTOPU

BAOATAK 1. JokasaTu jia je BeKTOpcku mpoctop P csux moryhux momunoma P(t) = ag+ ait +
4 ant™ (ag,...,an € K, n € Ny) jenan nopmupan nmpoctop Hag nosbem K ca HOpMom

1Pl = lao| + lar| + - - + |an],

aJm Jia HUje BaHaxos.
PEMEBKE. Ucnurusame ocobuna HOpME 32 npecaukasame P — || P|| ma npocropy P ce ocraBiba
3a CAMOCTAJIHU PaI.

[Tokaxkumo caja 1a oBaj mpocTop Huje Banaxos. Younmo Hus nosmuoMa (P, )peN, AeduHu-
caH ca

t2 tr
P()—1—|—2+22+ +2—n.
Tama 3a TpoM3BOLHE WHICKCE M = N = N BAXKU
m

1 1 1
HPm_P”H: Z 7< Z 2V 2n+1'1_l:27n<€’
v=n+1 v=n+1 2

na je #m3 (P,)nen Kommjes. ITIpernocrasumo jga aus (P,)ncN KOHBeprupa y P Ka MOJHHOMY

P(t)y=0bo+ b1t +---+ byt". Tama 3a n > r Baxu
1 1 1 1
or 2r+1 +oo Tt 27 > 27‘+1’

1
1P =Pl = oo — 1]+ [or = 5|+

IIITO je y KOHTPAAWKIU]K €4 MPeTnocTaBkoM jia P, — P, n — +oo. Jlakie, HopMupanu mpocTop
‘P Huje komIIeTaH, a TuMe HE BaHaxoB. A

SAJIATAK 2. Jlokasaru ja je HOpMupaHu TpocTop X KOMILIETAH aKO W CAMO aKO je jeUHUIHA
chepa S ={zr € X | ||z| =1} xommreran cKyI.
PEMEKE. Heka je mpocrop X xommseran. Kako je S 3aTsopen ckyu (jep je nHBEP3HA CJIMKA
3aTBOPEHOT CKyIla 3aTBOPEH CKYTI, a S MoxkeMo TpeacTapuTa y obauky S = || - || ~1{1}, mpu gemy
je || - || menpekuHo npeciaukasamwe u {1} 3aTBOPEH CKyIl) Yy KOMILIETHOM METPHUYKOM IIPOCTOPY,
OH je KOMIJIETaH, 11a je JOKAa3 Yy OBOM CMEPY 3aBPIIEH.

[Tpermocrasumo caga ma je ckyn S komiutetan. Heka je (z,)nen mpoussosban Kommje Hus
y X. Us nejennakocrn |||zn|| — [|zn||| < ||z — 24l cnenn na je (||zn | nen Kommujer mus y R.
Kaxko je mpocrop R xommeran, to Hu3 (||, ||)nen KouBeprupa y R. Heka ||z,| — 7, n — 4o0.
Axo je r =0, Tama x, — 0, n — +00, ma HU3 (Tp)neN KOHBeprupa. IIpernocrasumo ja je r # 0
1 younMo HU3 (Yp )neN, Aedunucan ca y, = x,/||zy| 3a cBe n mopomuo Benmke (n > k). Kako
|zn|| = 7, n = 400, To mocroju ng € IN tako ma je r/2 < ||z,|| 3a cBe n > ng. Tama 3a cBako
e > 0 mocToju uHJeKC n(€) TaKo Ja 3a cBe m = n > n(€) BaxKu

T, Tn Ty — T, T Tn
Hym - ynH = - = + -
[l Teulll = | Toml " Temll ~ Tl
Jon =l el
X — || ‘
leml T Tl 1%l = llnl
2||@m — an| 26 4e
S el Sz



OVYHKIIMOHAJIHA AHAJIN3A

mro 3Ha4uu s je U3 (Yn)nenw Kommjes y X. Kako je |lyn|| = 1, 1o je Huz (yn)nen Kommujes
Ha jeuHUYIHOj Kyt S. M3 KoMIuieTHOCTH cKyia S cieiu Jia mocToju y € S Tako jua y, — vy,
n — +o00, 1j. Tn/||zn|| = y, n = +00. Kako ||x,|| — r, n = +o0, TO T,y = TY, N — +00.
[Momro je X Bekropcku mpocrop, y € X u r € R\ {0}, ro ry € X, na uus (2, )ncN KOHBEPIUpa

y X, mro 3ua4u 1a je upoctop X KOMILIETAaH. A
BAZIATAK 3. (a) Heka cy X1, ..., X, nopmupanu npocropu. Jlokazaru ga je mpoctop X = X X

- X X, HOpMHPAHU POCTOP AKO 34 MPOU3BOJBAH BEKTOP T = (Z1,...,Ty) € X nedunumemo
nopmy ca [|z]| = [z1f| + -+ + [[zn]]-

(6) Hdokazaru ja je mpoctop X ca OBaKO YBEJIEHOM HOPMOM BaHAXOB aKO M CaMO akKoO Cy CBU
npocropu X1, ..., X, banaxosu.

(B) Hokazaru ja je mpoctop X ca 0BAKO yBEJIEHOM HOPMOM cemapabuiiaH aKo U CAMO aKO CY
cBu mipoctopu X1, ..., X, cenapabuiHm.
PEMEBKE. (a) OcraBba ce CTYJAEHTY Ja MPOBEPU OCOOMHE HOPME.

(6) Mpermocrasumo majupe ga je mpocrop X Bamaxos. Heka je 3a cBako dpukcupano v,
1 <v<n, (xl(,m))mem Kommjes uu3 y mpocropy X,. Youumo HU3 (T )meN Y TpocTopy X
necdunncan Ha ciaenehn wauns x,, = (0, ... ,O,x,(,m), 0...,0), m € N, npu gemy ce x,(,m) HAJIA3H
Ha v—roj mo3unumju. Tasma 3a cBako £ > 0 moctoju ng € IN Tako ga 3a cee m > k > ng Baxn
| zm — x| = Hx(ym) — ac(yk)H < €, mro 3ua4M 13 je (T, )men Kommujes nuz y npocropy X. Kako
je X Bamaxos mpoctop TO HU3 (Zp,)menN KOHBeprupa. Heka z,, — y = (Y1, Yu,---sYn),
m — +o0o. Kako je

n
ly = zmll = D lyell + 25 = o,
o

jey,=03ak=1,....n,k#vmu m,(,m) — Yy, m — +00, y npocropy X,. HakJie, 3a cBako

v =1,...,n y mpocropy X, mpousBosban KomwujeB HU3 KOHBEPIrupa, ma Cy CBu mpocTopu X, ,
v=1,...,n, KOMIIJIETHHN.

[Tpernocrasumo caja ga cy csu npocropu X, v = 1,...,n, kommierau. Heka je (m;)meN
Kommjer vus y npocropy X, ., = (asgm), e J:,(lm)) Tama 3a cBako € > 0 mOCTOjU Ny TAKO Ja
3a cBe m = k = ng Baxu

n
lm — el = > [l2i™ — 2P|| <e,
v=1

na 3a cBako v = 1,...,n Baxu ||:17,(,m) — 2l )H <e, m =k > ng, j. (xl(,m))me]N je Kommjes
mu3 y npocropy X,, v = 1,...,n. M3 kommirernoctu mnpocropa X,, v = 1,...,n, caeana ja

m . .
Cy CBU HU30BH (a:(y ))melN KOHBEPTEeHTHH, OJHOCHO TOCTOje 4y € X, v = 1,...,n, TakBu a3 je

Ha:,(,m) — || < e/n, 3a m noBosbHO Besuko (m > Ny, v =1,...,n). Hexka je y = (y1,...,yn) ¥
N = max{Ny,...,N,}. Taga 3a cee m > N Baxu ||z, — y|| < &, na Hu3 (T, )meN KOHBEPrUPA
y X, mrro 3Ha9M Ja je mpoctop X Banaxos.

() IIpernocrasumo ga je npocrop X = X X --- X X, cemapabunan. Heka je
B = {(;cgm),...,x%m)) | m e IN}

cByJa ryct ckyn tadaka y X. Jlokazahemo jia je taga ckyn B, = {a:l(,m) | m € IN} cByna
ryct cKyn Tadaka y upocropy X,, v = 1,...,n. Heka je z, € X, upoussospua tauka. Taja
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je v = (0,...,0,2,,0,...,0) € X, na 3a ceako ¢ > 0 nocroju nauexkc my € IN Takas ja je
SR R
Y — Ty 753 Tn <é&, 1].

n
> ™+l = 2l < e
k=1
k#v
M . . _ (mo) .
3 TOCJIE/ e HejeIHAKOCTH ey 1a je ||z, —xzy || < &, mro 3Ha4u ga je ckyn B, cByja rycr

vy X,. Kako je B, ouurieano HajBuiie mpebpojuB CKyII, TO je IpocTop X, cemapabuiam 3a CBe
v=1,...,n.

IIpermocrasuMo caga ma ¢y mpocropu X, v = 1,...,n, cenapabunau. Heka je B, = {:v,(,m) |
m € IN} cByza rycr ckyn tagaka y npocropy X,, v =1,...,n. Younmo ckyn
B= {(xgml), 2™y [my, L my, € N}

y npocropy X. Ouursenno je ckyn B majsuie npebpojus. Kako je ckyn B, cByna rycr y

Xy, v =1,...,n, o 3a cBaky Tauky r = (x1,...,2,) € X u cBe € > 0 nocroje mHIEKCH
mi,...,my € N TakBu 1a je
€
|z, —2(™) || <=, v=1,...,n
n
Tajta je
n
o= (e, )| = 3 Nl = 2l <,
v=1
ma je ckyn B cyma ryct y X. /lakme, X je cemapabuman mpocTop. A
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XUJIBEPTOBU ITPOCTOPU

3AJATAK 1. Ao ¢y o1,Z9, ..., T, Y3ajaMHO OPTOTOHAJIHA BEKTOPH Y NMPei—XUIOEPTOBOM TIPO-
CTOPY, JOKA3ATH J3 BAXKW jeTHAKOCT

(1) lzy + @2+ 2al® = o + flzl® + -+ flanll.

OcuM Tora, JOKA3aTH Jia Cy BEKTOpH X,y #* 0 y3ajaMHO OPTOTOHAJHE aKO W CaMO aKO 3a TMPOU-
3BOJBHE cKajape «, f € KK Baxu jeaHakocT

(2) loz|® + [IBylI* = [low + BylI*.

PEIIEWE. AKO Cy BEKTOPH T, X2, . . . , Ty, Y3aJAMHO OPTOrOHAJNHY, Tajaa je (X, k) = 03a v # k,
na ce jemaakoct (1) mobuja JUPEeKTHUM patdyHambEeM

1+ xo+ - FallP = (Bt + T F T2 F -+ )

S ) + Y ) = el
v=1 v=1

v#k

ITpernocrasumo caja Ja cy BeKTopw &,y # 0 y3ajaMHO OPTOTOHAJHU W Jia Cy « U (3 mpown-
3posbEE cKamapu. Tama je (z,y) = 0, ma je (ax, By) = aB{x,y) =0, 1j. ax L By. Ilpema Tome,
u3 jepaakocru (1), mupekTHo cieay jeaaakocr (2).

[Tpermocrasumo caga jia 3a npousBosbre «, 5 € K jennakocr (2) Baxu. Tazga je

ez + By||* = (az + By, az + By)
= (ax, az) + (By, By) + 2Re (azx, By)
= |laz|® + ||By[|*> + 2 Re (az, By),

onakie, 36or jemmakoctu (2), ciemn Re {ax, By) = 0, 1j. Re(aB(x,y)) = 0 3a ce a,f € K.
CrengjasHo, 3a o = = 1 nobujamo Re(z,y) =0, a3a a = 1, f = i gobujamo Im(x,y) = 0,
na je (z,y) =0, 1j. = L y. A

SAJATAK 2. Jlokasaru ja je HOpMupauu mpoctop H npeji—XuabeproB ako U caMO aKO 33 CBe
Z,y € H BaXKW jJeIHAKOCT TIapasesorpamMa

(*) Iz +ylI* + [l — ylI* = 2(/|z[* + [y |-
PeEmE®E. Heka je H npen—Xuabepros npocrop. Tana Baxu

|z +ylI* + lz =yl =z +y,z +y) + (z -y, — y)
= (z,2) + (¥, y) + (z,y) + (¥, x)
+(z,2) + (y,9) — (z,y) — (y, )
= 2|l )1* + llylI*).-

[pernocrasumo cana jga Baxku jeanakoct (x). Pazmorpumo npso jepnocrasauju coayvaj K = R.
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Hexka je
1
fy) =1z +yl” = lle—yl*), zyer.

Hokazahemo 1a je mpeciukaBameM [ medUHACAH jeIaH CKAJAPHH IPOU3BOMI y IpocTopy H ca-
rJIacaH ca HOPMOM IrpocTopa H.

Uz f(z,y) = f(y,z) u f(z,2) = ||z||? ciremm na Baxe ocobuue (CII1), (CII2) u (CII3).

3a cBe a, b, c € H Baxwu jeaHakoct (joxkasarn!)

(1) fla+e,b)+ fla—c,b) =2f(a,b),

omakie 3a ¢ = a gobujamo f(2a,b) = 2f(a,b), a,b € H. Camazaa = (x1+2x2)/2, ¢ = (v1—22)/2
u b=y mobujamo

T+ X2

f(z1,y) + f(22,y) = 2f(T,y> = f(@1 + 22,9),

1j. Baxu (CII5).
IIpermocrasumo na 3a #eko n € IN u cse a,b € H Baxu f(na,b) =nf(a,b) u f((n—1)a,b) =
(n—1)f(a,b). Ha ocoBy Te npernocraske u jeanakocru (1) caenu

f((n+ a,b) + f((n—1)a,b) = 2f(na,b) = 2nf(a,b),

OJTHOCHO
f((n+1)a,b) = (2n— (n—1))f(a,b) = (n+ 1) f(a,b).

Ha ocroBy npunnuna maremaruuke ungaykimmje je f(na,b) = nf(a,b) 3a cee n € IN.
Hasme, 3a cee m € IN, Ha ocuoBy pedununuje dyukmuje f, pobujamo

Ouursenno je f(—z,y) = —f(x,y), na caepu jna 3a cse a« € Q (o =", n € N, m € Z) paxu

laa) = f () =mf (5 ) =" flon) = af(o.o)

Heka je a € R mpoussossro. Taga nocroju am3 panmonaaanx 6pojesa (o) Koju KOHBEPrUpa
Ka o Kaga n — +o0o. Kako je f menpekmmgna yHKIHja, 3a cBe T,y € H je

flaw,y) = f(,lim_ane,y) = lim f(ane,)

n n—-+o00
= nll)rjﬁloo anf(xv y) = af(ac,y),
rj. Baxku u (CII4). TIpema Tome, [ je ckasapHu TpOM3BOJ, y TpOCTOpy H, cAryiacan ¢a HOPMOM

TOT IPOCTOPA, Tj. IpocTop H je npen—XuibepTos.
Pazmorpumo casia ciyuaj IK = C. 3a nperxosno jgeduHucaHo mpecinkaBame [ jiepuHUAITIMO

<.’L‘,y> :f(x,y)—zf(zx,y), .’E,yGH.

Jokazahemo na je nupecamkasamwe (x,y) — (x,y) ckagapau npoussoy Ha nupocropy H.
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Jlako ce mobwujajy cmenehe jeamakocTu

f(lxviy) = f(xvy)7

fliz,z) = f(ix,iix) = f(z,iz) =

f@y?x) - —f(iy,l’),

(iz,z) = — f(iz, x),

~

omakre je f(iz,r) = 0, ma je (z,r) = f(x,z) —if(iz,r) = ||z/|>. Onawne mupexTHO Ciean
na cy ocobune (CII1) u (CII2) ckanapror npoussoga 3amoBosbene. Ocobuna (CII5) ce mobuja
JjeaHOCTABHO.

Kaxo je

<ixay> = f(ixvy) - if(_xay) = f(ix,y) + if(:):,y)

10 je m ocobuna (CII4) ckagapHOT TPOU3BOAA 33I0BOJHEHA.
Konauno, 3a1080/beHa je u ocobuna (CII3) jep je

<y,$> = f(y7$) - lf(ly’x) = f(xvy) - ’Lf(Zy, ng)

($,y) - ’Lf(iSU,y) = f(:]c,y) + Zf(’Ll‘,y)

Il
=
8
NS

\

.
=
=

o~

8
~—

Il
~

a je HOpMUPAHU NPOCTOp H mpei—XuiabepTos. A

BAJATAK 3. Heka je {e, | v € IN} opronopmupanu cucrem y cenapabuisom XuiabepToBom

+00
npocropy H. JlokasaTu Jia BEKTOPCKH PeJl, Y, (€, KOHBeprupa y H ako v caMo aKo HyMePHIKN
400 n=1
pen Y |, |? xouseprupa.
n=1 +oo
PEMIEWBE. 360r KOMILIETHOCTH IPOCTOpa H, pesi Y (€, KOHBEPrUpa aKO W CaMO aKO je HU3
n n=1
(Sn)nen, Tae je s, = Y. aye,, Kommjer. Taza 3a m > n Baxu
v=1
m m
2 _ _
||3m - SnH = <5m —Sn,Sm — 5n> = Qpey, Qyey
m v=n+1 v=n+1
2 _ _
= g ‘051/’ = Sm — Sn,
v=n+1
n
e je 3, = Y | |?. Jaxne, a3 (s,)nen je Kommjes ako u camo axo je Hus (3, )nen Kommjes,
v=1 +00
a TO je HCIIyEHeHO aKo U CaMo akKo pen Y. |ay,|? KoHBeprupa. A
n=1

SAIATAK 4. [dokasaTu ja ce y BEKTOPCKH MPOCTOp X DPEATHUX HU30BA & = (T )peN, TAKBUX
+o0o

Jaje > x, < 400, MOXKE yBECTH CKAJIADHU HPOU3BOJL, CA
n=1

+oo
<x7 3/) = Z Anxnyn;
n=1
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+00
ako ¢y A\, € R, maksu ma je 0 < A\, < 1, n € N, u > A\, kouBeprupa. Jla su je nobujenn

pocTop XuiabepTos? n=1
PEMEBKE.OcTasba ce CTYyJIEHTY Jia NOKaXkKe JIa je TPECAUKABAme (-, ) CKaJapHU TPOM3BOJ, HA
mpocTopy X.

Wzabepumo uus (A, )neN KOju 3370BObABA CBE yCJI0Be 3ajaTKa. Tayma 3a cBako £ > 0 mocroju
+oo
no € IN rako na 3a cee N > ng Baxkn », A, < &. Younmo y npocropy X Hus (Zp)nen, n € IN,
v=N+1

e je x, = (&(,n)), v €N, gar ca

zn =(1,1,...,1,0,0,...,0,...).
N———

n IyTa

Tama 32 m > n Baxn

na je 3a m,n JOBOJBHO BEJWKE || Ty, — x| < &, Tj. Hu3 (2, )nen je Kommjes y X.

+o00o

Ouwurnemno z, — ¢ = (1,1,...,1,...), n = +oo. Mehyrum, x ¢ X jep je Y. 12 = +oo.
n=1

TIpema Tome, poctop X HEje KOMIUIETAH ¥ OIHOCY HA HOPMY WHIYKOBAHY CKAJIADHUM TIPOU3BO-

IOM, Ia OH Huje XuiaGepTos. A



